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OZET

DOKTORA TEZi

LINEER DIiFERANSIYEL-CEBIRSEL DENKLEM SISTEMLERININ #
KONTROLU

Hasan GUNDUZ
Damisman: Dog. Dr. Mesut KARABACAK

Bu tezde diferansiyel-cebirsel denklem sistemlerinin transfer fonksiyonlarinmn H,,-normu
incelenmistir. Bu tez bes boliim olarak diizenlenmistir. Ik boliimde, kontrol teorisine giris
yapilmis, kontroliin temel elemanlar1 tanitilmis, kontrol teorisinin tarihsel gelisimi donemsel
bazda detayl olarak ele alinmis ve H,, kontrole iliskin literatiir taramasina yer verilmistir.
Ikinci boliimde, sonraki bdliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler anlatilmus,
ayrica ¢alismanimn teknik altyapisini olusturan daha ileri diizeydeki kavramlar ve terminoloji
sunulmus ve bunlara iliskin detayli agiklama ve drnekler verilmistir. Ugiincti bolimde, transfer
fonksiyonlarmin H,-normlarinin hesaplanmasinda kullanilan, bisection ve genisletilmis
dengelenmis singuler pertiirbasyon metotlar1 anlatilmis, bu metotlara iliskin algortimalar
MATLAB komutlar1 ile birlikte verilmistir. Ayrica genisletilmis dengelenmis singiiler
pertiirbasyon metodunu olusturan, balanced truncation yaklasimi ve singuler pertiirbasyon
metodu ayri1 basliklar altinda detayl olarak anlatilmistir. Drdincu bélimde kontrol teorisinin
farkli alanlarindan segilen sayisal drnekler her iki metotla da ¢6ziilmiis ve bulunan H,-norm
degerleri karsilastirilarak hata paylar1 hesaplanmistir. Son boliimde ise elde edilen bulgular ve
sonugclar tartigilmistir.

Amag: Bu arastirmada diferansiyel-cebirsel denklem sistemlerinin transfer fonksiyonlarmnin
H -normunun hesaplanmasi amaglanmistir.

Yodntem: Bu ¢alismada bisection ve genisletilmis dengelenmis singiler pertirbasyon metotlari
kullanilmis ve yiiksek boyutlu sistemlerin daha diisiik boyutlu sistemlere doniistiiriilmesinde
(model indirgeme) balanced truncation yaklasimindan yararlanilmistir.

Bulgular: Bu metotlar D = 0 i¢in, diferansiyel-cebirsel denklem sistemlerine uygulanmistir.

Sonug: Bu metotlarla bulunan #,-norm degerleri arasindaki hata paymnin yeterince kiigiik ve
duyarhiliginin tatmin edici bir diizeyde oldugu gézlemlenmistir.

Anahtar Kelimeler: #,, Kontrol, Diferansiyel-cebirsel denklem sistemleri, Bisection metodu,
Singtler pertirbasyon metodu, Balanced truncation yaklasimi, Model indirgeme.

Agustos 2023, 69 sayfa



ABSTRACT

DOCTORAL DISSERTATION

H,, CONTROL OF LINEAR DIFFERENTIAL-ALGEBRAIC EQUATIONS(DAES)
SYSTEMS

Hasan GUNDUZ
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mesut KARABACAK

In this dissertation, H,-norm of transfer functions of systems of differential-algebraic
equations(DAES) is investigated. This dissertation is organized into five chapters. In the first
chapter, thoery and basic elements of control are introduced, its historical development is
handled on a periodic basis in detail and literature review about H,, control is included. In the
second chapter, the fundamental definitions and theorems which will be used in the next
chapters are told, moreover advenced concepts and terminology, which create the technical
infrustracture of the work, are propossed and detailed explanations and examples are given. In
the third chapter, bisection and extended balanced singular perturbation methods, which are
used to evaluate the H,-norm of transfer functions of systems of differential-algebraic
equations(DAEs), are told, the algorithms about the methods are given with their MATLAB
commands. Moreover, balanced truncation approach and singular perturbation method, that
make up extended balanced singular perturbation method, are told in detail under seperate titles.
In fourth chapter, the numerical examples, selected from various fields of control theory, are
solved with the both methods, too and the error tolerance is calculated by comparing the found
norm values. In the final chapter, obtained findings and conclusions are discussed.

Purpose: This research aimed to calculate the #,-norm of transfer functions of systems of
differential-algebraic equations(DAES).

Method: In this study, bisection and extended balanced singular perturbation methods are used
and utilized from balanced truncation approach to reduce the higher dimensional systems to
lower dimensional models(model order reduction).

Findings: This method has been applied to systems of differential-algebraic equations(DAES)
for the case D = 0.

Results: It is observed that the error tolerance between H . -norm values obtained via the
methods, is sufficiently small and its sensitivity is in a satisfied level.

Keywords: H, Control, Systems of differantial-algebraic equations(DAES), Bisection
method, Singular perturbation method, Balanced truncation approach, Model order reduction.

August 2023, 69 pages

Vi



ICINDEKILER

KABUL VE ONAY TUTANAGI ....ccovutiitiiiieint it ii
ETIK BILDIRIM VE INTIHAL BEYAN FORMU........cccoiiiiiiiiiniiiniiiensseisssssseessenseeens ii
TESEKKUR ..ottt s ettt ettt s ettt es et et r e s atetese s stese s et atete s etatereans iv
(074 = IO %
AB ST R A CT ettt e et b et e e e et e et e e e e nnraeeas vi
ICINDEKILER ......coiuiitiiitieeteeeeteeee ettt st ae et e st sestesesaese st eesseesesaesnaeeneas vii
TABLOLAR DIZINT .....ooiiiiiiieceeee e, viii
SEKILLER DIZINT ..ottt IX
KISALTMALAR VE SIMGELER DIZINI.......c.ccooviiiiiitieeeeeeeeeeee e, X
GERTS oo oo oo e e oo oo e e oo s e e e e e oo 1
Bir Kontrol Sisteminin Temel Elemanlart ..............coovvviviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeceeeieeeeeveee 4
Kontrol Teorisinin Tarihsel GeliSIMI............uvvviiiiiiiiiiiiiiiiiii e 5
HOO KONEIOI TEOTIS. ...ttt 9
KURAMSAL TEMELLER.......ooiiiiiei et 11
MATERYAL VE METOT ... .ot 39
BiISECTION METOTU. ... 39
Balanced Truncation Yaklasimi ve Model Indirgeme ............ccccovveveveveeeeeceeeeeennes 40
Singuiler Pertlirbasyon MetOQU ............ecoiieeiiiie e 41
Genisletilmis Dengelenmis Singiiler Pertiirbasyon Metodu ve Hata Analizi ................ 42
ARASTIRMA BULGULARI ...t 44
TARTISMA VE SONUG ...ttt e e e e 52
KAYNAKLAR Lttt e e ettt e e ek e e e e e st e e e e e s nnb b e e e e s annne e e e s nnnes 53
OZ GECMIS ..ottt ettt ettt ettt ettt e st et e e et s e st e s te et e e atn e 58

vii



TABLOLAR DiZiNi

Tablo 1. Genisletilmis Dengelenmis Singiiler Pertiirbasyon Metodunun Algoritmasi...........

Tablo 2. Ornek 4.1°¢ Iligkin Sayisal Degerler

Tablo 3. Ornek 4.2ye 1liskin Say1sal DEFErIer ........cccovvvviririeririrereieierceeeeee e,

viii



SEKILLER DiZiNi

Sekil 1. Acik dOongii KONtrol SIStEMIETT .....c..vvviieiiiiiiee e 2
Sekil 2. Kapali dongli Kontrol SIStEMIETT.........vveiiviiiiiiiiiiiciiee e 3
Sekil 3. Antik Misir ve Yunanlilar tarafindan kullanilan su saati 6rnekleri ...............ccceceee. 6
SeKil 4. BASIT SAIKAC.........eeitiiiiieiiieie et 16
Sekil 5. Zaman-frekans bazli 6lgtimlerin karsilastirilmasi..........cccveevveeiiieeiiee e, 21
Sekil 6. BIOK QIYAGIaM .....c.oiiiiiiiiii e 24
Sekil 7. Kitle-yay-amortiSOr SISLEMIEIT .........ccviiiiiiiieii s 26
SEKil 8. RLC UBVIESH..ccuveiieiiie ettt ettt e e e sra e e snte e e nnte e e snteeeanneeeannes 27
Sekil 9. Kitle —yay SISTEMIEKT ...ocuviiiiiiiie s 32
Sekil 10. Lyapunov fonksiyonlarinin geometrik YOrumu. ..........cccovvvrvrieriiiineiiniiiee e 33
Sekil 11. Bir L-1011 hava tasit1 ve hareket eKSenleri..........ccvurririirieiireeiiee e cie e 44
Sekil 12. Ornek 4.3’te verilen dinamik sistemin Hankel singiiler degerleri........................... 50



KISALTMALAR VE SIMGELER DiZiNi

R™*M(R™™), C™™(C™™) m X n boyutlarinda reel, kompleks degerli matris uzayi

AT

A

A—l

A
trace(4)

det(4), |Al|

diag(all, ey ann)

4;(4)

g;(A)

0(A), Omax(4)

UH]

H2n><2n

He, He
c+

ll-llo
V(x,t)

vf

U

G(s)
(A,B,C,D)
C(4,B)
0(4,0)

A matrisinin transpozu

A matrisinin adjointi (eslenik transpozu)

A matrisinin tersi

Mertebesi indirgenmis A matrisi

A matrisinin izi

A matrisinin determinanti

n X n boyutlarinda kdsegen A matrisi

A matrisinin j. 6zdegeri

A matrisinin j. tekil(singiiler) degeri

A matrisinin en biiyiik tekil(singiiler) degeri
j. Hankel tekil(singiiler) deger

2n X 2n tipinde Hamilton matrisi

n X n tipinde birim matris

n X n tipinde 0(sifir) matrisi

1. mertebenden tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar sinifi
f fonksiyonunun Laplace doniisiimii

H - sonsuz(infinity) uzay1

C - arti(plus) uzayi

H - sonsuz(infinity) normu

Lyapunov fonksiyonu

f fonksiyonunun Gradient vektori
Singuler perturbasyon parametresi

Transfer fonksiyonu(matrisi)

A, B, C, D realizasyonu

(4, B, C, D) sisteminin kontrol matrisi

(A, B, C, D) sisteminin g6zlem matrisi
Kontrol Grammian matrisi

GoOzlem Grammian matrisi

Kontrol Grammian matrisinin Cholesky faktori

Gozlem Grammian matrisinin Cholesky faktor



GIRIS

Bir ortamin ideal sicaklig1 veya nemi ne olmalidir? Ulagimda bir noktadan diger bir
noktaya en emniyetli ve/veya en ekonomik sekilde nasil gidilebilir? Kaliteli bir Grin nasil
uretilebilir gibi sorular endistriyel alanin temel problemlerindendir. Buna benzer veya daha
karmasik konularda istenilen sonucu elde etmek igin gerekli islemler ve hesaplamalar yapilir.
Ancak bu hesaplamalar ve islemler her zaman istenilen sonucu verir mi? Veya istenilen sonug
en az hata payiyla nasil elde edilebilir? Kontrol sistemleri tam da bu asamada devreye girer ve
"sistemi istenildigi gibi hareket edebilecek hale getirmek™ anlamina gelen kontrol islemi,
yapilan herhangi bir iste istenilen sonucun minimum hata payiyla elde edilmesini saglar. Bir
bagka deyisle kontroliin amaci, bir veya daha fazla degiskenin veya parametrenin 6lguilmesi ve

istenen degerde tutulmasidir.

Kontrol sistemleri, teknolojinin gelismesiyle beraber, basta uzay araglari sistemleri, flize
giidiim sistemleri, ulasim ve gii¢ sistemleri, robotik sistemler ve daha birgok benzeri sistemin
yani sira modern iiretim ve endiistriyel islemlerin {iretim sonras1 agamalarinda (depolama, satis
stratejileri vs) da ihtiyag duyulmasi agisindan hayati bir 6nem tasir. Uretim asamalarina; makine
tezgahlarinin numerik kontrolii, uzay endiistrisinde kullanilan oto pilot sistemlerinin dizayni,
otomobil sanayiinde araba ve kamyon tasarimlar1 gibi drnekler verilebilir. Uretim sonrasi
asamalarina ise depolama icin gerekli ortamin basing, sicaklik, nem gibi etkenlerinin kontrol
altinda tutulmasi gibi temel islemler, ideal depolama suresinin ve optimum kar-zarar

marjlarinin hesaplanmasi 6rnek olarak verilebilir.

Kontrol teorisi; dinamik sistemlerde en uygun performans elde edilmesi, algilanan
degerlerin sabit ve tekrarlanabilir tutulmasi, verimliligin arttirilarak kaynak tiiketiminin
azaltilmasi, tekrara dayanan manuel islemlerde agir is yiikiiniin hafifletilmesi ve benzeri birgok
konuda kolaylik saglar. Ayrica, kontrol mekanizmalari, uyarilar vererek sistemi giivenlik
sinirlar1 igerisinde stabil tutmak amaciyla kullanildigindan dolayi, asir1 hassasiyet gerektiren
sistemleri kontrol olmaksizin tasarlamak miimkiin degildir. Bu tip uygulamalarda kontrol salt
bir ara¢ degil, sistemin baglica elemanlarindandir. Bu kritik 6neminden dolay1 bu alandaki

gelismeler ve yenilikler bilim adamlar1 ve mithendisler tarafindan yakindan takip edilmektedir.
Kontrol edilecek bir sistemde genellikle 3 temel eleman bulunur. Bunlar;

¢ Bilesenler: Giris ve ¢ikislarin olusturdugu degisken degerler.

e Ozellikler: Sistemin yapisi ve calisma parametreleri.

1



e Baginti: Sistem ile 6zellikler arasindaki iliskileri temsil eden matematiksel ifadeler.

Kontrol sistemleri temel olarak iki gruba ayrilir.

Acik Dongii Kontrol Sistemleri: Ac¢ik dongii kontrol sistemlerinde, kontrolor Sekil
1’de goriildiigi gibi sistemin girisinde bulunur ve sisteme seri baglidir. Giriglerin belli sinirlar
icerisinde olmasmi denetleyerek, sistemin giris ve parametrelerini istenen diizeyde tutmakla
sorumludur. Bu tip kontrollerde c¢ikiglarin kontrol eylemi iizerinde higbir etkisi yoktur,
dolayistyla dl¢iilmesine ihtiya¢ duyulmaz. Girig ve ¢ikislar arasindaki fark ol¢iilmediginden
dolay1 sistemin gilivenilirligi kalibrasyonun kalitesine baghdir. Bozucu etkilerin var olmasi
durumunda sistem istenilen sonucu veremeyebileceginden dolay1 bu tip islemlerde agik dongii
kontrol sistemi tercih edilmez. Basit durumlarda kontrolor, sistemin 6zelliklerine bagli olarak;
guclendirici, mekanik baglanti, filtre veya baska bir eleman olabilir. Daha karmagsik durumlarda
ise kontrolor mikroiglemci veya benzeri bir eleman olabilir. Zaman bazli kontrol sistemlerinin
hepsi acgik dongii kontrol sistemleridir. Bu tip sistemlere 6rnek olarak, ¢amasir makinesi ve

trafik 1siklar1 verilebilir.

Giris Cikis

KONTROLOR SISTEM

Sekil 1. Agik dongii kontrol sistemleri

Kapal Dongii Kontrol Sistemleri: Bir diger ad1 feedback (geri besleme, geri bildirim)
kontrol sistemleridir. Bu tip sistemlerde referans degeri ve ¢ikis arasindaki fark kontrol araci
olarak kullanilir. Feedback mekanizmasi Sekil 2°de goriildiigii gibi sisteme paralel baglanir. Bir
kapali dongii kontrol sisteminin ¢aligma prensibi; hata sinyalinin kontrolére gonderilmesi
suretiyle, hatanin azaltilarak sistem ¢ikiglariin istenilen degere getirilmesi seklindedir. Burada
hata sinyali; giris sinyali ile feedback sinyali arasindaki fark olarak ifade edilir. Feedback
sinyali, ¢ikis sinyalinin kendisi olabilecegi gibi ¢ikis sinyali cinsinden bir fonksiyon veya bu
fonksiyonun tiirevi ve/veya integrali seklinde de olabilir. Sistemin uygulamalara nasil cevap
verecegini belirlemek amaciyla modellemeye ihtiya¢ duyulur. Kapali dongii kontrol sistemleri
sadece miihendislikte degil birgok disiplinde uygulama alanma sahiptir. Ornegin insan viicudu
cok ileri diizeyde bir feedback kontrol sistemine sahiptir. Viicut 1s1s1 ve kan basmcinin sabit
tutulmasi1 birer fizyolojik feedback kontroliidiir. Otomobillerde bosta hiz kontrolii ve oda

termostatlar1 kapali dongii kontrol sistemlerine verilebilecek diger 6rneklerdir.
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Sekil 2. Kapali dongi kontrol sistemleri

A

Acik dongli ve kapali dongii kontrol sistemlerinin birbirine gore istiinliikkleri ve
dezavantajlar1 vardir. Ornegin geri besleme mekanizmasina sahip oldugundan, bozucu etkilerin
oldugu ve asir1 hassasiyet gerektiren durumlarda kapali dongii sistemler tercih edilir. Ancak
maliyetinin fazla olmasi1 kapali dongii bir sistem icin dezavantaj olustururken ac¢ik dongii bir
sistemin hem insa edilmesi kolay hem de ekonomik olmasi nedeniyle (zaman ve/veya maliyet
acisindan bakildiginda) tercih edilmesi daha mantikhidir. Kararlilik gerektirmeyen islemlerde,
acik dongli sistemler tercih edilir. Ciinkii acik dongii sistemlerde kararlilik asil problem
degildir.

Kullanilan metodolojiye gore degerlendirildiginde baslica kontrol cesitleri asagidaki

gibi verilebilir.

e Klasik Kontrol: Bu sistemler adi diferansiyel denklemlerle ifade edilir. Bu
denklemler lineer transfer fonksiyonlarina doniistiiriiliir ve analiz edilir. Bu
dontistimlere 6rnek olarak; Laplace Doniistimii, Fourier Doniisiimii ve Z-Dontistimii
ornek olarak verilebilir. Bu sistemler genellikle "tek girisli tek ¢ikisli" (SISO: Single
Input Single Output) sistemlerde kullanilir. Sadece lineer sistemler i¢in gegerli olsa
da, lineer olmayan ancak uygun bir nokta civarinda lineer hale getirilebilen
sistemlerde de yaklasik transfer fonksiyonlar1 belirlenebilir.

e Modern Kontrol: Modern kontrolde, yiksek mertebeden diferansiyel denklemler,
adi diferansiyel denklemlere doniistiiriiliir. Bu denklemler vektér metoduna benzer
sekilde ¢oziiliir. Denklemlerin bu sekilde ¢oziilmesi, yiiksek mertebeden diferansiyel
denklemler ¢oziiliirken karsilagilan zorluklarin kolaylikla asilmasinda yardimci olur.
Coklu degiskenlerden kaynaklanan non-lineerlik modern metodolojiyle ¢ozuldr.

Durum uzay vektorii, 6z degerler ve 6z vektorler bunlara 6rnek olarak verilebilir.



Giris, ¢ikis ve sistemin diger degiskenleri; durum degiskenleri olarak tanimlanir. Bu
kontrol, "¢ok girisli ¢ok ¢ikisli" (MIMO: Multi Input Multi Output) sistemlerde
kullanilir.

¢ Robust (Gurbiz) Kontrol: Robust kontrol teorisinde, gergek sistemle matematiksel
modeli arasinda her zaman bir belirsizlik etmeni oldugu varsayilir. Béylece bu
belirsizlik etmenleri ya da hata faktorleri (cevre, dahili belirsizlikler, gurdltt ve
diizensizlikler) kontrol sisteminin tasarlanmasi siirecinde sisteme dahil edilir. Ancak
bu tutarsizlik etmeninin ve hata faktoriiniin ger¢ek degeri bilinmediginden, tahmini
bir deger atamas1 yapilir ve sisteme dahil edilerek analizi gergeklestirilir. Robust
kontrol, stabilite ve performans acisindan gii¢liidiir. Bu analiz siiresince uygulanan
en etkili yontem #,, kontrolddir.

e Optimal Kontrol: Optimal kontrolde; problem, maliyet fonksiyonunu minimize
etmek amaciyla; siirecin, fiziksel kisitlamalarin ve performans kisitlamalarinin
matematiksel modeli olarak ifade edilir. Miihendisligin yani sira iktisat alaninda da
siklikla kullanilan bir metottur.

e Uyarlanabilir (Adaptif) Kontrol: Uyarlanabilir kontrolde, kontrolorler;
parametreleri bazi mekanizmalar tarafindan g¢evrimig¢i giincellenebilecek sekilde
yapilir ve bu sayede performansm arttirilmasi amaglanir. Bu kontrolde, normal
feedback siirecine ilaveten parametre ayarlamasi yapan bir ilmek bulunur. Kararhlik
bu kontrolde temel sorundur.

e Oyun Teorisi: Oyun Teorisinde, her sistem, dis etmenlere karsi kendi maliyet
fonksiyonunu en aza indirmek zorundadir. Bu 6zelliginden dolayi, bu teori bir
catigma ve igbirligi ¢alismasidir. Oyun teorisi, robust ve optimal kontrol teorileriyle

iliskilidir.
Bir Kontrol Sisteminin Temel Elemanlari

e Sinyal: Bir sistemin davranisi veya bir fiziksel olgunun niteligi hakkinda bilgi
tagtyan fonksiyonlara denir. Baslica analog(siirekli) ve dijital(ayrik) olmak tizere
ikiye ayrilir.

e Kontrollii Degisken: Olgiilebilir veya kontrol edilebilir nicelik veya kosullara denir.

o Islenmis Degisken: Kontrollii bir degiskenin degerini etkilemek amaciyla bir
kontroldr tarafindan degistirilen nicelik veya kosullara denir.

e Kontrol: Bir sistemin kontrollii degiskeninin &lgiilmesi ve islenen degerin; 6lgiilen

deger ile istenen deger arasindaki sapmalar1 diizeltmek veya kisitlamak amaciyla



sisteme uygulanmasina denir. Daha basit bir tanimla, "sistemin istenilen sekilde
hareket edebilecek hale getirilmesi* olarak tanimlanabilir.

e Tesis: Belli bir is/islemin yapilmasi amaciyla bir araya getirilmis, koordine ¢alisan
donanim veya makine pargalarma denir. Bir diger deyisle "kontrol edilebilen
herhangi bir fiziksel objeye (mekanik bir alet, bir 1sitici, bir kimyasal reaktor veya
bir uzay araci...)" denir.

e Sureg: Ilerleyerek devam eden, sistematik bir sekilde belli bir sonuca yonelik yapilan
hareketler serisine denir. Veya kisaca "kontrol edilebilen her harekete" stire¢ denir.

o Sistem: Belli bir amaca yonelik, birlikte hareket eden bilesenlerin kombinasyonuna
denir. Bir diger deyisle giris sinyallerini ¢ikis sinyallerine doniistiiren yapilardir.

Sistemler genelikle bir operator veya transfer fonksiyonu yardimiyla ifade edilir.

Giris ile orantili olarak ¢ikis verme 6zelligine sahip sistemlere lineer sistemler denir.
Gergek hayattaki sistemlerin biiylik ¢ogunlugu lineer olmayan sistemlerdir ancak belli ¢calisma

araligi iizerinde lineer sistem modellerine yakinlastirilabilirler.

e Bozucu etki: Bir sistemin ¢ikis degerine olumsuz etki yapma egilimde olan
sinyallere denir. Sistem i¢erisinde iiretilen bozucu etkilere i¢ bozucu etki, dis etkenler
tarafindan iiretilen bozucu etkilere de dis bozucu etki denir. Bozucu etkiler giris
olarak islenir.

e Feedback (Geri Bildirim- Geri Besleme) Kontrol: Bir sistemde, referans degerleri
ve ¢ikis arasinda, bozucu etkilerden kaynaklanan farki azaltma islemine feedback
kontrol denir. Tahmin edilebilir bozucu etkiler sistemin kendi isleyisi i¢inde telafi
edilebildiginden dolay1 feedback kontrol daha ¢ok tahmin edilemeyen bozucu etkiler

i¢cin kullanilir.

Kontrol Teorisinin Tarihsel Gelisimi:

Bilinen ilk kontrol mekanizmalar1 Sekil 3’te verilen su saatleridir. Su saatlerinin ilk
olarak ne zaman ve kim tarafindan icat edildigi bilinmemesine ragmen ilk rnegine M.O.
15001ii yillarda Firavun I. Amenhotep’in mezarinda rastlanmistir. Daha sonra, M.O. 325
yillarmda Vitrivius ve Ktesibos tarafindan tasarlandigi bilinen ve clepsydra (su hirsizt) olarak
adlandirilan bu mekanizmalar, Yunanhlar tarafindan, meclislerde ve mahkemelerde konusma

slirelerini ayarlamak amaciyla kullanilmustir.
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Sekil 3. Antik Misir ve Yunanlilar tarafindan kullanilan su saati 6rnekleri
Kontrol teorisinin tarihsel gelisimi dort ana periyoda ayrilir.
Erken Donem: 1900’e kadar

Klasik Oncesi Dénem: 1900-1940 aras1
Klasik Donem: 1935-1960 arasi

Modern Kontrol: 1955 ve sonrasi

Erken Donem (...-1900): Erken donem kontrol sistemlerinin yakin tarihteki en bilinen
ornegi Watt’m buharli motorudur. Ilk olarak 1789’un basinda kullanilmaya baslanan bu
motorlarm kontrol agisindan bazi dezavantajlari1 vardi. Buharli motorlar, orantili kontrol
sagladigindan, yani motorun donme hizinin mutlak kontrolii sadece bir isletim kosulu i¢in (¢ok
kii¢iik bir devir aralig1 i¢in) kontrol edilebildiginden dolay1 dikkatli ve siirekli bir bakim
gerektiriyordu. Bu dezavantajindan dolayr bu motorlar kontrolorden ziyade yavaslatici
(moderator) olarak yorumlanmustir. 1870’lere kadar Watt’in prensipleri kullanilarak diinya

capinda yiizlerce regiilator (governor) patenti alinmistir.

Bu donemin bilim diinyasinda bir hayli etki uyandiran bir diger gelismesi; Maxwell’in
1868’de yayinladigi, "On Governors" adl {inlii makalesidir. Bu makalede, cesitli regiilator
mekanizmalar: igin lineer diferansiyel denklemlerin nasil tiiretilecegi tanimlanmigtir. O
donemlerde bir dinamik sistemin kararliliginin, karakteristik denkleminin kdklerinin konumu
ile tanimlandig1 ve kompleks koklerin reel kisimlarinin pozitif olmasi durumunda sistemin
kararsiz oldugu matematik¢iler ve fizikgiler tarafindan biliniyordu. Asil problem denklemin
koklerini bulmadan, kompleks koklerin reel kisimlarinin konumunu tayin etmekti. Maxwell, 2.,
3. ve 4. mertebeden sistemlerin kararlilig1 i¢in gerekli ve yeterli kosullarin, sistemi ¢6zmeden
sadece katsayilar incelenerek bulunabilecegini gostermistir. Giiniimiizde hala gegerliligini
koruyan ve muazzam olarak anilan bu calismalart ilk yaymlandig: yillarda hak ettigi ilgiyi

gorememistir.



1876’da, Vyshnegradski, Maxwell’den bagimsiz olarak buharli motorlar igin kararlilik
kriterini gelistirdi.

Cauchy ve Sturm’un g¢aligmalarindan yola ¢ikarak, elde ettigi bulgular1 1877°de
"Stability of Motion™" adli tezinde yaymlayan Routh, Maxwell’in bu konudaki ¢alismalarimni
daha da ileri bir seviyeye tasiyarak, bugiin "Routh-Hurwitz Kararlilik Kriteri" olarak bildigimiz
prensibi bilim diinyasina kazandirdi. Yine 1895°te Isvecli matematik¢i Hurwitz, Hermit’in
calismalarindan elde edilen bazi sonuglar1 baz alarak ayni kriteri elde etmeyi basardi. Bu

nedenle bu kararlilik prensibi Routh-Hurwitz kararlilik kriteri olarak bilinir.

1853’te patent alan, Sickels tarafindan dizayn edilen ilk hidrolik motor ayn1 zamanda
ilk agik dongiilii (open-loop) sistemdir. 1866°da patent alan, McFarlane tarafindan dizayn
edilen diimen motoru ilk kapali dongiilii (closed-loop) sistemdir. Bu donemin bir diger 6nemli
olay1 da, Farcot tarafindan tasarlanan, servo-motor (moteur asservi) olarak bilinen kapali dongii

konum kontrol sistemleridir.

Klasik Oncesi Dénem (1900-1940): Bu donemde kontrol arag ve sistemlerinin,
miihendisligin bircok alaninda kullanilmasiyla beraber iki dnemli problem ortaya c¢ikti.
Bunlardan ilki; bu alana iliskin teorik bilgi yetersizliginden dolay1 problemlerin tartisilabilecegi
ortak bir terminolojinin olmamasi, ikincisi ise kolayca uygulanabilen ve analiz edilebilen
metotlarin olmayisiydi. O zaman kadar bilinen tek analiz araglar1 diferansiyel denklem ve

Routh-Hurwitz kararlilik testiydi.

1922’de Minorsky, 3-terimli veya PID (Proportional Integral Derivative) kontrol olarak
bilinen bir konum kontrol sistemi gelistirdi. Minorsky c¢alismalarinda bu kontrole ait analizleri

¢ok net ve berrak bir sekilde ifade etmistir.

1932’de Nyquist, "Regeneration Theory" adli makalesinde amplifikatorlere iliskin
calismalarini yaymnladi. Bu makalede "Nyquist Analizi" olarak bildigimiz yasanin temelleri
atildi. Ayrica bu c¢alisma, daha Once beraber c¢alistigi Black’in "negatif feedback
ampflikatorleri” ve bir sistemdeki negatif feedback’in faydalar1 hakinda da pratik bilgiler

iceriyordu.

1934’te Hazen ve Ogrencileri tarafindan yliksek performansli servomekanizmalar
tasarland1 ve bu alanda genis kapsamli teorik caligmalar ilk defa Hazen tarafindan yapild.
Hazen’in calismalar1 bir sonraki nesil kontrol sistem uzmanlar1 i¢in bir baslangic noktasi
niteligindeydi.

Klasik Donem (1935-1960): Klasik donemde, kontrol teorisi alanindaki ¢aligmalar

farkli lilkelerde birbirinden bagimsiz gruplar tarafindan kapsamli bir sekilde yiiriitiilmiistiir. Bu



donemin ilk yillarindaki 6nemli gelismeler Cremer-Leonhard-Mikhailov kriteri ve Bode un
caligmalaridir. Bode caligmalarini 1945°te, "Network Analysis and Feedback Amplifier
Design" adiyla kitaplastirdi.

Bu donemde kontrol alanindaki ¢aligmalar II. Diinya Savasi’nin etkisiyle savunma ve

silah (ugaksavar, radar vb) sistemleri iizerine yogunlastirildi.

MIT’ den Brown ve 6grencileri baz1 mekanik ve elektrik sistemlerin, blok diagramlari
kullanarak ifade edilebilecegini gosterdiler. Hall 1943’te Laplace doniisiimiinii yardimiyla,
bloklar1 transfer fonksiyonu olarak kullanarak, sistemin transfer noktalarmin (locus)

cizilebilecegini ve buradan kararlilik i¢cin Nyquist testinin kullanilabilecegini gosterdi.

1942°de Ziegler ve Nichols, verilen bir kontrol durumunda (PI, PID) optimum
peformansim elde edilmesi amaciyla belli kontroldr tiirleri i¢in parametrelerin nasil segilecegini

gosterdiler.

Savasi sona ermesiyle klasik kontrol teknikleri olusturulmaya baslandi. Bu tasarim
teknikleri, tek-girisli sistemler igindi; yani sistem, sabit katsayili lineer diferansiyel

denklemlerle ifade edilebiliyordu ve tek kontrol girisine sahipti.

1951°de Cranfield’de yapilan "Automatic Control” ve 1953’te New York’ta yapilan
"Frequency Response Symposium™ adli konferanslar, klasik kontrolden otomatik kontrole gegis
icin zemin hazirlayan organizasyonlar oldu. Bu organizasyonlar1 bir dizi benzer ¢alismalar
takip etti. Bunlardan en 6nemlisi "Department of Scientific and Industrial Research™ tarafindan
dizenlenen Tustin’in organizasyon komitesine baskanlik ettigi konferansti. Bu konferansta 33
makale sunuldu ve bunlardan 16’s1 giiriiltii problemi, nonlineerlik ve 6rnekleme sistemleri

hakkidaydi.

Modern Kontrol (1955-...): Havacilik endiistrisinde ¢alisan miihendisler,
Poincaré’nin; "genel diferansiyel denklemlerin, birinci mertebeden diferansiyel denklemler
kiimesi cinsinden ifade edilmesi” kuramina dayanarak c¢alismalar yaptilar. Bu calismalar

sonucu "durum-uzay yaklasimi" olarak bilinen yaklasim dogdu.

Bellman, 1948 ve 1952 yillar1 arasinda, bir fiizenin maksimum hasar verebilmesi i¢in
konulmasi gereken en iyi yerin belirlenmesi problemi ilizerine yaptigi ¢aligmalar sonucu,
"optimallik ilkesi" ve "dinamik programlamayi" literatlre kazandirdi. 1950’lerin sonlarinda
optimal kontrole iliskin ¢alismalarinda ilkin degiskenler hesabini kullanan Bellman, daha

sonralar1 deterministik optimizasyon problemlerine yoneldi.



1956’da Hamilton’m geometrik optige iliskin yaklasimmin Pontragyn tarafindan
genellestirilmesiyle optimal kontroliin temelleri atilmig oldu. Bu yaklasim "Pontragyn’in

Maksimum Prensibi" olarak bilinir.

Bu alandaki caligmalar1 takip etmek ve paylasmak amaciyla 1957°de Paris’te

"International Federation of Automatic Control (IFAC)" kuruldu.

Ayrica, Kalman, Bucy, Rosenbrock ve McFarlane’in 1950-1960’11 yillarda yaptigi

calismalar bu donemin baglica ¢aligmalari arasinda sayilabilir.

I, Kontrol Teorisi

Kontrol teorisinde karsilasilan handikaplardan bir tanesi, farkl tiirlerde degiskenler ve
diizensizliklerle karsilastiginda bile etkili performans gosterebilen sistemler i¢in kontroldrler
tasarlamaktir. H,, kontrol teorisi, biiylik dlgcekli cok degiskenli problemler i¢cin Olgiilebilir
optimizasyon saglarken ayni zamanda modelleme hatalarin1 ve bilinmeyen diizensizlikleri
azaltmak amaciyla tasarlanmistir. 1981°de Zames tarafindan bilim diinyasina kazandirilan H,
kontrol teorisi, duyarlilik indirgeme problemini bir operatdr norm (H,, normu) yardimiyla bir
optimizasyon problemi seklinde formiilize edilmesi prensibine dayanir(Burada H,, uzayi,
elemanlar1 C* *da tanimly, biitiin smirly, analitik, matris degerli fonksiyonlarin kiimesidir). Bu
formiilasyon yapilirken tamamen frekans bolgesi baz alinmistir. Zames ¢alismalarinda o,
normunun, lineer kuadratik Gauss kontroliine gére daha etkili sonuglar verdigini gostermistir.
Bu da, sistemdeki dizensizlikleri minimize ederek, sistemi stabil hale getirebilecek en uygun
kontrolorii tasarlamak amaci giiden birinin H,, optimal kontrol dizaynimni tercih etmesi sonucu
dogurmustur. H,, normu kapali dongii (feedback) sistem kontroldrlerinin performans,

duyarhlik ve dayanikliligini niimerik olarak 6lgmek i¢in kullanilmaktadir.

Kisa bir siire sonra Doyle, model belirsizliklerini 6lgmekte kullanilan robust kararlilik
testi icin aletler gelistirdi ve bu belirsizliklerin ayarlanmis c¢ikiglar {izerindeki etkisinin
minimize edilmesi igin H,, teorisini kullanmay1 basardi. Doyle, ayn1 zamanda 1984’te ¢ok
degiskenli bir H, optimal kontrol probleminin genel ¢6zimiini, durum-uzay metodunu
kullanarak bulan ilk kisidir. Durum-uzay formiilasyonlar1 1980°lerin ortalarinda Doyle’un yani
sira Francis ve Glover tarafindan da kullanilmistir, ancak bu bilim adamlar1 bir dereceye kadar

basar1 saglamiglardir.

1980’lerin sonlarinda Khargonekar, Petersen, Rotea ve Zhou, calismalarinda H,,
durum- feedback probleminin ¢6zumini, sabit bir feedback kazan¢ matrisi cinsinden ifade
etmislerdir ve bu kazang¢ matrisini bir Riccati denkleminin ¢éziimleri cinsinden bulmak igin bir

formiil elde etmislerdir. ,, optimal teorisi ve lineer kuadratik oyun teorisi arasinda bir iligki



kurarak, durum-feedback probleminin ¢6ziimiinii, cebirsel bir Riccati denklemi yardimiyla
bulmuslardir. Ayrica bir dinamik sistemin transfer fonksiyonunun H,-normunu sistemin
maksimum singliler degeri ile iligkilendiren, bisection metodu, two step metodu, iki tarafli
Jacobi metodu, householder bidiagonalization teknigi, singiiler pertiirbasyon metodu,
genisletilmis dengelenmis singiiler pertiirbasyon metodu gibi metotlar gelistirilmistir. Bu tezde

bisection metodu ve genisletilmis dengelenmis singiiler pertiirbasyon metodu kullanimistir.
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KURAMSAL TEMELLER

Bu bdlumde tezde kullanilan bazi temel tanim ve teoremler ve tezin teknik altyapisini

olusturan daha ileri diizeydeki kavramlar ve terminoloji verilmistir.
Tamm 1. (Diferansiyel Denklem)

Bir veya daha fazla bagimsiz degiskene bagli bir fonksiyon ile bu fonksiyonun
tirevlerini iceren denklemlere diferansiyel denklem denir. Genel olarak diferansiyel
denklemler;

f(X,y,y',y", ,y(n)) =0 (21)

kapalh formunda gosterilir. Burada, x bagimsiz, y bagiml degiskenlerdir, y™ ise y’nin x’e

gore n. mertebeden tirevidir.
Tanim 2. (Kismi Diferansiyel Denklem)

Iki veya daha fazla bagimsiz degisken ile bir veya birden fazla bagimli degisken ve
bagiml degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore cesitli basamaktan kismi tiirevlerini igeren
denklemlere kismi diferansiyel denklem denir. Bir bagimli ve iki bagimsiz degisken iceren bir

kismi diferansiyel denklem genel olarak,
F(x, V1 Z, Zes Zys Zoexr Zxys Zyys ) =0 (2.2)
seklindedir.

Tamm 3. (Lineer Diferansiyel Denklem)

ao(x), a,(x), ..., a,(x) ve B(x) fonksiyonlar1 belli bir I araliginda tanimli ve siirekli

ve ay(x) # 0 olmak Uzere;
ag()y™ +a; )y + -+ a1 (Y’ + any = B(x) (2.3)
seklindeki denklemlere n. mertebeden lineer diferansiyel denklem denir. Burada (2.3)'e;

e Viicin a;(x) birer sabit say1 ise, sabit katsayili,
e 3iicin a;(x) degisken igeren terimler ise degisken katsayili,

e B(x) = 0 ise homojen

lineer diferansiyel denklem ad1 verilir.
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Tanmim 4. (Cebirsel Denklem)
m. dereceden bir polinomunun 0’a esitlenmesiyle elde edilen
fxX)=apx™+a;x™ '+ 4+a, 1x+a, =0 (2.4)
seklindeki ifadeye cebirsel denklem denir.
Tanim 5. (Lineer Cebirsel Denklem)
Viigin a;,b € R ve x; degiskenler olmak {izere;
a;xq1 +azx, +-+aux, =b (2.5)
ifadesine lineer cebirsel denklem denir.
Tamim 6. (Lineer Cebirsel Denklem Sistemi)
Vi,jicin a;;,b; € Rve x; degiskenler olmak iizere;

a11X1 + A12Xo + -4+ A1pnXy = b1
ay1X1 + AypXo + -+ AorpnXpy = bz

(2.6)

Am1X1 + QX + o+ QnXn = by

ifadesine lineer denklem sistemi denir. Bu sistem, matrislerin ¢arpimi seklinde ifade edilirse;

a1 Qg e A 1[X1 b,

A1 Q2 - Aop ||X2| _ | Dy

Am1 Amz - Amnl | Xn b,

elde edilir. Bu ifadede;

a{1 Qg e Qqpn b, Xq
Az1 Az ... Qgq b X3
A=] . : . : | B = ;2 ) X=1":
Am1 Amz - Qmn b, Xn

dersek, denklem sistemi; Ax = B seklinde yazilir. Burada; A matrisine katsayilar matrisi, B

matrisine sistemin ikinci yani, x matrisine ise bilinmeyen matrisi ad1 verilir.
Tamm 7. (Metrik Uzay)
M bos olmayan bir kiime ve d: M X M — R olmak lzere, V x,y,z € M igin,

e MLd(x,y)=0, dxy)=0ox=y
e M2.d(x,y) =d(y,x)
e M3.d(x,y) <d(x,2)+d(y,z)
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kosullarmi saglayan d fonksiyonuna M (zerinde bir metrik, (d, M) ikilisine de bir metrik uzay

denir.
Tanim 8. (Vektor Uzayi)

IF bir cisim (R veya C) ve V # @ olmak Uzere, toplama ve bir skaler ile carpma islemleri

asagidaki gibi tanimlanur.
e yveViginu+vev |,
e geFveueViginaueV .
u,v,w € Vve a,B € IFolmak lzere;
e Viu+@w+w)=w+v)+w
e V2Zu+v=v+u
e V3. u+ 0 =060 + u = u olacak sckilde bir & € V vardur.
e V4. u+ (—u) = 0 olacak sekilde bir —u € V vardir.
e V5. a(u+v) =au+av
e V6.(a+ pB)u=au+pu

e V7. a(Bu) = (af)u
e V8. 1u = ul = u olacak sekilde bir 1 € F vardur.

aksiyomlarmi saglayan V kiimesine [F cismi {izerinde bir vektor uzayi denir.
Tamm 9. (i¢c Carpim)
V, IF cismi Uzerinde bir vektor uzayi ve u,v,w € Vve a,f € IF olmak lzere;

e PLl:(u,av + pw) = alu,v) + B{u,w)
e P2:(u,v) =(v,u)
e P3:(u,u)>0, u#0

kosullarini saglayan (-,-) : V X V — [ fonksiyonuna V tizerinde bir i¢ ¢arpim, (V,(:,-))

ikilisine de bir i¢ garpim uzay1 denir.
x,y € C™ olmak Uzere x, y vektorlerinin i¢ garpimu,
(,y)=x"y = XL Xy (2.7)
seklinde tanimlanir. Burada x*, x vektoriiniin eslenik transpozudur.
Tanim 10. (Norm)
V, FF cismi Gizerinde bir vektor uzayi, @ € IF ve u, v € V olmak tizere, asagidaki kosullar

saglayan ||-||: V — F fonksiyonuna V iizerinde tanimli bir norm denir.
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e NL |[ul[ =0, |[ull=0 u=0
o N2. |laull = |a|llull
o N3 |lu+v| < lull + vl

(W, |I-11) ikilisine bir normlu vektor uzayi denir.

C™ kompleks vektor uzay1 ve x € C™ olmak Uzere,

e d(x,y) = |lx—yll

o |lxll = y/{x,x)

e (x,y) = 0ise x ve y ortogonaldir denir ve x L y seklinde gosterilir.

Ayrica x vektoriinin p-normu;

1

lixll, = i lxP)P , 1 <p < oo (2.8)
seklinde tanimlanir. Ozel olarak;

e p=1icin |lxll; = X%, |xl

o p=2icin |lxll, = /2, Ix]?

o p=oicin |lxllo = max|x;]
olarak yazilabilir.

C™™ (kompleks degerli matris uzayi),

(4,B) = trace(A"B) = XL, XL, G;jb;; VA B e Cv™ (2.9)

i¢ carpimu ile tanimli sonlu boyutlu bir Hilbert uzayidir.

Tamm 11. (Tam Uzay)

Bir metrik uzayda her Cauchy dizisinin limiti o uzaym bir elemani ise, bu uzaya tam

uzay denir.
Tanim 12. (Hilbert Uzay)
Tam i¢ ¢arpim uzaylarna Hilbert uzay: denir.
Tanim 13. (Banach Uzayi)
Tam normlu uzaylara Banach uzay: denir.
Tanim 14. (Analitik Fonksiyon)

S c C agik bir kiime ve f: S — C seklinde taniml1 bir fonksiyon olmak {izere;
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e f fonksiyonu bir z, € S noktasi civarinda tiirevlenebilir ise f fonksiyonu z,
noktasinda analitiktir denir.

e f fonksiyonu V z, € S icin analitik ise S kiimesinde analitiktir denir.
Tamm 15. (Jacobian Matris)
i=12,..,n icin F:R®™ — R" ve

F = (Fy(xq, Xp, ey X)), Fo (1, X5, woey X0), oov, By (%1, X5, .0, X))T 0lmak Uizere; Vi igin

F; fonksiyonlarinin 1. mertebeden kismi tiirevleri bir D € R™ bdlgesinde mevcut olsun;

‘OF, OF, OF,
9F, OF, oF,
9F, OF, dF,

a(FliFZ;---;FTl)
0(X1,X2,..4Xn)

matrisine F fonksiyonunun Jacobian matrisi denir, DF , Jp, Jz(x), Z—i ,
gibi sembollerle gosterilir.
Tamm 16. (Diferansiyel-Cebirsel Denklemler)
teR, x e R*"ve x(ty) =xq, x(ty;) = x; baslangi¢ degerleri olmak Uzere;
F:Rx R* X R* — R" F(t,x(),x(t)) =0 (2.10)
kapali formunda verilen ifadeye diferansiyel-cebirsel denklem denir.
Diferansiyel-cebirsel denklemi yari-agik formda,
% = f(t,u x) (2.11a)
0=g(tux) (2.11b)

olarak yazilir. Burada, x diferansiyel degisken, (2.11a) diferansiyel kisim, ve u cebirsel

degisken, (2.11b) ise cebirsel kisim olarak adlandirilir.
Tamim 17. (indeks Kavrami)

Diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢dzumleri incelenirken iki anahtar sozcuk ile
karsilasilir; ¢ozulebilirlik ve indeks. Literattrde bulunan denklem turrlerinin hemen hemen hepsi
¢oziilebilir oldugundan, bu tezde sadece indeks kavrami ve Ozel olarak turevleme indeksi
anlatilacaktir. Incelenen diferansiyel-cebirsel denklemin; fiziksel Gzelliklerine, matematiksel

yapisina ve kullanilan ¢6ziim yontemi veya yaklasima gore; Kronecker indeks, ttrevieme
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indeksi, tuhaflik indeksi, pertiirbasyon indeksi, ¢oziilebilirlik indeksi, geometrik indeks gibi
farkli indeks tiirlerinden bahsedilmesi mumkindur. Verilen tanim ve Orneklerde tirevieme

indeksini kullanacak ve buna kisaca indeks denilecektir.

(2.11) denkleminde x(t) fonksiyonunu, x(t) ve t degiskenlerine bagl siirekli bir
fonksiyon olarak ifade edebilmek igin alinmasi gereken minimum tiirev sayisina denklemin
indeksi denir. Bir bagka deyisle indeks kavrami, bir diferansiyel-cebirsel denklemin, bir adi

diferansiyel denkleme dontistiirilmesi icin en az kag defa tiirev alinmasi gerektigini ifade eder.

e Adi diferansiyel denklemler, indeksi “0” olan diferansiyel-cebirsel denklemlerdir.
e Indeksi 2 veya daha fazla olan diferansiyel-cebirsel denklemlere, yiiksek indeksli
diferansiyel-cebirsel denklem denir. Yiksek indeksli diferansiyel-cebirsel denklemler

ayni zamanda cebirsel tamamlanmamis olarak da adlandirilir.
e Genel olarak, (2.10) denkleminde % non-singuler ise sistem adi diferansiyel denkleme
doniistiiriilebilir.

Ornek 2.1 (Basit Sarkac)

mg
Sekil 4. Basit sarkac

Yukarida verilen basit sarkag i¢in sistem dinamikleri;

F

mx = —TX
mj =mg Ty (212
12 = x2 + y2

seklinde ifade edilir. Bu ifadeler, durum-uzay sistemine doniistiiriiliirse;

J'Cl = x3
xl =X ‘).CZ = x4
xZ - y .. Y., — —i
v — 5 olmakizere, *3 mi 1
5 =
. _gF
X4 =Y X4 =77 X2

0: x12+x22_12
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diferansiyel-cebirsel denklem sistemi elde edilir. islemlerin kolaylig1 acisindan sistem, birim

uzunluk ve birim kiitle i¢in (m = [ = 1) yeniden yazilirsa,

X1 = X3

Xy = Xy

X3 = —Fx,

X, =—1—Fx,

0= x12+x22—1

sekline doniisiir. Sistemin diferansiyel kismmin %4, X,, %3, %, terimlerine gore tirevleri

almabilir ancak bu yolla F dogrudan elde edilemez. Cebirsel kismin tiirevi alinirsa;
X2+ 21,2 =1= x;%; + %%, = 0= x1%3 + X%, =0
bulunur. Tekrar tiirevi alinirsa;
X1X3 + X1X3 + XX4 + X%, =0
= —x12F —x; — %,°F + x3° + x,2 =0
= —F —x,+x3°+x,2=0
elde edilir. Bir kez daha tiirev alinirsa;
—F — %y + 2x3%3 + 2x,%, = 0
= —F — x4 — 2x3%,F — 2x,(1 + x,F) = 0

elde edilir ve (2.12) denklem sistemi adi diferansiyel denkleme doniismiis olur. (2.12)
diferansiyel- cebirsel denklem sisteminin, adi diferansiyel denkleme ddniistiiriilmesi igin Ug¢

defa turev alindigindan dolay1 bu denklemin indeksi 3 olarak bulunur.

Tamm 18. (Matrisler)

A1 Q12 0 Qip

Az1 Az - QA .
A=|"3 . " e R™ olmak lizere;

An1 QAnz  ° Qnn

o (ay1,a32, ...,ayy,) clemanlarinm olusturdugu diziye A matrisinin esas kdsegeni
denir.
e A matrisinin esas koOsegeninin elemanlar1 toplammma A matrisinin izi denir.

trace(A) ile gosterilir. trace(A) = Y-, a;;.

all O vee O

a a 0 1. .. . . .
e A= :21 :22 . . ise A matrisine alt ucgen matris denir.

Apy Qpz - Qpp
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a7 Q12 0 Qqp

o A= O afz a?” ise A matrisine (st ticgen matris denir.
0 0 - ay,
e Esas kosegen elemanlar1 hari¢ diger elemanlar O ise; A matrisine kosegen matris
denir.
a;, 0 - 0
A= 0 @22 . = diag(a,1, sz, -, Ann)
0 0 - ay

ile gosterilir.

o AT = Aise A matrisine simetrik matris denir. ¥ A4 icin AT A ve AAT simetriktir.

o AT = —Aise A matrisine ters simetrik matris denir.

x € R™ olmak Uzere, Ax = Ax esitligini saglayan A sabitine A matrisinin bir
0zdegeri denir. A matrisinin 6zdegerlerinin kiimesi A(A) ile gosterilir. vV A igin;
A(ATA) = A(AAT).

A;(A), bir A matrisinin j. 6zdegeri olmak {izere ,/A;(AT A) sabitine, A matrisinin j.

tekil (singiiler) degeri denir ve a;(A4) ile gosterilir. A matrisinin tekil degerlerinin
kiimesi o (A) ile gosterilir. 0;(A)’lerin en bilyiigiine maksimum singiiler deger

denir, 6,4, (A) veya a(A) ile gosterilir.

det(A) = 0 ise A matrisine singller matris denir. Singller matrislerin tersi yoktur.

A € R™" icin det(A4) # 0 ise A matrisine non-singiler veya regiler matris denir.

Bir matrisin tersinin olabilmesi igin gerek ve yeter kosul non-singiiler olmasidir.

Ax = B denklem sisteminde det(A4) # 0 ise sistemin bir tek ¢oziimii vardir. Bu

¢O0zlim; x = A~1B seklinde belirtilir.

Tamm 19. (Blok Matris)
A €eR™™ BeR™P CeR™ DeR™ olmak Uzere; [12, g] seklindeki matrise

(m +r) X (n + p) boyutlarinda bir blok matris denir.

Tamim 20. (Hamilton Matrisi)

0, ve I, sirasiyla n X n tipinde "sifir" ve "birim" matrisler olmak Uzere; J,,x2n =
[_OI: (I)’;] ters-simetrik matrisini diisiinelim. Bir H,, y,, matrisi icin HJ simetrik ise yani

(HNT = HJ esitligi saglaniyor ise H matrisine Hamilton matrisi denir. Hamilton matrisleri
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Hll H12

H, - H1T1] seklinde bir blok yapiya sahiptir, burada H;, ve H,; simetrik

tanim geregi; H = [
matrislerdir.
Tamm 21. (Benzer Matrisler, Benzerlik Doniisiimii)

A, B € R™" olmak lzere, B = P"'AP kosulunu saglayan bir non-singtiler P € R™"

matrisi varsa A, B’ye benzer matrisler, A — P~1AP doniisiimiine de benzerlik doniisiimii denir.

A ve B benzer matrisler olmak Uzere;

e B=P 'APise A= PBP?
rank(A) = rank(B)
A(A) = A(B)

e t>1 tamsayisiigin Bt = P"1A'P

Tamm 22. (L,, L, uzaylari)

e f,g fonksiyonlari bir [a, b] araliginda tanimli, karesi integrallenebilir ve Lebesque

Olculebilir ve birer fonksiyon olmak lizere, sonsuz boyutlu L,[a, b] Hilbert uzayz,

b
(f,g)=[, f® g®)at (2.13)
i¢c carpimi ile tanimlanir.

e Benzer sekilde f, g fonksiyonlari birer vektor (veya matris) degerli fonksiyonlar ise

i¢ carpim,
b
(f,g) = [, trace[f(t)*g(t)]dt (2.14)
seklinde tanimlanir.

e Buradan, R iizerinde tanimli matris degerli fonksiyonlarin Hilbert uzay1, L,(—oo, o)

olarak adlandirilir ve
(f.g) = [ trace[f(t)"g(D)]dt (2.15)
i¢c carpimu ile tanimlanir.

e L,[0,00):t < 0 igin fonksiyonlarin 0 degerini aldig1 L,(—o0, 00) nin alt uzayidir.
o L,(—,0]: t > 0 igin fonksiyonlarin 0 degerini aldig1 L, (—o0, ©0) nin alt uzayidir.

¢ JjR ekseni iizerinde taniml ve

I trace[F(jw)*F (jw)]ldw < o (2.16)
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kosulunu saglayan biitiin matris degerli, kompleks F fonksiyonlarmn olusturdugu Hilbert

uzayma L, (jR) veya kisaca L, uzayi denir. F, G € L, i¢in i¢ ¢arpim ve norm sirastyla,

(F,G) = f trace[F(jw)*G(jw)]dw

(2.17)
IFIl, = \/(F,F)
seklinde tanimlanir.
¢ JjR ekseni lizerinde sinirli, matris degerli F fonksiyonlarin olusturdugu,
IFlle = ess sup a[F(jw)] (2.18)
w€eER

normu ile taniml1 Banach uzayma L, (jR) veya kisaca L, uzayi denir.

Tamm 23. (H,, H,, uzaylari)

e Re(s) > 0 icin analitik F(s) matris degerli fonksiyonlarin olusturdugu uzaya H,

uzayi denir. H, uzay1 L, uzaymin kapal bir alt uzayidir. F € H, igin,

IFIIZ = sg;g {i ffooo trace[F(o + jw)*F (o +jw)]dw} (2.19)
o

seklinde tanimlanir. Ayrica;
IF|I3 = —f trace[F(jw)*F (jw)ldw (2.20)
oldugu gosterilebilir.

e Acik sag-yar1 diizlemde analitik ve smirli F fonksiyonlarinin olusturdugu uzaya H,,
uzay1 denir. H,, uzay1 L, uzaymin kapali bir alt uzayidir ve bir fonksiyonun H,,
normu

IFllo = sup &[F(s)] = supa[F(jw)] (2.21)

Re(s)>0 wER
seklinde tanimlanir.
Tanim 24. (Frekans)

Bir olayim, birim zamandaki tekrarlanma sayisina frekans denir, f ile gosterilir. Bir

diger deyisle frekans, sinyalin degisim hizin1 ifade eder.
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4 genlik

Jfrekans

szaman

¢ saman tanim bélgesi frekans tanim bolgesi

Sekil 5. Zaman-frekans bazli 6lgtimlerin karsilastirilmasi
Tamm 25. (Frekans-Tamim Bolgesi)

Matematiksel fonksiyonlar veya sinyallerin zaman bazli 6l¢iimii yerine frekans bazli

Olciimiiniin yapildig1 analitik uzay: temsil eder.

Zaman-tanim bolgesi grafigi, bir sinyalin zaman iginde nasil degistigini gosterirken,
frekans-tanim bolgesi grafigi, sinyalin ne kadarmin, verilen bir frekans bandinda oldugunu
gOsterir. Zaman-tanim bolgesi ile verilen bir fonksiyon veya sinyal ¢ogunlukla frekans-tanim
bolgesinde taginarak ¢ozullr. Bunun nedeni, zaman-tanim bdlgesinde bir diferansiyel denklem
ile ifade edilerek verilen problemin, freakans-tanim bolgesine tasindiginda bir cebirsel
denkleme doniismesidir ki bu da problemin ¢6ziimiinde inanilmaz derecede kolaylik saglar.
Zaman-tanim bolgesi ile verilen bir problemi, frekans-tanim bolgesine tagimak icin, problemin
yapisina gore birgok doniisiimden yararlanilir. Ornegin, periyodik olmayan sinyaller ve gegici
dalgalarda Fourier doniisiimii, elektronik devreler ve kontrol sistemlerinde Laplace doniisiimii,
ayrik zamanl sinyaller ve dijital sinyal islemelerde Z-doniisiimii, goriintii analizi ve veri
sikistrmada  dalgacik(wavelet) donisimi  kullanilir. Bu tezde Laplace doniisiimii

kullanilmstir.
Tamm 26. (Zamanda Degismezlik)

Bir sistemde giris sinyalleri ve ¢ikis sinyalleri arasindaki baginti zamandan bagimsiz
ise, bu Ozellige zamanda degismezlik, bu tiir sistemlere de zamanda degismez veya otonom

sistemler (G(t,x) = G(x)) denir. Yani,

G:u(t) — y(t) sistemi igin u(t —ty) — y(t —ty) kosulu saglaniyor ise G sistemi

zamanda degigmezdir.
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Ornek 2.2

y1(t) = cos(u(t)), y,(t) = tu(t) olmak Uzere y,, y, sistemleri u(t —t,) girisi
icin incelenirse,

ya{u(t) - ut — o)} = cos(u(t —to) ) = y1(t — to)
yi{u(t) = ult — ty)} = y1(t — to) oldugundan y; zamanda degismez,
y2{u(®) - ult — to)} = tult — to) = [tult —to) — tou(t — to)] + toult —to)
= y,(t — to) + toult —to)
yo{u(t) » u(t — ty)} # y,(t — ty) oldugundan y, zamanda degismez degil, olarak bulunur.
Tamm 27. (Laplace Doniisiimii)

Laplace doniistimii, Pierre-Simon Laplace (1749-1827) tarafindan bulunan, reel
degerli(zaman-tanim bolgesi) bir fonksiyonu kompleks degerli (frekans-tanim bolgesi) bir
fonksiyona doniistiiren bir integral donistimiidiir. Kompleks frekans-tanim bolgesi, S-bdlgesi

veya S-dizlemi olarak da bilinir.
s=0+jw, >0, t=0 olmak Uzere, bir u(t) € L,(0,o0) fonksiyonunun Laplace
dontistimii;
(s) = (Au)(s) = Tlim fOTe‘St u(t)dt (2.22)

seklinde ifade edilir. Burada, A € L(L,, H,) smirly, lineer bir operatordiir. Yani;

o A:Lz(o, OO) 4 HZ

lAullm,
e [l = sup ot
AN 22y m,) uegj llullz,

kosullarmni saglar.

|Zaman — tanum bolgesi(t) — frekans — tanum b61gesi(s)|

u(t) €L, —>—> ti(s) e Hy

Teorem 1. (Paley-Wiener Teoremi)

e UEL,[0,0)ise Au € H,

e {l€H,ise Ul =Aukosulunu saglayan bir u € L,[0, ) operatorii vardir.

Paley-Wiener teoremine dayanarak A operat0runin tersi vardir denilebilir.
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Tamim 28. (Ters Laplace Doniisiimii)
Ters Laplace doniisiimii;
A 1:H, — L, (0, )
u(t) = (A7) = [ @O (o + jw)dw (2.23)
seklinde ifade edilir.

Tanim 29. (., (H™) Uzay1 ve H ,-Normu)

C*t ={s € C|Re(s) > 0} kompleks yar1 diizleminde, analitik ve smirl biitin C™™

matris degerli fonksiyonlarin kiimesine H,, uzayi denir.
Bir baska deyisle, G:C* — C™™ ile tamml bir G fonksiyonu;
e (G (s) kompleks sag-yar1 diizlemde analitiktir.
e lim G(o+jw)= G(jw)
o—0"*

e sup E(G(S)) <

sect

kosullarmi sagliyor ise H,, uzayinim bir elemanidir denir. Burada, H, ,

”6”00 = esssup (G (s)) (2.24)

w€eER

normuyla tanimli bir Banach uzayi ve & maksimum tekil degerdir.
Verilen bir G € H,, igin @t € H, olmak lizere Mz € L(L., ) operatori,
(M) (s) = G(s)A(s) (2.25)

seklinde tanimlanir. G ve 4 fonksiyonlar1 analitik ise y(s) = G(s)ii(s) fonksiyonu da

analitiktir. Buradan,

o M@:Hz — Hz
o A"1M;A:L,[0,00) — L,[0,)

seklinde taniml1 bir fonksiyondur.

Teorem 2. G operatorinln L, iizerinde tanimli, lineer, zamanda degismez olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul, A71M A icin,
(AGw)(w) = G(w)i(w) (2.26)
kosulunu saglayan baz1 G € H,, operatorlerinin var olmasidir.

H o, lineer, zamanda degismez sistemler i¢in transfer fonksiyonlar1 uzayidir.
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u(t) — |Mg| — y(t) i(s) = |Mg|— 9(s)
y() = G(Du(t) P(s) = G(s)ii(s)

<

> [4] A -

Tamm 30. (Transfer Fonksiyonu)

Sekil 4’te blok diyagram ile verilen mekanizmanin sisteminde u(t) girisine ve y(t)
¢ikisina Laplace doniisiimii uygulanirsa; § (s) = G (s) @i(s) bagintisi elde edilir. Burada; G (s)

fonksiyonuna transfer fonksiyonu denir.

Sekil 6. Blok diyagram

Teorem 3. |Gz, )y = IM¢llzm,y = ||é||}[°o

Tamim 31. (Kazang (Sistem Kazancr))

Kazang, kararli durumdaki bir sistemde giris sinyalinin biiyiikligii ile ¢ikis sinyalinin
biiytikligli arasindaki iliskiyi gosteren orantili bir degerdir. Miizik setlerinin ses diigmesi,
otomobillerdeki gaz pedali ve monitorlerdeki parlaklik ayarini saglayan tuslar birer kazang
drnekleridir. Bir sistemin kazanct maksimum kazan¢ ve minimum kazan¢ arasindaki farka
esittir ve sistemin maksimum kazanci, transfer fonksiyonunun en biiyiik singiiler degeri,
minimum kazanci en kiiglik singiiler degeri ile ifade edilir. Bir baska deyisle; bir sistemin
kazanci, transfer fonksiyonunun (G) en biiyiik singiiler degeri ile en kiiglik singiiler degeri

arasmaki fark anlamia gelir ve H,, ile iliskilendirilebilir. H,, kontrol i¢in de motivasyon bu

el
&

noktadan kaynaklanmaktadir. Yani sup %’yi minimize edilmesi islemidir ki bu da
u Ly

normunun bulunmas:t demektir. H,, uzaymin sonsuz boyutlu olmasi kontrolor tasarimini

zorlastirir, ki bu da arastirmacilarin durum-uzay sistem kontrolorlerine yonelmesine yol agar.
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Tamm 32. (Durum-Uzay Sistemleri)

X,U,Y birer vektoér uzayi, f,g: [to, tf] X X XU — Y seklinde tanimli 6lgiilebilir

fonksiyonlar ve t € [t,, t¢], (t; € [0,0)) olmak Uzere, bir kontrol sistemi;

x(6) = £t x(6), u(®)) (2.27a)
y(©) = g(t,x(t), u(?)) (2.27b)

diferansiyel-cebirsel denklem sistemi ile ifade edilir. Burada,
X; durum uzayi, x: [to, tf] — X; durum vektord,
U; giris uzay1, u: [to, tr] — U; kontrol vektori,
Y; cikis uzayy, y: [to, tf] — Y; ¢ikis vektorti,

(2.27a) diferansiyel denklemi, durum denklemi, (2.27b) cebirsel denklemi ise g6zlemci

denklem olarak adlandirilir.
u girigi ve y cikisi igin
y®W+ay® D4 ita, y+ay=u (2.28)

n. mertebeden lineer denklemi ile ifade edilen bir sistem diisiinelim.

X1 =Y
X2 =Y

_ o(n-1

X, = y( )

olarak tanimlanirsa
561 = xz
J'Cz = x3
Xp = —0ApXy — - — QXp T+ U

seklinde yazilir. Yukaridaki denklem sistemini vektor-matris formunda ifade edilirse;

0 1 0 - 0

o |r 0 0 1 0 ]| 0

x=|"7, A=]|: : : ~ i+, B=|

' 0 0 0 e 1 ‘

J :
—dp —Ap—1 —Ap— - —4q

olmak lizere; x = Ax + Bu formunda yazilir. Ayrica y ¢ikis,
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X1
y=[1 0 - O]Iﬂ
xn

seklinde elde edilir. Buradan € =[1 0 --- 0] denilirse, y = Cx halini alir. Bu iki
denklemden;

x = Ax + Bu

y=Cx

diferansiyel-cebirsel denklem sistemi elde edilir.

A e R™™ B € R™™, C € RP*",D € RP*™ olmak uUzere diferansiyel-cebirsel

denklemlerin en genel hali;

x =Ax + Bu
y=Cx+Du (2.29)
seklinde ifade edilir. Bu formda ifade edilen denklemlere durum-uzay denklem sistemleri denir.

(2.29) surekli, lineer dinamik sistemine Laplace doniistimii uygulanip gerekli islemler

yapilirsa sistemin transfer matrisi (veya fonksiyonu);

G(s)=C(sI—A)'B+D (2.30)
A | B
seklinde tanimlanir ve [— — — — — — olarak da gosterilir.
C | D
A | B
G(s)=|-————— =C(sI—A)™B+D (2.31)
C | D

Ornek 2.3 (Mekanik (kitle-yay-amortisor) sistemler)

| ]
ké
;

m

[ ]

Sekil 7. Kitle-yay-amortisor sistemleri
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u: kiitleye uygulanan dis kuvvet (giris)
y: yer degistirme (gikis)

m: kutle

k: yay sabiti

b: stirtlinme direng katsayisi

olmak {izere; Sekil 7°de verilen mekanik (kutle-yay-amortisor) sisteme Newton’un 2. yasasi

uygulanirsa sistem,
my +by+ky=u (2.32)

denklemi ile ifade edilir. Bu denklemi durum-uzay sistemine doniistiirmek igin,

X1 =Yy - k b 1
. denilirse, = — ., — 2 1
X, =y Xy X1 mx2+mu

diferansiyel-cebirsel denklem sistemi elde edilir. Sistem vektdr-matris formunda,

OEEREN
y-tt o]

olarak ifade edilir. Bir bagka deyisle;

0 1 0
A=|_k _b|,B=|1|,C=[1 0, D=0
m m m

katsay1 matrisleri olmak lzere, (2.32) sistemi,

x = Ax + Bu
y=Cx+Du

durum-uzay sistemine doniistiiriilmiis olur.

Ornek 2.4 (Elektrik (RLC) devresi)

L R

ey i) - €,

Sekil 8. RLC devresi
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e;: girig

e,: cikis

i: devreden gecen akim
R: resiztor (direng)

L: indUktor (bobin)

C: kapasitor (kondansator)

olmak tizere; Sekil 2.5’te verilen bir elektrik (RLC) devresine Kirchoff kanunu uygulanirsa

sistem,

e R . 1 1
€pt €yt —e€, =—
R A LC

e
Lc °

e; (2.33)

denklemi ile ifade edilir. Bu denklemi durum-uzay sistemine doniistiirmek igin,

X1=Y=6 X1 = X3

=¢e ili . 1 R 1
X2 =6 denilirse, Xy = =Xy =Xyt
u=e; y = x,

sistemi elde edilir. Sistem vektdr-matris formunda,

. 0 17 0
[’Fl]z L R[]+ 1w
xz —_ == x2 .
LC L LC
x
y=[1 0] [x;]
olarak ifade edilir. Bir bagka deyisle;
0 1 0
A=|_1 _R|,B=|1|,C=[1 0, D=0

LC L LC

katsay1 matrisleri olmak tizere, (2.33) sistemi,

x = Ax + Bu
y =Cx + Du

durum-uzay sistemine doniistiiriilmiis olur.

Tamim 33. (Realizasyon)

G(s), r X m boyutlarinda bir transfer fonksiyonu olsun, C(sI — A)™*B + D kosulunu

saglayan (4, B, C, D) dortlistine G (s) transfer fonksiyonun bir durum-uzay realizasyonu denir.

Bir transfer fonksiyonunun birden fazla durum-uzay realizasyonu vardir. Bu

relizasyonlardan derecesi en kictuk olana minimal realizasyon denir.

28



Teorem 4. (4,B,C,D) ve (A, B,C, 5), G (s) transfer fonksiyonunun ayni dereceye sahip iKi

farkl realizasyonu olsun. Bu durumda;
A=T"'AT, B=T"'B, C=CT, D=D (2.34)
kosulunu saglayan bir T non-singuler matrisi vardir ve bu matris tektir.

Bu benzerlik doniigiimii blok matris formunda asagidaki gibi ifade edilir.

A | B A | B TAT | T™'B
cC | D ¢ | D CT | D
T-1 | 0 A | B T | 0
S U ](2.35)
0 | I C | D 0 | I

Teorem 5. (4, B, C, D) dértliistiniin, G (s) transfer fonksiyonunun minimal realizasyonu
olmasi igin gerek ve yeter kosul (4, B, C, D) nin kontrol edilebilir ve gdzlenebilir bir sistem

olmasidir.
Tamim 34. (Dengelenmis Realizasyon)

(4, B, C, D) kararli (kontrol edilebilir ve gozlenebilir) bir sistem olmak Uzere, kontrol
edilebilirlik ve gozlenebilirlik Grammianlarinin diagonal bir X matrisine esit oldugu bir
realizasyon vardir. Bu realizasyona, dengelenmis realizasyon veya igten dengelenmis
realizasyon denir. D matrisi dengeleme islemleri sirasinda hi¢ bir sekilde degisime

ugramadigindan dolay1 realizasyon (4, B, C) olarak da ifade edilir.
Tamim 35. (Pozitif Tanimh Matris)

Biitiin 6zdegerleri pozitif olan simetrik matrislere pozitif taniml1 matrisler denir. Bir

matrisin pozitif tanimli olup olmadigimi anlamak icin birden fazla yontem vardir.
Ai, i =1,2,...i¢in P matrisinin 6zdegerleri olmak iizere asagidaki ifadeler 6zdestir.

e P matrisi pozitif tanimhidir.

e V1;>0.

¢ Biitiin pivot elemanlar1 pozitiftir.

e BUtin sol iist determinantlari pozitiftir.

e Vx € R™/{0}icin xTPx > 0. Fizikte bir sistemin enerjisi x” Px seklinde ifade

edildiginden bu ifadeye enerji-bazli tanim da denir.
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Tamim 36. (Lineer Matris Esitsizligi)
x €R", F;R™" | =1,2,..,n simetrik matrisler olmak (zere;

seklindeki ifadeye lineer matris esitsizligi denir. Burada; x degisken F;, i = 1,2, ... matrisleri
simetrik katsayr matrisleridir. Herhangi iki pozitif tanimli matrisin toplami da pozitif
oldugundan F(x)’in pozitif tanimli bir matris oldugu agik¢a goriilebilmektedir. (2.36)
esitsizligi n tane polinom esitsizligi seklinde de ifade edilebilir. F (x) matrisi pozitif tanimli bir

matris oldugundan biitiin sol iist determinantlar1 pozitif olmalidir.

[F(x)1; F(x)12 - F(X)1n
F(x) = F({)u F@f)zz F(f)Zn
LF(n1 F(Onz - F(Xnn

[Foq1 + X2 XiFin1 Forz + 221 %iFi1p - Foun + 272 xiFi,1n]

_1Fo21 t+ 2 xiFia1 Fozp + X2 xiFio2 o Foon + X%1 xiFion |

—FO,nl + Z{il xiFi,nl FO,nZ + Zﬁl xiFi,nZ Fo,nn + Zﬁl xiFi,nnJ

seklinde yazilip sol Ust determinantlar1 sirasiyla bulunursa;
det[F(x)q1] = Fo11 + X721 x;F; 11 > 0 (lineer esitsizlik)

F(x)11 F(x)12

det F(X)21 F(x)zz

] = (Fo,11 + X2, xiFi,11)(Fo,22 + X2, xiFi,ZZ)

—(Fopz + X1 xiFi12)(Foz1 + XM xiF; 21) > 0 (quadratik esitsizlik)

det[F(x)] > 0 (n. dereceden polinom esitsizligi)
Bulunan n tane esitsizligin ortak ¢ozumdinden sistemin olurlu kiimesi elde edilir.
Tamm 37. (Olurlu Kiime-Feasible Set)

Bir lineer programlamaya iliskin esitsizlik sistemini ve kisitlamalar1 saglayan olasi
biitiin koordinatlarin kiimesine olurlu kiime (feasible set) veya olurlu bdlge (feasible region)

denir.
Tamm 38. (Kararhhk)

Kararlilik, sistem teorisi ve miihendislikte 6nemli bir yere sahiptir. Dinamik sistem
caligmalarinda bir¢ok kararlilik tipi mevcuttur. Denge noktasi kararliligi (equillibrium point),

girig-cikis kararlihigi, periyodik yoriinge kararlilig1 vs. Bu bolimde denge noktasi kararlilig:
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incelenecektir. Denge noktasi kararliligi Lyapunov anlaminda kararlilik olarak da bilinir.

Lyapunov bu teoriyi ilk olarak 1892’de "The General Problem of Stability of Motion™ adli

tezinde islemistir. Bu nedenle bu kararlilik, "Lyapunov kararlilig1" adin1 almistir. Denklemin

biitiin ¢oziimleri bir denge noktasi civarinda baslayip yine denge noktas: civarinda kalmaya

devam ediyorsa, denge noktasi kararlidir, aksi takdirde kararsizdir denir. Ayrica sistemin biitiin

¢Oziimleri denge noktasi civarinda baglamakla kalmayip, zaman (t) sonsuza giderken limiti

alindiginda denge noktasima gidiyorsa, denge noktasi asimptotik kararhidir denir.

Zamana gore surekli bir

x=f(tx) , x(ty) =xo (2.37)

sistemini ele alalim.

Denge Noktasi: V t icin f(t,x,) = 0 kosulunu saglayan x,’ye denge noktasi denir.
Sistemin genelligini kaybetmeden x, = 0 noktas1 denge noktasi olarak kabul edilir.
Non-lineer sistemlerde (hatta bazi lineer sistemlerde) birden fazla denge noktasi
olabilir.

Kararhhk: (2.37) sisteminde, Ve >0 icin |lx(t))|l <& iken Vit >t, icin
l[x ()|l < & olacak sekilde bir §(e,ty,) > 0 varsa, “0” denge noktasi Lyapunov
kararhdir (veya Lyapunov lokal kararli) denir.

Asimptotik Kararhihk: "0" denge noktasi; kararli ve ||x(t,)|| < § ikenV t > t, icin
lim x(t) = 0 olacak sekilde bir §(t,) varsa Lyapunov asimptotik kararlidir denir.

t—>o0

Global Asimptotik Kararhihk: “0” denge noktasi, V § > 0 i¢in asimptotik kararlt

ise global asimptotik kararlidir denir.

Ustel Kararhihk: "0" denge noktasi; Lyapunov kararh ve V |[|x(to)|| < & ve

M < oo, a > 0 sabitleriigin ||x(t)|| < e=*¢~t)M||x,|| olacak sekilde bir § varsa

tistel kararhidir denir. a’ya lstel yakinsaklik orani denir.

Yukarida da belirtildigi gibi denge noktas1 "0" olarak kabul edilir. Denge noktasinimn

0’dan farkli olmas1 durumunda bile koordinat degisimi ile denge noktasi orijine kaydirilabilir.

Tammm 39. (Lyapunov Fonksiyonlar1) 1. mertebeden tirevi surekli bir V(x,t)

fonksiyonunu (V(x,t) € C?!) diisiinelim. Eger, Vx # 0, 3r > 0 ve |[x|| <r icin,

V(x,t) >0 ve V(0,t) = 0 oluyorsa V’ye lokal pozitif tanimli fonksiyon denir.

Ornek 2.5

V(x)=1-—cosx
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o V(x)=x?

o V(x)=xTPx (P pozitif tanimli bir matris ise)
fonksiyonlar1 birer lokal pozitif tanimli fonksiyonlardir.
Teorem 6. V(x,t) € C! fonksiyonu lokal pozitif tanimli bir fonksiyon olsun. Eger;

e Vt>O0icinveVx € B, icin V(x) < 0 oluyor ise x, = 0 denge noktasi kararlidir.
e Vt>0icinveVx€ B,igin V(x) < 0 oluyor ise x, = 0 denge noktas1 asimptotik

kararhdir.

V() = SV(x(®) = 5 = v = Vi f (2.38)

oldugunu hatirlayalim.

Lyapunov fonksiyonlari, fiziksel olarak enerji kavramina, geometrik olarak ise sistemin
yoriingesi Gzerinde ilerlerken x, = 0 denge noktasina kalan uzunlugu ifade eder. Bir sistemin
Lyapunov kararhilig: incelenirken, dncelikle Lyapunov aday fonksiyonlarinin olusturulmasi
gerekir. Kisaca ifade edecilecek olursa, Uzerinde galisilan Lyapunov aday fonksiyonlari

asagidaki ozellikleri saglamalidir,

e Vx#0iginV(x,t) >0,

e x=0icinV(x,t) =0,

e V(x)<0

Herhangi bir sistem i¢in sonsuz sayida aday Lyapunov denklemi yazilabilir.

Ornek 2.6 (Kiitle-yay sistemleri)

b [ —~
:\\ ] m i = m > F
VAR R —
N k
Y
b ¥

Sekil 9. Kitle —yay sistemleri

F: uygulanan dis kuvvet,
m: kitle,
k: yay sabiti,

b: sbnimleme(damping) sabiti

olmak tizere, Sekil 9°da verilen kitle-yay sisteminin x degiskenine bagli denklemi,
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g=—2ix-—Ly (2.39)

formundadir. Bu ifadenin, aday Lyapunov denklemi, toplam enerji (kinetik+potansiyel)
denklemi olarak, yani;

V(x) = Zlma'cz + %kx2

seklinde karsimiza ¢ikacaktir. V(x) > 0 ve V(0) = 0 oldugu agik¢a goriilmektedir. V(x)’i
kontrol edersek;

- : (b Kk : : : : :
V(x) = mix + kxx = mx (—Ex - Ex) + kxx = —bx? — kxx + kxx = —bx* <0

elde ederiz. Buradan; V (x)’in (2.39) sistemi icin bir Lyapunov denklemi oldugu sdylenebilir.

Ornek 2.7 (Lyapunov Fonksiyonlarmnin Geometrik Yorumu)

VA Xk
4 qrad V'

!
A,

V(X X) { LAYy
\ | e ({ qr ad V \f‘l (p=ad
Lo

C
b\

\

\

N
=

W

(=]
=]
/u/:

X<y
@
a
-a_
-

Sekil 10. Lyapunov fonksiyonlarmimn geometrik yorumu.

Sekil 10°da gorilen 3-boyutlu fonksiyonun Lyapunov fonksiyonu, daralarak orijine
(denge noktast) varan helezonik yapidaki pozitif degerli bir fonksiyondur. Bu fonksiyon
tizerindeki egri uzunluklar1 orijine yaklastikga azalmaktadir. Bu da fonksiyonun azalan bir

fonksiyon yani 1. tiirevinin negatif oldugu anlamina gelir.
Tamm 40. (Hurwitz Matrisi)
V a; € Colmak lzere;
P(z) =ayz"+a;z" '+ -+a,_1z+a, (a,#0) (2.40)

polinomu verilsin. C kompleks diizleminde D bdlgesi basit baglantili agik bir kiime olsun. Eger

(2.40) polinomunun batun kokleri D bolgesinde ise bu polinoma D-kararli polinom denir. Eger;

e D bolgesi kompleks sol agik yar1 diizlemde ise D-kararlilik yerine Hurwitz kararlilik
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e D bolgesi kompleks diizlemde birim disk ise D-kararlilik yerine Schur kararlilik

terimleri kullanilir.

P(z) polinomu igin;

ra,; ds as 0 0 0 1
a, a, ay : : :
0 o as :
i ap a, 0
A=]|: 0 a, an
: : ao An_1 0
0 an—> a,
: : : an-3 an-1 0
| O O O an_4 an_z an_nxn

matrisine, P(z) polinomunun Hurwitz matrisi denir. Bu tanim 1895 yilinda Adolf Hurwitz

tarafindan bulunmustur.

A kompleks (veya reel) degerli bir kare matris olmak tizere; A matrisinin bdtun

Ozdegerlerinin reel kism1 negatif ise A matrisine kararli (veya Hurwitz) denir.
Lineer Sistemlerin Kararhhgi:

x = Ax seklindeki bir lineer sistemi diisiinelim. Bu sistem i¢in Lyapunov aday
fonksiyonu, P pozitif tanimli bir matris olmak iizere; V = xTPx seklinde olacaktir. V

fonkisyonunun, Lyapunov olma kosullarindan ilk ikisini Sagladig1 asikardir. Simdi U¢lnci yani

V(x) < 0 kosulu incelenirse;
V =xTPx + xTPx = xT(ATP + PA)x (2.41)
elde edilir. V < 0 olmasi i¢in AP + PA < 0 olmasi gerekir. Bir baska deyisle, Q pozitif taniml1

bir matris olmak lzere; ATP + PA = —Q dersek; x # 0 icin, V = —xTQx olarak da ifade

edilebilir. Buradan asagidaki teoremleri yazilabilir.

Teorem 7. x = Ax sisteminin kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A’nin Hurwitz

olmasidir.

Hurwitz kararhilik, kontrol teorisinde onemli bir yere sahiptir. Kontrol matrisinin
0zdegerlerinin negatif reel degerli olmas1 negatif geri besleme oldugu anlamimna gelir. Bir A

matrisinin Hurwitz kararlilig1 Lyapunov Teoremi ile ifade edilir.
Teorem 8. (Lyapunov Teoremi)
Bir A matrisinin Hurwitz kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul;

e AeC™Mise A*P+PA<O0
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e AER™ise ATP+PA<O
olacak sekilde bir P > 0 matrisinin olmasidir.

Yukarida verilen esitsizliklere Lyapunov esitsizlikleri denir. Lyapunov esitsizlikleri bir
Q > 0 matrisi i¢in asagida verildigi gibi birer denklem olarak da ifade edilebilir.

o A'P+PA=-Q

o ATP+PA=-Q
esitliklerine ise Lyapunov denklemleri denir.

Tamm 41. (Kontrol Edilebilirlik)

Kontrol edilebilirlik ilkesi, kararsiz sistemlerin geri besleme ve optimal kontrol
yardimiyla kararl hale getirilmesi gibi problemlerde kullanildig1 i¢in, kontrol teorisinde ¢ok

onemli bir rol oynar.
A e R™™ B e R™P,C € R D € R7* olmak Uzere (2.29)'da verilen;

x = Ax + Bu
y =Cx+ Du

seklindeki diferansiyel-cebirsel denklem sistemini ele alalim. Bu sistem igin kontrol

edilebilirlik; x sistem durumlarinimn verilen bir t, baslangi¢ anindan istenen sonlu bir t; anina

stirlilmesini miimkiin kilan bir u kontrol sinyalinin var olmasi anlamina gelir.

t € (totr) igin Fu(®): x(to) o x(tr)

Diger bir ifadeyle kontrol edilebilirlik, bir sistemin, giris sinyali kullanilarak kararli hale
getirilip getirilemeyecegini belirlemeye yarayan bir kriterdir. Bir sistemi kararli kilacak kontrol

sinyalinin tasarlanabilmesi icin sistemin mutlaka kontrol edilebilmesi gerekir.
(2.29) sisteminin kontrol elemanlar1 (4, B) ikilisi ile ifade edilir;

e (A4, B) ikilisinin kontrol edilebilirlik matrisi;
C(A,B) = [B AB A®B ... A" 'B],

e (A4, B) ikilisinin kontrol edilebilirlik Grammiani ise;
t

We(t) =f e4TBBTeAT™ dr

0
seklinde ifade edilir.

Teorem 9. (4, B) ikilisi i¢in asagidaki ifadeler 6zdestir.
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(4, B) kontrol edilebilirdir.
rank[C(4, B)] = n’dir.

We(t) = foteATBBTeATT dt matrisi V t > 0 i¢in non-singllerdir.

e [A—AI B] matrisi, biitiin A 6zdegerleri igin full-satir rankina sahiptir.

Ikinci prosedir Kalman Testi olarak da bilinir. C(4,B) matrisinin ranki yerine
determinant1 yardimiyla kontrol edilebilirligi incelenebilir. Yani, det[C(A, B)] # 0 ise sistem
kontrol edilebilirdir, aksi takdirde kontrol edilebilir degildir.

Burada; C(A,B), We(t), [A—AI B] srastiyla nXnp, nXn, nX(n+p),

boyutlarinda matrislerdir.

Ornek 28 x = [_i _g]x + [é]u y=1[0 1]x

dinamik denklemleriyle verilen sistemin kontrol edilebilirligini incelenirse;

sistem 2-boyutlu oldugundan n = 2’dir, katsay1 matrisleri,

a=["2 3 B=[] c=00 1, »p=o0

olup kontrol edilebilirlik matrisi C(4,B) = [B AB] = [(1) ‘ﬂ ve rank[C(A, B)] = 2

(veya det[C(A, B)] = 1 # 0) elde edilir. Dolayisiyla sistem kontrol edilebilirdir.

Tamm 42. (Go6zlenebilirlik)

Gozlenebilirlik ilkesi; bir sistemde verilen herhangi bir u kontrol sinyali i¢in, y sistem
cikisinin degisimi incelenerek, x sistem durumunun degisimi hakkinda bilgi sahibi olup
olunamayacagini ifade eder. Bir diger ifadeyle gozlenebilirlik; sistem ¢ikiglarma bakilarak
sistemin butlnunin davranislarinin tanimlanmasinin miimkiin olmasidir. Bir sisteme gozlemci

(observer) tasarlanabilmesi igin sistemin gdzlenebilir olmasi gerekir.
(2.29) sisteminin gozlem elemanlar1 (4, C) ikilisi ile ifade edilir;
e (A, C) ikilisinin gozlenebilirlik matrisi;

| CA
0(4,0) =|ca?

.

e (A,C) ikilisinin gozlenebilirlik Grammian’s;

[¢ 1|
|
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t
W, (t) =f eATCT CeAT dr

0
seklinde ifade edilir.
Teorem 10. (4, C) ikilisi i¢in asagidaki ifadeler 6zdestir.

e (A4,C) gozlenebilirdir.
e rank[O(4,(C)] = n’dir.

o Wy(t) = foteATTCTCeAT dt matrisi V t > 0 icin non-singulerdir.

[A _C/l I] matrisi, butlin A 6zdegerleri igin full-siitun rankina sahiptir.

Burada; O(4, C), W, (t), [A Z,M] sirastyla nqg X n, n X n, (n+ q) X n, boyutlarinda

matrislerdir.

" [ 2 0 1 y

Ornek 2.9 x—[_l 1]x+[1]u y=1[1 1]lx
dinamik denklemleriyle verilen sistemin gozlenebilirligini incelenirse;

sistem 2-boyutlu oldugundan n = 2’dir, katsay1 matrisleri,
12 0 _J1 _ I,
a=1_7 3 B=[], ¢c=0r 1 Dp=o0

olup gdzlenebilirlik matrisi O0(4,C) = [gA] = 1 ﬂ ve rank[0(4,C)] =1+#n (veya
det[O(4, C)] = 0) elde edilir. Dolayisiyla sistem gozlenebilir degildir.
Kontrol edilebilirlik ve gdzlemlenebilirlik birbirinin dualidir.

Teorem 11. (4, B) ikilisinin kontrol edilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul (AT, BT)

ikilisinin g6zlenebilir olmasidir.

Teorem 11 (A4, C) ikilisi tizerinden degerlendirilirse benzer sekilde; "(4, C) ikilisinin
gozlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (AT, CT) ikilisinin kontrol edilebilir olmasidir™"

sonucu elde edilir.
Tanmim 43. (Hankel Singiiler Degerler)

We, Wy (2.29) sisteminin kontrol edilebilirlik ve gozlenebilirlik Grammianlar1 olmak

uzere; WeW,y carpiminin singiiler degerlerine (2.29) sisteminin Hankel singiiler degerleri denir,

j = 1,2...olmak Uzere, oH; ile gosterilir.

37



Tamim 44. (Tekil (Singiiler) Deger Ayrisimi)

AeR™"™ ve rank(A) =r =min(m,n) olmak {zere, A  matrisinin
A = UXVT seklinde ifade edilmesine A nm tekil deger ayrisimi denir. Burada; U ve V sirasiyla
m X m ve n X n boyutlarinda orthogonal matrisler, (UTU =1, ve VTV =1,) ve X ise A

matrisinin singiiler degerlerini igeren yari-diagonal bir matristir. Matematiksel olarak,

1 0 .. 0 0 .. 0

lO -~ 0 0 O .. O

A=UXVT =Tu; | uy | - Ium]i 0 o, o
ST SRR B i

l0 0O .. .. 0 .. 0! Ly

Z(mxn) VT (nxn)

(2.42)

| |

N —|

u(mxm)

~

S ——
——————

seklinde sembolize edilir. Burada; uy, u,, ..., U,,, U’nun ortonormal siitunlari, vy, v, ..., Uy,
VT nin ortonormal siitunlar1 ve gy, 05, ..., 0, A’nmn 0, = 0, = -+ > 0, > 0 seklinde siralanmis
tekil degerleridir. Bir A matrisinin tekil degerlerinin, ATA matrisinin &zdegerlerinin

karekoklerine esit oldugunu hatirlayalim.
Tamm 45. (Cholesky Faktdrizasyonu)
L bir alt tiggen matris olmak tizere, her pozitif tanimli, simetrik A matrisi;
A=LLT (2.43)

seklinde yazilabilir. Bu agilima Cholesky faktorizasyonu, L matrisine de A’nin Cholesky

faktori denir.

Tamm 46. (Singuler Pertirbasyon Modeller)

u > 0 bir parametre olmak Uzere, u-katsayili bazi durum bilesen tiirevleri igeren

dinamik sistemlere, singuler pertlrbasyon modeller denir,

J'Cl = A11x1 + A12x2 + Blu (2.44&)
,LU'CZ = A21x1 + A22x2 + Bzu (2.44b)
y = C1x1 + szz + Du (2.440)

denklem sistemi ile ifade edilir. Verilen sistemde;

X1: yavas degiskenler

x,: hizli degiskenler

(2.44a): yavas (gii¢lii) alt sistem
(2.44b): hizli (zayif) alt sistem
W pertiirbasyon parametresi

olarak adlandirilir.
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MATERYAL VE METOT

Bisection Metodu

Kontrol teorisinde 6zdegerler; sistemin kararliligini, Hankel singiiler degerler ise
sistemin her bir durum bileseninin enerjisini ifade eder. Bisection algoritmasinin temeli, sistem
kararlilig1 ve durum bilesenlerinin enerjisi arasindaki iliski tizerine kurulmustur. Yani sistemin
transfer matrisinin (3.1)’te verilen sanal eksen tizerindeki Hankel singiiler degerlerinin (3.2)’de

verilen M, Hamilton matrisinin sanal degerli 6zdegerleri ile iligkilendirme siirecidir.

Y = Mmax{Omax(D),0H; } = max{o-max (D), vV TT(W@WO)/TI}

(3.1)
Yup = O'max(D) + 22?=1 O'H] = Umax(D) + 2,/n T‘r(WcWO)
A 0 B -D
My = [0 —AT] y [0 —CT [ —DT] [0 BT
_[A—-BR7DTC —yBR‘lBT] (3.2)
L oycTsic —AT + C"DR'BT '

(2.29) sisteminde A matrisi kararli ve € > 0 hata pay1 olmak iizere, bisection algoritmasi

asagidaki sekilde tanimlanir.
Adim 1. Algortimay1 baglatmak i¢in Hankel singiiler degerler yardimryla alt (yyy,) ve
Ust(yyp) smirlart asagidaki gibi bul.

Yib = max{o'max(D) oH; }
Yup = O-max(D)+22 1O-H

(3.3)
Adim 2.y = (yy, + Yup)/2 degerini hesapla.

Eger 2(Yup — Vi) < € ise sonlandir.

Adim 3. M,, Hamilton matrisini bul.

M,, Hamilton matrisinin sanal eksen Uzerinde en az bir 6zdegeri varsa y;, =y

olarak al.

Aksi halde y,,, = y olarak al.

39



Balanced Truncation Yaklasimi ve Model indirgeme

Biiyiik uzay yapilar1 ve gili¢ sistemlerinin kontrol dizaynlar1 gibi iist diizey kontrol
problemlerinde, ¢ok fazla sayida bilesen ve parametre igeren modellerle karsi karsiya
kalindigindan dolayr bu ¢aligmalar asir1 zaman ve efor gerektirir. Bu zorluklar, kontrol
teorisyenlerini; s6z konusu modelleri uygun boyutlu, diisitk mertebeli, pratikte dizayn edilmesi
daha kolay olan problemler haline getirmek i¢in bazi islemler bulma arayisina sokmustur. Bu
islemlere model indirgeme denir. Model indirgemede temel diisiince; orijinal modeli, yapisini
bozmadan daha kii¢iik boyutlu (¢6ziilmesi daha kolay) bir modele doniistiirmektir. Bir baska
deyisle model indirgeme; "oncelikle sisteme uygun bir dengelenmis realizasyon bulma ve bu
realizasyonu, indirgenmis mertebeli modele uygun olacak sekilde kesme" islemine dayanir. Bu

islem, balanced truncation yaklasimi olarak bilinir.

(2.29) sistemi asimptotik kararli ve minimal bir sistem olmak tzere, balanced truncation

yaklagimimin algoritmast MATLAB komutlariyla beraber asagida verilmistir.

Adim 1. W, kontrol edilebilirlik ve W, gozlenebilirlik Grammianlari, Lyapunov

denklemleri yardimiyla,

We=gram(sys, 'c')
Wo=gram(sys, 'o"')

komutlar1 kullanilarak bulunur.

Adim 2. W, kontrol edilebilirlik ve W, gézlenebilirlik Grammianlarinin Cholesky

faktorleri;
We = LoLE
c c ’C;‘ (34)
Wo = LOLO
Lc=chol (Wc, 'lower')
Lo=chol (Wo, 'lower')
komutlar1 kullanilarak bulunur.
Adim 3. LT L. carpiminm singiiler deger agilimu;
LhLe =UxvT (3.5)

[U,S,V]=svd(Lo'*Lc)
komutu kullanilarak bulunur.
Adim 4. T = LV X~Y/? doniisiimii yapilir ve dengelenmis sistemin katsay: matrisleri;

A=T'AT, B=T"'B, C=CT, D=D (3.6)
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benzerlik doniisiimleri ile elde edilerek, yeni sistemin kontrol edilebilirlik ve gozlenebilirlik
Grammianlar1 sirasiyla;
We =T W,T™T
e e (3.7)
Wo =T WoT

olarak bulunur. Burada;
We =W, =X = diag (04,04, ..., 0) (3.8)

seklindedir.

Singuler Pertlirbasyon Metodu

Singuler perturbasyon modellerin analizi, singiiler pertiirbasyon teorisi ile yapilir.
Singuler perturbasyon teorisi; (2.44) denkleminin ¢dziimlerinin davraniglarini, bir 0 < t < T
(veya 0 <t < 400) araliginda ¢ — 0 igin inceler. (2.44) tipindeki indirgenmis bir modelin,
bir yavas bir de ihmal edilebilir hizli bir alt sistemden olustugu daha once ifade edilmisti.
Singuler perturbasyon metodunun temel prensibi; modelin hizli (yiiksek frekansli) kisimlarmin
ihmal edilip, yavas (diisiik frekansl) kisimlarinin korunmasi oldugundan bir baskin mod
durumu ile iliskilendirilebilir. Bir baska deyisle, verilen sistemin ¢éziimlerini g = 0 durumu
icin inceleme surecidir. p parametresi incelenen sistemin yapisina gore farkli kavramlara
karsilik gelebilir. Ornegin; gii¢ sistemlerinde makine reaktanslar1 veya voltaj regiilatdrlerindeki
gecici akimlari, endiistriyel kontrolde aktiiatorleri, biyokimyasal modellerde enzimleri, niikleer

reaktOor modellerinde ise hizli nétronlar: temsil eder.

Balanced truncation yaklasimi ile elde edilen indirgenmis sistem;

Gis)=|-————— (3.9)

Adm1l. G(s)=|-————— S Z(;l Z(') ] dengelenmis sistemi, yavas (giiglii) ve
2

hizli (zay1f) olmak tizere iki alt sisteme ayrilir. Bu sistemler, r <« n igin

Ay, 21 € R™7 olmak tizere giiclii alt sistemin katsay1 matrisi A,; secilerek,

7! All AIZ] D Bl] ~ n
A= , B = , Cc=[C, G, D=D 3.10
A21 A22 BZ [ 1 2] ( )
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formunda blok matrislere ayrilip bir p pertiirbasyon parametresi eklenerek asagidaki gibi

yeniden yazilir.

X1 ] _ [An Arz][* By
/U.CZ] B [A21 Azz] [xZ] * Bz] u

o (3.11)
y = [C1 Cz] [xz] + Du

Adim 2. (3.11) sisteminin zayif kismi1 elimine edilerek (1 = 0),
5(1 = A11x1 + A12x2 + Blu
0= Alel + Azzxz + Bzu (312)
y = C1x1 + szz + Du
zayif degisken
X2 = —A22_1A21x1 r Azz_leu (3.13)

olarak bulunur.

Adim 3. Bulunan zayif degisken diger denklemlerde yerine yazilirak sistemin son hali

asagidaki gibi bulunur.
Af | Bf Aqq A12A22_1A21 | B A12A22_1Bz
Gf(s)— —————— = ———————: ————————— ) =, — — (3.14)
Cf | Df C; —CyAy;; "Ayy | D —CA;; "B,

Adim 4. G¢(s)'nin Hs,-normu MATLAB'da

sys=ss (Af,Bf,Cf,Df)
ninf = hinfnorm(sys)

komutuyla hesaplanir.
Genisletilmis Dengelenmis Singiiler Pertiirbasyon Metodu ve Hata Analizi

Genisletilmis dengelenmis singiiler pertiirbasyon metodu; balanced truncation
yaklagimi ve singiiler pertiirbasyon metodunun birlesiminden olusan ve ylksek boyutlu
sistemlerde kullanilan karma bir metottur. Yiksek boyutlu bir sistem balanced truncation
yaklasimu ile daha diisiik boyutlu bir hale getirilir ve indirgenmis modelin transfer fonksiyonun
H-normu singuler pertirbasyon metodu ile bulunur. Genisletilmis dengelenmis singiiler
pertlirbasyon metodunun algortimasi, ilk dort adimi balanced truncation yaklasimina, son dort
adimi singuler pertiirbasyon metoduna karsilik gelmek {lizere sekiz adimdan olusur.

Genisletilmis dengelenmis singiiler pertiirbasyon metodunun algortima adimlar1 Onceki

42



boliimlerinde detayli olarak ele alindigindan, bu boliimde ¢ozUmlerin hata analizi ile birlikte

Ozet halinde bir Tablo 1'de verilmistir.

Bu metodun modelleme hata transfer fonksiyonu; E, = [G(s) — G¢(s)] seklinde
tanimlanir. Bu metodun hata analizi yapilirken; "gercek sonsuz hata sinir1" ve "teorik sonuz
hata sinir1" olmak {izere iki farkli hata terimi ile karsilagilir.

e Gergek sonsuz hata smurt: ||E, || = ||[G(S) — Gf(s)]”oo,

e Teorik sonsuz hata smirt: 2 Y7 ; 0;
seklinde tammlanir. Hata paymim tatmin edici diizeyde olmasi i¢in, ||E;|le < 227141 0;

kosulu saglanmalidir.

Tablo 1. Genisletilmis Dengelenmis Singller Pertiirbasyon Metodunun Algoritmasi

Genisletilmis Dengelenmis Singiiler Pertiirbasyon Metodu

Balanced Truncation Yaklasimu  Singuler Pertirbasyon Metodu

Adiml.  Orijinal sistemin Grammianlarini bul Dengelenmis G(s) sistemini, giigli ve zayif
(We, Wp). olmak tizere iki kisma ayir.

Adim2.  Grammianlarin Cholesky faktorlerini  u = 0 segerek zayif kismi elimine et ve x, zayif
bul (L¢, Lp). degiskenini bul.

Adm3. L)L, carpimmin singiiler deger x, degiskenini diger denklemlerde yerine
ayrigimini bul. yazarak sistemin son halini (G¢(s)) bul.

Adimd. T = LcVE™Y/?2 doniisiimiinii yap ve Gp(s) transfer  matrisinin  Ho,-normunu
dengelenmis G (s) sistemini bul (||Gf (s)|| ) hesapla.

Hata Gercek sonsuz ve teorik sonsuz hata smirlarini hesapla ve gergek sonsuz hata sinir1, teorik
Analizi  sonsuz hata simirindan kiigiik veya esit olacak sekilde karsilagtir.
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde kontrol teorisinin gesitli alanlarindan segilen 6rnekler bir 6nceki boliimde

anlatilan metotlarla ¢6ziilmiistiir.

Ornek 4.1 (Bir L-1011 model hava tagitinin lateral(kanat) eksen dinamigi)

Uzunlamasina

Merkezi

Yunuslama

Sekil 11. Bir L-1011 hava tasit1 ve hareket eksenleri

Asagida katsay1 matrisleri verilen bir L-1011 hava tagitinin lateral eksen dinamiginin

transfer matrisinin H,,-normunun bulunmasi igin;

—2.98 0.93 0 —0.034 —0.032
|1 -0.99 —0.21 0.035 —0.0011 _ 0 [0 0 1 0 _
A= 0 0 0 1'B" o'C_[0001]’D_0
0.39 —5.555 0 -1.89 -1.6

katsay1 matrisleri (2.29) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki sistem elde edilir.

[ —2.98 0.93 0 —0.034 —0.032

5= —0.99 —-0.21 0.035 -0.0011 x4 0 U
0 0 0 1 0
0.39  —5.555 0 —1.89 -1.6

[0 1oy
Y=o 0 0 1

Bu sisteme bisection metodu uygulanirsa, Tablo 2’de verilen degerler elde edilir.

Tablodaki ilk siitunda iterasyon numarasi verilmis ve son siitunda M, matrisinin, sanal eksen

iizerindeki 6zdegerlerinin varhgi incelenmistir. Bu siitun basliklar1 sirasiyla iterasyon ve

Ozdeger ile ifade edilmistir.
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Tablo 2. Ornek 4.1°¢ Iliskin Sayisal Degerler

iterasyon Yib Vub y Ozdeger
1 4.6808 16.6071 10.6439 yok
2 4.6808 10.6439 7.6624 yok
3 4.6808 7.6624 6.1716 yok
4 4.6808 6.1716 5.4262 yok
5 4.6808 5.4262 5.0535 yok
6 4.6808 5.0535 4.8671 yok
7 4.6808 4.8671 4.7739 yok
8 4.6808 47739 47273 yok
9 4.6808 47273 4.7040 yok
10 4.6808 4.7040 4.6924 yok
11 4.6808 4.6924 4.6866 yok
12 4.6808 4.6866 4.6837 yok
13 4.6808 4.6837 4.6822 yok
14 4.6808 4.6822 4.6815 var
15 4.6815 4.6822 4.6818 yok
16 4.6815 4.6818 4.6816 yok
17 4.6815 4.6816 4.6816 yok

17. iterasyondan sonra alt(y;,) ve Ust(y,,) smirlarin birbirine ¢ok yakin olmasina
ragmen hata paymin yeterince kiigiik olmadig1 gériilmektedir. Yani iterasyona devam edilmesi
gerekmektedir. Ote yandan MATLAB’da otomatik olarak hesaplanan y degerleri 17°den
sonraki bitln iterasyonlarda ayni olacagi igin 17. iterasyondan sonrasinin hesaplanmasina

gerek kalmayacagindan islem burda sonlandirilip, ||G (s)||,, = 4.6816 sonucu elde edilir.
Ornek 4.2 (Merkezi olmayan birbirine bagh sistemler)

Asagida katsay1 matrisleri verilen merkezi olmayan birbirine bagl bir sistemin transfer

matrisinin H.,-normunun bulunmasi i¢in;

[—1 0 0 0 0 0] [0 1 0 0]

|-1 1 1 0 0 o |1 0o 0o of 01000 0
lr -2 -1 -1 1 1|, |1 10 of,._f0o 0o 1 0 0 of ,_
4=l o 0o -1 0o o'B%lo 0o o0 -1/'°Tlo 0 0 0 1 ofP7TY

l—s 1 -1 -1 -2 oJ loo1 oJ 00000 1

4 —05 05 0 0 —4 000 1

katsay1 matrisleri (2.29) yerine yazilirsa asagidaki sistem elde edilir.
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-1 0 0 0 0 07 0 1 0 0
-1 1 1 0 0 0 10 0 O
= 1 -2 -1 -1 1 1 x4 11 0 O u
0 0 0 -1 0 0 0 0 0 -1
-8 1 -1 -1 -2 0 0 01 O
-4 —-05 05 O 0 —4 0 0 0 1

<

Il
cococo
coor
cococo
or oo

Bu sisteme bisection metodunu uygulanirsa, Tablo 3’de verilen degerler elde edilir.
Tablodaki ilk ve son siitun basliklar1 Tablo 2°deki ile ayni nedenden dolayi sirasiyla iterasyon

ve Ozdeger ile ifade edilmistir.

Tablo 3. Ornek 4.2’ye Iliskin Sayisal Degerler

Iterasyon Y Yub Y Ozdeger
1 8.4201 101.0417 54.7309 yok
2 8.4201 54.7309 31.5755 yok
3 8.4201 31.5755 19.9978 var
4 19.9978 31.5755 25.7867 var
5 25.7867 31.5755 28.6811 var
6 28.6811 31.5755 30.1283 yok
7 28.6811 30.1283 29.4047 var
8 29.4047 30.1283 29.7665 yok
9 29.4047 29.7665 29.5856 var
10 29.5856 29.7665 29.6761 var
11 29.6761 29.7665 29.7213 yok
12 29.6761 29.7213 29.6987 yok
13 29.6761 29.6987 29.6874 yok
14 29.6761 29.6874 29.6818 yok
15 29.6761 29.6818 29.6790 yok
16 29.6761 29.6790 29.6776 var
17 29.6776 29.6790 29.6783 var
18 29.6783 29.6790 29.6786 yok
19 29.6783 29.6786 29.6784 yok

20 29.6783 29.6784 29.6784 var
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20. iterasyondan sonra alt(y;,) ve Ust(y,,) sinirlarin birbirine ¢ok yakin olmasina
ragmen yine Ornek 4.1’dekine benzer olarak hata paymnm yeterince kiigiik olmadigi
goriilmektedir. Dolayisiyla Ornek 4.1°de oldugu gibi burda da tamamen ayni nedenlerden

dolay1 prosediir sonlandirilip |G (s)||. = 29.6784 sonucu elde edilir.
Ornek 4.3 (Merkezi olmayan birbirine bagl sistemler)

Asagida katsayir matrisleri verilen merkezi olmayan birbirine bagli bir sisteme singuler

pertlirbasyon metodu uygulanirsa;

[—1 0 0 0 0 O] [010 0]

|—1 1 1 0 0 O |1 00 of [0 100 00
l*r -2 -1 =1 1 1], |1t 10 o0|l,.0 01 0 0 O _
A4=1 5 o 0o -1 0o ol %lo 0o 0o =1/'%lo 0 0 0 1 ofP=O

ll—8 1—1—1—20J| {0010'000001

4 —05 05 0 0 —4 000 1

olmak tizere, bir 6nceki bélimde bu sistemin transfer fonksiyonun H,,-normu,

IG(s)|lo = 29.6784 olarak bulunmustu. Balanced truncation yaklasimi ile mertebe
indirgemek igin algortimanin adimlar1 takip edilerek; sistemin kontrol edilebilirlik ve

gdzlenebilirlik Grammianlari, Cholesky faktorleri ve LLLe garpiminimn singiiler deger agilimi
MATLAB’da,

r 0.5000 —0.3113 0.5000 0 —-1.6038 0.48111
—0.3113  34.7249 -35.5362 —0.4906 348100 —8.8582
W, = 0.5000 -—35.5362  42.8187 0 —40.0360 10.2824
¢ 0 —0.4906 0 0.5000 -0.3302 —-0.1509
—1.6038 34.8100 —40.036 —0.3302 442532 —11.1128
- 04811 —8.8582 10.2824 —-0.1509 -—-11.1128 2.9987-
[ 87.6579 —31.0487 —23.9106 36.3958 —13.0754 —6.0209
—31.0487 18.9187 11.6125 —12.0856 5.1281 2.6437
W, = —239106 11.6125 9.0750 —10.5097 41375 2.2000
0 36.3958 —12.0856 —10.5097 16.1650  —5.6553 —2.7532
—13.0754 5.1281 41375 —5.6553 2.3187 1.0562
L —6.0209 2.6437 2.2000 —2.7532 1.0562 0.6750-
r 0.7071 0 0 0 0 0
—0.4403 5.8763 0 0 0 0
L. = 0.7071 -5.9944  2.5271 0 0 0
¢ 0 -0.0835 -0.1980 0.6737 0 0
—2.2681 5.7538 —1.5597 -0.2356 1.8746 0
- 0.6804 —1.4565 0.4237 -0.2800 -0.3171 0.2366-
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9.3626 0 0 0 0 0
—3.3163  2.8145 0 0 0 0
L. | —25538 11168 11426 0 0 0
0 3.8874 0.2864 —0.7892  0.5903 0 0
-1.3966  0.1765  0.3271 —0.0318 0.4787 0
L —0.6431 0.1816 03106 —0.1020 0.0444 0.3459-
- 9.0045 —11.6021 -53178 3.1278 —2.4141 —0.1522
—0.7262 105711 25673  0.1005  0.2733  0.0430
;7. | 02773 53534 26651 —0.6957 05147  0.0735
s 0.0026 —0.0834 —0.1106 0.4337 —0.0272 —0.0241
—1.0556 2.6899 —0.7279 —0.1252  0.8834  0.0105
L 0.2354 —0.5038  0.1465 —0.0969 —0.1097  0.0818-
—0.8168 —0.5322 —0.1839 0.1246  0.0114 —0.0119
0.5223 —0.5584 —0.6369 0.0988 —0.0068 —0.0070
y—|—02004 06222 —06492 03860 —0.0389 -—0.0263
—0.0082 -0.0234 0.0191 -0.0096 —0.9518  0.3049
0.1384 —0.1287 0.3650 0.9042  0.0355 0.1104
L—0.0255  0.0290 -0.0739 —0.0895 0.3018  0.9455.
—0.4131 -0.6094 —0.5510 0.2393  0.3098 —0.0338]
0.5860 —0.5116 —0.0327 0.0142  0.0653 —0.0055
y | 02625 04723 -08269 -00663 —0.1410 —0.0058
—0.1239 -0.3210 —0.0676  0.0294 —0.9302 0.1019
0.1111  0.2000  0.0824 09679 —0.0612 —0.0168
0.0068 0.0156 —0.0154 0.0212  0.1044  0.9940-
19.2254 0 0 0 0 01
0 6.6806 0 0 0 0
5 - 0 0 3.2240 0 0 0
0 0 0 0.7581 0 0
0 0 0 0 0.4133 0
0 0 0 0 0 0.0712

olarak bulunur. Buradan, verilen sisteminin Hankel singiiler degerlerinin;

0(G) = (19.2254 6.6806 3.2240 0.7581 0.4133 0.0712)

oldugu agikca goriilebilmektedir. Adim 4’ten devam edilerek;

T =L VEY2 =

—0.0666
1.1887
—1.0856
—0.0472
1.2977
-—0.3228

—0.1667
—1.0593
1.4815
—0.1035
—0.7147
0.2170

—0.2170
—0.0281
—1.2716
—0.0674

1.4044
—0.3834
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0.1943
0.0249
—0.0962
0.0365
1.6654
—0.2253

0.3408
0.3844
—0.8222
—0.9398
—0.0043
0.5609

—0.0895
—0.0660
—0.0206
0.2635
—0.0061
0.7293-




—0.1139 0.3032 —-0.1793 —-0.1238 —0.0600 0.0158;
—0.2941 -0.2900 0.7198 0.1681 0.2357 —0.0281
A= T-14T = 0.0271 -0.5608 —-0.5796 -—-1.0328 -0.2514 0.0865
0.0948 0.3066 1.0322 —-1.8693 0.0091 0.1389
—0.0222 -0.1791 -—-0.0595 0.1382 —-1.3774 —0.7626
L—0.0562 —-0.2046 —0.2118 0.9211 -1.2014 —-3.7698-
r 1.5096 —-1.1876 0.2814 0.78197
0.6344 —-1.3681 0.3046 1.2281
B=T-1p = —1.2063 —-1.5068 0.0591 0.0910
0.1128 1.6074 0.4628 —0.1543
—0.2150 0.0400 0.0270 1.0440
L 0.0454 —-0.4450 0.1872 0.54911
1.1887 —1.0593 0.0281 —-0.0249 0.3844 —0.0660
C=CT = —1.0856 14815 —-1.2716 -—-0.0962 -—-0.8222 -—-0.0206 D=0
1.2977 —-0.7147 1.4044 1.6654 —0.0043 -—-0.0061
—0.3228 0.2170 —0.3834 —0.2253 0.5609 0.7293
A | B
olmak iizere; dengelenmis G(s) = |- — — — — — sistemi elde edilir. G (s) sisteminin kontrol
C | D

edilebilirlik ve gozlenebilirlik Grammianlari,

19.2254 0 0 0 0 07

0 6.6806 0 0 0 0

T ety T 0 0 3.2240 0 0 0
We =T7"WeT 0 0 0 0.7581 0 0
0 0 0 0 04133 0

0 0 0 0 0 0.0712

19.2254 0 0 0 0 0

0 6.6806 0 0 0 0

T _ T _ 0 0 3.2240 0 0 0
Wo =T WoT 0 0 0 0.7581 0 0
0 0 0 0 04133 0

0 0 0 0 0 0.0712

olarak bulunur. Yani;

W, = W, = diag(19.2254, 6.6806, 3.2240, 0.7581, 0.4133, 0.0712) =3,
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Hankel Singular Values (State Contributions)

State Energy
>
T

State

- Stable modes

Sekil 12. Ornek 4.3’te verilen dinamik sistemin Hankel singiiler degerleri

Sekil 12°de agike¢a goriildiigii gibi ilk ti¢ Hankel singiiler deger, diger degerlere gore gok

bliyiik oldugundan r = 3 se

uygulanirsa,

cilip, indirgenmis sisteme singiiler pertlirbasyon metodu

Adim 1'den hareketle indirgenmis sistemin katsay1 matrisleri blok matris formuna,

1—0.1139 03032 —0.1793] [-0.1238 —0.0600 0.0158]
—0.2941 —0.2900 0.7198 0.1681  0.2357 —0.0281
i-[An Alz]_ 0.0271 —0.5608 —0.5796| |—1.0328 —0.2514  0.0865
Ayr Az 0.0948 03066 1.0322] [-1.8693 0.0091 0.1389
—0.0222 —0.1791 —0.0595 0.1382 —1.3774 —0.7626
|—0.0562 —0.2046 —0.2118 09211 -1.2014 —3.7698|
15096 —1.1876 0.2814 0.7819]]
0.6344 —1.3681 03046 1.2281
5 Bl]_ —1.2063 —1.5068 0.0591 —0.1543
B, 0.1128 1.6074 0.4628 —0.1543
—0.2150  0.0400 0.0270  1.0440
0.0454 —0.4450 0.1872  0.5491
1.1887 —1.0593 0.0281] [—0.0249 0.3844 —0.0660
C=[C, C]= —1.0856  1.4815 —1.2716| |—0.0962 —0.8222 —0.0206
L2 1.2977 —0.7147  1.4044 1.6654 —0.0043 —0.0061
—0.3228 0.2170 —0.3834| |—0.2253 0.5609  0.7293

~

D = 0 seklinde ayrilir.
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Buradan, sistem giiclii ve zayif olmak iizere alt sisteme ayrilir ve zayif kisim elimine

edilirse (perturbasyon parametresi u = 0) sistem asagidaki sekilde yeniden yazilir;

—0.1139 0.3032 —-0.1793 —0.1238 —0.0600 0.0158 1.5096 -1.1876 0.2814 0.7819
X, = [—0.294—1 —0.2900 0.7198 | x; +| 0.1681 0.2357 —0.0281(x, +| 0.6344 —1.3681 0.3046 1.2281] u
0.0271 —0.5608 —0.5796 —1.0328 —0.2514 0.0865 —-1.2063 -1.5068 0.0591 -—0.1543
0.0948 0.3066 1.0322 —1.8693 0.0091 0.1389 0.1128 1.6074 0.4628 —0.1543
0= [—0.0222 —0.1791 -0.0595|x; +| 0.1382 —1.3774 —0.7626|x, +|—0.2150 0.0400 0.0270 1.044—0]11
—0.0562 —0.2046 —0.2118 09211 -1.2014 -—3.7698 0.0454 —0.4450 0.1872 0.5491
1.1887 —1.0593 0.0281 —0.0249 0.3844 —0.0660
_ |—1.0856 1.4815 -1.2716 o —0.0962 -0.8222 —0.0206
1.2977 —0.7147 1.4044 " 1.6654 —0.0043 —0.0061("2
—0.3228 0.2170 —0.3834 —0.2253 0.5609 0.7293

ve zayif degisken x, = —Ayy YAy, — Ay Bou yukaridaki denklemlerde yerine
yazilip Adim 3'teki gerekli elemanter matris islemler yapilirsa;

—0.1195  0.2909 —0.2447 1.5149 —1.2983 02528  0.7411
Ap =|-02884 —0.2932  0.8021 Br=| 05957 -1.2062 0.3395 1.4118
—0.0223 —0.6970 —1.1391 —1.2163 —2.4142 —0.1902 —0.0370
1.1829 —1.1146 —0.0067] —0.0848  0.0039 —0.0221  0.3290
. —|—10809 15706 —1.2957 p. —| 01565 —0.1487 —0.0103 -0.6679
f 1.3823 —0.4388  2.3348 f 0.1106 1.4404  0.4262 —0.1507
—0.3399  0.1274 —0.4633] —0.0602 —0.1013 0.0174  0.3818

olarak elde edilir. Buradan orijinal denklemin dengelenmis, mertebe indirgenmis son hali;

sekline doniisiir ve G¢(s)'nin He,-normu MATLAB'da;

||Gf(s)||oo = 29.6799 olarak hesaplanir.

Verilen orijinal sistem ile dengelenmis-mertebe indirgenmis sistemin transfer

fonksiyonlarmin H,-normlar1 arasindaki hata payinimnin hesaplanmasi i¢in gercek sonsuz ve

teorik sonsuz hata sinirlar1 sirasiyla;

IEx Il

lG(s) = G| = 1.5218

2yt 100 =2%5,0, =0.7581+ 0.4133 + 0.0712 = 2.4852 olarak bulunur.

lE o < 227, 41 0; kosulu saglandigindan ¢6zimiim hata payinin tatmin edici oldugu

ve metodun etkili ¢alistigi soylenebilir.

o1



TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismada, bir lineer diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin transfer
fonksiyonunun H,-normu iki farkli metotla hesaplanmistir. Bunlardan ilki bisection metodu,
ikincisi ise yiksek boyutlu sistemlerin balanced truncation yaklagimi kullanilarak daha diisiik
boyutlu sistemlere indirgendikten sonra singuler pertiirbasyon metodu ile ¢oziilmesine
dayanan, bu iki metodun birlesiminden olusan hibrit bir metot olan genisletilmis dengelenmis
singller pertirbasyon metodudur. Metotlara iliskin algoritma kodlart MATLAB programinda
yazilmis ve yine bazi hesaplamalar ve grafikler bu programda hazirlanmistir. Bulunan sonuglar
ve hata paylari, her iki metodun da bir lineer diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin transfer
fonksiyonunun H,,-normunu bulmakta etkili oldugu ve hata paylarinin belirtilen kriterlere gore
tatmin edici diizeyde oldugu goézlemlenmistir. Kullanilan metotlardan ilki olan bisection
metodu Orneklerde 17. ve 20. iterasyon adimlarinda sonu¢ vermistir ve singiiler pertiirbasyon
metodu ile kiyaslandiginda H.-norm degerinin MATLAB'da otomatik olarak hesaplanan

degerine daha yakin oldugu goriilmiistiir.
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