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OZET

Yiksek Lisans Tezi
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TEOREMLERI

Yiicel TEKMANLI

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Isa YILDIRIM

Bu tezde, ilk olarak CAT (k) ve CAT (0) uzaylarinin bazi geometrik 6zellikleri tanitildi ve
CAT(0) uzaylarindaki sabit nokta teoremleri ile ilgili ¢alismalar verildi. Daha sonra
Istratescu’nun 1981 yilinda tanimladig1 n. dereceden konveks daraltan doniisiim sinifinin
sabit noktasinin varlig1 ispatlandi. Son olarak, genellestirilmis Mann iterasyonunun
CAT(0) uzaylarinda bu doniisiim siiflarinin sabit noktalarina A-yakinsamasi ve kuvvetli
yakinsamasi ile ilgili bazi teoremler ifade ve ispat edildi.
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ABSTRACT

MS Thesis

GEOMETRIC STRUCTURE OF CAT(0) SPACE AND FIXED POINT
THEOREMS CONVEX CONTRACTION MAPPINGS OF ORDER n IN SUCH
SPACES

Yiicel TEKMANLI
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Department of Mathematics
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Supervisor: Prof. Dr. Isa YILDIRIM

In this thesis, firstly, some geometric properties of CAT (k) and CAT(0) spaces are
introduced and studies on fixed point theorems in CAT (0) spaces are given. Later, the
existence of the fixed point of the convex contraction mappings of order n. which
Istratescu defined in 1981 was proved. Finally, some theorems related to the
A-convergence and strong convergence of generalized Mann iteration to the fixed points
of these mapping classes in CAT (0) spaces have been expressed and proved.
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1. GIRIS

Pozitif olmayan egri uzaylarindaki ¢alismalar, hiperbolik uzaylarin kesfiyle baslayip, son
ylizyilin baslarinda Hadamard’in ve 1920’lerde Cartan’in ¢alismasiyla ortaya ¢ikmistir.
Jeodezik metrik uzay i¢in pozitif olmayan egrilige sahip olmanin ne anlama geldigi

1950’lerde Busemann ve Alexandrov’un ¢alismasinda verilmistir.

Bir X metrik uzayi, jeodezik baglantiliysa ve X deki her jeodezik iiggen, Oklid
diizleminde en az onun karsilastirma {iggeni kadar ince ise bu uzaya CAT (0) uzay1 denir.
Burada verilen ve CAT(0) esitsizligi olarak da bilinen 6zellik, Riemann geometrisinde
pozitif olmayan egrilik kavramini i¢eren ve bunu daha genis bir ¢ergevede yansitabilen
bir kavramdir. Burada ki C, A ve T harfleri, Cartan, Alexandrov ve Toponogov’u temsil
eder. Tam CAT (0) uzaylar1 genellikle Hadamard uzaylari olarak da adlandirilir. CAT (0)
uzaylart son derece giizel bir geometrik yapiya sahiptir. CAT(0) uzaylarinda
genislemeyen doniisiimler, dogal olarak izometri ile ilgili calismalari ortaya ¢ikarmistir.
Bu konudaki ilginin yeniden canlandirilmasinda énemli olan, M. Gromov’un 1981°de
Paris’teki College de France’da verdigi derslerdir. Bu derslerde Gromov, kiiresel
Riemann geometrisinin temel 6zelliklerini esas olarak ¢alismalarint CAT (0) esitsizligi

tizerinde temellendirerek aciklamistir.

Kirk, 2002-2003 yillarinda dogrusal olmayan analiz ve Banach uzay teorisinin fikir ve
yontemlerinin ¢ogunu Gromov’un CAT(0) uzaylart smifina tasimistir. Kirk’in 2002,
2003 ve 2004 yillarinda yaptig1 ¢aligmalar, pozitif olmayan egri uzaylarindaki sabit nokta
teorisi ¢calismasina ¢ok biiyiik bir katki saglamistir. 2009 yilinda Nanjaras ve arkadaslar
CAT(0) uzaylarinda Suzuki-genellestirilmis genislemeyen doniisiimler igin sabit nokta
ve yakinsaklik teoremleri elde etmistir. 2010 yilinda Ali Akbar ve Mohammad Eslamian,
tam CAT(0) uzaylarinda ¢ok degerli genellestirilmis genislemeyen doniisim ve tek
degerli quasi-genislemeyen doniisiim siniflarinin ortak sabit noktalara sahip oldugunu
ispatlamislardir. 2011 yilinda He ve arkadaslar1 tam CAT (k) uzaylarinda Mann

iterasyonu tarafindan tanimlanan {x,} dizisinin genislemeyen doéniisiimlerin sabit



noktalarina A-yakinsadigini ispatlamiglardir. 2011 yilinda Kohlenbach ve Leustean,
CAT(0) uzaylarinda genislemeyen doniisiimlerin  Helpern iterasyonunun sabit
noktalarina gii¢lii yakinsadigini gstermistir. 2012 yilinda Dhompongsa, Kirk’in CAT (0)
uzaylarindaki sabit nokta teoremlerini ¢ok degerli doniisiimler i¢in genellestirmigtir. 2012
yilinda Chang, CAT(0) wuzaylarinda asimptotik genislemeyen doniisiimlerin
Krasnoselskii-Mann tipi iterasyonlarin sabit noktalarina A-yakinsadigini ispatlamistir.
2014 yilinda Kumam ve arkadaslari, CAT(0) uzaylarinda asimptotik genislemeyen
doniistimler i¢cin modifiye edilmis S-iterasyonunun sabit noktalarina yakinsamasi ile ilgili
teoremleri ispatlamigtir. 2015 yilinda Sipara, CAT (k) uzaylarinda k > 0 oldugunda
asimptotik genislemeyen doniisiimlerin modifiye edilmis S-iterasyonunun sabit
noktalarina kuvvetli yakinsadigini ispatlamigtir. Khamsi ve Shukri, 2017 yilinda CAT (0)
uzaylarinda karsilagtirma {iggenini Oklid diizlemi yerine Banach uzaylarmda alarak
genellestirilmis CAT(0) uzayr tanimini vermislerdir. 2019 yilinda Hussain, CAT(0)
uzaylarinda c¢ok degerli iizerine olmayan doniisiimler i¢in Ishikawa iterasyon semasini
olusturmus ve tam CAT (0) uzaylarinda bu iterasyon semasinin sabit noktalarina kuvvetli

yakinsamasi ile ilgili teoremleri ispatlamistir.

Istratescu (1981), konveks daraltan dontisiim siniflarini tanitmis, 2. dereceden konveks
daraltan doniisiimler ve iki yonlii konveks daraltan doniisiimlerin tek bir sabit noktasi
oldugunu ispatlamistir. 2. dereceden konveks daraltan doniisiimler ve iki yonlii konveks
daraltan doniigiimlerin sabit noktalar1 ile ilgili varlik ve yakinsama teoremlerini
gostermistir. Bu doniisiim smiflart son yillarda ilgi gérmeye baslamis ve 2011 yilinda
Alghamdi ve arkadaslari, Banach daralma ilkesini normal olmayan konik metrik
uzaylarda konveks daraltan fonksiyonlar sinifina tagimistir. 2013 yilinda Miandaragh ve
arkadaslar1, genellestirilmis konveks daraltan doniisiimlerin metrik uzaylarda yaklasik
sabit noktaya sahip oldugunu ispatlamistir. 2015 yilinda Ramezani ortogonal metrik
uzaylarda konveks daraltan dontisiimlerin sabit noktalarinin varlig: ve tekligi ile ilgili

teoremleri ispatlamistir. 2015 yilinda Latif, tam a-metrik wuzaylarda
genellestirilmis konveks daraltan ve genellestirilmis ikinci tip konveks
daraltan doéniisiim siniflarinin yaklasik sabit noktalar:i ile ilgili

teoremleri ispatlamiglardir. 2017 yilinda Khan b-metrik uzaylar ve 2-metrik



uzaylarda iki yonlii konveks daraltan dontisiimlerin sabit noktalarinin varlik ve tekligi ile

ilgili teoremleri ispatlamiglardir.

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, CAT (0) uzaylarinin tarihgesi

ve bu uzaylarda yapilan ¢aligmalar hakkinda bilgi verilmis ve tezin amaci belirlenmistir.

Ikinci bélimde CAT(x), CAT(0) uzaylart ve bu uzaylarin geometrik 6zellikleri
tanitilmistir. Daha sonra bu uzaylarla baglantili olan genellestirilmis CAT (0) uzaylar1 ve
R- tree uzaylari verilmistir. Ayrica bu uzaylardaki sabit nokta teoremleri ifade edilmistir.
Bu boliimde son olarak CAT (0) uzaylarinda zayif yakinsama (A-yakinsama) kavrami ve

bu zayif yakinsama ile ilgili yapilan ¢aligmalara yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde konveks daraltan doniisim smiflarmim tanimlar1 ve bu doniisiim

siiflarinin sabit noktalarinin varligr ile ilgili baz1 6nemli teoremler verilmistir.

Dordiincii bolimde CAT(0) uzaylarinda tanimlanan genellestirilmis Mann iterasyon
metodunun n. dereceden konveks daraltan doniisiimlerin sabit noktalarina kuvvetli ve

zay1f yakinsamasi (A-yakinsama) ile ilgili teoremler verilip ispatlanmigtir.

Besinci boliimde ise calismamizda elde edilen bazi sonuglara yer verilmistir.

1.1. Tezin Amaci

Bu ¢alismanin amaci metrik ve konik metrik uzaylarda 2. ve n. dereceden konveks
daraltan doniislim siniflarinin  sabit noktasina yaklasmada kullanilan Picard
iterasyonunun yerine farkli iterasyon metotlarinin da kullanilabilecegini géstermektir. Bu
amagcla metrik ve konik metrik uzaylar yerine CAT (0) uzayi ve Picard iterasyonu yerine
de genellestirilmis Mann iterasyonu alinarak verilen herhangi bir n. dereceden konveks
daraltan doniislimiin sabit noktasina bu metodun kuvvetli ve zayif yakinsadigini

ispatlamaktir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. CAT (k) ve CAT(0) Uzaylart

Bu baslik altinda Oncelikli olarak CAT (k) ve CAT(0) uzaylarinda gecen bazi temel

kavramlara yer verilecektir.

[k dnce egrilik kavramu ile baslayalim. Bir d dogrusu ve bu dogru iizerinde olmayan bir
P noktasi alalim. P noktasindan gegen ve d dogrusuna paralel olan tek bir dogru
cizilebilecegini soyleyebiliriz. Ancak sezgilerimiz bazen yaniltici olabilir. 1854 yilinda
Alman Matematik¢i Bernhard Riemann matematik diinyasini alt iist edecek olan Riemann

geometrisi adinda yeni bir ¢alisma ortamini kesfetmistir.

Riemann geometrisindeki temel kavram uzayin egriligidir. Bir uzaymn egriligi sifir ise
yiizey diizdiir ve bu uzayin elemanlar1 Oklid aksiyomlarm saglar. Eger uzay pozitif ya
da negatif egrilige sahip ise Oklid dis1 geometridir ve uzaym elemanlar1 Oklid

aksiyomlarini saglamaz.

Pozitif Egrilik Negatif Egrilik Sifir Egrilik
Sekil 2.1. Egrilikli yiizeyler

Egriligi anlamanin en kolay yolu tliggeni incelemektir. Sifir egrilikli bir uzayda iicgenin
ic acilar toplam1 180°, pozitif egrilikli uzayda iiggenin i¢ acilari toplam1 180° den daha
biiyiik ve negatif egrilikli uzayda (hiperbolik uzay) iiggenin i¢ acilar1 toplam1 180° den
daha kiigiiktiir.



Giiniimiizde hiperbolik geometri ve Riemann geometrisi olarak adlandirilan bu iki Oklid-

dist geometride Paralellik Aksiyomu su sekilde yorumlanir.

e Diiz bir yiizeyde bu noktadan gecen ve dogruya paralel olan yalnizca tek bir dogru
vardir.

e Kiiresel bir yiizeyde bu noktadan gegen ve dogruya paralel olan hi¢bir dogru yoktur.
e Hiperbolik ylizeyde bu noktadan gecen ve dogruya paralel olan sonsuz sayida dogru

vardir.
Bir k reel sayisi i¢in, M’ asagidaki sekilde ifade edilir:

1) k= 0ise M}, R™ Oklid uzayidir.
2) k> 0ise Mg, S™ kiire ylizeyi ve \/% bu kiirenin yarigapidir.

3) Kk < 0ise My, H" hiperbolik uzayini ve \/%_K hiperbolik yarigap1 gosterir.

Genel olarak (X,d) metrik uzayindaki bir yol I = [0,1] € R birim araligimnin siirekli

gorlintiisti olarak tanimlanir. Eger S = f (1) bir yol,
(xl)=(0=x0<xl<<XN=1)

[0,1] birim araliginin bir pargalanisi ise uzunluk

N-—

1(S) = sup d(f (), f(xi41))
i =0

olarak tanimlanir. Eger [(S) < oo ise bu yol diizlestirilebilirdir.

(X, d) bir metrik uzay olsun. X in her iki x ve y noktalar1 arasindaki mesafe, bu iki noktay1

birlestiren tiim diizlestirilebilir egrilerin infimum’u olarak segilirse, (X,d) ye uzunluk



uzayl denir. Bu durumda d uzunluk metrigi (i¢ metrik veya igsel metrik) olarak

adlandirilir.

Tamm 2.1.1: (X,d) ve (Y,d,) iki metrik uzay olsun. T: X — Y doniistimii uzakliklari

koruyorsa yani her x,y € X i¢in

di(T(x), T»)) = d(x,y)

sart1 saglantyorsa T doniisiimiine izometri denir.

T doniisiimii izometri ise birebir oldugu tanimdan acgikga goriilebilir.

Tx)=T(y)=x=y

dir. Eger T doniistimii ayn1 zamanda orten ise T ye izometrik izomorfi denir. (X, d) ve
(Y, d,) uzaylar1 arasinda bir izometrik izomorfi varsa bu uzaylara izometrik uzaylar (veya

es yapili uzaylar) denir.

Tanmm 2.1.2: (X, d) bir metrik uzay, [0,1] c R, t,t' € [0,1] ve x,y € X olsun. c: [0,1] -
X, c(0)=x,c(l)=y ve d(c(t), c(t’)) = |t — t'| (veya daha 6zel olarak d(x,y) = 1)
fonksiyonuna x € X’ten y € X’e bir jeodezik yol (veya daha basit bir ifade ile x’ten y’ye
bir jeodezik) denir. Eger c(0) = x ise ¢ nin x den olustugu sdylenir. ¢ nin a goriintiisiine

ug noktalar1 x ve y olan jeodezik segment denir.

c
/ —_\
)=y
— o
0 [ c(0)=x

Sekil 2.2. Jeodezik segment



Tamm 2.1.3: X bir metrik uzay olsun. X de bir jeodezik yol (veya daha basit bir ifade ile
bir jeodezik) y:[a,b] » R bir izometri doniisiimiidiir. y: R* - X jeodezik 1511 ve
y: R = X jeodezik ¢izgisi ayn1 zamanda bir izometri donlistimiidiir.
Tamm 2.1.4: E bir vektor uzay olsun. X c E alt kiimesinin

e, y] ={(1 =t)x + ty:t € [0,1]}

seklinde bir afin segmenti varsa X kiimesine afin olarak konvekstir denir.

Tamim 2.1.5: E bir vektor uzayi, C C E afin olarak konveks bir alt kiime ve f: C — R bir

fonksiyon olsun. Her x,y € C ve her t € [0,1] igin;

fF(A=-Dx+ty) <A -f(x)+tf ()

oluyorsa f fonksiyonuna konvekstir denir.

Tamim 2.1.6: Bir X metrik uzaymin herhangi iki noktasina karsilik gelen bir jeodezik yol

varsa bu uzaya jeodezik uzay denir.

Tanmm 2.1.7: Stirekli bir ¢ egrisi i¢in;

sup{PL(c, S): S, [a, b] nin bir parcasi}

degeri varsa egri diizlestirilebilirdir denir. Bu supremum degeri egrinin uzunlugu olarak

adlandirilir ve L(c[a, b]) ile gosterilir.

Tamim 2.1.8: X bir metrik uzay, her x,y € X i¢in



d(x,y) = inf{L(c|[a, b]): c duzlestirilebilir, c(a) = x, c(b) = y}

oluyorsa X uzayma uzunluk uzayr denir eger her x,y € X i¢in d(x,y) = L(c[a, b])
olacak sekilde x ten y ye diizeltilebilir bir ¢ egrisi varsa X uzayima tam uzunluk uzayi

denir.

(X, d) jeodezik metrik uzayinda bir A(x4, x,, x3) jeodezik liggeni ii¢ noktadan olusur (A
nin koseleri) ve her iki kose arasinda bir jeodezik segment (A nin kenarlar1) vardir.
(X, d)’de bir A(xy, x5, x3) iicgeninin karsilastirma ticgeni A(xq, X5, X3) = A(X7, X3, X3)
seklinde M2 uzayindaki bir iiggendir ve i,j € {1,2,3} icin dp2 (fi,fj) = d(x;, x;) dir.
Eger k > 0 i¢in D,., MZ nin ¢apini1 belirtmek iizere A(xy, x5, X3) liggeninin ¢evresinin 2D,

dan daha kiiciik oldugu varsayilir.

Tamim 2.1.9: Bir jeodezik metrik uzayinda biitiin jeodezik ticgenler asagidaki CAT (k)

karsilastirma aksiyomunu sagliyorsa bu uzaya CAT (k) uzay1 denir.

X uzayinda bir jeodezik iiggen A ve A € M2 bir karsilastirma iiggeni olsun. Eger her

x,y € Ave her x,y € A karsilastirma noktalar1 i¢in

d(x,y) = d(x,y)

ifadesi dogruysa A, CAT (k) esitsizligini sagliyor denir.

X2 X2

=

X1 y X3 X y

Sekil 2.3. CAT(0) esitsizligi



Yukaridaki CAT (k) uzayinin tanimindan hareketle k = 0 olmasi durumunda asagidaki

CAT(0) uzaymin tanimi verilebilir.

Tanim 2.1.10 (CAT(0) Uzayi): X metrik uzayindaki tiim jeodezik tiggenler asagidaki

karsilastirma aksiyomunu sagliyorsa, bu uzaya CAT (0) uzay1 denir.

“ A, X de bir jeodezik iiggen ve A, A igin bir karsilastirma {icgeni olsun. Bu durumda her

x,y € Aveher X,y € Aigin

d(x,y) < (%)
oluyorsa, A ya CAT (0) esitsizligini sagliyor denir.”
CAT (0) esitsizligi asagidaki gibi esdeger ancak daha zayif bir forma benzetilebilir.
Onerme 2.1.11: Bir X jeodezik metrik uzaymn CAT (0) uzay: olmasi i¢in gerek ve yeter
sart X’deki her A(p, q,7) jeodezik tiggeni ve her x € [q, 7] elemaniigind(p, q) < d(p, q)
saglanacak sekilde karsilastirma noktas1 X € [g,7] € A(p, q,7) © R? olmasidir (Bridson

and Haelfliger 1999).

Tamim 2.1.12: X bir jeodezik metrik uzay olsun. X deki her noktanin komsulugunda
jeodezik konveks ve CAT (k) olan bostan farkli bir yuvar varsa bu uzaya lokal CAT (k)

uzayi denir.

Bu tanimdan dolayr X uzayindaki her nokta pozitif olmayan bazi k degerleri i¢in bir

CAT (k) komsuluguna sahipse bu uzaya lokal CAT (0) uzay1 denir.

Tammm 2.1.13: X bir topolojik vektdr uzayr olsun. Eger X uzaymin konveks bir

komsulugu var ise X kiimesine lokal konveks kiime denir.



10

Tamim 2.1.14: Bir uzay yol baglantili ve her iki nokta arasindaki yol siirekli bir sekilde
bir digerine doniisebiliyorsa bu uzaya basit baglantili uzay denir (Mucuk 2010).

Tanim 2.1.15: Bir X metrik uzay1 lokal CAT (0) uzay1 ise bu uzayin egriligi kiigiik esit

sifir olarak sdylenir. Bu durumda X metrik uzay1 pozitif olmayan egrilige sahiptir denir.

Pozitif olmayan egrilige sahip uzaylarin matematigin birgok alaninda 6nemli rol oynadigi

bilinmektedir (Kleiner et al. 2002).

Terminolojiye devam etmek i¢in X metrik uzayi konveks olmalidir. X bir jeodezik uzay
ve biitiin jeodezikler c;:[0,a;] = X ve ¢,:[0,a,] = X, ¢;(0) = c,(0) ise her t € [0,1]

i¢in;

d(ci(tay), co(tay)) < td(cy(ay), cx(ay))

esitsizligi saglanir. Eger her nokta konveks bir komsuluga sahip ise X lokal konveks
olarak adlandirilir. Metrik uzay lokal konveks ise X lokal olarak biiziilebilir ve dolayisiyla
X uzayinin evrensel bir X kapanis uzay1 vardir. Bu durumda X baglantihidir ve p: X — X

bir lokal izometri doniisiimii vardir. X uzay1 bu izometriye gore tektir.

Teorem 2.1.16 (Cartan-Hadamard teoremi): X baglantili bir tam metrik uzay olsun.

1) X deki metrik lokal konveks ise X iizerinde tanimlanan uzunluk konvekstir.

2) Eger X pozitif olmayan egrilige sahip ise X bir CAT (0) uzayidur.

Bu nedenle tam basit baglantili bir uzunluk uzay1 lokal konveks ve pozitif olmayan

egrilige sahip ise bir CAT (0) uzayidir (Bridson and Haelfliger 1999).

Simdi CAT (k) uzayinin baz1 6zelliklerinden bahsedecegiz.
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Onerme 2.1.17: X bir CAT (k) uzay1 olsun.

1) Her x, y € X noktasini birlestiren tek bir jeodezik segment vardir ve bu jeodezik
segment u¢ noktalart ile siirekli olarak degisir.

2) X deki en fazla D, uzunlugundaki her lokal jeodezik bir jeodeziktir.

3) X deki % den daha kiigiik yarigapli yuvarlar konvekstir.

4) X deki D, yarigapindan daha kiigiik yuvarlar daraltandir.

5) Yaklasim orta noktalar orta noktaya yakindir. Ozellikle her A < D, ve £ > 0 igin
6 =6(k,A,¢€) olacak sekilde eger m jeodezik segmentin orta noktasi [x,y] € X,

d(x,y) < Ave
1
max{d(x,m'),d(y,m')} < Ed(x, y)+46

ise d(m,m") < e dur (Bridson and Haelfliger 1999).

Onerme 2.1.18: Eger X CAT(0) uzayi ise d: X X X — R tanimlanan uzaklik fonksiyonu

konvekstir.

Bu herhangi bir jeodezik g¢iftinin verildigi anlamma gelir. c¢: [0,1] - X ve ¢":[0,1] » X

yay uzunluguna orantili olarak parametrelenen

d(c(o),c'(®) < (1 —1)d(c(0),c'(0)) + td(c(1),c'(1))
esitsizligi her t € [0,1] i¢in saglanir (Bridson and Haelfliger 1999).

Simdi Bridson ve Haelfliger tarafindan 1999 yilinda verilen Teorem 2.1.18’in
genellestirilmis halini verecegiz. Bu sonug asagidaki gibi sinirlandirilmis egrilige sahip
uzaylar i¢in gecerlidir. rad(S), X uzaymna gore S nin normal Chebyshev yarigapini

belirtmek i¢in kullanilir.
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rad(S) = inf{p > 0:S c B(x,p),x € X}

ayrica sn,: R - R fonsiyonu

(. kx
smﬁ; k>0
sn, = X; k=0
) —KX
smh\/__K; k<0

olarak tanimlanar.

Teorem 2.1.19: X tam CAT (k) uzay1 ve S € X bos olmayan sinirli bir alt kiime olsun.

Bu durumda S < B(x,rad(S)) ve

snK(rad(S)) <V2sn, <dLaTm(S)>

olacak sekilde tek bir x € X noktas1 vardir (Lang and Schroeder 1997).

Ozellikle siirl S kiimesi, tam CAT(0) uzaymin bir alt kiimesi ise;

rad(S) < gdiam(S)

olur (Buyalo 1998).

CAT (k) sartinin bir ¢ok formu liggen geometrisi ile ilgili olsa da dortgenlerin geometrisini
iceren 6nemli bir formu da vardir. (x,, x5, x5, x,) siralt dortliisii X metrik uzayinda bir
nokta olsun. (x;,x,,x3,x,) noktasmin alt karsilastirma noktas1 (X7, %, %3, X;) € M2

verilsin. Her i,j € {1,2} i¢in d(%;, ;) = d(x;, y;) dyle ki
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d(xg,y1) < d(xq, 1) ve d(x3,57) < d(x2,¥,)
esitsizlikleri saglanir.

Bir X uzayinin CAT (k) 4-nokta sartin1 saglamasi i¢in her (xq,y,,X5,V,) € X sirali

dortliisiine gore
d(xy,y1) + d(yy,x2) + d(xz, y2) + d (g, x1) < 2D
olacak sekilde M2 da bir alt gdmme noktasina sahip olmasi gerekir.
Onerme 2.1.20: X bir tam metrik uzay olsun. Asagidaki 6nermeler birbirine denktir.
1) X, CAT (k) uzayidir.
2) X, CAT (k) 4-nokta sartim sagliyor ve her x,y € X i¢in d(x,y) < 2D, oluyorsa

yaklagik orta noktaya sahiptir (Kirk and Shahzad 2000).

Tamm 2.1.21: x,y; ve y,, CAT(0) uzayindaki noktalar olmak iizere, eger y, noktasi,

[y1,y2] araliginin orta noktasi ise bu durumda

2 2 1 2 1 2
d(x,y0)* < -d(x,y1) +§d(x,yz) _Zd(YLyZ)

N =

CAT (0) esitsizligi (veya (CN) esitsizligi) saglanir. (CN) esitsizligi, Bruhat ve Tits (1972)
tarafindan verilmistir. Bir jeodezik uzayin CAT (0) uzay1 olmasi icin gerek ve yeter sart

(CN) esitsizligini saglamasidir (Bridson and Haefliger 1999).

Paralelkenar kurali, Hilbert uzaylarinda birgok ©nemli sonucu ispatlamak igin
kullanilmaktadir. Xu (1991) tarafindan verilen esitsizlik ve Schu (1991) nun meshur

lemmasi, diizgiin konveks Banach uzaylarda tanimli baz1 dontistimlerin sabit noktalarinin
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iteratif yapisinin olusturulmasinda biiyiik bir rol oynar. Metrik uzaylarda bu tiir
genislemelerin uygulanmasindaki zorluklardan birisi Banach uzaymin lineer yapisinin
yaygin kullanimindan kaynaklanir. Bruhat ve Tits (1972) paralelkenar kurali ile CAT (0)
uzaylarinda tanimli (CN) esitsizliginin benzerligini gostermislerdir. Bu esitsizlikler lineer

olmayan alanlarda sabit noktalarin iteratif yapisi i¢in ¢ok etkilidir.

X, ve X, uzaylarmin CAT (0) uzayi olmasi durumunda X; X X, uzay1

2
d((xpxz)» (3’1'3’2)) = d(x1,y1)% + d(x3,y,)?
metrigiyle beraber bir CAT (0) uzayidir.

Ayricad(x,y;) = d(x,y,) = 1ved(y;,y,) = €ise

82
d(x,yo) < 1 —I

olur. Béylece CAT(0) uzaylarinda alisilmis Oklid metrigi vardir. Ozellikle d (x, y;) < R,
d(x,y,) < R ved(y;,y,) = r oldugunda

d(x, o) < (1 —5 (%)) R,

ved(e) = fl - ; olur (Bridson and Haelfliger 1999).

Asagida CAT (0) uzaylarinda ¢ok dnemli bir kavram olan aginin tanimi verilmistir.
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Tamm 2.1.22: X bir metrik uzay c: [0,a] - X ve ¢’:[0,a’] - X iki jeodezik ve c(0) =
¢'(0) olsun. Verilen t € (0,a] ve t' € (0,a'] igin A(c(0),c(t),c'(t)) karsilastirma

liggeni ve Z (o) (c(t), ¢'(¢")) karsilastirma agisin olsun. ¢ ve ¢’ jeodezikleri arasindaki a1

Lo =limsup Z)(c(0), () =lim| sup Z.o(c(®),c'(t))
t,t1—0 €20 | o<t t!<e

ve £, € [0, 7] olarak tanimlanur.

Onerme 2.1.23: X bir metrik uzay ve C, X in metrigi ile tanimlanmis konveks bir alt

kiime olsun.

1) Herx € X igin d(x, P(x)) = dist(x, C) olacak sekilde bir P(x) € C noktasi vardir.
2) Eger x', [x, P(x)] jeodezik segmentine aitse P(x") = P(x) dir.

3) x&C ve y€C verilsin. Eger y # P(x) ise Zp(x,y) 2% dir (Bridson and
Haelfliger 1999).

2.2. R-tree ve Genellestirilmis CAT (0) Uzaylari

R-tree uzaylari, CAT(0) uzaylarinin ¢ok 6zel bir sinifidir. R-tree uzaylarinin birbirine

denk bir¢ok tanimi vardir. Biz bunlardan ikisini verecegiz.

Tamim 2.2.1: X bir metrik uzay olmak tizere her x,y € X noktalarin birlestiren bir tek
yay (yani jeodezik segment) var ve bu yay R uzayinda bir araliga izometrik ise bu uzaya

R-tree uzayi denir.

Tamm 2.2.2: X bir metrik uzay olsun.



16

i. Her x,y € X igin x ve y yi birlestiren tek bir jeodezik segment vardir. Bu jeodezik
segment [x, y] ile gosterilir.
ii. yxlnlxzl={x}=[yx]Ulxz] =y z]
sartlar1 saglaniyor ise X metrik uzayina R-tree denir. Asagida (i) ve (ii) nin bir sonucu
verilmistir.

iii. Herx,y,x € Xicin [y, x] N [x,z] = [x, w] olacak sekilde bir w € X vardur.

Teorem 2.2.3: CAT (k) uzaylarinda asagidaki 6nermeler saglanir.

1) Eger X bir CAT (k) uzay1 ise k' > k igin X uzay1 bir CAT (k") uzayidir.
2) Eger X bir CAT (k") uzay1 ise k' > k igin bu uzay CAT (k) uzayidir.
3) X uzaymnn her k degeri igin CAT (k) uzay1 olmasi igin gerek ve yeter sart X uzayinin

R-tree uzay1 olmasidir (Bridson and Haelfliger 1999).

(1) in bir sonucu da CAT (0) uzaylarinin k¥ < 0 igin otomatik olarak CAT (k) uzaylarina

ve Ozellikle R-tree uzaylarina taginmasidir.

Khamsi ve Shukri 2017 yilinda CAT(0) uzaylarinin tanimini, karsilagtirma tiggenini
Oklid diizleminde degilde daha genel bir Banach uzayinda alarak asagidaki sekilde

genellestirmislerdir. Ozellikle bunu p > 2 i¢in ¢, uzaylar1 i¢in incelemislerdir.

Tamim 2.2.4: (X, d) bir jeodezik metrik uzay ve (E, ||*]|) ise normlu vektor uzay olsun.
X deki her A jeodezik iiggeni igin A, E de bir karsilastirma {iggeni olmak iizere, eger her

x,y € Aveherx,y € Aigin

d(x,y) < llx =yl

esitsizligi saglaniyorsa, X e genellestirilmis CAT (0) uzayi denir.
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Tamm 2.2.5: (X, d) bir jeodezik metrik uzay olsun. X deki her A jeodezik tiggeni i¢in

A, L, (p > 2) uzayinda bir karsilagtirma iiggeni olmak lizere, her x,y € Ave her x,y € A

igin

d(x,y) < [lx =yl

esitsizligi saglantyorsa, X € CAT,(0) (p = 2) uzay1 denir.

Bu boliimde bahsi gegen uzaylar arasindaki iliski agagidaki tabloda gosterilmistir.

[ Metrik Uzaylar
- Banach Uzaylarn - ~
\\_
—— ____H\\ .II
£ \

Hiperkonveks Jf
Metnk Uzay

Sekil 2.4. CAT(0) uzaylar1 ve diger uzaylar arasindaki iligki

2.3. CAT(0) Uzaylarinda Sabit Nokta Teorisi

Bu baglik altinda sabit nokta teorisi ile ilgili baz1 temel tanim ve teoremlere yer

verilecektir.
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Tamm 2.3.1: X bos olmayan bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniistim olsun. Eger
Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T doniisiimiiniin sabit noktasi

denir. T doniistimiiniin sabit noktalarinin kiimesi F (T) veya Fix(T) ile gosterilir.

Ornek 2.3.2:

i. X =10,1] olmak tizere T: X —» X, T(x) = xTH donisiimiiniin sabit noktalar kiimesi
F(T) = {1} dir.

ii. X =R olmak iizere T:X - X, T(x) = x? — 2x + 2 doniisiimiiniin sabit noktalar
kiimesi F(T) = {1,2} dir.

iii. X =R olmak iizere T:X - X, T(x) = x? + x + 1 doniisiimiiniin sabit noktalar

kiimesi F(T) = @ dir.

Tamim 2.3.3: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X igin,
d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde bir 0 < k < 1 sabit sayis1 varsa, T donlisiimiine daraltan doniisiim denir.

Tamim 2.3.4: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X igin,
d(Tx,Ty) < Ld(x,y)

olacak sekilde bir L > 0 sabit sayis1 varsa, T doniisiimiine Lipschitzian doniisiim denir.

Bu sart1 saglayan en kiiciik L sayisina da Lipschitiz sabiti denir.

Tamim 2.3.5: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X ve

X # y i¢in,

d(Tx,Ty) < d(x,y)
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ise T doniisiimiine kesin daraltan doniisiim denir.

Tamim 2.3.6: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in,

d(Tx,Ty) <d(x,y)

ise T donilisiimiine genislemeyen dontisiim denir.

Yukaridaki doniisiimlerin tanimlar1 g6z oniine alinarak bu doniisiimler arasinda asagidaki

bagint1 yazilabilir.

T-daraltan = T-kesin daraltan = T-genislemeyen = T-Lipschitzian

Tamim 2.3.7: (X,d) bir metrik uzay, K € X bos olmayan alt kiime ve T: K — K bir

doniistim olsun. p € F(T) ve her x € K igin,

d(Tx,p) < kd(x,p)

ise T doniistimiine quasi-genislemeyen doniisiim denir (Petryshyn and Williamson 1973).

Sabit noktalar kiimesi bostan farkli her genislemeyen doniisiim bir quasi-genislemeyen
dontistimdiir. Fakat bu ifadenin tersi dogru degildir. Ciinkii quasi-genislemeyen
doniistimler sadece sabit noktalar kiimesinde stireklidir. Diger noktalarda siirekli olmak

zorunda degildir.

Sabit nokta kiimesinin geometrik ve topolojik 6zellikleri metrik uzaylarda belirli tiirdeki
geniglemeyen doniistimler igin incelenmistir. W.A. Kirk (2003), CAT(0) uzaylarinda
sabit nokta teorisini gelistirmis ve sabit nokta kiimeleri hakkinda asagidaki teoremi

ispatlamistir.
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Teorem 2.3.8: X kiimesi, tam CAT (0) uzaymin bostan farkli kapali, sinirli, konveks bir
alt kiimesi ve f: X — X genislemeyen bir doniisiim ise f donilisiimiiniin sabit noktalarinin

kiimesi bostan farkli kapali ve konvekstir.

Sabit noktalarin var oldugu durumda yukaridaki teoremde verilen kapali konveks sabit
nokta kiimeleri ve CAT (0) uzaylar arasindaki bagint1 daha genis bir genelleme i¢in bazi

yazarlar tarafindan arastirilmistir.
Sabit noktalara ihtiyag duydugumuzdan dolay1 F(f) # @ alacagiz.

Lemma 2.3.9: Quasi-genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarinin kiimesi her zaman

kapalidir (Chaoha and Phon-on 2006).

Ispat: f:(X,d) —» (X,d) quasi-genislemeyen bir déniisim ve (x,) dizisi x € X
noktasina yakinsayan bir dizi olsun. € > 0 ne N € N oldugunda d(x, xy) < € /o olur ve
bundan dolay1 d(x,f(x)) < d(x,xy) + d(xN,f(x)) < 2d(x,xy) < € olur. & keyfi
oldugundan d(x, f(x)) = 0 alinabilir. Bu da x € F(f) oldugunu gosterir. Yani F(f)
kapalidir.

Lemma 2.3.10: (X, d) bir CAT (0) uzay1, x,y,z € X olsun.

d(x,z) +d(z,y) = d(x,y)

ise z € [x,y] olur (Chaoha and Phon-on 2006).

Ispat: R? de A(x, y, Z) iicgeni, A(x,y, z) jeodezik iiggeninin bir karsilastirma iiggeni ve
w € [x,y] 6yle ki d(x,w) = d(x, z) olsun. Bu varsayimla [, ¥] segmentinin arasinda Z
noktasmi bulunduran diiz bir ¢izgi oldugunu gérmek kolaydir. Yani Z € [%, j] dir. Ustelik
d(x,w) = d(x, z) oldugundan dolay1 d(x,w) = d(x, Z) ve boylece Z = w olur. CAT (0)

esitsizliginden;
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dlw,z) <d(z,w) =0

olup, z = w € [x, y] elde edilir.

Teorem 2.3.11: (X,d) CAT(0) uzaymin bostan farkli konveks bir alt kiimesi ve f: X —
X quasi-genislemeyen doniisim olsun. F(f) kapali, konveks ve boylece biiziilebilirdir
(Chaoha and Phon-on 2006).

Ispat: (X, d) bir CAT (0) uzayinm bostan farkli konveks bir alt kiimesi oldugundan (X, d)
bir CAT(0) uzayidir. x,y € F(f) ve z € [x,y] olsun. f doniisimii quasi-genislemeyen
oldugundan dolay1 d(x, f (Z)) < d(x,z) ve d(y, f (Z)) < d(y, z) olur. Dolayisiyla;

d(x,y) <d(x,f(2)+d(y,f(2) < d(x,2) + d(y,2) = d(x,y)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten dolayr d(x, f(2)) + d(y, f(2)) = d(x,y) olur.
Buradan d(x,z) = d(x, f (Z)) ve d(y,z) = d(y, f (Z)) oldugunu gérmek zor degildir.
Eger d(x,z) < d(x,f(z)) veyad(y,z) < d(y,f(z)) ise;

d(x,y) < d(x,f(z)) + d(y,f(z)) <d(x,z)+d(y,z) <d(x,y)

olur ki bu bir geligkidir. Teorem 2.3.11 den dolay1 f(z) € [x, y] ve boylece z = f(z) olur
clinkii sadece z, [x, y] segmentinin bir eleman1 ise d(x, z) = d(x, f (z)) esitligi saglanir.

Buradan [x, y] € F(f) yani F(f) konveks ve dolayisiyla biiziilebilirdir.

Teorem 2.3.12: (X,d) CAT(0) uzay1 A € X bos olmayan bir alt kiime olsun. F(f) = A
olacak sekilde siirekli bir f: X — X doniisiimii vardir (Chaoha and Phon-on 2006).

d(x,A)
1+d(x,A)

Ispat: Her x € X i¢in, k,, = € [0,1] olsun. Ilk olarak her x,y € X igin;
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ey — ky | = dlx,4d)  d(y,4)
T 11 +d(x, A) 1+d(yv,A4)
=1 ! 1+ ! |
B 1+ d(x,A) 1+ d(y,A)
1 1

1+d(,4) 1+d(xA)

d(x,4) —d(y,A)
(1+d»,A)(1+d(x,A4)
< |d(x,4) —d(y, Al

olur. Simdi sabit bir x € A ve f: X - X, f(x) = (1 —k,)x @ k,x, doniisimiinii

tanimlayalim.f donilisiimiiniin siirekli oldugunu gosterecegiz. x € X, € >0 ve § =

&
d(x,xg)+1

> (0 alalim. y € B;(x, ) igin;

d(f ), f)) = d (1 = ke)x B kaxo, (1= ky )y D kyxo )
< d (1= k)x @ kyxo, (1= ky )x @ kyxo)

+d (1= ky)x @ kyxo, (1 ky )y D kyxo )
< |kx — ky|d(x, Xo) +d(x,y)

< |d(x,A4) —d(y,A)|d(x,xy) + d(x,y)
<d(x,y)(d(x,x5) + 1)

<6(d(x,xy) +1)

=¢
elde edilir. Sonug olarak

f=xoA1-k)x®kxg=x=k, =0
d(x,A)

@Hd—(x’A):O@d(x,A):O@XEA

oldugunu gérmek kolaydir. Béylece F(f) € A olur.
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Sonu¢ 2.3.13: (X, d) bir CAT(0) uzay1 K c X bos olmayan kapal bir alt kiime olsun.
Sabit noktalarmin kiimesi K olan siirekli bir f: X — X doniisiim kesinlikle vardir (Chaoha
and Phon-on, 2006).

Ornek 2.3.14: K = {0,1, 1/2 , 1/3 , 1/4, } kiimesi X = [0,1] in bostan farkli kapali bir
alt kiimesi ve x, = 0 olsun. Teorem 2.3.12 yi saglayan doniisiimii her x € X igin f: X —

X, fx) =

1
n+1

x
1+d(x,K)

seklinde tanmimlayalim. f,(0) =0 ve n €N igin f: [L 1] -

n+1’n

- doniisiimii,

( X 2n+1 A <1
|1+l—x : 2n(n+1)_x_n
_ n
f"(")‘{ x 1 2n+1
il " n+1 2n(n+ 1)
Ll n+1+x

seklinde wverilsin. f = Uj—yfn doOntsimiinin siirekli oldugu aciktir. Boylece

1

F(£,(0)) = {0} ve F( £,(0)) = {— %} olur. Buda F(f) = U%_y F(£,) = K oldugunu

n+1’

gosterir (Chaoha and Phon-on 2006).

Burada bazi genel notasyonlar verilecektir. S kiimesi tam CAT (0) uzayinin bir alt kiimesi
olsun. x,y € S i¢in x ve y’yi birlestiren tek bir [x,y] € X jeodezigi vardir. G,(S) ile
X’teki tiim jeodezik segmentlerinin S’ nin u¢ noktalari ile birlestigi gosterilsin. Eger S
konveks ise G{(S) = S dir. CAT(0) esitsizligi rad(Gl(S)) = rad(S) olmasinin saglar.

n = 2i¢in G,,(S) = G, (Gn_l(S)) olarak tanimlanir. S nin konveks oOrtiisii

convS = U G,(S)
n=1
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olarak tanimlanir ve kapanis kiimesi convs ile gosterilir. Buradan yola ¢ikarak her kapali

S c X kiimesi i¢in rad(convS) = rad(S) sonucu elde edilir.

Genislemeyen doniisiimlerin sabit nokta teoremlerinden biri de F. Browder’in 1968
yilinda ispatladig1 yari-kapalilik teoremidir. Bu teorem su sekilde ifade edilmistir; X
Banach uzaymin kapali ve konveks bir alt kiimesi K olsun. Eger f: K — X genislemeyen
bir doniigiim ise [ — f, K da demiclosed dir. Yani eger {(I -f) (uj)}, w € K noktasina
kuvvetli yakinsak ise (I — f)(u) =w olur. Bu teoremin Onemli bir sonucu da
inf{|lx — f(x)||:x € K} = 0 ise f doniisiimii K kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir ve
K kiimesi smirlidir. Zayif bir topoloji bulunmadiginda bu teoremin bir benzeri tam
CAT(0) uzaymda bile ifade edilemez. Sonuglar ancak boyle bir ortamda formiile

edilebilir ve gercekten de dogrudur.

X bir metrik uzay, K ¢ X ve f: K — K bir fonksiyon olsun. € > 0 igin f nin & —sabit

nokta kiimesi

E(f) = {x E K: d(x,f(x)) < e}
olarak tanimlanir.

Lemma 2.3.15: X bir CAT(0) uzayi, x,y € X sabit noktalar d(x,y) = 2r ve m noktasi
[x, y] jeodezik segmentinin orta noktasi olsun. Egrer d(m',x) < r(1 + e) ved(m',y) <

r(1 + €) olacak sekilde bir m’ noktas: varsa d(m, m") < rve? + 2¢ olur (Bridson and
Haelfliger 1999).

Lemma 2.3.16: X bir CAT(0) uzayi, K € X smurh bir kiime olsun. f:K — K
genislemeyen bir doniisiim ve x,y € F,(f) i¢in d(x,y) = r oldugunu varsayalim. m €
[x,y] N K olsun. f(m) € Fyce)(f) Ve ¢(e) = VeZ + 2re olur (Bridson and Haelfliger
1999).
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Ispat: m, [x,y] nin bir noktas1 m ile x aras1 mesafe ar olsun. m € K oldugunu

varsayalim. Eger m' = f(m) ise

d(x,m’) <d(x,f(x)) +d(f(x), f(m))
<d(x,f(x))+d(x,m) <e+ar

dir. Benzer sekilde d(y,m) < € + (1 — a)r olur. £,,(m'x) ve £,,(m', y) a¢ilarindan en
az biri ™/, den biiyiik veya esit olur. Eger £p,(m’,x) =/, ise karsilastirma tiggeni
A(m,m’, x) ve m, n o den bilyiik veya esit bir ac1 olsun. Kosiniis teoremi ile

(e + ar)? = d(x,m)? = (ar)? + d(m,m’')?

dir. Eger £,,,(m’,y) = '/, ise

(e+(1- ar))z >dly,m)?=((1- a)r)2 + d(m, m")?

olur. Bu nedenle

d(m, f(m))” = d(m,m")?
< max{e? + 2are, ? + 2(1 — a)re}
< &2+ 2re

bulunur.

Teorem 2.3.17: X bir tam CAT(0) uzayi, K c X kapali, konveks ve smirli bir alt kiime

olsun. Kabul edelim ki f: K = K genislmeyen bir doniisiim igin

inf{d(x,f(x)):x € K} =0
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dir. Bu durumda f doniisiimii K da bir sabit noktaya sahiptir (Kirk and Shahzad 2000).
Ispat: x, € X sabit ve

Ty = inf{r > O:inf{d(x,f(x)):x € B(xg;1r) N K} = 0}
olsun. Egerry < 0 ver, = 0ise xy € K i¢in f (xy) = x, oldugu agiktir. vy > 0 oldugunu
varsayalim. d(x,, f(x,)) = 0, d(xo, x,) — 7 olacak sekilde bir {x,} < K dizisi alalim.

{x,} dizisinin herhangi yakinsak alt dizileri f nin bir sabit noktasina yakinsayan {uj} ve

{vj} olarak alimirsa d(uj, vj) > ¢ olur. Buradan
1 1
d(xo,u) <7y +]—, ve d(xo,v;) <19 +]—,

elde edilir. m;, [uj,vj] jeodezik segmentinin orta noktasi, 7m; noktas1 m; noktasina

karsilik gelen nokta ve A(fo, uj, 17]) karsilastirma tiggeni olsun. CAT (0) esitsizliginden,

d(xo,mj) < d(fo,"_lj) < \/(7"0 + ]1)2 + (%)2

olur. j yeterince biiyiikk alindiginda d(xo,mj) < r* <1y oldugu agiktir. Diger taraftan

Lemma 2.3.16’dan dolay1 j = o i¢in d (mj,f(mj)) — 0 olur. Bu ise ry > 0 olmasi ile

celisir.
Ayni ispat asagidaki sonucu da verir.

Teorem 2.3.18: X bir tam CAT (0) uzayi, U c X baglantili, sinirli ve agik bir kiime olsun.

f:U - X genislemeyen bir doniisiim ise;
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a) f nin U da bir sabit noktas1 vardir.

b) inf{d(x, f(x)):x € U} <inf{(x, f(x)):x € U} dur (Kirk and Shahzad 2000).

Ispat: z € U igin,

d(z,f(2)) < & = inf{d(x, f(x)):x € OU}

oldugunu varsayalim. Eger m € [z, f(2)] n U ise

d(m, f(m)) < d(m, f(2)) + d(f(2), f(m))
<d(m, f(2)) + d(z,m)

< d(z,f(z))

elde edilir. Bu [z, f (z)] segmentinin sadece U da degil AU da sinirlandigini ispatlar. Eger
g:U — X donisimiinde g(x)’i [x,f(x)] jeodezik segmentinin orta noktasi olarak
tamimlarsak {g(x)}, U’da yer alir. Ayrica Goebel ve Kirk’in 1990 yilinda ispatladigi
Teorem 3 den dolay1 d(g"(z),g”“(z)) — & olur. Boylece inf{d(x,f(x)): X € U} =0
dir. Eger € > 0 iken VeZ + 2re < § < & olugunda r = diam(U) olur ve eger m €
[w,v] N U oldugunda u, v € F,(f) igin d(m, f(m)) < § olur. Bdylece [u,v] N dU = @

olur ve my,, U nun i¢indedir.

Yaklagik sabit nokta ozelligini goz Oniine alalim. Metrik uzayin bir alt kiimesinin
genislemeyen doniisiimler i¢in yaklasik sabit nokta 6zelligi vardir. Eger herhangi bir
genislemeyen f:K — K doniisimii verilirse, inf {d(x, f (x)):x EK } =0 olur. Bu

tanimlamay1 karakterize etmek i¢in daha fazla tanima ihtiyacimiz vardir.

Tamim 2.3.19: X bir metrik uzay ve y: [0, ) — X egrisi verilsin. Eger b > 0 oldugunda

t>s>0i¢in
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t—s—b<d(y(s)y®)<t-s

oluyorsa y egrisine yonlii egri denir. X in bir alt kiimesi yonlii bir egri igermiyorsa X e

yonlendirilmis sinirlidir denir.

Tanim 2.3.20: Bir X jeodezik metrik uzay her c: [a, b] - X lokal jeodezik, a # b, e > 0

ve c¢":[a,b + €] = X igin c'|[q 5] = c ise ¢ jeodezik uzant: 6zelligine sahiptir denir.

Lemma 2.3.21: Bir CAT(0) uzay1 X in jeodezik uzanti1 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek
ve yeter sart her sabit olmayan c:[a,b] - X jeodezigi igin c:R — X seklinde

genisletilebilir olmasidir (Bridson and Haelfliger 1999).

Tam bir CAT (0) uzay1 sonlu boyutlu homomorfik bir manifold i¢in her zaman jeodezik

uzanti zelligine sahiptir.

1983 yilinda Reich, bir yansimali Banach uzayinin yaklagik sabit nokta 6zelligine sahip
olmast i¢in gerek ve yeter sart uzayin yonlendirilmis sinirli olmasi gerektigini belirtmistir.
Benzer sekilde 1990 yilinda Shafrir, tam hiperbolik metrik uzayin (genislemeyen
doniistimler i¢in) yaklasik sabit nokta 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
olarak onun yonlendirilmis siirli olmasi gerektigini ispatlamistir. Bunun sonucu olarak
tam CAT(0) uzaymnin kapali, konveks bir alt kiimesinin jeodezik uzanti 6zelligi ile
yaklasik sabit nokta 6zelligine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart yonlendirilmis sinirlt

olmasidir.

Teorem 2.3.22: Jeodezik uzant1 6zelligine sahip tam CAT (0) uzayinin kapali konveks
bir alt kiimesinin genislemeyen doniisiimlere gore yaklasik sabit nokta 6zelligine sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart jeodezik 1sin igermemesidir (Kirk and Shahzad 2000).

Ispat: Shafrir’in sonucu géz oniinde bulundurularak sadece tam CAT(0) uzay:r X de

kapali konveks bir kiimenin jeodezik olarak siirlanmasi durumunda yonlendirilmis
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sinirlt oldugunu gostermek yeterlidir. K nin X de kapali konveks bir kiime oldugunu ve
K da yonlendirilmis bir egrinin ¥ oldugunu varsayalim. K nin bir jeodezik 1s1n igerdigini

gostermeliyiz.

x, =y(n),n=0,1,2,3,... ve p > b keyfi bir karsilastirma, b, y ile iligkili yon sabiti
olsun. Her bir n > p igin, p mesafesi ile x, igin y,, [xo, x,] jeodezik segmentinde bir
nokta olsun. Simdi m > n > p oldugunu varsayalim. @, ,, ve R? de bir kargilastirma

ag1s1 Lg, (X, Xp,) olsun. Kosiniis teoremi ile

Cos(a ) = d(xg, x)* + d(xg, X)) ? — d(xp, X)*
nm 2d(xg, xp)d(xg, X1m)

ve

n—>b <d(xgx,) <n
m—>b <d(xg,xy) <m

m—n = d(x,, X;,)
esitsizliklerini kullanirsak;

(n—b)?>+ (m —b)? — (m — n)?
2nm

_n [(n=b)*] m[(m-Db)?] (m-n)’
_%[ n? l+%[ m?2 T 2mn

cos(an,m) =

n m (m-n)? b b b?
( ) L

olur. Boylece n,m — oo i¢in cos(an,m) — 1 elde edilir. Bundan dolay1 a,,,,, — 0 olur.

Eger ¥, ¥, noktalart A(X,, X, X,,) karsilastirma iiggeninde birer nokta ise ¥y, Vi
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noktalarina karsilik gelen CAT (0) esitsizligi d (Y, Ym) < d(Jn, Vi) dir. Aslinda {y,}
dizisi n,m — oo i¢in ay, ,, = 0 olmasii saglar. Béylece {y,,} dizisi Cauchy dizisi olur.

p > b rastgele oldugu i¢in {[x,, x,, ]} dizisi baslangi¢ noktasi x, olan 1sinlara yakinsar.

Tamim 2.3.23: X bir topolojik uzay olsun. T: X — X doniisimi siirekli ve sabit noktaya

sahipse T doniisiimiine sabit nokta 6zelligine sahiptir denir (Agarwal et al. 2001).

Ray 1980 yilinda, Hilbert uzaymin bos olmayan kapali ve konveks alt kiimelerinde
tanimlanan genislemeyen doniisiimlerin sabit nokta 6zelligine sahip olmasi igin gerek ve
yeter sart onun sinirli olmasi gerektigini ispatlamistir. Bu baglamda “Bir tam CAT (0)
uzayinin kapali ve konveks alt kiimesinin sabit nokta 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek
ve yeter sart sinirli olmasidir.” tahminini yapmak cazip gelebilir. Bu tahmin dogrudur.
Espinola ve Kirk 2006 yilinda “R-tree uzaym kapali konveks bir alt kiimesinin
genislemeyen doniisiimler lizerinde sabit nokta 6zelligini saglamasi icin gerek ve yeter
sart jeodezik olarak smirli olmasidir.” teoremini ispatlamiglardir. Ray’in teoremini
saglayan bir CAT (0) uzay1 siifinin olup olmadig1 sorusuna agagidaki kavramin tanimiyla

olumlu bir cevap verilebilir.

Tanimm 2.3.24 (U sart1): (X,d) bir smirsiz jeodezik uzay olsun. Herhangi bir kapali
konveks Y c X kiimesi X kiimesinin sinirsiz 6zelligine sahiptir. Ya Y kiimesi jeodezik
olarak sinirsizdir ya da her kapali konveks smirsiz K © Y kiimesi ve x € K igin K

kiimesinin kapal1 konveks sinirsiz bir K; alt kiimesi vardir. Oyle ki;

dist(x,K,) :=inf{d(x,y):y € K;} > 1

olur (Espinola and Piatek 2013).

Espinola and Piatek’in 6nemli sonuglarindan biri de (X, d) uzay1 U sartin1 saglayan bir
CAT(0) uzay: ise X in kapali konveks bir Y alt kiimesinin geniglemeyen doniisiimler

izerinde sabit nokta ozelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart sinirli olmasidir.
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Ayrica Espinola ve Piatek bir yansimali Banach uzaymin U satin1 sagladigim

gostermislerdir.

Simdi CAT (0) uzayinda genislemeyen doniistimlerin sabit noktalarina yaklagmak igin bir
yontem verecegiz. K kiimesi CAT (0) uzaymin kapali, konveks, sinirlt bir alt kiimesi ve
f:K — K bir genislemeyen doniisiim olsun. x, € K sabit ve t € (0,1) i¢in f;: K - K
doniisiimii tamimlansin. x, noktasmnin [x,, f(w)]’ya olan uzakhg td(x,, f(w)) olsun.

Sonra metrik konveksligi ile

d(f(w), f;(v)) < td(u,v)

olur. Yani f; doniisimi daraltandir. K min tamlhigindan dolayr Banach’in daraltan

doniisiim teoremi tek bir x, noktasinin oldugunu garanti eder. Oyle ki;

x¢ € [xo, f(xp)] ve d(xo,x,) = td(xO'f(xt))
dir.

Teorem 2.3.25: K kiimesi tam bir CAT (0) uzaymin kapali konveks ve sinirli alt kiimesi,
f:K - K genislemeyen bir doniisiim, x, € K sabit bir nokta ve x; € [x,, f(x.)] ve

d(xo, x;) = td(xo, f(x)) olsun. Bu durumda tllI}l_ X¢, f nin sabit noktasina yakinsar

(Kirk and Shahzad 2000).

Ispat: 0 <j<I<1 icin R? de A(xo, f (xj), f (xl)) liggeninin karsilastirma tiggeni

A (fo, f (xj), f (xl)) olsun. Kolaylik saglamak igin X, baslangi¢ noktasi olsun. CAT(0)

esitsizligi goz Oniine alinirsa;

17 () = Fedll = d (£ (), FGx)) < d(x, )
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< [I% — x|

= [li7 G = 17 ()
olur. Ozellikle x; = jf(x;) ve %, = If (x;) dir. d = X, — %; verilsin. Buradan
(7N + d) =7, 17 (& + d) — 7)) = 17 + d) —

=[x - %)

= [|fGed = F ()

< |ld|l
elde edilir. Boylece

@ =5 ) + D2 + 24—, d) < |
olup
@t = 25" + @2 = DIldI? < 2671 = DN, d)
yazilir. Ozellikle (X;, d) = 0 dir. Burada
%1% = (% + d, % + d) = ||5]|” + IdII? + 2%, d)
esitliginden
_ 2 _ 12 2
1201% = [l + [|1% — x| (2.1)

elde edilir.
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Simdi {k;} dizisi 0 < k; <k, < -+ <1 vei— o igin k; > 1 olacak sekilde bir dizi

e — N2) 4 - .. ..
olsun. Boylece {”xki || } dizisi monoton artan ve sinirhidir. i, j — oo igin

4(veom,) < (705 | <l - | 0
olur. Boylece {k;} bir x* € K noktasina yakinsar.
d (xkirf(xki)) =(1—-k)d (XO'f(xki))

ve siireklilikten dolay1
o, F060) = i (1= k0 (£ () = 0

olur. Boylece x* € K noktasi f doniisiimiiniin bir sabit noktasi olur. Simdi x* noktasinin
tekligini gostermek icin farkli bir p sabit noktasinin oldugunu kabul edelim. (2.1)

denklemini kullanarak

d(xo,p)? = P12 = || ||° + ||%e, = PII°
=< ”fkillz + d(xki'p)z

2 2
= k;*d(x,xx,)” + d(xx, D)
olur. k; » 17 i¢in
d(xo,p)* = d(x,x*)* + d(x*,p)?

olur. Bu x* noktasinin tek bir sabit nokta oldugunu ispatlar.
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Yukaridaki Teoremin bir sonucu olarak herhangi bir x € K i¢in
lim x, = Px € F(f)
x-1"
dir. Burada P fonksiyonu P: K = F(f), x = Px seklinde tanimlanan bir fonksiyondur.

CAT(0) uzaymimn en yakin nokta yansimasi oldugundan tam konveks alt kiimeleri

genislemeyendir. Dolayisiyla P genislemeyendir.

Reich 1980 yilinda Teorem 2.3.25 in Hilbert uzaylar1 disinda Banach uzaylarinda dogru

oldugunu ispatlamistir.

Teorem 2.3.26: X bir tam CAT(0) uzay1 K c X, intK # @ olsun. f, g: K — K daraltan
dontistimler, h: [0,1] X K = X bir homotopi doniisiimii oldugunu varsayalim. Asagidaki

sartlar saglansin;

a) h(0,) =g, h(1,)=f(),
b) k € (0,1) bir sabit t € [0,1] igin h(t,") genislemeyendir,
c) &€>0i¢ind > 0oldugunda x € K ve t,s € [0,1] i¢in

t—s|<d= d(h(t,x),h(s, x)) <&
dur,
d) x €0K,te€[0,1]i¢inx # h(t,x).

f’nin K’da sabit noktasinin olmasi igin gerek ve yeter sart g’nin K’da sabit noktaya sahip
olmasidir (Reich 1980).
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Ispat: g’nin sabit noktaya sahip oldugunu varsayalim ve
E={te[01]:x = h(t,x),3x € K}

olsun. Bu teoremi ispatlamak i¢in E’nin hem agik hem de kapali oldugunu gostermeliyiz.
Eger E agik degil ise t € E ve {t,} < [0,1]\E olsun. Simdi P:X — K doniisiimii X
kiimesinin elemanlarimin en yakin noktaya izdiisimii olmak tizere A(t,):X — X,
h(t,x) = h(x,P(x)) déniigiimii tammlansm. h(t,) donisimii k sabiti ile birlikte

genislemeyen bir doniisiimdiir. Ozellikle x,, € X i¢in x,, = h(t,, x,,) dir. Boylece

d(xty, x) = d (A(tn, P(0)), h(t, P(x)))
< d (h(ta, P(x)), h(t, P(0))) + d (A(tn, P()), h(t, P(x)))

< kd () + d (h(tn, P(O), A(t, P(x)) )

olup
d(x,, %) < (1—k)~d (h(tn,P(x)), h(t,P(x)))

olur. (c)’den dolay1 x, = h(t,, P(x)) = x olmalidir. Ancak {x,} K’da tanimli ve x,
K’nin i¢indedir. Bu bir ¢eliskidir yani E agiktir. Simdi E’nin kapali oldugunu gdsterelim.
t, C E,t, > t € E oldugunu varsayalim. Daha onceki kisimda verilen argiimanlarla

K’daki {x,,} dizisinin x,, = x oldugu goriiliir ve x, K’da tanimlidur.
Tamim 2.3.27: Siirekli f, g: X — Y fonksiyonlari verilsin.

F(x,0) = f(x)
F(x,1) = g(x)
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sartlarin1 saglayan siirekli F: X X [0,1] — Y fonksiyonuna bir homotopi, f(x) ve g(x)
fonksiyonlarina da homotopik fonksiyonlar denir (Mucuk 2010).

Teorem 2.3.28: X bir tam CAT (0) uzay1, K c X kapali, sinirli ve konveks bir alt kiime,
intK # @ olsun. f: K — X genislemeyen bir déniisiim ve h: [0,1] X K — K bir homotopi
doniistimii oldugunu varsayalim. Eger;
a)  h(0,") in bir sabit noktasi vardir,
b) h(1)=7f(C),
c) Enazbire > 0i¢in § > 0 oldugunda x € K ve t, s € [0,1] igin
[t—s|< 6= d(h(t,x),h(s, x)) <e¢
dur,

d) x €0dK,te€[0,1]iginx # h(t,x),

saglaniyorsa f doniisiimiiniin K kiimesinde bir sabit noktas1 vardir (Kirk and Shahzad
2000).

Ispat: {t,} c (0,1) ve t,, - 1 olarak segelim. Teorem 2.3.26 dan dolay1 x,, € K ve x,, =

h(t,, x,) olur. Boylece

d(xn, £ () = d(h(tn, %), h(1, %))

ve (c)’den d(xn, f (xn)) = 0 dir. Dolayisiyla Teorem 2.3.17°nin ispatindaki benzer

yontem kullanilarak istenilen elde edilir.

Sonug¢ 2.3.29: Diizenli degisen argiimanlarla birlikte Teorem 2.3.17 ve 2.3.181 diizgiin

konveks metrik uzaylar icin ispatlamak mimkiindiir. Fakat Teorem 2.3.22-2.3.26 i¢in
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aym seyi sdylemek miimkiin degildir. Ozellikle Teorem 2.3.25 ve Teorem 2.3.26’nin
diizgiin konveks Banach uzay1 olup olmadigi bilinmiyor. Bir diger yandan da belirttigimiz
gibi Teorem 2.3.22 herhangi bir yansimali Banach uzayinda gecerli, ancak yansimali

olmayan Banach uzayinda gegerli degildir (Kirk and Shahzad 2000).

Simdi Leray-Schauder sinir kosulunu saglayan bir teoremi verecegiz. Bunun i¢in

Granas’in agagidaki devam prensibini kullanacagiz.

Teorem 2.3.30: U tanim kiimesi (yani baglantili ve a¢ik kiime) X tam metrik uzayimin bir

alt kiimesi f, g: U - X genislemeyen déniisiimler olsun. h: U x [0,1] - X doniisiimii

a) h(,1)=f,h(,0) =g,

b) Herx € dU vet € [0,1] i¢in x # h(t, x),

c) x,y€U vete][0,1] icin d(h(x, t), h(y, t)) < d(x,y) olacak sekilde bir k < 1
say1s1 vardir,

d) Herx € Uvet,s € [0,1] icin d(h(x, t), h(x, S)) < a|s — t| olacak sekilde bir a >

0 sabiti vardir,

sartlarint saglasin. f doniisiimiiniin bir sabit noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart g

fonksiyonunun sabit noktasinin olmasidir (Granas 1994).

Lemma 2.3.31: {z,}, H hilbert uzayinin bir alt kiimesi ve {r;,} pozitif sayilardan olusan

bir say1 dizisi olsun. Kabul edelim ki;

(Zn — Zpy TZn — TmZm) < 0,m = 1,2,3, ...

olsun. Eger {n,} dizisi kesin azalan, {||z,||} artan ve smurli ise lim z, limiti vardir

n—-oo

(Crandall and Pazy 1969).
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Teorem 2.3.32: X bir tam CAT(0) uzay1, U € X sinirly, baglantil, agik bir kiime, f: U —
X genislemeyen bir doniistim ve her x € dU i¢in x & [p, f (x)] olacak sekilde bir p € U
olsun. f doniisiimii U kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir (Kirk 2004).

ispat: ¢t € (0,1) ve u € U igin f,(w), [p,(f(w))]| segmentinin bir noktasi ve p igin
uzaklik td (p, f (u)) olsun. x,y € U i¢in R? de A(p, x, y) iiggeninin karsilastirma ii¢geni
A= A(p, x,¥) olsun. f;(x) ve f,(y) noktlarinin A iiggeninde karsilik gelen karsilastirma
noktalar1 f; (x) ve f;(y) verilsin. CAT (0) esitsizliginden dolays;

d(f: (0, ) < |f:C) = £ = tllx =7l = td (x, )

olur. Boylece f;: U — X doniisimi daraltan bir dontisiimdiir. Dahasi, eger B(p;r) c U
ve yerince kiiglik bir t i¢in f;: U — B(p; r) dontisiimii bir sabit noktaya sahiptir. Simdi
A € (0,1) alalim. Teorem 2.3.30’u uygularsak f; sabit noktaya sahiptir. h: U x [0,1] —
X, h(x,t) = f:(x) olacak sekilde homotopy doniisiimiinii tanimlayalim. h(-,1) = f; ve
h(-,0) bir sabit donilisiim olmak lizere, bazi1 x € dU ve t € [0,1] i¢cin h(x,t) = x olursa
f1:(x) = x ve x € [p, f(x)) elde edilir. Bu miimkiin olmadigindan Teorem 2.3.30’un (b)
sart1 saglanir. A degeri k olarak segilirse (c) sart1 da saglanir. Sonug olarak her t,s € [0,1]

1¢in;
d(h(x,t),h(x,s)) < |s —tld(p, f(x))

ve U simirli olup (d) sart1 da saglanmis olur. Boylece Teorem 2.3.30 dan dolay1 f; ’nin tek
bir sabit noktasi olup f; de bir tek sabit noktaya sahip olur. Bu nokta t € (0,1) igin x;

olsun.

Simdin €N, x,, iginx; vet =1 — 1/n olarak gosterilsin. m,n € N ve m,n > 1 i¢in R?

de A(p, f (xm), f (xy)) tiggeninin karsilastirma iiggeni A= A (0, ), f (xn)) VE Xy, X



39

noktalarinin karsilastirma noktalari X,,, x,, olsun. f nin genislmeyen oldugunu ve CAT (0)

esitsizligini kullanirsak;

If Cem) = FOe|| = d(f Cem), () < Aty %) < 1 — Xl

olur. Sonug olarak 1, = (1 —m)~tver, = (1 —n)™ !

(TnXn — T X, X — Xom) = (f(xn) - f(xm)' Xp = X)) — || X, — fnllz

elde edilir.

Boylece {n,} kesin azalan, {x,,} dizisi Lemma 2.3.31 den dolay1 yakinsaktir. d (x,,, x,,) <

d (X, X,) olup {x,} yakinsaktir ve f nin sabit noktasina yakinsar.

Sonu¢ 2.3.33: Onceki sonugta yer alan U nun herhangi bir kompaktlik varsayimi
olmamasi dikkat ¢ekicidir. Ariza-Ruiz ve arkadaslar1 2014 yilinda Teorem 2.3.32’nin

kompakt aralik ve siirekli doniistimler igin ilging bir uzantisini ispatlamistir (Kirk and
Shahzad 2000).

Bu boliimde son olarak genellestirilmis CAT (0) uzaylarinda sabit nokta teorisi iizerine

yapilan ¢alismalara deginilecektir.

Tamm 2.3.34: 7: X > R*, 7(x) = limsup d(x, x,,) olacak sekilde X kiimesinde sinirl

n—-oo

bir {x,,} dizisi varsa bu doniisiime 7-tip doniisiim denir.

Teorem 2.3.35: p = 2 i¢in (X, d) bir CAT,(0) uzay1 ve C, X uzaymimn bos olmayan
kapali, konveks ve smirli bir alt kiimesi olsun. Ayrica C {izerinde bir 7 tip doniisiimii
verilsin. Boylece T nun herhangi bir minimize dizisi yakinsaktir. Bunun limiti olan z, T

nun tek minimumudur ve her x € C igin
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™ (2) + dP(z,x) < 1P(x)

2pr-1

esitsizligini saglar (Khamsi and Shukri 2017).

Tamim 2.3.36: (X, d) bir metrik uzay T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X ve n €
N igin,

d(x,y) < kd(T™(x), T"(»))

olacak sekilde bir k > 0 sayis1 varsa T doniisiimiine diizgiin Lipschitzian doniisiim denir.

Teorem 2.3.37: p = 2 i¢in (X, d) bir CAT, (0) uzay: olsun. Her x, y;,y, € X i¢gin

y1 Dy,
2

1 1 1
dP (x, ) < Edp(x; yi) + Edp(x, y2) — 2_pdp(J’1:YZ)

(CNp) esitsizligi saglanir (Khamsi and Shukri 2017).

Khamsi and Shukri CAT,(0) (p = 2) metrik uzayinda (CNp) esitsizligi yardimiyla,

diizgiin Lipschitzian doniigiimlerin sabit noktalarmin varligini asagidaki teoremle

gostermistir.

Teorem 2.3.38: C, bir tam CAT,(0) (p = 2) uzayinmn bos olmayan kapali, konveks ve

sinirl1 bir alt kimesi olsun. T: C - C,

A(T) = sup Lip(T™) <

nz1

(1 + 8(N(X)/2)P>1/p
2
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esitsizligini saglayan diizgiin Lipschitzian bir donilisiim olsun. Bu durumda T' dontistimii

bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Shukri 2017).

2.4. Zayif Yakinsakhk

1976 da Lim giiclii A-yakinsama olarak adlandirdig1 genel metrik uzaylarda bir kavram
ifade etmistir. Bu da CAT (0) uzaymin Lim’in konsepti i¢in dogal bir yap1 sagladigini ve
bdyle bir ortamda A-yakinsama ile Banach uzaylarinda zayif yakinsamanin bir¢ok
0zelliginin ayn1 olmasini gerektirir. Sonug olarak Kirk ve Panyank 2008 yilinda bir¢ok
Banach uzay1 kavraminin ve zayif yakinsama i¢eren bir¢cok sonucun CAT (0) uzaylarina
genisletebilecegini gostermistir. Bu sonuglar burada tekrar verilecektir. 1978 yilinda
Kuczumow’un hemen hemen yakinsama olarak adlandirdigi Banach uzaylarinda ayni

kavramdan soz ettigini sdyleyebiliriz.

Bu boliim boyunca X bir tam CAT (0) uzayim gostersin. {x,,}, X de sinirh bir dizi ve x €

X i¢in;

r(x, {x,}) = limsup d(x, x,,)

n—-oo

asimtotik yarigap r({x,}) ile gosterilsin,

r({x}) = inf{r(x, {x,}): x € X}

ve {x,} dizisinin asimtotik merkezi A({x,})

A({xn}) = {x € Xer(x, {xn}) = r({xn})}

olarak tanimlanir.
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Bilindigi gibi CAT (0) uzayinda A({x,}) tek noktadan olusur.

Simdi Lim’in CAT (0) uzayindaki ¢alismalarina geri doniiyoruz.

Tanmm 2.4.1: {x,,}, X de bir dizi olsun. {x,,} dizisinin her {u,} alt dizisi icin tek bir

asimtotik merkezi var ve bu asimtotik merkez x € X olsun. {x,,} dizisinin X de A-

yakinsak olmasi i¢in

A—limx, =x

n—-oo

olmalidir.
{x,} smurlt dizisinin her {u,} dizisi i¢in eger r({x,,}) = r({u,,}) oluyorsa {x,,} dizisinin
regiiler oldugu sodylenir. Banach uzaylarindaki her sinirli dizinin regiiler bir alt dizisi

vardir (Gobel and Kirk 1990). Her regiiler dizi A-yakinsadigindan X deki her sinirh
dizinin A- yakinsak bir alt diziye sahip oldugu sdylenebilir.

X uzayinda bir {x,,} dizisi x € X e A- yakinsasin. y € X ve y # x igin

limsup d(x,, x) < limsup d(x,,,y)

n—-oo n—-oo

olur. Boylece X uzay1 Opial 6zelligini saglar.

Sonu¢ 2.4.2: X uzaymin her kapali, sinirli ve konveks K alt kiimesi tiim A-yakinsak

dizilerinin A-limitlerinin igeriyor ise X uzay1 A-kapalidir (Dhomponga et al. 2007).

Asagida bunun bir sonucu verilmistir (Dhomponga et al. 2007).

Sonug 2.4.3: Eger X deki {x,,} dizisi x € X’e A-yakinsak ise
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o

X €E ﬂ conv {xy, Xx41, - }

k=1
ve conv(A) = N{B: B 2 A, B kapal1 ve konveks} olur (Kirk and Shahzad 2000).

Sonu¢ 2.4.4: K c X kapali konveks bir kiime ve f: K — K genislemeyen bir doniisiim
olsun. {x,,} dizisi x e A-yakinsak ve d(xn,f(xn)) — 0ise x € K ve f(x) = x olur (Kirk
and Shahzad 2000).

Ispat: Burada

limsup d(f (x), x,) < limsup[d(f(x), f(x,)) + d(xn, fF ()] = 7(x, (x2))

n—-oo n—-oo
olup asimtotik merkez tek oldugundan f(x) = x elde edilir.
Teorem 2.3.17 yukaridaki 6nermenin bir sonucudur.

CAT (0) uzaylarinin Opial 6zelligini sagladigini biliyoruz. Artik Banach uzay teorisinde
Kadec-Klee 6zelligi olarak bilinen 6zelligi verecegiz. Bir metrik uzayda sinirl {x,,} dizisi

i¢in
sep{x,} :=inf(d(x,, x,,):n # m)
olarak tanimlanir.
Teorem 2.4.5 (Kadec-Klee Ozelligi): p € X ve e > 0olsun. § > Oigind(p,x) <1 -4

oldugunda X deki her {x,} dizisi i¢in d(p, x,,) < 1 ise sep{x,} > eve A—limx, = x
n—-oo

olur (Kadec 1958).
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Ispat: Kolaylik i¢in d(p, x,,) = 1 almsin. Bir alt siifa gegerek her n igin d(x,, x) > 2

olsun. R?’de A(p,x,x,) i¢geninin karsilastirma iicgeni A(p,x,Xx,) verilsin. [p, x]

segmentine gore {x,} dizisinin asimtotik merkezi x ve limsup d(x, x,,) = r({x,}) olur.

n—-oo

Her n i¢in [p, X] segmentinin X,, ye en yakin noktas i,, Ve u, noktasi [p, x] segmentinde
bir nokta ise d(p,u,) = d(p,u,) ve d(u,,x) = d(ii,, ¥) olur. 8, = £5(x,x,) olsun.
Yine alt dizilere gegerek {u,,} dizisi 4 € [p, X] noktasina, {u,} dizisi u € [p, x] ve 6,, -
6 noktalarina yakinsasin. d (X, X) = d(x,, x) > % > 0 olmas1 6 > 0 olmasin1 gerektirir.
Eger § = 1 — cos 6 almirsa d(p, x) = d(p, %) < cos 8 olur. Diger yandan £5 (P, X,) =

gve d(p, i,) = cos 6, oldugunda d(p, x) > cos 6 elde edilir.

Bu d(p, %) = cos 8 ve cos = lim 6, degerlerinin € cinsinden tahmin edilebilecegini
n-oo

gosterir. Bu durumda CAT (0) esitsizligini kullanarak,

r({x,}) = limsup d(x, x,,)

n—-oo

= limsup d (X, x,,)

n—-oo

> limsup d (i, X,)

n—-oo

= limsup d (i, X,,)

n—-oo

> limsup d(u, x,,)

n—-oo

elde edilir. Boylece r(u, {x,}) < r({x,}) dir. Asimtotik merkez tektir ve u = x tir.
Bundan dolay1 # = X olur. Fakat d(p,u) = d(p,u) < cosf < 1 dir. Boylece her iki
durumda da § nin pozitif ve € a bagl oldugundan hareketle d(p,u) < 1 — § sonucuna

varilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Konveks Daraltan Doniisiimler

Istratescu 1981 yilinda konveks daraltan doniisiim smiflarini tanitmis, 2. dereceden
konveks daraltan doniistimler ve iki yonlii konveks daraltan doniisiimlerin tek bir sabit
noktas1 oldugunu ispatlamistir. 2. dereceden konveks daraltan doniistimler ve iki yonlii
konveks daraltan doniisiimlerin sabit noktalari ile ilgili varlik ve yakinsama teoremlerini

gostermistir. Bu doniisiim siniflar1 son yillarda ilgi gérmeye baslamistir.

Son yillarda ¢ok sayida yazar Banach daralma ilkesinin genellemelerini sunmaktadir. Bu
genellemelerden bazilar1 Schauder sabit nokta teoremini de igerir. Bu bolimde konveks
daraltan doniisiimler ve bu doniisiimler i¢in ispatlanmis bazi sabit nokta teoremlerini ele

alacagiz.

Tamm 3.1.1: f: X — X siirekli bir dontisiim ve a + b < 1 olsun. Her x,y € X i¢in,

d(f2(), f2 () < ad(x,y) + bd(f (x), f ()

olacak sekilde a, b € (0,1) sayilar1 varsa f doniisiimiine 2. dereceden konveks daraltan

dontisiim denir (Istratescu 1981).

Bu doniisiim siifinin daraltan doniisiim siiflarini icerdigi agiktir. 2. dereceden konveks

daraltan doniisiimiin sabit noktalari ile ilgili asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.2: 2. dereceden konveks daraltan doniisiimiin tek bir sabit noktas1 vardir

(Istratescu 1981).
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Ispat: Sabit noktanin tekligi acik oldugu igin sadece varligi ispatlanacaktir. x, € X
herhangi bir nokta olmak iizere x, noktasinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii ( fr (xo)),

fo(xo) == xO Olsun

k = max{d(x,, f (x0)), d(f (x), f2(x0))}

alinsin. Herhangi bir m tamsayisi i¢in,

A(fAm (), F2™ (o)) < ad (£ (x0), F2™ (x0)) + b (£2M (xo), 272 (o)

saglanir. Bundan yola ¢ikarak,

d(f3(xo)'f2(x0)) < ad(fz(xo)'f(xo)) + bd(f (x0), xo)
<k(a+b)

d(f4(x0),f3(x0)) < ad(f3(xo);f2(xo)) + bd(fz(xo)'f(xo))
<ak(a+b)+ bk
=k(a+b)

ve

d(fs(xo),f4(x0)) < ad(f4(xo);f3(xo)) + bd(f3(x0),f2(x0))
< ak(a+ b) + bk(a + b)
= k(a+ b)?

olur. Bu sekilde devam edilirse,

d(f2™*(x0), f 2™ (x0)) < k(a + b)™
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elde edilir.

d(fzm_l(xo)'fzm(xo)) < ad(fzm_z(xo)'fzm_l(xo)) + bd(fzm_?’(xo)'fzm_z(xo))

ve

d(f?™ " (x0), f2™ (x0)) < ke(a + b)™
olur. m < n igin
d(f™(x0), fM(x0)) < ad(f™(x0), f™1(x0)) + ++++ bd (™ (x0), f™(x0))
olur. Boylece (f™(x,)) dizisi X kiimesinde bir Cauchy dizisidir. Eger m = 21 ise

d(f™(x0), f"(x0)) < k(a+b)' + k(a+b)' +k(a+b)'* +k(a+ b))+ + -

1
< -
< 2k(a+b) -

olur. m = 21 — 1 igin de ayn1 sonucu elde ederiz. a + b € (0,1) oldugu i¢in (f”(xo))
dizisi X kiimesinde bir Cauchy dizisidir. n — oo ig¢in lim f™(x,) = x* olsun. f
fonksiyonu siirekli oldugundan dolay1 n — oo iken lim f™*1(x,) = f(x*) olur. Bundan

dolay1 f(x*) = x* olur.

Tamim 3.1.3: X bir tam metrik uzay ve f: X — X siirekli bir doniistim olsun. Her x,y €

X ven € Nigin,

apd(x,y) + ard(f (), f )
d(Fr (0, 1) <4 +a,d(F2(0), F2()) + -
+an-1d(f* (0, 7))
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olacak sekilde ay, aq,ay, ...,a,_1 > 0Vveay +a; +a, + -+ a,_; < 1saylari varsa f

doniistimiine n. dereceden konveks daraltan doniisiim denir (Istratescu 1981).

n = 1 alinirsa doniisiimiin daraltan dontisiim olacag agiktir. Yukaridaki Teorem 3.1.2, n.
dereceden konveks daraltan doniisiim sinifi igin asagidaki gibi genellestirilebilir. Ispati

benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 3.1.4: Eger f: X — X, n. dereceden konveks daraltan doniisiim ise tek bir sabit
noktaya sahiptir (Istratescu 1981).

Tamm 3.1.5: f: X — X siirekli bir dontisiim ve a + b = 1 olsun. Her x,y € X i¢in,

d(f2(x), f*() < ad(x,y) + bd(f (x), f ()

olacak sekilde a,b € (0,1) sayilart1 varsa f doniisimiine 2. dereceden konveks

genislemeyen doniistim denir (Istratescu 1981).

Nemytski 1936 yilinda kompakt metrik uzaylarda genislemeyen doniisiimiin bir sabit
noktaya sahip oldugunu ispatlamistir. Asagidaki teorem Nemytski’nin teoreminin bir

sonucudur.

Teorem 3.1.6: X bir kompakt metrik uzay ve f: X — X, 2. dereceden konveks daraltan

dontigiim ise f doniistimii tek bir sabit noktaya sahiptir (Istratescu 1981).

Tamim 3.1.7: X bir tam metrik uzay f: X — X siirekli bir donlisim ve a; + a, + b; +

b, < 1olsun. Her x,y € X ve x # y igin,

d(f2(x), f2(y) < ad(x, f (%)) + azd(f (x), f2(x))
+b,d(v, fO)) + b d(f (), F2(0))
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olacak sekilde a,,a,, by, b, € (0,1) sayilar1 varsa f doniisimiine iki yonlii konveks

daraltan doniisiim denir (Istratescu 1981).

Iki yonlii konveks daraltan doniisiimlerin sabit noktalar1 igin asagidaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 3.1.8: Her iki yonlii konveks daraltan doniisiimiin tek bir sabit noktas1 vardir
(Istratescu 1981).

Ispat: Teklik énemsiz oldugu icin sadece varligim ispatlayalim. x, € X herhangi bir
nokta olmak iizere x, noktasinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii ( fr (xo));o, fOxo) =

X, olsun.

k = max{d(xo, f (x0)),d(f (x0), f2(x0))}

olsun. Herhangi bir m tamsayisi igin,

d(F2m4 (o), f2™ () < ad (F27 (o), £277 (x0)) + b (2™ (), £272 (x0))

saglanir. Bundan yola ¢ikarak,

d(f3(x0),f2(x0)) < ad(fz(xo)'f(xo)) + bd(f (x0), xo)
<k(a+b)

d(f4(x0),f3(x0)) < ad(f3(x0),f2(x0)) + bd(fz(xo)'f(xo))
<ak(a+b) + bk
=k(a+b)
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d(fs(xo);f4(x0)) < ad(f4(xo)'f3(xo)) + bd(f3(x0)'f2(xo))
< ak(a+b) + bk(a + b)
= k(a + b)?
olur. Bu sekilde devam edilirse,

d(f2™(x), f2™(x0)) < k(a+ )™
elde edilir.
(™ (x), f2™(x0)) < ad(F™2(xo), f2™ 1 (x0)) + bd (2™ (xo), f2™2(xo))
ve

d(f2™ 1(x), f™(x0)) < k(a + bB)™

olur. m < n igin

d(fm(xo);fn(xo)) < ad(fm(xo);fmﬂ(xo)) + -t bd(fn_l(xo);fn(xo))
olur. Boylece (f™(x,)) dizisi X kiimesinde bir Cauchy dizisidir. Eger m = 21 ise

d(f™(x0), fM(x0)) < k(a +b)' + k(a+ b)' + k(a+ b)** + k(a + b)) + -

1
< -
< 2k(a+ b) e

olur.m = 21 — 1 igin de ayn1 sonug elde edilir. a + b € (0,1) oldugu igin (f”(xo)) dizisi

X kiimesinde bir Cauchy dizisidir. n — oo i¢in lim f™(x,) = x* olsun. f fonksiyonu
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siirekli oldugundan dolay1 n — o iken lim f™*1(x,) = f(x*) olur. Bundan dolay:

f(x*) = x* olur.

Tamm 3.1.9: X bir tam metrik uzay f: X — X siirekli bir doniisiim ve ¢y + ¢; + a; +

a, + by + b, < 1olsun. Her x,y € X ve x # y i¢in,

d(f200, f2() < cod(x,¥) + c1d(f (1), () + ard(x, f (%))
+ayd(f (), f2(0)) + bid(y, f () + b2d(f ), F2 ()

olacak sekilde cy, c1, ay,a;, by, b, € (0,1) sayilart varsa f fonisiimiine 2. tip konveks

doniisim denir (Istratescu, 1981).

Tanim 3.1.8 de verilen doniisiim sinifinin Tanim 3.1.7 ve Tanim 3.1.1 de verilen doniisiim

siiflarini icerdigi agiktir.

Teorem 3.1.11: f: X — X siirekli, iki yonlii konveks daraltan doniisiim ve g: X — X bir

doniisiim olsun.

i. g enaz bir sabit noktaya sahiptir. (x; € F(g));

ii. Herhangi bir x € X i¢in d(f(x),g(x)) < n, olacak sekilde bir n; > 0 sayisi vardir;
iii. Herhangi bir x € X icin d(f?(x), g%(x)) < n, olacak sekilde bir n, > 0 sayist

vardir;

sartlart saglansm. x¢ # x4 oldugunda

d(x;,xg) < (b; + by)n; + (1 + by)n,

olur (Muresan et al. 2015).
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Ispat: f siirekli iki yonlii konveks daraltan déniisiim oldugundan F(f) = {xf*} dir. xs #

X4 oldugundan dolay1,

d(x,x) = d(F2(x7), 9%(x5)) < (F2(x7), £2(x5)) + 4 (£2(x;), 9% (x5))
< ayd (%7, £(x7)) + aad (F(x), £2(x7)) + bact (5, £ (x5))
+byd (£ (x5), £2(x5)) +
< byd (x5, f(x5)) + bad (£ (), £2(x5)) +
< by + b, (4 (£ (5, 9(x5)) + 4 (905, 12(35)) ) + ma

< byn, + b,n; + by,n, +n,
elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.12: f: X — X siirekli, iki yonlii konveks daraltan doniisiim ve her n € N igin

fn: X = X bir doniistim olsun.

i. Hern € Nigin x,, € F(f,,) vardur.

il. n - ocoigin f, 3 fise x; — xf olur. Burada x; € F(f) dir (Muresan et al. 2015).

Ispat: f siirekli iki yonlii konveks daraltan déniisiim oldugundan F(f) = {x}‘} dir. {f,,}

fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgilin yakinsadigindan dolay1 en az bir x € X, hern €
N i¢in,

d(fu(0), f(X)) < ny,,

olacak sekilde bir n; , > 0 sayis1 vardir dyle kin - oo iginny — 0 olur. { 1,2} fonksiyon

dizisi f? fonksiyonuna diizgiin yakmsadigindan dolay1 en az bir x € X, her n € N i¢in,
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d(f2 G, f2(x) S g,
olacak sekilde bir n, > 0 sayis1 vardir dyle ki n —» o iginn, — 0 olur.

Bir 6nceki teorem ve siireklilikten dolay1
d(xnx;) = d (206, £2(x7)) < (by + by)na, + (1 + )y,

elde edilir. Her iki tarafin n — oo i¢in limiti alinirsa d(x,’;,x;) — 0 olur. Buda x; — xf

olmasi1 demektir.
3.2. Baz1 Onemli Tanim ve Teoremler

Tamim 3.2.1: X bir CAT(0) uzay1 K € X bos olmayan konveks bir alt kiime f: K = K

bir doniisiim ve x, € X keyfi bir nokta olmak {izere genellestirilmis Mann iterasyonu;

Xns1 = 1 —a)x, D a,f"(x,),n=0,12,3, .. (3.1)
seklinde tanimlanir. Burada {a,}, (0,1) araliginda bir dizidir.
Lemma 3.2.2: X bir CAT(0) uzay1, her x,y,z € X ve t € [0,1] olsun.
d((l —t)x + ty, Z) <A-t)d(x,z) +td(y,z)
esitsizligi saglanir (Dhompongsa and Panyank, 2008).

Lemma 3.2.3: X bir CAT(0) uzay, her x,y,z € X ve t € [0,1] olsun.
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d*((1—Ox +ty,z) < (1 —t)d?(x,2) + td*(y,2) — t(1 — )d*(x, y)

esitsizligi saglanir (Dhompongsa and Panyank 2008).

Lemma 3.2.4: {x,,} < X birdizi, {x,,} dizisi x € X noktasina A —yakinsak, y € X ve x #

y olsun. Bu durumda

limsup d(x,,, x) < limsup d(x,,y)

n—oo n—-oo

esitsizligi saglanir. Bu 6zellik Banach uzayinda Opial sart1 olarakta bilinir.

Simdi CAT (0) uzayinda zayif yakinsamanin tanimini hatirlayalim.

Tamim 3.2.5 (Zayif Yakinsama): X bir CAT(0) uzayi, K c X kapali konveks bir alt
kiime olsun. {x,} € K smirl dizisinin ¢ € K noktasina zayif yakisamasi i¢in gerek ve

yeter sart ®(q) = inf,cx P(x) oldugunda ®(x) = limsup d(x,, x) olmasidir.

n—-oo

X, — x igin gerek ve yeter sart Ag{x,,} = {q} olmasi gerektigini hatirlayalim.

Nanjaras ve arkadaglart 2010 yilinda CAT(0) uzayinda A —yakinsama ve zayif

yakinsama arasinda su baglantiy1 kurdu.

Lemma 3.2.6: X bir CAT(0) uzayi, K c X kapali konveks bir alt kiime olsun. {x,} € K

sinirh dizi olsun.

I. A— lim x, = x ise x,, = x olur.

n—-oo

ii. Eger (i) saglaniyorsa {x,} dizisi regiilerdir (Nanjaras et al. 2010).



55

Lemma 3.2.7: X bir CAT(0) uzay1, {x,} € X sirh bir dizi, A{x,,} = x ve {u,} dizisi
{x,} dizisinin bir alt dizisi, A{u, } = u ve d(x,,, u) yakinsak ise x = u olur (Dhompongsa

and Panyanak 2008).

Lemma 3.2.8: X bir CAT(0) uzay1, K c X kapali konveks bir alt kiime ve {x,} € K
smirh dizi ise {x,} dizisinin asimptotik merkezi K kiimesindedir (Dhompongsa et al.

2007).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu baslik altinda metrik uzayda ve CAT (0) uzaylarinda n. dereceden konveks daraltan
doniistimlerin sabit noktalarinin varligr ve bu noktaya yakinsama ile ilgili baz1 teoremler

ve lemmalar verilip ispatlanacaktir.
4.1. n. Dereceden Konveks Daraltan Doniisiimlerin Sabit Noktalari
[k &nce Istratescu’nun 1981 yilinda ispatsiz olarak verdigi teoremin ispat1 verilecektir.

Teorem 4.1.1: X bir metrik uzay ve f: X — X, n. dereceden konveks daraltan doniisiim

olsun. Eger f doniistimiiniin sabit noktasi varsa tektir (Istratescu 1981).

Ispat: Bu teoremi ispatlamak igin f™ doniisiimiiniin tek bir sabit noktasinin oldugunu
gostermek yeterlidir. f™ donlisiimiiniin p ve g gibi birbirinden farkli iki sabit noktasi

olsun.

d(p,q@) = d(f" (), f"(a))
< apd(p,q) + a1 d(f(0), f(@)) + a2d(f*(0), f*(@)) + -
+ a1 d(f" (), f* (@)
< apd(p,q) + a1a,d(p, q) + az(a,d(p, q) + a1a,d(p, q))
+ a5 (aod(p, @) + a12,d(p, @) + a5(a,d(P, q) + 010,d(P, @) ) + -~

+ a1 (@0d (P, @) + a10,d(D, @) + (2o (p, @) + a10,d(P, 7))

+ az (aod(p» CI) + a1aod(p, CI) + az(aod(p, q) + alaod(p, q))) + )
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<d(p,q) (ao + a1a, + az(a, + a1a,) + as(a, + a1a, + az(a, + a,a,))
+ cee

+ an_1(a, + a1a, + az(a, + aya,)
+ az(a, + a1a, + ay(a, + a1a,)) + -+ ))

= a,d(p,q) (1 +a;+a;(1+a)++as(1+a; +a,(1+ay)) + -
ta, 1 (1+a;+a,(1+a) +as(1+a;, +a,(1+ay))+ ))

=a,(1+ay)d(p, q)(l +a,+a;(1+a,)+ -
+ an_l(]. + a2 + a3(1 + az) + "‘))
=a,(1+a,)(1+ az)d(xn,p)(l +az+-+a,.1(1+as+- - ))
=a,(1+a)(1+a)A+az)..(1+an_1)d(p, q)
elde edilir. Burada a, + a; + a, + a3 + - + a,,_; < 1 oldugundan dolayi

A=a,(1+a)A+ay)(1+a3).1+a,_1) <1

olur. Buradan

dp,q) <Ad(p,q) = (1-A)d(p,q) <0=d(p,q9) =0=>p=gq

elde edilir ki bu bir geliskidir. Yani f™ doniisiimiiniin tek bir sabit noktas1 vardir.

F(fM ={p}=F{) =1{p}
olacagindan f doniisiimiiniin tek bir sabit noktas1 vardir.

Lemma 4.1.2: X bir tam CAT (0) uzayi, K c X kapali konveks bir alt kiime ve f: K = K
n. dereceden konveks daraltan doniistim olsun. {x,} dizisi x € X noktasina yakinsak ve

lim d(f(x,),x,) =0ise x € K ve f(x) = x tir.
n—-oo
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Ispat: n. dereceden konveks daraltan doniisiim tanimindan

limsup d(f™(x), x,,) < limsup d(f” (%), f”(xn)) + limsup d(f ™ (x;,), x,,)

n—->0oo n—-oo n—oo

<a,(1+a)A+ay)(1+a3)..(1+a,_q)limsupd(x,x,)

n—-oo

+ limsup d (f™(x,,), x,,)

n—-oo

< limsup d(x, x,,) + limsup d(f™(x,), x,,)

n—->oo n—-oo

=r(x,x,)

olur. Asimtotik merkezin tekliginden dolayr x € C ve f™(x) = x bulunur. Buradan da

f(x) = x oldugu agiktir.

Lemma 4.1.3: X bir tam metrik uzay, K € X bos olmayan konveks bir alt kiime, f: K —
K n. dereceden konveks daraltan doniisim ve F(f) # @ olsun. (3.1) de tanimlanan

genellestirilmis Mann iterasyonu i¢in lim d(x,, p) limiti vardir.
n—oo

Ispat: f:K — K doniisiimiiniin bir sabit noktas1 p € F(f) olsun. Konveks daraltan

dontisiim tanimi ve (3.1) iterasyonu kullanilarak

d(xXp41, ) = d((l — ap)Xn D anfm(x,), p)
= (1 — ap)d(xp, p) + and(f" (%), p)
= (1 = a)d (%, p) + and(f"(x0), (D))
< (1—ap)d(xpp)
+ iy (0, 2) + 01 d(FCi), D) + apd (F2 ), F20)) + -

+ @y d(f ), 2 () )
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< (1= ap)d(xy, p)

+ay (aod(xn' p) + alaod(xn' p) +a; (aod(xn' p) + alaod(xn: p))

+as (aod(xn: p) + alaod(xn: p) +a; (aod(xnl p) + alaod(xn' p)))
+ .

+an_1 (aod(xn: p) + alaod(xn' p) +a; (aod(xn' p) + alaod(xn: p))

+az (aod(xn: p) + alaod(xn: p) +a; (aod(xnl p) + alaod(xn' p)))

= (1 — ay)d(xp, p)
+ a,d(x,,p) (ao + a,a, + ay(a, + a;a,)
+as(a, + aya, + ay(a, + a1a,)) + -+
+ an_1(a, + a1a, + az(a, + aya,)
+as(a, + aya, + ay(a, + a1a,)) + -+ ))
= (1 — ap)d(xn, p)
+ tnod () (1+ a; + (1 + ay) + +as(1 + ay + a,(1 + a,))
oot @ (14 + 61+ ay) + as(1+ ay + a,(1+ap)) + ) )
= (1 — ap)d(xn, p)
+ a,a,(1+ al)d(xn,p)(l +a,+a;(1+ay)+ -
+a,_1(1+a,+as;(1+a,) + ))
= (1 — ap)d(xn, p)
+a,a,(1+a)(A+ az)d(xn,p)(l +az+-+a,-,(1+as+-- ))

= (1 — ap)d(xy, p)
+a,a,(1+a)A+a,)A+a3)..1+a,_1)d(x,,p)

esitsizligi elde edilir. a,(1 + a;)(1 + a,)(1 + a3) ... (1 + a,,_;) < 1 oldugundan

d(xn+1' p) < d(xn' p)
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bulunur. Bu esitsizlikten lim d(x,,, p) limiti vardir.
n—->00

Lemma 4.1.4: X bir CAT(0) uzayi, K € X bos olmayan konveks bir alt kiime, f: K - K
n. dereceden konveks daraltan doniisim ve F(f) #= @ olsun. {x,} dizisi (3.1) de

tanimlanan  genellestirilmis Mann iterasyonu ve 0<b<a,<c<1 Iise

lim d(f(x,),x,) = 0dr.
n—>00

Ispat: f: K — K doniisiimiiniin bir sabit noktas1 p € F(f) olsun. (3.1), Lemma 4.1.3 ve

f doniistimiiniin tanimindan

A2 (tne1,0) = d*((1 = )Xy @ @ f™(xn),0)
< (1 = ap)d?(xn, p) + and®(f"(xn), p) — an(1 — ap)d*(f" (x5, X)
= (1 — an)d®(xy, p) + and?(f™(x0), ™ (0))
— o, (1 = ) d? (f ™ (%), %)
< (1 - ap)d*(xn,p)
+ayla,(1+a)(A+ay)(1+a3z)...(1+ a,_1)]%d?(x,,, p)
— o, (1 — ) d* (f ™ (%), %)
< (1= ap)d?(xn, p) + and® (X, p) — an (1 — ) d?(f (%), x)
= d?(xn, p) — an(1 — ap)d*(f"(xn), xp)

olup

dz(xn+1' p) < dz(xnr p) - an(l - an)dz(fn(xn)»xn)

elde edilir. Buradan

dz(fn(xn): xn) < [dz(xnf p) - dz (xn+1' p)]

an(l - an)

< 5o =gy [ G ) — 42 Censs, )]
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oldugundan her iki tarafin n — oo igin limiti alinirsa d(x,41,p) Ve d(x,,p) dizileri

yakinsak oldugundan dolay1
lim d(fn(xn);xn) =0
n—->oo

bulunur. Tekrar (3.1) kullanilarak

d(xXp, Xn41) = d(xn' (1—ap)x, + anfn(xn))
< (1 i an)d(xn:xn) + and(fn(xn)rxn)

yazilir. Her iki tarafin n — oo i¢in limiti alinirsa d(x,, X,41) — 0 olur. Uggen esitsizligi

ve sureklilikten

d(xnr f(xn)) < d(Xp, Xp41) + d(xn+1: fn+1(xn+1)) + d(fn+1(xn+1): fn+1(xn))
+d (™ (), f (x))

< dCen, X)) + d (e, f ()
+a,(1+a)A+a)(A+a3)...(1+a,)d(x,, xXpne1)
+d(f" ! (xn), f ()

=[1+a,(1+a)A+a)A+a3)..(1+a,)]ldx,, x541)
+d(ner, 1 Gtnen)) + d(F (), f (x0))

bulunur. Her iki tarafin da n — oo icin limiti alirsa d(x,, f (x,)) — 0 olur.

Teorem 4.1.5: X tam bir CAT (0) uzayi, C < X kapali konveks bir alt kiime ve f: C — C
konveks daraltan doniisiim, F(f) # @ ve {x,} dizisi (3.1) de tanimlanan genellestirilmig
Mann iterasyonu ve 0 < b < a,, < ¢ < 1 olsun. Boylece {x,} dizisi f doniisiimiiniin

sabit noktasina A —yakinsar.
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Ispat: Lemma 4.1.4 dan dolay1 d(x,, f(x,)) — 0 ve Lemma 4.1.3 den dolay1 p € F(f)

wy, () = U A(uy,) olsun. {x,,} dizisi sinirl1 bir dizi oldugundan ilk 6nce w,, (x,,) € F(f)

oldugunu gosterelim.

u € wy, (x,) olsun. {x,} dizisinin 6yle bir alt dizisi vardir ki A({u,,}) = {u} olur. {u,}
dizisinin dyle bir alt dizisi vardir ki en az bir v € C i¢in A — lim v, = v ve v € F(f) dir.
Lemma 3.2.8 den dolay1 d(x,,v) — 0 olur. Biz u = v oldugunu iddia ediyoruz. Bunu

ispatlamak i¢in u # v oldugunu kabul edelim. Asimtotik merkezin tekligini kullanarak

limsup d (v, v) < limsup d(v,, u)

n-—-oo n—-oo

< limsup d(v,, u)

n—oo

< limsup d(u,, v)

n—-oo

= limsup d(x,, v)

n—oo

= limsup d(v,, v)

n—oo

bulunur. Bu bir ¢eliskidir. Yani kabuliimiiz yanlis u = v € F(f) ve w,, (x,) S F(f) dir.
Simdi {x,} dizisinin f dontsiimiiniin sabit noktasina A —yakinsadigin1 gosterecegiz.
Bunun i¢in w,, (x,,) in tek bir noktadan olustugunu gostermeliyiz. {x,} dizisinin dyle bir
alt dizisi vardir ki A({u,,}) = {u} dur. Lemma 3.2.7 den dolay1 {u,,} dizisinin 6yle bir alt
dizisi vardir ki en az bir v € C i¢in A — limv, = v ve v € F(f) dir. A({v,}) = {v} ve
A({x,}) = {x} olsun. u=v € F(f) oldugunu gosterdik. Simdi x = v oldugunu

gosterecegiz. x # v oldugunu kabul edelim. lim d(x,,v) = 0 ve asimtotik merkezin
n—-o0o

tekligini kullanirsak

limsup d (v, v) < limsup d(v,, x)

n—-oo n—-oo

< limsup d(x,, x)

n—-oo
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< limsup d(x,, v)

n—-oo

= limsup d (v, v)

n—-oo

esitsizligi elde edilir. Bu ise bir geliskidir. Yani x = v € F(f) olup w,,(x,) = {x}

bulunur.

Teorem 4.1.6: X tam bir CAT(0) uzayi, C < X bos olamayan kapali konveks bir alt
kiime, f: C — C n. dereceden konveks daraltan doniisim, F(f) # @ ve {x,} dizisi (3.1)

de tanimlanan genellestirilmis Mann iterasyounu olsun. f doniisiimiiniin {x,,} dizisinin
sabit noktasina kuvvetli yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart d(x, F(f )) =
inf{d(x, p),p € F(f)} olarak tanimlandiginda liminf d(x, F(f )) = 0 olmasidir.

n—oo

Ispat: Bu ispat1 Safeer Hussain Khan ve arkadaslarmin 2011 yilinda yaptig1 ispata benzer
bir sekilde yapacagiz. {x,} dizisinin f doniisiminiin bir sabit noktasina kuvvetli

yakmsadiginda liminfd(x, F(f)) = 0 oldugu aciktir. Simdi liminfd(x, F(f)) =0
n—-oo n—-oo

oldugunu kabul edelim. Lemma 4.1.3 den dolay1 p € F(f) igin
d(xn+1,0) < d(xy, p)
dir. Her F(f) = {p} oldugundan
d(xn+1, F(f)) < d(xn, F(f))

olup lim d(xy,, F(f)) limiti vardir. Kabiilimiizden dolayr lim d(x,, F(f)) = 0 elde
n—-oo n—->0o

edilir.

Simdi {x,,} dizisinin C kiimesinde bir Cauchy dizisi oldugunu gostermeliyiz. Her € > 0

i¢in
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lim d(x, F(f)) = 0

oldugundan

d(xn, F(f)) < %,Vn >n,

olacak sekilde bir n, pozitif sayis1 vardir. Ozellikle inf{d (xno, p): pEF(f )} < Z olur.

€
d(xno,p) < 5
olacak sekilde bir p € F(f) vardir. Her n,m > ny igin,

d(xn+mi xn) < d(xn+m' p) + d(p' xn)
< Zd(xno,p)

<2(§)=£

olur. Boylece {x,} dizisi tam CAT(0) uzayinin kapali konveks C kiimesinde bir Cauchy

dizisi oldugundan bu kiimede bir q € C noktasina yakinsar. lim d(x,, F(f)) =0,
n—-oo

lim d(x,,q) = 0 ve F(f) kapali oldugundan p = q € F(f) elde edilir. Boylece ispat

n—->oo

tamamlanmis olur.

Arastirma bulgularinda ki sonuglar1 destekleyen asagidaki ornek i¢in bulunan degerler

MATLAB programi yardimiyla elde edilmistir.

. 2 .
Ornek 4.1.7: f:[0,1] - [0,1], f(x) = % fonksiyonu n. derereceden konveks daraltan

bir doniisiim olsun.

Xn+1 = (1 - an)xn SV anfm(xn)’n =0,123,..
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. . 2 e
seklinde tanimlanan iterasyon metodunun a, = T:ll dizisi, baz1 m ve x; baglangic

degerleri igin f fonksiyonunun sabit noktasina yakinsadigi asagida gosterilmistir. Burada

m, f fonksiyonunun konvekslik derecesidir.

Cizelge 4.1. x; = 1 ve m = 1,2,3 i¢in yakinsama degerleri

m = 1 igin

m = 2 igin

m = 3 igin

x1:1

x1:1

x1:1

x, = 0,8750000

x, = 0,7656250

x, = 0,6955566

x3 = 0,7366071

x; = 0,5552529

x; = 0,4802752

x4 = 0,6074199

x4 = 0,4211030

x4 = 0,3722061

xs = 0,5009950

x5 = 0,3510991

xs = 0,3248733

xs = 0,4225594

xs = 0,3182611

xs = 0,3054270

x7 = 0,3699607

x7; = 0,3036922

x7 = 0,2977158

xg = 0,3371719

xg = 0,2974238

xg = 0,2947249

xo = 0,3177611

X = 0,2947755

Xy = 0,2935822

x4 = 0,3066557

X0 = 0,2936697

X0 = 0,2931504

x;; = 0,3004384

x;; = 0,2932118

x;; = 0,2931504

X1, = 0,2970046

X172 = 0,2930234‘

x;, = 0,2929285

X13 = 0,295124‘3

X3 = 0,2929462

X13 = 0,2929062

x4 = 0,2941005

x4 = 0,2929147

x4 = 0,2928980

x5 = 0,2935451

x15 = 0,2929019

x15 = 0,2928950

X16 = 0,29324‘4‘6

X1 = 0,2928967

x16 = 0,2.928939

x;; = 0,2930824

x;; = 0,2928946

x;; = 0,2928934

X5 = 0,2929949

x5 = 0,2928938

x;5 = 0,2928933

x19 = 0,2929479

X19 = 0,2928934

X19 = 0,2928932

x50 = 0,2929225

x50 = 0,2928933

xy; = 0,2929089

x,; = 0,2928933

X, = 0,2929016

Xy, = 0,2928932

X3 = 0,2928977

x4 = 0,2928956

Xp5 = 0,2928945

X6 = 0,2928939

xy; = 0,2928936

X5 = 0,2928934

X9 = 0,2928933

X350 = 0,2928933

x3; = 0,2928932
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Cizelge 4.2. x; = 1 ve m = 10,50,100 i¢in yakinsama degerleri

m = 10 i¢in

m = 50 i¢in

m = 100 i¢in

x1=1

x1=1

x1=1

x, = 0,6464581

x, = 0,6464466

x, = 0,6464466

x5 = 0,4444233

x3 = 0,4444161

x; = 0,4444161

x, = 0,3.535058

x, = 0,3535024

x, = 0,3535024

x5 = 0,3162060

xs = 0,3162044

x5 = 0,3162044

xe = 0,3016356

xe = 0,3016349

xe = 0,3016349

x7; = 0,2961141

x7; = 0,2961138

x7 = 0,2961138

xg = 0,2940645

xg = 0,2940644

xg = 0,2940644

X9 = 0,2933149

X9 = 0,2933148

X9 = 0,2933148

X0 = 0,2930438

X0 = 0,2930438

X0 = 0,2930438

x11 = 0,2929467

x;1 = 0,2929466

x;1 = 0,2929466

X1, = 0,2929121

X1, = 0,2929121

x5 = 0,2929466

x5 = 0,2928998

X3 = 0,2928998

x;3 = 0,2928998

x4 = 0,2928955

x4 = 0,2928955

x4 = 0,2928955

x5 = 0,2928940

X5 = 0,2928940

x5 = 0,2928940

X1 = 0,2928935

X, = 0,2928935

X1 = 0,2928935

x;; = 0,2928933

x;; = 0,2928933

x;; = 0,2928933

x5 = 0,2928933

x;5 = 0,2928933

x5 = 0,2928933

X109 = 0,2928932

X9 = 0,2928932

X9 = 0,2928932
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Cizelge 4.3. x; = 0 ve m = 1,2,3 i¢in yakinsama degerleri

m = 1 i¢in

m = 2 igin

m = 3 igin

x1 =0

x1 =0

x, =0

x, = 0,1250000

x, = 0,1406250

x, = 0,1447754

x3 = 0,2008929

x3 = 0,2224226

xs; = 0,2279361

x, = 0,2424645

x4 = 0,2616130

x, = 0,2660718

xs = 0,265190

xs = 0,2793223

x5 = 0,2821881

xe = 0,277673

xe = 0,2870981

xe = 0,2887149

x7 = 0,2845436

x7; = 0,2904482

x7 = 0,2912882

xg = 0,2883229

xg = 0,2918714

xg = 0,2922840

X9 = 0,2903979

X9 = 0,2924694

X9 = 0,2926641

X0 = 0,2915342

X, = 0,2927185

X1 = 0,2928077

x;; = 0,2921548

x;; = 0,2928216

x;; = 0,2928615

x;5 = 0,2924928

x;, = 0,2928639

x;, = 0,2928815

X3 = 0,2926765

X;3 = 0,2928813

X;3 = 0,2928889

x4 = 0,2927761

X, = 0,2928884

x4 = 0,2928916

x5 = 0,2928300

x5 = 0,2928913

x5 = 0,2928926

X1 = 0,2928592

X1 = 0,2928924

X, = 0,2928930

x;; = 0,2928749

x;; = 0,2928929

x;; = 0,2928931

x5 = 0,2928834

x;5 = 0,2928931

x;5 = 0,2928932

X1 = 0,2928879

X9 = 0,2928932

X0 = 0,2928904

Xy, = 0,2928917

Xy; = 0,2928924

X3 = 0,2928928

X34 = 0,2928930

X5 = 0,2928931

X6 = 0,2928932
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Cizelge 4.4. x; = 0 ve m = 10,50,100 i¢in yakinsama degerleri

m = 10 i¢in

m = 50 i¢in

m = 100 i¢in

x1 =0

x1 =0

x, =0

x, = 0,1464463

x, = 0,1464466

x, = 0,1464466

x3 = 0,2301300

x3 = 0,2301304

x3 = 0,2301304

x, = 0,2677878

x, = 0,2677881

x, = 0,2677881

x5 = 0,2832372

xs = 0,2832374

x5 = 0,2832374

xe = 0,2892722

xe = 0,2892723

xe = 0,2892723

x, = 0,2915591

x, = 0,2915592

x, = 0,2915592

xg = 0,2924081

xg = 0,2924081

xg = 0,2924081

X9 = 0,2927186

X9 = 0,2927186

X9 = 0,2927186

X0 = 0,2928308

X0 = 0,2928308

X, = 0,2928308

x;; = 0,2928711

x;; = 0,2928711

x;; = 0,2928711

x5 = 0,2928854

X, = 0,2928854

X;, = 0,2928854

x5 = 0,2928905

X3 = 0,2928905

X;3 = 0,2928905

x4 = 0,2928923

x4 = 0,2928923

x4 = 0,2928923

x5 = 0,2928929

x5 = 0,2928929

x5 = 0,2928929

X1 = 0,2928931

X1 = 0,2928931

X1 = 0,2928931

x;; = 0,2928932

x;; = 0,2928932

x;; = 0,2928932
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Cizelge 4.5. x; = 0,5 ve m = 1,2,3 i¢in yakinsama degerleri

m = 1 igin

m = 2 igin

m = 3 igin

x; = 0,5000000

x; = 0,5000000

x; = 0,5000000

x, = 0,4375000

x, = 0,4101563

x, = 0,4006500

x3 = 0,3850446

x3 = 0,3505333

x3 = 0,3410620

x, = 0,3484957

x, = 0,3193112

x, = 0,3129734

xs = 0,3252519

x5 = 0,3045316

x5 = 0,3009418

xg = 0,3112785

xg = 0,2978978

xe = 0,2960403

x7 = 0,3031745

x7 = 0,2950112

x7 = 0,2941030

xg = 0,2985818

xg = 0,2937795

xg = 0,2933525

X9 = 0,2960178

X9 = 0,2932611

X9 = 0,2930660

X10 = 0,2946006

X109 = 0,29304‘49

X109 = 0,2929577

x;; = 0,2938226

X;1 = 0,2929554

x;; = 0,2929171

X1, = 0,2933977

X12 = 0,2929186

X1, = 0,2929021

X3 = 0,2931664

X153 = 0,2929036

X;3 = 0,2928965

X4 = 0,2930409

X14 = 0,2928974‘

X14 = 0,2928944‘

x5 = 0,2929729

X5 = 0,2928949

X5 = 0,2928937

X6 = 0,2929361

x16 = 0,2928939

X16 = 0,2928934‘

x;; = 0,2929163

x;; = 0,2928935

x;; = 0,2928933

x1g = 0,2929056

x1g = 0,2928933

X183 = 0,2928932

X9 = 0,2928999

X1 = 0,2928933

X0 = 0,2928968

X0 = 0,2928932

x,; = 0,2928951

Xop = 0,292894‘2

x5 = 0,2928938

X, = 0,2928935

X5 = 0,2928934

X6 = 0,2928933

x,7; = 0,2928933

X8 = 0,2928932
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu calismada, literatiirde ilk defa n. dereceden konveks daraltan doniisiimlerin sabit
noktalarina yaklasmak icin Picard iterasyonu disinda farkli bir iterasyon metodunun da
kullanilabilecegi ispatlanmis ve CAT(0) uzaylarinda genellestirilmis Mann
iterasyonunun bu doniisiim smiflarinin sabit noktalarina A-yakinsamasi ve kuvvetli

yakinsamas1 gosterilmistir.

Genellestirilmis Mann iterasyonu yerine;

X bir CAT(0) uzay1 K < X bos olmayan konveks bir alt kiime f: K — K bir doniisiim ve
Xo € X keyfi bir nokta ve {a,}, {f.} (0,1) araliginda bir dizi olmak tizere;

Xnt1 = (1 — ap)xn, @ anf" ()
yn =1 = B)xn, ® Pnf"(x,),nEN

seklinde tanimlanan genellestirilmis Ishikawa iterasyonu veya

Xnt1 = (1- an)fn(xn) ©® anfn(yn)
Yn=0=BD)%, ® Lrnf"(x,),nEN

seklinde tanimlanan modifiye edilmis S-iterasyonu kullanilarak n. dereceden konveks
daraltan fonksiyonlar i¢in benzer sonuglarin saglanip saglanmadig arastirilabilir. Ayrica
kullanilacak farkli iterasyon metotlarinin hangisinin daha kullanigh veya etkili oldugu

arastirilip, niimerik 6rneklerle desteklenebilir.

n. dereceden konveks daraltan doniigiim yerine Istratescu’nun 1981 yilinda tanimladigi
lokal konveks daraltan doniisiim de kullanilarak ayni sonuglar yeniden arastirilabilir.

Benzer sekilde n. dereceden iki yonlii konveks daraltan doniigiim tanimi yapilip bu sinif
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icin de sabit noktanin varligy, tekligi ve farkli iterasyon metotlarinin yakinsamast ile ilgili

gerekli aragtirmalar yapilabilir.
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