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1. GİRİŞ 

Pozitif olmayan eğri uzaylarındaki çalışmalar, hiperbolik uzayların keşfiyle başlayıp, son 

yüzyılın başlarında Hadamard’ın ve 1920’lerde Cartan’ın çalışmasıyla ortaya çıkmıştır. 

Jeodezik metrik uzay için pozitif olmayan eğriliğe sahip olmanın ne anlama geldiği 

1950’lerde Busemann ve Alexandrov’un çalışmasında verilmiştir. 

Bir 𝑋 metrik uzayı, jeodezik bağlantılıysa ve 𝑋 deki her jeodezik üçgen, Öklid 

düzleminde en az onun karşılaştırma üçgeni kadar ince ise bu uzaya 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı denir. 

Burada verilen ve 𝐶𝐴𝑇(0) eşitsizliği olarak da bilinen özellik, Riemann geometrisinde 

pozitif olmayan eğrilik kavramını içeren ve bunu daha geniş bir çerçevede yansıtabilen 

bir kavramdır. Burada ki C, A ve T harfleri, Cartan, Alexandrov ve Toponogov’u temsil 

eder. Tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayları genellikle Hadamard uzayları olarak da adlandırılır. 𝐶𝐴𝑇(0) 

uzayları son derece güzel bir geometrik yapıya sahiptir. 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında 

genişlemeyen dönüşümler, doğal olarak izometri ile ilgili çalışmaları ortaya çıkarmıştır. 

Bu konudaki ilginin yeniden canlandırılmasında önemli olan, M. Gromov’un 1981’de 

Paris’teki Collège de France’da verdiği derslerdir. Bu derslerde Gromov, küresel 

Riemann geometrisinin temel özelliklerini esas olarak çalışmalarını 𝐶𝐴𝑇(0) eşitsizliği 

üzerinde temellendirerek açıklamıştır. 

Kirk, 2002-2003 yıllarında doğrusal olmayan analiz ve Banach uzay teorisinin fikir ve 

yöntemlerinin çoğunu Gromov’un 𝐶𝐴𝑇(0) uzayları sınıfına taşımıştır. Kirk’in 2002, 

2003 ve 2004 yıllarında yaptığı çalışmalar, pozitif olmayan eğri uzaylarındaki sabit nokta 

teorisi çalışmasına çok büyük bir katkı sağlamıştır. 2009 yılında Nanjaras ve arkadaşları 

𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında Suzuki-genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşümler için sabit nokta 

ve yakınsaklık teoremleri elde etmiştir. 2010 yılında Ali Akbar ve Mohammad Eslamian, 

tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında çok değerli genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm ve tek 

değerli quasi-genişlemeyen dönüşüm sınıflarının ortak sabit noktalara sahip olduğunu 

ispatlamışlardır. 2011 yılında He ve arkadaşları tam 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzaylarında Mann 

iterasyonu tarafından tanımlanan {𝑥𝑛} dizisinin genişlemeyen dönüşümlerin sabit 



2 

 

noktalarına Δ˗yakınsadığını ispatlamışlardır. 2011 yılında Kohlenbach ve Leuştean, 

𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında genişlemeyen dönüşümlerin Helpern iterasyonunun sabit 

noktalarına güçlü yakınsadığını göstermiştir. 2012 yılında Dhompongsa, Kirk’in 𝐶𝐴𝑇(0) 

uzaylarındaki sabit nokta teoremlerini çok değerli dönüşümler için genelleştirmiştir. 2012 

yılında Chang, 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin 

Krasnoselskii-Mann tipi iterasyonların sabit noktalarına ∆˗yakınsadığını ispatlamıştır. 

2014 yılında Kumam ve arkadaşları, 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında asimptotik genişlemeyen 

dönüşümler için modifiye edilmiş 𝑆˗iterasyonunun sabit noktalarına yakınsaması ile ilgili 

teoremleri ispatlamıştır. 2015 yılında Sipara, 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzaylarında 𝜅 > 0 olduğunda 

asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin modifiye edilmiş 𝑆˗iterasyonunun sabit 

noktalarına kuvvetli yakınsadığını ispatlamıştır. Khamsi ve Shukri, 2017 yılında 𝐶𝐴𝑇(0) 

uzaylarında karşılaştırma üçgenini Öklid düzlemi yerine Banach uzaylarında alarak 

genelleştirilmiş 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı tanımını vermişlerdir. 2019 yılında Hussain, 𝐶𝐴𝑇(0) 

uzaylarında çok değerli üzerine olmayan dönüşümler için Ishikawa iterasyon şemasını 

oluşturmuş ve tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında bu iterasyon şemasının sabit noktalarına kuvvetli 

yakınsaması ile ilgili teoremleri ispatlamıştır. 

Istrãtescu (1981), konveks daraltan dönüşüm sınıflarını tanıtmış, 2. dereceden konveks 

daraltan dönüşümler ve iki yönlü konveks daraltan dönüşümlerin tek bir sabit noktası 

olduğunu ispatlamıştır. 2. dereceden konveks daraltan dönüşümler ve iki yönlü konveks 

daraltan dönüşümlerin sabit noktaları ile ilgili varlık ve yakınsama teoremlerini 

göstermiştir. Bu dönüşüm sınıfları son yıllarda ilgi görmeye başlamış ve 2011 yılında 

Alghamdi ve arkadaşları, Banach daralma ilkesini normal olmayan konik metrik 

uzaylarda konveks daraltan fonksiyonlar sınıfına taşımıştır. 2013 yılında Miandaragh ve 

arkadaşları, genelleştirilmiş konveks daraltan dönüşümlerin metrik uzaylarda yaklaşık 

sabit noktaya sahip olduğunu ispatlamıştır. 2015 yılında Ramezani ortogonal metrik 

uzaylarda konveks daraltan dönüşümlerin sabit noktalarının varlığı ve tekliği ile ilgili 

teoremleri ispatlamıştır. 2015 yılında Latif, tam 𝛼-metrik uzaylarda 

genelleştirilmiş konveks daraltan ve genelleştirilmiş ikinci tip konveks 

daraltan dönüşüm sınıflarının yaklaşık sabit noktaları ile ilgili 

teoremleri ispatlamışlardır. 2017 yılında Khan b-metrik uzaylar ve 2-metrik 
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uzaylarda iki yönlü konveks daraltan dönüşümlerin sabit noktalarının varlık ve tekliği ile 

ilgili teoremleri ispatlamışlardır. 

Bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarının tarihçesi 

ve bu uzaylarda yapılan çalışmalar hakkında bilgi verilmiş ve tezin amacı belirlenmiştir. 

İkinci bölümde 𝐶𝐴𝑇(𝜅), 𝐶𝐴𝑇(0) uzayları ve bu uzayların geometrik özellikleri 

tanıtılmıştır. Daha sonra bu uzaylarla bağlantılı olan genelleştirilmiş 𝐶𝐴𝑇(0) uzayları ve 

ℝ˗ tree uzayları verilmiştir. Ayrıca bu uzaylardaki sabit nokta teoremleri ifade edilmiştir. 

Bu bölümde son olarak 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında zayıf yakınsama (∆˗yakınsama) kavramı ve 

bu zayıf yakınsama ile ilgili yapılan çalışmalara yer verilmiştir. 

Üçüncü bölümde konveks daraltan dönüşüm sınıflarının tanımları ve bu dönüşüm 

sınıflarının sabit noktalarının varlığı ile ilgili bazı önemli teoremler verilmiştir. 

Dördüncü bölümde 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında tanımlanan genelleştirilmiş Mann iterasyon 

metodunun 𝑛. dereceden konveks daraltan dönüşümlerin sabit noktalarına kuvvetli ve 

zayıf yakınsaması (∆˗yakınsama) ile ilgili teoremler verilip ispatlanmıştır. 

Beşinci bölümde ise çalışmamızda elde edilen bazı sonuçlara yer verilmiştir. 

1.1. Tezin Amacı 

Bu çalışmanın amacı metrik ve konik metrik uzaylarda 2. ve 𝑛. dereceden konveks 

daraltan dönüşüm sınıflarının sabit noktasına yaklaşmada kullanılan Picard 

iterasyonunun yerine farklı iterasyon metotlarının da kullanılabileceğini göstermektir. Bu 

amaçla metrik ve konik metrik uzaylar yerine 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı ve Picard iterasyonu yerine 

de genelleştirilmiş Mann iterasyonu alınarak verilen herhangi bir 𝑛. dereceden konveks 

daraltan dönüşümün sabit noktasına bu metodun kuvvetli ve zayıf yakınsadığını 

ispatlamaktır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. 𝑪𝑨𝑻(𝜿) ve 𝑪𝑨𝑻(𝟎) Uzayları 

Bu başlık altında öncelikli olarak 𝐶𝐴𝑇(𝜅) ve 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında geçen bazı temel 

kavramlara yer verilecektir. 

İlk önce eğrilik kavramı ile başlayalım. Bir 𝑑 doğrusu ve bu doğru üzerinde olmayan bir 

𝑃 noktası alalım. 𝑃 noktasından geçen ve 𝑑 doğrusuna paralel olan tek bir doğru 

çizilebileceğini söyleyebiliriz. Ancak sezgilerimiz bazen yanıltıcı olabilir. 1854 yılında 

Alman Matematikçi Bernhard Riemann matematik dünyasını alt üst edecek olan Riemann 

geometrisi adında yeni bir çalışma ortamını keşfetmiştir. 

Riemann geometrisindeki temel kavram uzayın eğriliğidir. Bir uzayın eğriliği sıfır ise 

yüzey düzdür ve bu uzayın elemanları Öklid aksiyomlarını sağlar. Eğer uzay pozitif ya 

da negatif eğriliğe sahip ise Öklid dışı geometridir ve uzayın elemanları Öklid 

aksiyomlarını sağlamaz. 

 

Şekil 2.1. Eğrilikli yüzeyler 

Eğriliği anlamanın en kolay yolu üçgeni incelemektir. Sıfır eğrilikli bir uzayda üçgenin 

iç açılar toplamı 180ᵒ, pozitif eğrilikli uzayda üçgenin iç açıları toplamı 180ᵒ den daha 

büyük ve negatif eğrilikli uzayda (hiperbolik uzay) üçgenin iç açıları toplamı 180ᵒ den 

daha küçüktür. 

Pozitif Eğrilik Negatif Eğrilik Sıfır Eğrilik 
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Günümüzde hiperbolik geometri ve Riemann geometrisi olarak adlandırılan bu iki Öklid-

dışı geometride Paralellik Aksiyomu şu şekilde yorumlanır. 

 Düz bir yüzeyde bu noktadan geçen ve doğruya paralel olan yalnızca tek bir doğru 

vardır. 

 Küresel bir yüzeyde bu noktadan geçen ve doğruya paralel olan hiçbir doğru yoktur. 

 Hiperbolik yüzeyde bu noktadan geçen ve doğruya paralel olan sonsuz sayıda doğru 

vardır. 

Bir 𝜅 reel sayısı için, 𝑀𝜅
𝑛 aşağıdaki şekilde ifade edilir: 

1) 𝜅 = 0 ise 𝑀0
𝑛, ℝ𝑛 Öklid uzayıdır. 

2) 𝜅 > 0 ise 𝑀𝜅
𝑛, 𝕊𝑛 küre yüzeyi ve 

1

√𝜅
 bu kürenin yarıçapıdır. 

3) 𝜅 < 0 ise 𝑀𝜅
𝑛, ℍ𝑛 hiperbolik uzayını ve 

1

√−𝜅
 hiperbolik yarıçapı gösterir. 

Genel olarak (𝑋, 𝑑) metrik uzayındaki bir yol 𝐼 = [0,1] ⊂ ℝ birim aralığının sürekli 

görüntüsü olarak tanımlanır. Eğer 𝑆 ≡ 𝑓(𝐼) bir yol, 

(𝑥𝑖) = (0 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑁 = 1) 

[0,1] birim aralığının bir parçalanışı ise uzunluk 

𝑙(𝑆) = sup
(𝑥𝑖)

∑𝑑(𝑓(𝑥𝑖), 𝑓(𝑥𝑖+1))

𝑁−1

𝑖=0

 

olarak tanımlanır. Eğer 𝑙(𝑆) < ∞ ise bu yol düzleştirilebilirdir. 

(𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olsun. 𝑋 in her iki 𝑥 ve 𝑦 noktaları arasındaki mesafe, bu iki noktayı 

birleştiren tüm düzleştirilebilir eğrilerin infimum’u olarak seçilirse, (𝑋, 𝑑) ye uzunluk 
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uzayı denir. Bu durumda 𝑑 uzunluk metriği (iç metrik veya içsel metrik) olarak 

adlandırılır. 

Tanım 2.1.1: (𝑋, 𝑑) ve (𝑌, 𝑑1) iki metrik uzay olsun. 𝑇: 𝑋 → 𝑌 dönüşümü uzaklıkları 

koruyorsa yani her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑1(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

şartı sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümüne izometri denir. 

𝑇 dönüşümü izometri ise birebir olduğu tanımdan açıkça görülebilir. 

𝑇(𝑥) = 𝑇(𝑦) ⟹ 𝑥 = 𝑦 

dir. Eğer 𝑇 dönüşümü aynı zamanda örten ise 𝑇 ye izometrik izomorfi denir. (𝑋, 𝑑) ve 

(𝑌, 𝑑1) uzayları arasında bir izometrik izomorfi varsa bu uzaylara izometrik uzaylar (veya 

eş yapılı uzaylar) denir. 

Tanım 2.1.2: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, [0, 𝑙] ⊂ ℝ, 𝑡, 𝑡′ ∈ [0, 𝑙] ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olsun. 𝑐: [0, 𝑙] →

𝑋, 𝑐(0) = 𝑥, 𝑐(𝑙) = 𝑦 ve 𝑑(𝑐(𝑡), 𝑐(𝑡′)) = |𝑡 − 𝑡′| (veya daha özel olarak 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑙) 

fonksiyonuna 𝑥 ∈ 𝑋’ten 𝑦 ∈ 𝑋’e bir jeodezik yol (veya daha basit bir ifade ile 𝑥’ten 𝑦’ye 

bir jeodezik) denir. Eğer 𝑐(0) = 𝑥 ise 𝑐 nin 𝑥 den oluştuğu söylenir. 𝑐 nin 𝛼 görüntüsüne 

uç noktaları 𝑥 ve 𝑦 olan jeodezik segment denir. 

 

Şekil 2.2. Jeodezik segment 
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Tanım 2.1.3: 𝑋 bir metrik uzay olsun. 𝑋 de bir jeodezik yol (veya daha basit bir ifade ile 

bir jeodezik) 𝛾: [𝑎, 𝑏] → ℝ bir izometri dönüşümüdür. 𝛾:ℝ+ → 𝑋 jeodezik ışını ve  

𝛾:ℝ → 𝑋 jeodezik çizgisi aynı zamanda bir izometri dönüşümüdür. 

Tanım 2.1.4: 𝐸 bir vektör uzay olsun. 𝑋 ⊂ 𝐸 alt kümesinin 

[𝑥, 𝑦] = {(1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦: 𝑡 ∈ [0,1]} 

şeklinde bir afin segmenti varsa 𝑋 kümesine afin olarak konvekstir denir. 

Tanım 2.1.5: 𝐸 bir vektör uzayı, 𝐶 ⊂ 𝐸 afin olarak konveks bir alt küme ve 𝑓: 𝐶 → ℝ bir 

fonksiyon olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 ve her 𝑡 ∈ [0,1] için; 

𝑓((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑥) + 𝑡𝑓(𝑦) 

oluyorsa 𝑓 fonksiyonuna konvekstir denir. 

Tanım 2.1.6: Bir 𝑋 metrik uzayının herhangi iki noktasına karşılık gelen bir jeodezik yol 

varsa bu uzaya jeodezik uzay denir. 

Tanım 2.1.7: Sürekli bir 𝑐 eğrisi için; 

sup{𝑃𝐿(𝑐, 𝑆): 𝑆, [𝑎, 𝑏] nin bir parçası} 

değeri varsa eğri düzleştirilebilirdir denir. Bu supremum değeri eğrinin uzunluğu olarak 

adlandırılır ve 𝐿(𝑐[𝑎, 𝑏]) ile gösterilir. 

Tanım 2.1.8: 𝑋 bir metrik uzay, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 
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𝑑(𝑥, 𝑦) = inf{𝐿(𝑐[𝑎, 𝑏]): 𝑐 düzleştirilebilir, 𝑐(𝑎) = 𝑥, 𝑐(𝑏) = 𝑦} 

oluyorsa 𝑋 uzayına uzunluk uzayı denir eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝐿(𝑐[𝑎, 𝑏]) 

olacak şekilde 𝑥 ten 𝑦 ye düzeltilebilir bir 𝑐 eğrisi varsa 𝑋 uzayına tam uzunluk uzayı 

denir. 

(𝑋, 𝑑) jeodezik metrik uzayında bir ∆(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) jeodezik üçgeni üç noktadan oluşur (∆ 

nın köşeleri) ve her iki köşe arasında bir jeodezik segment (∆ nın kenarları) vardır. 

(𝑋, 𝑑)’de bir ∆(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) üçgeninin karşılaştırma üçgeni ∆̅(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ∆(𝑥1̅̅̅, 𝑥2̅̅ ̅, 𝑥3̅̅ ̅) 

şeklinde 𝑀𝜅
2 uzayındaki bir üçgendir ve 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,3} için 𝑑ℝ2(𝑥̅𝑖, 𝑥̅𝑗) = 𝑑(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) dir. 

Eğer 𝜅 > 0 için 𝐷𝜅, 𝑀𝜅
2 nın çapını belirtmek üzere ∆(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) üçgeninin çevresinin 2𝐷𝜅 

dan daha küçük olduğu varsayılır. 

Tanım 2.1.9: Bir jeodezik metrik uzayında bütün jeodezik üçgenler aşağıdaki 𝐶𝐴𝑇(𝜅) 

karşılaştırma aksiyomunu sağlıyorsa bu uzaya 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzayı denir. 

𝑋 uzayında bir jeodezik üçgen ∆ ve Δ̅ ⊂ 𝑀𝜅
2 bir karşılaştırma üçgeni olsun. Eğer her 

𝑥, 𝑦 ∈ ∆ ve her 𝑥,̅ 𝑦̅ ∈ ∆̅ karşılaştırma noktaları için 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥̅, 𝑦̅) 

ifadesi doğruysa ∆, 𝐶𝐴𝑇(𝜅) eşitsizliğini sağlıyor denir. 

 

Şekil 2.3. CAT(0) eşitsizliği 

𝑥 

𝑦 𝑥1  

𝑥2  

𝑥3  

𝑥2̅̅ ̅ 

𝑥1̅̅ ̅ 

𝑥3̅̅ ̅ 

𝑥̅  

𝑦̅ 
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Yukarıdaki 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzayının tanımından hareketle 𝜅 = 0 olması durumunda aşağıdaki 

𝐶𝐴𝑇(0) uzayının tanımı verilebilir. 

Tanım 2.1.10 (𝑪𝑨𝑻(𝟎) Uzayı): 𝑋 metrik uzayındaki tüm jeodezik üçgenler aşağıdaki 

karşılaştırma aksiyomunu sağlıyorsa, bu uzaya 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı denir. 

“ ∆, 𝑋 de bir jeodezik üçgen ve ∆̅, ∆ için bir karşılaştırma üçgeni olsun. Bu durumda her 

𝑥, 𝑦 ∈ ∆ ve her 𝑥̅, 𝑦̅ ∈ ∆̅ için 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑𝐸2(𝑥̅, 𝑦̅) 

oluyorsa, ∆ ya 𝐶𝐴𝑇(0) eşitsizliğini sağlıyor denir.” 

𝐶𝐴𝑇(0) eşitsizliği aşağıdaki gibi eşdeğer ancak daha zayıf bir forma benzetilebilir. 

Önerme 2.1.11: Bir 𝑋 jeodezik metrik uzayın 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı olması için gerek ve yeter 

şart 𝑋’deki her ∆(𝑝, 𝑞, 𝑟) jeodezik üçgeni ve her 𝑥 ∈ [𝑞, 𝑟] elemanı için 𝑑(𝑝, 𝑞) ≤ 𝑑(𝑝̅, 𝑞̅) 

sağlanacak şekilde karşılaştırma noktası 𝑥̅ ∈ ⌈𝑞̅, 𝑟̅⌉ ⊂ ∆̅(𝑝, 𝑞, 𝑟) ⊂ ℝ2 olmasıdır (Bridson 

and Haelfliger 1999). 

Tanım 2.1.12: 𝑋 bir jeodezik metrik uzay olsun. 𝑋 deki her noktanın komşuluğunda 

jeodezik konveks ve 𝐶𝐴𝑇(𝜅) olan boştan farklı bir yuvar varsa bu uzaya lokal 𝐶𝐴𝑇(𝜅) 

uzayı denir. 

Bu tanımdan dolayı 𝑋 uzayındaki her nokta pozitif olmayan bazı 𝜅 değerleri için bir 

𝐶𝐴𝑇(𝜅) komşuluğuna sahipse bu uzaya lokal 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı denir. 

Tanım 2.1.13: 𝑋 bir topolojik vektör uzayı olsun. Eğer 𝑋 uzayının konveks bir 

komşuluğu var ise 𝑋 kümesine lokal konveks küme denir. 
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Tanım 2.1.14: Bir uzay yol bağlantılı ve her iki nokta arasındaki yol sürekli bir şekilde 

bir diğerine dönüşebiliyorsa bu uzaya basit bağlantılı uzay denir (Mucuk 2010). 

Tanım 2.1.15: Bir 𝑋 metrik uzayı lokal 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı ise bu uzayın eğriliği küçük eşit 

sıfır olarak söylenir. Bu durumda 𝑋 metrik uzayı pozitif olmayan eğriliğe sahiptir denir. 

Pozitif olmayan eğriliğe sahip uzayların matematiğin birçok alanında önemli rol oynadığı 

bilinmektedir (Kleiner et al. 2002). 

Terminolojiye devam etmek için 𝑋 metrik uzayı konveks olmalıdır. 𝑋 bir jeodezik uzay 

ve bütün jeodezikler 𝑐1: [0, 𝑎1] → 𝑋 ve 𝑐2: [0, 𝑎2] → 𝑋, 𝑐1(0) = 𝑐2(0) ise her 𝑡 ∈ [0,1] 

için; 

𝑑(𝑐1(𝑡𝑎1), 𝑐2(𝑡𝑎2)) ≤ 𝑡𝑑(𝑐1(𝑎1), 𝑐2(𝑎2)) 

eşitsizliği sağlanır. Eğer her nokta konveks bir komşuluğa sahip ise 𝑋 lokal konveks 

olarak adlandırılır. Metrik uzay lokal konveks ise 𝑋 lokal olarak büzülebilir ve dolayısıyla 

𝑋 uzayının evrensel bir 𝑋̃ kapanış uzayı vardır. Bu durumda 𝑋 bağlantılıdır ve 𝑝: 𝑋̃ → 𝑋 

bir lokal izometri dönüşümü vardır. 𝑋̃ uzayı bu izometriye göre tektir. 

Teorem 2.1.16 (Cartan-Hadamard teoremi): 𝑋 bağlantılı bir tam metrik uzay olsun. 

1) 𝑋 deki metrik lokal konveks ise 𝑋̃ üzerinde tanımlanan uzunluk konvekstir. 

2) Eğer 𝑋 pozitif olmayan eğriliğe sahip ise 𝑋̃ bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayıdır. 

Bu nedenle tam basit bağlantılı bir uzunluk uzayı lokal konveks ve pozitif olmayan 

eğriliğe sahip ise bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayıdır (Bridson and Haelfliger 1999). 

Şimdi 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzayının bazı özelliklerinden bahsedeceğiz. 
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Önerme 2.1.17: 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzayı olsun. 

1) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktasını birleştiren tek bir jeodezik segment vardır ve bu jeodezik 

segment uç noktaları ile sürekli olarak değişir. 

2) 𝑋 deki en fazla 𝐷𝜅 uzunluğundaki her lokal jeodezik bir jeodeziktir. 

3) 𝑋 deki 
𝐷𝜅

2
 den daha küçük yarıçaplı yuvarlar konvekstir. 

4) 𝑋 deki 𝐷𝜅 yarıçapından daha küçük yuvarlar daraltandır. 

5) Yaklaşım orta noktaları orta noktaya yakındır. Özellikle her 𝜆 < 𝐷𝜅 ve 𝜀 > 0 için 

𝛿 = 𝛿(𝜅, 𝜆, 𝜀) olacak şekilde eğer 𝑚 jeodezik segmentin orta noktası [𝑥, 𝑦] ⊂ 𝑋, 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜆 ve 

𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑥,𝑚′), 𝑑(𝑦,𝑚′)} ≤
1

2
𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝛿 

ise 𝑑(𝑚,𝑚′) < 𝜀 dur (Bridson and Haelfliger 1999). 

Önerme 2.1.18: Eğer 𝑋 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı ise 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ tanımlanan uzaklık fonksiyonu 

konvekstir. 

Bu herhangi bir jeodezik çiftinin verildiği anlamına gelir. 𝑐: [0,1] → 𝑋 ve 𝑐′: [0,1] → 𝑋 

yay uzunluğuna orantılı olarak parametrelenen 

𝑑(𝑐(𝑡), 𝑐′(𝑡)) ≤ (1 − 𝑡)𝑑(𝑐(0), 𝑐′(0)) + 𝑡𝑑(𝑐(1), 𝑐′(1)) 

eşitsizliği her 𝑡 ∈ [0,1] için sağlanır (Bridson and Haelfliger 1999). 

Şimdi Bridson ve Haelfliger tarafından 1999 yılında verilen Teorem 2.1.18’in 

genelleştirilmiş halini vereceğiz. Bu sonuç aşağıdaki gibi sınırlandırılmış eğriliğe sahip 

uzaylar için geçerlidir. 𝑟𝑎𝑑(𝑆), 𝑋 uzayına göre 𝑆 nin normal Chebyshev yarıçapını 

belirtmek için kullanılır. 
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𝑟𝑎𝑑(𝑆) = 𝑖𝑛𝑓{𝜌 > 0: 𝑆 ⊂ 𝐵(𝑥, 𝜌), 𝑥 ∈ 𝑋} 

ayrıca 𝑠𝑛𝜅: ℝ → ℝ fonsiyonu 

𝑠𝑛𝜅 =

{
 
 

 
 𝑠𝑖𝑛

√𝜅𝑥

√𝜅
 ; 𝜅 > 0

𝑥 ; 𝜅 = 0

𝑠𝑖𝑛ℎ
√−𝜅𝑥

√−𝜅
; 𝜅 < 0

 

olarak tanımlanır. 

Teorem 2.1.19: 𝑋 tam 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzayı ve 𝑆 ⊂ 𝑋 boş olmayan sınırlı bir alt küme olsun. 

Bu durumda 𝑆 ⊂ 𝐵(𝑥, 𝑟𝑎𝑑(𝑆)) ve 

𝑠𝑛𝜅(𝑟𝑎𝑑(𝑆)) ≤ √2𝑠𝑛𝜅 (
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑆)

2
) 

olacak şekilde tek bir 𝑥 ∈ 𝑋 noktası vardır (Lang and Schroeder 1997). 

Özellikle sınırlı 𝑆 kümesi, tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının bir alt kümesi ise; 

𝑟𝑎𝑑(𝑆) ≤
√2

2
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑆) 

olur (Buyalo 1998). 

𝐶𝐴𝑇(𝜅) şartının bir çok formu üçgen geometrisi ile ilgili olsa da dörtgenlerin geometrisini 

içeren önemli bir formu da vardır. (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) sıralı dörtlüsü 𝑋 metrik uzayında bir 

nokta olsun. (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) noktasının alt karşılaştırma noktası (𝑥1̅̅̅, 𝑥2̅̅ ̅, 𝑥3̅̅ ̅, 𝑥4̅̅ ̅) ∈ 𝑀𝜅
2 

verilsin. Her 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2} için 𝑑(𝑥̅𝑖 , 𝑦̅𝑗) = 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) öyle ki 
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𝑑(𝑥1̅̅̅, 𝑦1̅̅ ̅) ≤ 𝑑(𝑥1, 𝑦1) 𝑣𝑒 𝑑(𝑥2̅̅ ̅, 𝑦2̅̅ ̅) ≤ 𝑑(𝑥2, 𝑦2) 

eşitsizlikleri sağlanır. 

Bir 𝑋 uzayının 𝐶𝐴𝑇(𝜅) 4-nokta şartını sağlaması için her (𝑥1, 𝑦2, 𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝑋 sıralı 

dörtlüsüne göre 

𝑑(𝑥1, 𝑦1) + 𝑑(𝑦1, 𝑥2) + 𝑑(𝑥2, 𝑦2) + 𝑑(𝑦2, 𝑥1) < 2𝐷𝜅 

olacak şekilde 𝑀𝜅
2 da bir alt gömme noktasına sahip olması gerekir. 

Önerme 2.1.20: 𝑋 bir tam metrik uzay olsun. Aşağıdaki önermeler birbirine denktir. 

1) 𝑋, 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzayıdır. 

2) 𝑋, 𝐶𝐴𝑇(𝜅) 4-nokta şartını sağlıyor ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝑦) < 2𝐷𝜅 oluyorsa 

yaklaşık orta noktaya sahiptir (Kirk and Shahzad 2000). 

Tanım 2.1.21: 𝑥, 𝑦1 ve 𝑦2, 𝐶𝐴𝑇(0) uzayındaki noktalar olmak üzere, eğer 𝑦0 noktası, 

[𝑦1, 𝑦2] aralığının orta noktası ise bu durumda 

𝑑(𝑥, 𝑦0)
2 ≤

1

2
𝑑(𝑥, 𝑦1)

2 +
1

2
𝑑(𝑥, 𝑦2)

2 −
1

4
𝑑(𝑦1, 𝑦2)

2 

𝐶𝐴𝑇(0) eşitsizliği (veya (CN) eşitsizliği) sağlanır. (CN) eşitsizliği, Bruhat ve Tits (1972) 

tarafından verilmiştir. Bir jeodezik uzayın 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı olması için gerek ve yeter şart 

(CN) eşitsizliğini sağlamasıdır (Bridson and Haefliger 1999). 

Paralelkenar kuralı, Hilbert uzaylarında birçok önemli sonucu ispatlamak için 

kullanılmaktadır. Xu (1991) tarafından verilen eşitsizlik ve Schu (1991) nun meşhur 

lemması, düzgün konveks Banach uzaylarda tanımlı bazı dönüşümlerin sabit noktalarının 
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iteratif yapısının oluşturulmasında büyük bir rol oynar. Metrik uzaylarda bu tür 

genişlemelerin uygulanmasındaki zorluklardan birisi Banach uzayının lineer yapısının 

yaygın kullanımından kaynaklanır. Bruhat ve Tits (1972) paralelkenar kuralı ile 𝐶𝐴𝑇(0) 

uzaylarında tanımlı (CN) eşitsizliğinin benzerliğini göstermişlerdir. Bu eşitsizlikler lineer 

olmayan alanlarda sabit noktaların iteratif yapısı için çok etkilidir. 

𝑋1 ve 𝑋2 uzaylarının 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı olması durumunda 𝑋1 × 𝑋2 uzayı 

𝑑((𝑥1, 𝑥2), (𝑦1, 𝑦2))
2
= 𝑑(𝑥1, 𝑦1)

2 + 𝑑(𝑥2, 𝑦2)
2 

metriğiyle beraber bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayıdır. 

Ayrıca 𝑑(𝑥, 𝑦1) = 𝑑(𝑥, 𝑦2) = 1 ve 𝑑(𝑦1, 𝑦2) ≥ 𝜀 ise 

𝑑(𝑥, 𝑦0) ≤ √1 −
𝜀2

4
 

olur. Böylece 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında alışılmış Öklid metriği vardır. Özellikle 𝑑(𝑥, 𝑦1) ≤ 𝑅, 

𝑑(𝑥, 𝑦2) ≤ 𝑅 ve 𝑑(𝑦1, 𝑦2) ≥ 𝑟 olduğunda 

𝑑(𝑥, 𝑦0) ≤ (1 − 𝛿 (
𝑟

𝑅
))𝑅, 

ve 𝛿(𝜀) = √1 −
𝜀2

4
 olur (Bridson and Haelfliger 1999). 

Aşağıda 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında çok önemli bir kavram olan açının tanımı verilmiştir. 
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Tanım 2.1.22: 𝑋 bir metrik uzay 𝑐: [0, 𝑎] → 𝑋 ve 𝑐′: [0, 𝑎′] → 𝑋 iki jeodezik ve 𝑐(0) =

𝑐′(0) olsun. Verilen 𝑡 ∈ (0, 𝑎] ve 𝑡′ ∈ (0, 𝑎′] için ∆̅(𝑐(0), 𝑐(𝑡), 𝑐′(𝑡′)) karşılaştırma 

üçgeni ve ∠̅𝑐(0)(𝑐(𝑡), 𝑐′(𝑡′)) karşılaştırma açısın olsun. 𝑐 ve 𝑐′ jeodezikleri arasındaki açı 

∠𝑐,𝑐′ = limsup
𝑡,𝑡′→0

 ∠̅𝑐(0)(𝑐(𝑡), 𝑐′(𝑡′)) = lim
𝜀→0

[ sup
0<𝑡,𝑡′<𝜀

 ∠̅𝑐(0)(𝑐(𝑡), 𝑐′(𝑡′))] 

ve ∠𝑐,𝑐′ ∈ [0, 𝜋] olarak tanımlanır. 

Önerme 2.1.23: 𝑋 bir metrik uzay ve 𝐶, 𝑋 in metriği ile tanımlanmış konveks bir alt 

küme olsun. 

1) Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝑃(𝑥)) = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝐶) olacak şekilde bir 𝑃(𝑥) ∈ 𝐶 noktası vardır. 

2) Eğer 𝑥′, [𝑥, 𝑃(𝑥)] jeodezik segmentine aitse 𝑃(𝑥′) = 𝑃(𝑥) dir. 

3) 𝑥 ∉ 𝐶 ve 𝑦 ∈ 𝐶 verilsin. Eğer 𝑦 ≠ 𝑃(𝑥) ise ∠𝑃(𝑥)(𝑥, 𝑦) ≥
𝜋

2
 dir (Bridson and 

Haelfliger 1999). 

2.2. ℝ˗𝐭𝐫𝐞𝐞 ve Genelleştirilmiş 𝑪𝑨𝑻(𝟎) Uzayları 

ℝ­tree uzayları, 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarının çok özel bir sınıfıdır. ℝ­tree uzaylarının birbirine 

denk birçok tanımı vardır. Biz bunlardan ikisini vereceğiz. 

Tanım 2.2.1: 𝑋 bir metrik uzay olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktalarını birleştiren bir tek 

yay (yani jeodezik segment) var ve bu yay ℝ uzayında bir aralığa izometrik ise bu uzaya 

ℝ­tree uzayı denir. 

Tanım 2.2.2: 𝑋 bir metrik uzay olsun. 
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i. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 ve 𝑦 yi birleştiren tek bir jeodezik segment vardır. Bu jeodezik 

segment [𝑥, 𝑦] ile gösterilir. 

ii. [𝑦, 𝑥] ∩ [𝑥, 𝑧] = {𝑥} ⇒ [𝑦, 𝑥] ∪ [𝑥, 𝑧] = [𝑦, 𝑧] 

şartları sağlanıyor ise 𝑋 metrik uzayına ℝ­tree denir. Aşağıda (i) ve (ii) nin bir sonucu 

verilmiştir. 

iii. Her 𝑥, 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑋 için [𝑦, 𝑥] ∩ [𝑥, 𝑧] = [𝑥, 𝜔] olacak şekilde bir 𝜔 ∈ 𝑋 vardır. 

Teorem 2.2.3: 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzaylarında aşağıdaki önermeler sağlanır. 

1) Eğer 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzayı ise 𝜅′ ≥ 𝜅 için 𝑋 uzayı bir 𝐶𝐴𝑇(𝜅′) uzayıdır. 

2) Eğer 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(𝜅′) uzayı ise 𝜅′ > 𝜅 için bu uzay 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzayıdır. 

3) 𝑋 uzayının her 𝜅 değeri için 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzayı olması için gerek ve yeter şart 𝑋 uzayının 

ℝ­tree uzayı olmasıdır (Bridson and Haelfliger 1999). 

(1) in bir sonucu da 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarının 𝜅 < 0 için otomatik olarak 𝐶𝐴𝑇(𝜅) uzaylarına 

ve özellikle ℝ-tree uzaylarına taşınmasıdır. 

Khamsi ve Shukri 2017 yılında 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarının tanımını, karşılaştırma üçgenini 

Öklid düzleminde değilde daha genel bir Banach uzayında alarak aşağıdaki şekilde 

genelleştirmişlerdir. Özellikle bunu 𝑝 > 2 için ℓ𝑝 uzayları için incelemişlerdir. 

Tanım 2.2.4: (𝑋, 𝑑) bir jeodezik metrik uzay ve (𝐸, ‖∙‖) ise normlu vektör uzay olsun. 

𝑋 deki her ∆ jeodezik üçgeni için ∆̅, 𝐸 de bir karşılaştırma üçgeni olmak üzere, eğer her 

𝑥, 𝑦 ∈ ∆ ve her 𝑥̅, 𝑦̅ ∈ ∆̅ için 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ ‖𝑥̅ − 𝑦̅‖ 

eşitsizliği sağlanıyorsa, 𝑋’e genelleştirilmiş 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı denir. 
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Tanım 2.2.5: (𝑋, 𝑑) bir jeodezik metrik uzay olsun. 𝑋 deki her ∆ jeodezik üçgeni için 

∆̅, 𝑙𝑝 (𝑝 > 2) uzayında bir karşılaştırma üçgeni olmak üzere, her 𝑥, 𝑦 ∈ ∆ ve her 𝑥̅, 𝑦̅ ∈ ∆̅ 

için 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ ‖𝑥̅ − 𝑦̅‖ 

eşitsizliği sağlanıyorsa, 𝑋 e 𝐶𝐴𝑇𝑝(0) (𝑝 ≥ 2) uzayı denir. 

Bu bölümde bahsi geçen uzaylar arasındaki ilişki aşağıdaki tabloda gösterilmiştir. 

 

Şekil 2.4. CAT(0) uzayları ve diğer uzaylar arasındaki ilişki 

2.3. 𝑪𝑨𝑻(𝟎) Uzaylarında Sabit Nokta Teorisi 

Bu başlık altında sabit nokta teorisi ile ilgili bazı temel tanım ve teoremlere yer 

verilecektir. 
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Tanım 2.3.1: 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 herhangi bir dönüşüm olsun. Eğer 

𝑇𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇 dönüşümünün sabit noktası 

denir. 𝑇 dönüşümünün sabit noktalarının kümesi 𝐹(𝑇) veya 𝐹𝑖𝑥(𝑇) ile gösterilir. 

Örnek 2.3.2: 

i. 𝑋 = [0,1] olmak üzere 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇(𝑥) =
𝑥+1

2
 dönüşümünün sabit noktalar kümesi 

𝐹(𝑇) = {1} dir. 

ii. 𝑋 = ℝ olmak üzere 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 2 dönüşümünün sabit noktalar 

kümesi 𝐹(𝑇) = {1,2} dir. 

iii. 𝑋 = ℝ olmak üzere 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 1 dönüşümünün sabit noktalar 

kümesi 𝐹(𝑇) = ∅ dir. 

Tanım 2.3.3: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦) 

olacak şekilde bir 0 ≤ 𝑘 < 1 sabit sayısı varsa, 𝑇 dönüşümüne daraltan dönüşüm denir. 

Tanım 2.3.4: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝐿𝑑(𝑥, 𝑦) 

olacak şekilde bir 𝐿 > 0 sabit sayısı varsa, 𝑇 dönüşümüne Lipschitzian dönüşüm denir. 

Bu şartı sağlayan en küçük 𝐿 sayısına da Lipschitiz sabiti denir. 

Tanım 2.3.5: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 

𝑥 ≠ 𝑦 için, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) < 𝑑(𝑥, 𝑦) 
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ise 𝑇 dönüşümüne kesin daraltan dönüşüm denir. 

Tanım 2.3.6: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

ise 𝑇 dönüşümüne genişlemeyen dönüşüm denir. 

Yukarıdaki dönüşümlerin tanımları göz önüne alınarak bu dönüşümler arasında aşağıdaki 

bağıntı yazılabilir. 

𝑇˗daraltan ⟹ 𝑇˗kesin daraltan ⟹ 𝑇˗genişlemeyen ⟹ 𝑇˗Lipschitzian 

Tanım 2.3.7: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan alt küme ve 𝑇:𝐾 → 𝐾 bir 

dönüşüm olsun. 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) ve her 𝑥 ∈ 𝐾 için, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑝) ≤ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑝) 

ise 𝑇 dönüşümüne quasi-genişlemeyen dönüşüm denir (Petryshyn and Williamson 1973). 

Sabit noktalar kümesi boştan farklı her genişlemeyen dönüşüm bir quasi-genişlemeyen 

dönüşümdür. Fakat bu ifadenin tersi doğru değildir. Çünkü quasi-genişlemeyen 

dönüşümler sadece sabit noktalar kümesinde süreklidir. Diğer noktalarda sürekli olmak 

zorunda değildir. 

Sabit nokta kümesinin geometrik ve topolojik özellikleri metrik uzaylarda belirli türdeki 

genişlemeyen dönüşümler için incelenmiştir. W.A. Kirk (2003), 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında 

sabit nokta teorisini geliştirmiş ve sabit nokta kümeleri hakkında aşağıdaki teoremi 

ispatlamıştır. 
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Teorem 2.3.8: 𝑋 kümesi, tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının boştan farklı kapalı, sınırlı, konveks bir 

alt kümesi ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋 genişlemeyen bir dönüşüm ise 𝑓 dönüşümünün sabit noktalarının 

kümesi boştan farklı kapalı ve konvekstir. 

Sabit noktaların var olduğu durumda yukarıdaki teoremde verilen kapalı konveks sabit 

nokta kümeleri ve 𝐶𝐴𝑇(0) uzayları arasındaki bağıntı daha geniş bir genelleme için bazı 

yazarlar tarafından araştırılmıştır. 

Sabit noktalara ihtiyaç duyduğumuzdan dolayı 𝐹(𝑓) ≠ ∅ alacağız. 

Lemma 2.3.9: Quasi-genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktalarının kümesi her zaman 

kapalıdır (Chaoha and Phon-on 2006). 

İspat: 𝑓: (𝑋, 𝑑) → (𝑋, 𝑑) quasi-genişlemeyen bir dönüşüm ve (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 

noktasına yakınsayan bir dizi olsun. 𝜀 > 0 ne 𝑁 ∈ ℕ olduğunda 𝑑(𝑥, 𝑥𝑁) <
𝜀
2⁄  olur ve 

bundan dolayı 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑥𝑁) + 𝑑(𝑥𝑁 , 𝑓(𝑥)) ≤ 2𝑑(𝑥, 𝑥𝑁) < 𝜀 olur. 𝜀 keyfi 

olduğundan 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)) = 0 alınabilir. Bu da 𝑥 ∈ 𝐹(𝑓) olduğunu gösterir. Yani 𝐹(𝑓) 

kapalıdır. 

Lemma 2.3.10: (𝑋, 𝑑) bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 olsun. 

𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

ise 𝑧 ∈ [𝑥, 𝑦] olur (Chaoha and Phon-on 2006). 

İspat: ℝ2 de ∆(𝑥̅, 𝑦̅, 𝑧̅) üçgeni, ∆(𝑥, 𝑦, 𝑧) jeodezik üçgeninin bir karşılaştırma üçgeni ve 

𝑤 ∈ [𝑥, 𝑦] öyle ki 𝑑(𝑥, 𝑤) = 𝑑(𝑥, 𝑧) olsun. Bu varsayımla [𝑥̅, 𝑦̅] segmentinin arasında 𝑧̅ 

noktasını bulunduran düz bir çizgi olduğunu görmek kolaydır. Yani 𝑧̅ ∈ [𝑥̅, 𝑦̅] dir. Üstelik 

𝑑(𝑥, 𝑤) = 𝑑(𝑥, 𝑧) olduğundan dolayı 𝑑(𝑥̅, 𝑤̅) = 𝑑(𝑥̅, 𝑧̅) ve böylece 𝑧̅ = 𝑤̅ olur. 𝐶𝐴𝑇(0) 

eşitsizliğinden; 
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𝑑(𝑤, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑧̅, 𝑤̅) = 0 

olup, 𝑧 = 𝑤 ∈ [𝑥, 𝑦] elde edilir. 

Teorem 2.3.11: (𝑋, 𝑑) 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının boştan farklı konveks bir alt kümesi ve 𝑓: 𝑋 →

𝑋 quasi-genişlemeyen dönüşüm olsun. 𝐹(𝑓) kapalı, konveks ve böylece büzülebilirdir 

(Chaoha and Phon-on 2006). 

İspat: (𝑋, 𝑑) bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının boştan farklı konveks bir alt kümesi olduğundan (𝑋, 𝑑) 

bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayıdır. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹(𝑓) ve 𝑧 ∈ [𝑥, 𝑦] olsun. 𝑓 dönüşümü quasi-genişlemeyen 

olduğundan dolayı 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑧)) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) ve 𝑑(𝑦, 𝑓(𝑧)) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑧) olur. Dolayısıyla; 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑧)) + 𝑑(𝑦, 𝑓(𝑧)) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑦, 𝑧) = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikten dolayı 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑧)) + 𝑑(𝑦, 𝑓(𝑧)) = 𝑑(𝑥, 𝑦) olur. 

Buradan 𝑑(𝑥, 𝑧) = 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑧)) ve 𝑑(𝑦, 𝑧) = 𝑑(𝑦, 𝑓(𝑧)) olduğunu görmek zor değildir. 

Eğer 𝑑(𝑥, 𝑧) < 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑧)) veya 𝑑(𝑦, 𝑧) < 𝑑(𝑦, 𝑓(𝑧)) ise; 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑧)) + 𝑑(𝑦, 𝑓(𝑧)) < 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑦, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

olur ki bu bir çelişkidir. Teorem 2.3.11 den dolayı 𝑓(𝑧) ∈ [𝑥, 𝑦] ve böylece 𝑧 = 𝑓(𝑧) olur 

çünkü sadece 𝑧, [𝑥, 𝑦] segmentinin bir elemanı ise 𝑑(𝑥, 𝑧) = 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑧)) eşitliği sağlanır. 

Buradan [𝑥, 𝑦] ⊆ 𝐹(𝑓) yani 𝐹(𝑓) konveks ve dolayısıyla büzülebilirdir. 

Teorem 2.3.12: (𝑋, 𝑑) 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı 𝐴 ⊂ 𝑋 boş olmayan bir alt küme olsun. 𝐹(𝑓) = 𝐴̅ 

olacak şekilde sürekli bir 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü vardır (Chaoha and Phon-on 2006). 

İspat: Her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 𝑘𝑥 =
𝑑(𝑥,𝐴)

1+𝑑(𝑥,𝐴)
∈ [0,1] olsun. İlk olarak her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için; 
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|𝑘𝑥 − 𝑘𝑦| = |
𝑑(𝑥, 𝐴)

1 + 𝑑(𝑥, 𝐴)
−

𝑑(𝑦, 𝐴)

1 + 𝑑(𝑦, 𝐴)
| 

= |1 −
1

1 + 𝑑(𝑥, 𝐴)
− 1 +

1

1 + 𝑑(𝑦, 𝐴)
| 

= |
1

1 + 𝑑(𝑦, 𝐴)
−

1

1 + 𝑑(𝑥, 𝐴)
| 

= |
𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴)

(1 + 𝑑(𝑦, 𝐴))(1 + 𝑑(𝑥, 𝐴))
| 

≤ |𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| 

olur. Şimdi sabit bir 𝑥0 ∈ 𝐴 ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋, 𝑓(𝑥) = (1 − 𝑘𝑥)𝑥 ⊕ 𝑘𝑥𝑥0 dönüşümünü 

tanımlayalım.𝑓 dönüşümünün sürekli olduğunu göstereceğiz. 𝑥 ∈ 𝑋, 𝜀 > 0 ve 𝛿 =

ℰ

𝑑(𝑥,𝑥0)+1
> 0 alalım. 𝑦 ∈ 𝐵𝑑(𝑥, 𝛿) için; 

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) = 𝑑 ((1 − 𝑘𝑥)𝑥 ⊕ 𝑘𝑥𝑥0, (1 − 𝑘𝑦)𝑦 ⊕ 𝑘𝑦𝑥0)

≤ 𝑑 ((1 − 𝑘𝑥)𝑥 ⊕ 𝑘𝑥𝑥0, (1 − 𝑘𝑦)𝑥 ⊕ 𝑘𝑦𝑥0)

+ 𝑑 ((1 − 𝑘𝑦)𝑥 ⊕ 𝑘𝑦𝑥0, (1 − 𝑘𝑦)𝑦 ⊕ 𝑘𝑦𝑥0) 

≤ |𝑘𝑥 − 𝑘𝑦|𝑑(𝑥, 𝑥0) + 𝑑(𝑥, 𝑦) 

≤ |𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|𝑑(𝑥, 𝑥0) + 𝑑(𝑥, 𝑦) 

≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)(𝑑(𝑥, 𝑥0) + 1) 

< 𝛿(𝑑(𝑥, 𝑥0) + 1) 

= 𝜀 

elde edilir. Sonuç olarak 

𝑓(𝑥) = 𝑥 ⇔ (1 − 𝑘𝑥)𝑥 ⊕ 𝑘𝑥𝑥0 = 𝑥 ⇔ 𝑘𝑥 = 0 

⇔
𝑑(𝑥, 𝐴)

1 + 𝑑(𝑥, 𝐴)
= 0 ⇔ 𝑑(𝑥, 𝐴) = 0 ⇔ 𝑥 ∈ 𝐴̅ 

olduğunu görmek kolaydır. Böylece 𝐹(𝑓) ∈ 𝐴̅ olur. 
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Sonuç 2.3.13: (𝑋, 𝑑) bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı 𝐾 ⊂ 𝑋 boş olmayan kapalı bir alt küme olsun. 

Sabit noktalarının kümesi 𝐾 olan sürekli bir 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dönüşüm kesinlikle vardır (Chaoha 

and Phon-on, 2006). 

Örnek 2.3.14: 𝐾 = {0,1, 1 2⁄ , 1 3⁄ , 1 4⁄ ,… } kümesi 𝑋 = [0,1] in boştan farklı kapalı bir 

alt kümesi ve 𝑥0 = 0 olsun. Teorem 2.3.12 yi sağlayan dönüşümü her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓: 𝑋 →

𝑋, 𝑓(𝑥) =
𝑥

1+𝑑(𝑥,𝐾)
 şeklinde tanımlayalım. 𝑓0(0) = 0 ve 𝑛 ∈ ℕ için 𝑓𝑛: [

1

𝑛+1
,
1

𝑛
] →

[
1

𝑛+1
,
1

𝑛
] dönüşümü, 

𝑓𝑛(𝑥) =

{
 
 

 
 

𝑥

1 +
1
𝑛 − 𝑥

       ,
2𝑛 + 1

2𝑛(𝑛 + 1)
≤ 𝑥 ≤

1

𝑛

𝑥

1 −
1

𝑛 + 1 + 𝑥
,

1

𝑛 + 1
≤ 𝑥 ≤

2𝑛 + 1

2𝑛(𝑛 + 1)

 

şeklinde verilsin. 𝑓 = ⋃ 𝑓𝑛
∞
𝑛=0  dönüşümünün sürekli olduğu açıktır. Böylece 

𝐹( 𝑓0(0)) = {0} ve 𝐹( 𝑓𝑛(0)) = {
1

𝑛+1
,
1

𝑛
} olur. Bu da 𝐹(𝑓) = ⋃ 𝐹(𝑓𝑛)

∞
𝑛=0 = 𝐾 olduğunu 

gösterir (Chaoha and Phon-on 2006). 

Burada bazı genel notasyonlar verilecektir. 𝑆 kümesi tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının bir alt kümesi 

olsun. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 için 𝑥 ve 𝑦’yi birleştiren tek bir [𝑥, 𝑦] ⊂ 𝑋 jeodeziği vardır. 𝐺1(𝑆) ile 

𝑋’teki tüm jeodezik segmentlerinin 𝑆’nin uç noktaları ile birleştiği gösterilsin. Eğer 𝑆 

konveks ise 𝐺1(𝑆) = 𝑆 dir. 𝐶𝐴𝑇(0) eşitsizliği 𝑟𝑎𝑑(𝐺1(𝑆)) = 𝑟𝑎𝑑(𝑆) olmasının sağlar. 

𝑛 ≥ 2 için 𝐺𝑛(𝑆) = 𝐺1(𝐺𝑛−1(𝑆)) olarak tanımlanır. 𝑆 nin konveks örtüsü 

𝑐𝑜𝑛𝑣𝑆 =⋃𝐺𝑛(𝑆)

∞

𝑛=1
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olarak tanımlanır ve kapanış kümesi 𝑐𝑜𝑛𝑣̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑆 ile gösterilir. Buradan yola çıkarak her kapalı 

𝑆 ⊂ 𝑋 kümesi için 𝑟𝑎𝑑(𝑐𝑜𝑛𝑣̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑆) = 𝑟𝑎𝑑(𝑆) sonucu elde edilir. 

Genişlemeyen dönüşümlerin sabit nokta teoremlerinden biri de F. Browder’in 1968 

yılında ispatladığı yarı-kapalılık teoremidir. Bu teorem şu şekilde ifade edilmiştir; 𝑋 

Banach uzayının kapalı ve konveks bir alt kümesi 𝐾 olsun. Eğer 𝑓: 𝐾 → 𝑋 genişlemeyen 

bir dönüşüm ise 𝐼 − 𝑓, 𝐾 da demiclosed dir. Yani eğer {(𝐼 − 𝑓)(𝑢𝑗)}, 𝑤 ∈ 𝐾 noktasına 

kuvvetli yakınsak ise (𝐼 − 𝑓)(𝑢) = 𝑤 olur. Bu teoremin önemli bir sonucu da 

inf{‖𝑥 − 𝑓(𝑥)‖: 𝑥 ∈ 𝐾} = 0 ise 𝑓 dönüşümü 𝐾 kümesinde bir sabit noktaya sahiptir ve 

𝐾 kümesi sınırlıdır. Zayıf bir topoloji bulunmadığında bu teoremin bir benzeri tam 

𝐶𝐴𝑇(0) uzayında bile ifade edilemez. Sonuçlar ancak böyle bir ortamda formüle 

edilebilir ve gerçekten de doğrudur. 

𝑋 bir metrik uzay, 𝐾 ⊂ 𝑋 ve 𝑓: 𝐾 → 𝐾 bir fonksiyon olsun. 𝜀 > 0 için 𝑓 nin 𝜀 −sabit 

nokta kümesi 

𝐹𝜀(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝐾: 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝜀} 

olarak tanımlanır. 

Lemma 2.3.15: 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 sabit noktalar 𝑑(𝑥, 𝑦) = 2𝑟 ve 𝑚 noktası 

[𝑥, 𝑦] jeodezik segmentinin orta noktası olsun. Eğrer 𝑑(𝑚′, 𝑥) ≤ 𝑟(1 + 𝜀) ve 𝑑(𝑚′, 𝑦) ≤

𝑟(1 + 𝜀) olacak şekilde bir 𝑚′ noktası varsa 𝑑(𝑚,𝑚′) ≤ 𝑟√𝜀2 + 2𝜀 olur (Bridson and 

Haelfliger 1999). 

Lemma 2.3.16: 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝐾 ⊂ 𝑋 sınırlı bir küme olsun. 𝑓: 𝐾 → 𝐾 

genişlemeyen bir dönüşüm ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹𝜀(𝑓) için 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑟 olduğunu varsayalım. 𝑚 ∈

[𝑥, 𝑦] ∩ 𝐾 olsun. 𝑓(𝑚) ∈ 𝐹𝜙(𝜀)(𝑓) ve 𝜙(𝜀) = √𝜀2 + 2𝑟𝜀 olur (Bridson and Haelfliger 

1999). 
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İspat: 𝑚, [𝑥, 𝑦] nin bir noktası 𝑚 ile 𝑥 arası mesafe 𝛼𝑟 olsun. 𝑚 ∈ 𝐾 olduğunu 

varsayalım. Eğer 𝑚′ = 𝑓(𝑚) ise 

𝑑(𝑥,𝑚′) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)) + 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑚)) 

≤ 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)) + 𝑑(𝑥,𝑚) ≤ 𝜀 + 𝛼𝑟 

dir. Benzer şekilde 𝑑(𝑦,𝑚) ≤ 𝜀 + (1 − 𝛼)𝑟 olur. ∠𝑚(𝑚′𝑥) ve ∠𝑚(𝑚
′, 𝑦) açılarından en 

az biri 𝜋 2⁄  den büyük veya eşit olur. Eğer ∠𝑚(𝑚
′, 𝑥) ≥ 𝜋

2⁄  ise karşılaştırma üçgeni 

∆̅(𝑚,𝑚′, 𝑥) ve 𝑚̅, 𝜋 2⁄  den büyük veya eşit bir açı olsun. Kosinüs teoremi ile 

(𝜀 + 𝛼𝑟)2 ≥ 𝑑(𝑥,𝑚′)2 ≥ (𝛼𝑟)2 + 𝑑(𝑚,𝑚′)2 

dir. Eğer ∠𝑚(𝑚
′, 𝑦) ≥ 𝜋

2⁄  ise 

(𝜀 + (1 − 𝛼𝑟))
2
≥ 𝑑(𝑦,𝑚′)2 ≥ ((1 − 𝛼)𝑟)

2
+ 𝑑(𝑚,𝑚′)2 

olur. Bu nedenle 

𝑑(𝑚, 𝑓(𝑚))
2
= 𝑑(𝑚,𝑚′)2 

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝜀2 + 2𝛼𝑟𝜀, 𝜀2 + 2(1 − 𝛼)𝑟𝜀} 

≤ 𝜀2 + 2𝑟𝜀 

bulunur. 

Teorem 2.3.17: 𝑋 bir tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝐾 ⊂ 𝑋 kapalı, konveks ve sınırlı bir alt küme 

olsun. Kabul edelim ki 𝑓: 𝐾 → 𝐾 genişlmeyen bir dönüşüm için 

inf{𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)): 𝑥 ∈ 𝐾} = 0 
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dir. Bu durumda 𝑓 dönüşümü 𝐾 da bir sabit noktaya sahiptir (Kirk and Shahzad 2000). 

İspat: 𝑥0 ∈ 𝑋 sabit ve 

𝑟0 = inf{𝑟 > 0: inf{𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)): 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0; 𝑟) ∩ 𝐾} = 0} 

olsun. Eğer 𝑟0 < 0 ve 𝑟0 = 0 ise 𝑥0 ∈ 𝐾 için 𝑓(𝑥0) = 𝑥0 olduğu açıktır. 𝑟0 > 0 olduğunu 

varsayalım. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)) → 0, 𝑑(𝑥0, 𝑥𝑛) → 𝑟 olacak şekilde bir {𝑥𝑛} ⊂ 𝐾 dizisi alalım. 

{𝑥𝑛} dizisinin herhangi yakınsak alt dizileri 𝑓 nin bir sabit noktasına yakınsayan {𝑢𝑗} ve 

{𝑣𝑗} olarak alınırsa 𝑑(𝑢𝑗 , 𝑣𝑗) ≥ 𝜀 olur. Buradan 

𝑑(𝑥0, 𝑢𝑗) < 𝑟0 +
1

𝑗
 ve 𝑑(𝑥0, 𝑣𝑗) < 𝑟0 +

1

𝑗
 

elde edilir. 𝑚𝑗, [𝑢𝑗 , 𝑣𝑗] jeodezik segmentinin orta noktası, 𝑚̅𝑗 noktası 𝑚𝑗 noktasına 

karşılık gelen nokta ve Δ(𝑥̅0, 𝑢̅𝑗 , 𝑣̅𝑗) karşılaştırma üçgeni olsun. 𝐶𝐴𝑇(0) eşitsizliğinden, 

𝑑(𝑥0, 𝑚𝑗) ≤ 𝑑(𝑥̅0, 𝑚̅𝑗) ≤ √(𝑟0 +
1

𝑗
)
2

+ (
𝜀

2
)
2

 

olur. 𝑗 yeterince büyük alındığında 𝑑(𝑥0, 𝑚𝑗) ≤ 𝑟∗ < 𝑟0 olduğu açıktır. Diğer taraftan 

Lemma 2.3.16’dan dolayı 𝑗 → ∞ için 𝑑 (𝑚𝑗 , 𝑓(𝑚𝑗)) → 0 olur. Bu ise 𝑟0 > 0 olması ile 

çelişir. 

Aynı ispat aşağıdaki sonucu da verir. 

Teorem 2.3.18: 𝑋 bir tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝑈 ⊂ 𝑋 bağlantılı, sınırlı ve açık bir küme olsun. 

𝑓: 𝑈̅ → 𝑋 genişlemeyen bir dönüşüm ise; 
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a) 𝑓 nin 𝑈 da bir sabit noktası vardır. 

b) inf{𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)): 𝑥 ∈ 𝜕𝑈} ≤ inf{(𝑥, 𝑓(𝑥)): 𝑥 ∈ 𝑈} dur (Kirk and Shahzad 2000).  

İspat: 𝑧 ∈ 𝑈 için, 

𝑑(𝑧, 𝑓(𝑧)) < 𝜉 ≔ inf{𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)): 𝑥 ∈ 𝜕𝑈} 

olduğunu varsayalım. Eğer 𝑚 ∈ [𝑧, 𝑓(𝑧)] ∩ 𝑈 ise 

𝑑(𝑚, 𝑓(𝑚)) ≤ 𝑑(𝑚, 𝑓(𝑧)) + 𝑑(𝑓(𝑧), 𝑓(𝑚)) 

≤ 𝑑(𝑚, 𝑓(𝑧)) + 𝑑(𝑧,𝑚) 

≤ 𝑑(𝑧, 𝑓(𝑧)) 

elde edilir. Bu [𝑧, 𝑓(𝑧)] segmentinin sadece 𝑈 da değil 𝜕𝑈 da sınırlandığını ispatlar. Eğer 

𝑔:𝑈 → 𝑋 dönüşümünde 𝑔(𝑥)’i [𝑥, 𝑓(𝑥)] jeodezik segmentinin orta noktası olarak 

tanımlarsak {𝑔(𝑥)}, 𝑈’da yer alır. Ayrıca Goebel ve Kirk’in 1990 yılında ispatladığı 

Teorem 3 den dolayı 𝑑(𝑔𝑛(𝑧), 𝑔𝑛+1(𝑧)) → 𝜀 olur. Böylece inf{𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)): 𝑥 ∈ 𝑈} = 0 

dır. Eğer 𝜀 > 0 iken √𝜀2 + 2𝑟𝜀 ≤ 𝛿 < 𝜉 oluğunda 𝑟 = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑈) olur ve eğer 𝑚 ∈

[𝑢, 𝑣] ∩ 𝑈 olduğunda 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹𝜀(𝑓) için 𝑑(𝑚, 𝑓(𝑚)) ≤ 𝛿 olur. Böylece [𝑢, 𝑣] ∩ 𝜕𝑈 = ∅ 

olur ve 𝑚𝑘, 𝑈 nun içindedir. 

Yaklaşık sabit nokta özelliğini göz önüne alalım. Metrik uzayın bir alt kümesinin 

genişlemeyen dönüşümler için yaklaşık sabit nokta özelliği vardır. Eğer herhangi bir 

genişlemeyen 𝑓: 𝐾 → 𝐾 dönüşümü verilirse, inf {𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)): 𝑥 ∈ 𝐾} = 0 olur. Bu 

tanımlamayı karakterize etmek için daha fazla tanıma ihtiyacımız vardır. 

Tanım 2.3.19: 𝑋 bir metrik uzay ve 𝛾: [0,∞) → 𝑋 eğrisi verilsin. Eğer 𝑏 ≥ 0 olduğunda 

𝑡 ≥ 𝑠 ≥ 0 için 
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𝑡 − 𝑠 − 𝑏 ≤ 𝑑(𝛾(𝑠), 𝛾(𝑡)) ≤ 𝑡 − 𝑠 

oluyorsa 𝛾 eğrisine yönlü eğri denir. 𝑋 in bir alt kümesi yönlü bir eğri içermiyorsa 𝑋 e 

yönlendirilmiş sınırlıdır denir. 

Tanım 2.3.20: Bir 𝑋 jeodezik metrik uzay her 𝑐: [𝑎, 𝑏] → 𝑋 lokal jeodezik, 𝑎 ≠ 𝑏, 𝜀 > 0 

ve  𝑐′: [𝑎, 𝑏 + 𝜀] → 𝑋 için 𝑐′|[𝑎,𝑏] = 𝑐 ise 𝑐 jeodezik uzantı özelliğine sahiptir denir. 

Lemma 2.3.21: Bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı 𝑋 in jeodezik uzantı özelliğine sahip olması için gerek 

ve yeter şart her sabit olmayan 𝑐: [𝑎, 𝑏] → 𝑋 jeodeziği için 𝑐:ℝ → 𝑋 şeklinde 

genişletilebilir olmasıdır (Bridson and Haelfliger 1999). 

Tam bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı sonlu boyutlu homomorfik bir manifold için her zaman jeodezik 

uzantı özelliğine sahiptir. 

1983 yılında Reich, bir yansımalı Banach uzayının yaklaşık sabit nokta özelliğine sahip 

olması için gerek ve yeter şart uzayın yönlendirilmiş sınırlı olması gerektiğini belirtmiştir. 

Benzer şekilde 1990 yılında Shafrir, tam hiperbolik metrik uzayın (genişlemeyen 

dönüşümler için) yaklaşık sabit nokta özelliğine sahip olması için gerek ve yeter şart 

olarak onun yönlendirilmiş sınırlı olması gerektiğini ispatlamıştır. Bunun sonucu olarak 

tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının kapalı, konveks bir alt kümesinin jeodezik uzantı özelliği ile 

yaklaşık sabit nokta özelliğine sahip olması için gerek ve yeter şart yönlendirilmiş sınırlı 

olmasıdır. 

Teorem 2.3.22: Jeodezik uzantı özelliğine sahip tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının kapalı konveks 

bir alt kümesinin genişlemeyen dönüşümlere göre yaklaşık sabit nokta özelliğine sahip 

olması için gerek ve yeter şart jeodezik ışın içermemesidir (Kirk and Shahzad 2000). 

İspat: Shafrir’in sonucu göz önünde bulundurularak sadece tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı 𝑋 de 

kapalı konveks bir kümenin jeodezik olarak sınırlanması durumunda yönlendirilmiş 
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sınırlı olduğunu göstermek yeterlidir. 𝐾 nın 𝑋 de kapalı konveks bir küme olduğunu ve 

𝐾 da yönlendirilmiş bir eğrinin 𝛾 olduğunu varsayalım. 𝐾 nın bir jeodezik ışın içerdiğini 

göstermeliyiz. 

𝑥𝑛 = 𝛾(𝑛), 𝑛 = 0,1,2,3, … ve 𝜌 > 𝑏 keyfi bir karşılaştırma, 𝑏, 𝛾 ile ilişkili yön sabiti 

olsun. Her bir 𝑛 ≥ 𝜌 için, 𝜌 mesafesi ile 𝑥0 için 𝑦𝑛, [𝑥0, 𝑥𝑛] jeodezik segmentinde bir 

nokta olsun. Şimdi 𝑚 > 𝑛 ≥ 𝜌 olduğunu varsayalım. 𝛼𝑛,𝑚 ve ℝ2 de bir karşılaştırma 

açısı ∠̅𝑥̅0(𝑥̅𝑛, 𝑥̅𝑚) olsun. Kosinüs teoremi ile 

cos(𝛼𝑛,𝑚) =
𝑑(𝑥0, 𝑥𝑛)

2 + 𝑑(𝑥0, 𝑥𝑚)
2 − 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)

2

2𝑑(𝑥0, 𝑥𝑛)𝑑(𝑥0, 𝑥𝑚)
 

ve 

𝑛 − 𝑏 ≤ 𝑑(𝑥0, 𝑥𝑛) ≤ 𝑛 

𝑚 − 𝑏 ≤ 𝑑(𝑥0, 𝑥𝑚) ≤ 𝑚 

𝑚 − 𝑛 ≥ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) 

eşitsizliklerini kullanırsak; 

cos(𝛼𝑛,𝑚) ≥
(𝑛 − 𝑏)2 + (𝑚 − 𝑏)2 − (𝑚 − 𝑛)2

2𝑛𝑚
 

=
𝑛

2𝑚
[
(𝑛 − 𝑏)2

𝑛2
] +

𝑚

2𝑛
[
(𝑚 − 𝑏)2

𝑚2
] −

(𝑚 − 𝑛)2

2𝑚𝑛
 

=
𝑛

2𝑚
+
𝑚

2𝑛
−
(𝑚 − 𝑛)2

2𝑚𝑛
−
𝑏

𝑛
−
𝑏

𝑚
+
𝑏2

𝑛𝑚
 

= 1 − 𝑏 (
1

𝑛
+
1

𝑚
−

𝑏

𝑛𝑚
) 

olur. Böylece 𝑛,𝑚 → ∞ için cos(𝛼𝑛,𝑚) → 1 elde edilir. Bundan dolayı 𝛼𝑛,𝑚 → 0 olur. 

Eğer 𝑦̅𝑛, 𝑦̅𝑚 noktaları ∆(𝑥̅0, 𝑥̅𝑛, 𝑥̅𝑚) karşılaştırma üçgeninde birer nokta ise 𝑦̅𝑛, 𝑦̅𝑚 
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noktalarına karşılık gelen 𝐶𝐴𝑇(0) eşitsizliği 𝑑(𝑦𝑛, 𝑦𝑚) ≤ 𝑑(𝑦̅𝑛, 𝑦̅𝑚) dir. Aslında {𝑦̅𝑛} 

dizisi 𝑛,𝑚 → ∞ için 𝛼𝑛,𝑚 → 0 olmasını sağlar. Böylece {𝑦𝑛} dizisi Cauchy dizisi olur. 

𝜌 > 𝑏 rastgele olduğu için {[𝑥0, 𝑥𝑛]} dizisi başlangıç noktası 𝑥0 olan ışınlara yakınsar. 

Tanım 2.3.23: 𝑋 bir topolojik uzay olsun. 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü sürekli ve sabit noktaya 

sahipse 𝑇 dönüşümüne sabit nokta özelliğine sahiptir denir (Agarwal et al. 2001). 

Ray 1980 yılında, Hilbert uzayının boş olmayan kapalı ve konveks alt kümelerinde 

tanımlanan genişlemeyen dönüşümlerin sabit nokta özelliğine sahip olması için gerek ve 

yeter şart onun sınırlı olması gerektiğini ispatlamıştır. Bu bağlamda “Bir tam 𝐶𝐴𝑇(0) 

uzayının kapalı ve konveks alt kümesinin sabit nokta özelliğine sahip olması için gerek 

ve yeter şart sınırlı olmasıdır.” tahminini yapmak cazip gelebilir. Bu tahmin doğrudur. 

Espinola ve Kirk 2006 yılında “ℝ˗tree uzayın kapalı konveks bir alt kümesinin 

genişlemeyen dönüşümler üzerinde sabit nokta özelliğini sağlaması için gerek ve yeter 

şart jeodezik olarak sınırlı olmasıdır.” teoremini ispatlamışlardır. Ray’ın teoremini 

sağlayan bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı sınıfının olup olmadığı sorusuna aşağıdaki kavramın tanımıyla 

olumlu bir cevap verilebilir. 

Tanım 2.3.24 (U şartı): (𝑋, 𝑑) bir sınırsız jeodezik uzay olsun. Herhangi bir kapalı 

konveks 𝑌 ⊂ 𝑋 kümesi 𝑋 kümesinin sınırsız özelliğine sahiptir. Ya 𝑌 kümesi jeodezik 

olarak sınırsızdır ya da her kapalı konveks sınırsız 𝐾 ⊂ 𝑌 kümesi ve 𝑥 ∈ 𝐾 için 𝐾 

kümesinin kapalı konveks sınırsız bir 𝐾1 alt kümesi vardır. Öyle ki; 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝐾1) ∶= inf{𝑑(𝑥, 𝑦): 𝑦 ∈ 𝐾1} ≥ 1 

olur (Espinola and Piatek 2013). 

Espinola and Piatek’in önemli sonuçlarından biri de (𝑋, 𝑑) uzayı U şartını sağlayan bir 

𝐶𝐴𝑇(0) uzayı ise 𝑋 in kapalı konveks bir 𝑌 alt kümesinin genişlemeyen dönüşümler 

üzerinde sabit nokta özelliğine sahip olması için gerek ve yeter şart sınırlı olmasıdır. 
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Ayrıca Espinola ve Piatek bir yansımalı Banach uzayının U şatını sağladığını 

göstermişlerdir. 

Şimdi 𝐶𝐴𝑇(0) uzayında genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktalarına yaklaşmak için bir 

yöntem vereceğiz. 𝐾 kümesi 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının kapalı, konveks, sınırlı bir alt kümesi ve 

𝑓: 𝐾 → 𝐾 bir genişlemeyen dönüşüm olsun. 𝑥0 ∈ 𝐾 sabit ve 𝑡 ∈ (0,1) için 𝑓𝑡: 𝐾 → 𝐾 

dönüşümü tanımlansın. 𝑥0 noktasının [𝑥0, 𝑓(𝑢)]’ya olan uzaklığı 𝑡𝑑(𝑥0, 𝑓(𝑢)) olsun. 

Sonra metrik konveksliği ile 

𝑑(𝑓𝑡(𝑢), 𝑓𝑡(𝑣)) ≤ 𝑡𝑑(𝑢, 𝑣) 

olur. Yani 𝑓𝑡 dönüşümü daraltandır. 𝐾 nın tamlığından dolayı Banach’ın daraltan 

dönüşüm teoremi tek bir 𝑥𝑡 noktasının olduğunu garanti eder. Öyle ki; 

𝑥𝑡 ∈ [𝑥0, 𝑓(𝑥𝑡)] ve 𝑑(𝑥0, 𝑥𝑡) = 𝑡𝑑(𝑥0, 𝑓(𝑥𝑡)) 

dir.  

Teorem 2.3.25: 𝐾 kümesi tam bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının kapalı konveks ve sınırlı alt kümesi, 

𝑓: 𝐾 → 𝐾 genişlemeyen bir dönüşüm, 𝑥0 ∈ 𝐾 sabit bir nokta ve 𝑥𝑡 ∈ [𝑥0, 𝑓(𝑥𝑡)] ve 

𝑑(𝑥0, 𝑥𝑡) = 𝑡𝑑(𝑥0, 𝑓(𝑥𝑡)) olsun. Bu durumda lim
𝑡→1−

𝑥𝑡, 𝑓 nin sabit noktasına yakınsar 

(Kirk and Shahzad 2000). 

İspat: 0 < 𝑗 < 𝑙 ≤ 1 için ℝ2 de ∆ (𝑥0, 𝑓(𝑥𝑗), 𝑓(𝑥𝑙)) üçgeninin karşılaştırma üçgeni 

∆ (𝑥̅0, 𝑓(̅𝑥𝑗), 𝑓(̅𝑥𝑙)) olsun. Kolaylık sağlamak için 𝑥̅0 başlangıç noktası olsun. 𝐶𝐴𝑇(0) 

eşitsizliği göz önüne alınırsa; 

‖𝑓(̅𝑥𝑗) − 𝑓(̅𝑥𝑙)‖ = 𝑑 (𝑓(𝑥𝑗), 𝑓(𝑥𝑙)) ≤ 𝑑(𝑥𝑗 , 𝑥𝑙) 
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≤ ‖𝑥̅𝑗 − 𝑥̅𝑙‖ 

= ‖𝑗−1𝑓(̅𝑥𝑙) − 𝑙
−1𝑓(̅𝑥𝑗)‖ 

olur. Özellikle 𝑥̅𝑗 = 𝑗𝑓(̅𝑥𝑗) ve 𝑥̅𝑙 = 𝑙𝑓(̅𝑥𝑙) dir. 𝑑 = 𝑥̅𝑙 − 𝑥̅𝑗 verilsin. Buradan 

〈𝑙−1(𝑥̅𝑗 + 𝑑) − 𝑗
−1𝑥̅𝑗, 𝑙

−1(𝑥̅𝑗 + 𝑑) − 𝑗
−1𝑥̅𝑗〉 = ‖𝑙

−1(𝑥̅𝑗 + 𝑑) − 𝑗
−1𝑥̅𝑗‖

2
 

= ‖𝑙−1𝑥̅𝑙 − 𝑗
−1𝑥̅𝑗‖

2
 

= ‖𝑓(̅𝑥𝑙) − 𝑓(̅𝑥𝑗)‖ 

≤ ‖𝑑‖ 

elde edilir. Böylece 

(𝑙−1 − 𝑗−1)2‖𝑥̅𝑗‖
2
+ (𝑙−1)2‖𝑑‖2 + 2〈(𝑙−1 − 𝑗−1)𝑙−1𝑥̅𝑗 , 𝑑〉 ≤ ‖𝑑‖2 

olup 

(𝑙−1 − 𝑗−1)2‖𝑥̅𝑗‖
2
+ (𝑙−2 − 1)‖𝑑‖2 ≤ 2(𝑗−1 − 𝑙−1)𝑙−1〈𝑥̅𝑗 , 𝑑〉 

yazılır. Özellikle 〈𝑥̅𝑗 , 𝑑〉 ≥ 0 dır. Burada 

‖𝑥̅𝑙‖
2 = 〈𝑥̅𝑗 + 𝑑, 𝑥̅𝑗 + 𝑑〉 = ‖𝑥̅𝑗‖

2
+ ‖𝑑‖2 + 2〈𝑥̅𝑗 , 𝑑〉 

eşitliğinden 

                                                   ‖𝑥̅𝑙‖
2 ≥ ‖𝑥̅𝑗‖

2
+ ‖𝑥̅𝑗 − 𝑥̅𝑙‖

2
  (2.1) 

elde edilir. 
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Şimdi {𝑘𝑖} dizisi 0 < 𝑘1 < 𝑘2 < ⋯ < 1 ve 𝑖 → ∞ için 𝑘𝑖 → 1 olacak şekilde bir dizi 

olsun. Böylece {‖𝑥̅𝑘𝑖‖
2
} dizisi monoton artan ve sınırlıdır. 𝑖, 𝑗 → ∞ için 

𝑑 (𝑥𝑘𝑖 , 𝑥𝑘𝑗)
2

≤ ‖𝑥̅𝑘𝑖 − 𝑥̅𝑘𝑗‖
2

≤ ‖𝑥̅𝑘𝑖‖
2
− ‖𝑥̅𝑘𝑗‖

2

→ 0 

olur. Böylece {𝑘𝑖} bir 𝑥∗ ∈ 𝐾 noktasına yakınsar. 

𝑑 (𝑥𝑘𝑖 , 𝑓(𝑥𝑘𝑖)) = (1 − 𝑘𝑖)𝑑 (𝑥0, 𝑓(𝑥𝑘𝑖)) 

ve süreklilikten dolayı 

𝑑(𝑥∗, 𝑓(𝑥∗)) = lim
𝑘𝑖→1

−
(1 − 𝑘𝑖)𝑑 (𝑥0, 𝑓(𝑥𝑘𝑖)) = 0 

olur. Böylece 𝑥∗ ∈ 𝐾 noktası 𝑓 dönüşümünün bir sabit noktası olur. Şimdi 𝑥∗ noktasının 

tekliğini göstermek için farklı bir 𝑝 sabit noktasının olduğunu kabul edelim. (2.1) 

denklemini kullanarak 

𝑑(𝑥0, 𝑝)
2 = ‖𝑝̅‖2 ≥ ‖𝑥̅𝑘𝑖‖

2
+ ‖𝑥̅𝑘𝑖 − 𝑝̅‖

2
 

≤ ‖𝑥̅𝑘𝑖‖
2
+ 𝑑(𝑥𝑘𝑖 , 𝑝)

2
 

= 𝑘𝑖
2𝑑(𝑥0, 𝑥𝑘𝑖)

2
+ 𝑑(𝑥𝑘𝑖 , 𝑝)

2
 

olur. 𝑘𝑖 → 1− için 

𝑑(𝑥0, 𝑝)
2 ≥ 𝑑(𝑥0, 𝑥

∗)2 + 𝑑( 𝑥∗, 𝑝)2 

olur. Bu 𝑥∗ noktasının tek bir sabit nokta olduğunu ispatlar. 
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Yukarıdaki Teoremin bir sonucu olarak herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐾 için 

lim
𝑥→1−

𝑥𝑡 = 𝑃𝑥 ∈ 𝐹(𝑓) 

dir. Burada 𝑃 fonksiyonu 𝑃:𝐾 → 𝐹(𝑓), 𝑥 ↦ 𝑃𝑥 şeklinde tanımlanan bir fonksiyondur. 

𝐶𝐴𝑇(0) uzayının en yakın nokta yansıması olduğundan tam konveks alt kümeleri 

genişlemeyendir. Dolayısıyla 𝑃 genişlemeyendir. 

Reich 1980 yılında Teorem 2.3.25 in Hilbert uzayları dışında Banach uzaylarında doğru 

olduğunu ispatlamıştır. 

Teorem 2.3.26: 𝑋 bir tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı 𝐾 ⊂ 𝑋, 𝑖𝑛𝑡𝐾 ≠ ∅ olsun. 𝑓, 𝑔: 𝐾 → 𝐾 daraltan 

dönüşümler, ℎ: [0,1] × 𝐾 → 𝑋 bir homotopi dönüşümü olduğunu varsayalım. Aşağıdaki 

şartlar sağlansın; 

a) ℎ(0,∙) = 𝑔, ℎ(1,∙) = 𝑓(∙), 

b) 𝑘 ∈ (0,1) bir sabit 𝑡 ∈ [0,1] için ℎ(𝑡,∙) genişlemeyendir, 

c) 𝜀 > 0 için 𝛿 > 0 olduğunda 𝑥 ∈ 𝐾 ve 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] için 

|𝑡 − 𝑠| < 𝛿 ⇒ 𝑑(ℎ(𝑡, 𝑥), ℎ(𝑠, 𝑥)) < 𝜀 

dur, 

d) 𝑥 ∈ 𝜕𝐾, 𝑡 ∈ [0,1] için 𝑥 ≠ ℎ(𝑡, 𝑥). 

𝑓’nin 𝐾’da sabit noktasının olması için gerek ve yeter şart 𝑔’nin 𝐾’da sabit noktaya sahip 

olmasıdır (Reich 1980). 
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İspat: 𝑔’nin sabit noktaya sahip olduğunu varsayalım ve 

𝐸 = {𝑡 ∈ [0,1]: 𝑥 = ℎ(𝑡, 𝑥), ∃𝑥 ∈ 𝐾} 

olsun. Bu teoremi ispatlamak için 𝐸’nin hem açık hem de kapalı olduğunu göstermeliyiz. 

Eğer 𝐸 açık değil ise 𝑡 ∈ 𝐸 ve {𝑡𝑛} ⊂ [0,1]\𝐸 olsun. Şimdi 𝑃: 𝑋 → 𝐾 dönüşümü 𝑋 

kümesinin elemanlarının en yakın noktaya izdüşümü olmak üzere ℎ̂(𝑡,∙): 𝑋 → 𝑋, 

ℎ̂(𝑡, 𝑥) = ℎ(𝑥, 𝑃(𝑥)) dönüşümü tanımlansın. ℎ̂(𝑡,∙) dönüşümü 𝑘 sabiti ile birlikte 

genişlemeyen bir dönüşümdür. Özellikle 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 için 𝑥𝑛 = ℎ̂(𝑡𝑛, 𝑥𝑛) dir. Böylece 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑑 (ℎ(𝑡𝑛, 𝑃(𝑥)), ℎ(𝑡, 𝑃(𝑥))) 

≤ 𝑑 (ℎ(𝑡𝑛, 𝑃(𝑥𝑛)), ℎ(𝑡, 𝑃(𝑥))) + 𝑑 (ℎ(𝑡𝑛, 𝑃(𝑥)), ℎ(𝑡, 𝑃(𝑥))) 

≤ 𝑘𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑 (ℎ(𝑡𝑛, 𝑃(𝑥)), ℎ(𝑡, 𝑃(𝑥))) 

olup 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑘) ≤ (1 − 𝑘)−1𝑑 (ℎ(𝑡𝑛, 𝑃(𝑥)), ℎ(𝑡, 𝑃(𝑥))) 

olur. (c)’den dolayı 𝑥𝑛 = ℎ(𝑡𝑛, 𝑃(𝑥)) → 𝑥 olmalıdır. Ancak {𝑥𝑛} 𝐾’da tanımlı ve 𝑥, 

𝐾’nın içindedir. Bu bir çelişkidir yani 𝐸 açıktır. Şimdi 𝐸’nin kapalı olduğunu gösterelim. 

𝑡𝑛 ⊂ 𝐸, 𝑡𝑛 → 𝑡 ∉ 𝐸 olduğunu varsayalım. Daha önceki kısımda verilen argümanlarla 

𝐾’daki {𝑥𝑛} dizisinin 𝑥𝑛 → 𝑥 olduğu görülür ve 𝑥, 𝐾’da tanımlıdır. 

Tanım 2.3.27: Sürekli 𝑓, 𝑔: 𝑋 → 𝑌 fonksiyonları verilsin. 

𝐹(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) 

𝐹(𝑥, 1) = 𝑔(𝑥) 
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şartlarını sağlayan sürekli 𝐹: 𝑋 × [0,1] → 𝑌 fonksiyonuna bir homotopi, 𝑓(𝑥) ve 𝑔(𝑥) 

fonksiyonlarına da homotopik fonksiyonlar denir (Mucuk 2010). 

Teorem 2.3.28: 𝑋 bir tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝐾 ⊂ 𝑋 kapalı, sınırlı ve konveks bir alt küme, 

𝑖𝑛𝑡𝐾 ≠ ∅ olsun. 𝑓: 𝐾 → 𝑋 genişlemeyen bir dönüşüm ve ℎ: [0,1] × 𝐾 → 𝐾 bir homotopi 

dönüşümü olduğunu varsayalım. Eğer; 

a) ℎ(0,∙) ın bir sabit noktası vardır, 

b) ℎ(1,∙) = 𝑓(∙), 

c) En az bir 𝜀 > 0 için 𝛿 > 0 olduğunda 𝑥 ∈ 𝐾 ve 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] için 

 

|𝑡 − 𝑠| < 𝛿 ⇒ 𝑑(ℎ(𝑡, 𝑥), ℎ(𝑠, 𝑥)) < 𝜀 

dur, 

d) 𝑥 ∈ 𝜕𝐾, 𝑡 ∈ [0,1] için 𝑥 ≠ ℎ(𝑡, 𝑥), 

sağlanıyorsa 𝑓 dönüşümünün 𝐾 kümesinde bir sabit noktası vardır (Kirk and Shahzad 

2000). 

İspat: {𝑡𝑛} ⊂ (0,1) ve 𝑡𝑛 → 1 olarak seçelim. Teorem 2.3.26 dan dolayı 𝑥𝑛 ∈ 𝐾 ve 𝑥𝑛 =

ℎ(𝑡𝑛, 𝑥𝑛) olur. Böylece 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)) = 𝑑(ℎ(𝑡𝑛, 𝑥𝑛), ℎ(1, 𝑥𝑛)) 

ve (c)’den  𝑑(𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)) = 0 dır. Dolayısıyla Teorem 2.3.17’nin ispatındaki benzer 

yöntem kullanılarak istenilen elde edilir. 

Sonuç 2.3.29: Düzenli değişen argümanlarla birlikte Teorem 2.3.17 ve 2.3.18’i düzgün 

konveks metrik uzaylar için ispatlamak mümkündür. Fakat Teorem 2.3.22-2.3.26 için 
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aynı şeyi söylemek mümkün değildir. Özellikle Teorem 2.3.25 ve Teorem 2.3.26’nın 

düzgün konveks Banach uzayı olup olmadığı bilinmiyor. Bir diğer yandan da belirttiğimiz 

gibi Teorem 2.3.22 herhangi bir yansımalı Banach uzayında geçerli, ancak yansımalı 

olmayan Banach uzayında geçerli değildir (Kirk and Shahzad 2000). 

Şimdi Leray-Schauder sınır koşulunu sağlayan bir teoremi vereceğiz. Bunun için 

Granas’ın aşağıdaki devam prensibini kullanacağız. 

Teorem 2.3.30: 𝑈 tanım kümesi (yani bağlantılı ve açık küme) 𝑋 tam metrik uzayının bir 

alt kümesi 𝑓, 𝑔: 𝑈̅ → 𝑋 genişlemeyen dönüşümler olsun. ℎ: 𝑈̅ × [0,1] → 𝑋 dönüşümü 

a) ℎ(∙ ,1) = 𝑓, ℎ(∙ ,0) = 𝑔, 

b) Her 𝑥 ∈ 𝜕𝑈 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 𝑥 ≠ ℎ(𝑡, 𝑥), 

c) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈̅ ve 𝑡 ∈ [0,1] için 𝑑(ℎ(𝑥, 𝑡), ℎ(𝑦, 𝑡)) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) olacak şekilde bir 𝑘 < 1 

sayısı vardır, 

d) Her 𝑥 ∈ 𝑈̅ ve 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] için 𝑑(ℎ(𝑥, 𝑡), ℎ(𝑥, 𝑠)) ≤ 𝛼|𝑠 − 𝑡| olacak şekilde bir 𝛼 ≥

0 sabiti vardır, 

şartlarını sağlasın. 𝑓 dönüşümünün bir sabit noktası olması için gerek ve yeter şart 𝑔 

fonksiyonunun sabit noktasının olmasıdır (Granas 1994). 

Lemma 2.3.31: {𝑧𝑛}, 𝐻 hilbert uzayının bir alt kümesi ve {𝑟𝑛} pozitif sayılardan oluşan 

bir sayı dizisi olsun. Kabul edelim ki; 

〈𝑧𝑛 − 𝑧𝑚, 𝑟𝑛𝑧𝑛 − 𝑟𝑚𝑧𝑚〉 ≤ 0,𝑚 = 1,2,3,… 

olsun. Eğer {𝑟𝑛} dizisi kesin azalan, {‖𝑧𝑛‖} artan ve sınırlı ise lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 limiti vardır 

(Crandall and Pazy 1969). 
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Teorem 2.3.32: 𝑋 bir tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝑈 ⊂ 𝑋 sınırlı, bağlantılı, açık bir küme, 𝑓: 𝑈̅ →

𝑋 genişlemeyen bir dönüşüm ve her 𝑥 ∈ 𝜕𝑈 için 𝑥 ∉ [𝑝, 𝑓(𝑥)] olacak şekilde bir 𝑝 ∈ 𝑈 

olsun. 𝑓 dönüşümü 𝑈̅ kümesinde bir sabit noktaya sahiptir (Kirk 2004). 

İspat: 𝑡 ∈ (0,1) ve 𝑢 ∈ 𝑈 için 𝑓𝑡(𝑢), [𝑝, (𝑓(𝑢))] segmentinin bir noktası ve 𝑝 için 

uzaklık 𝑡𝑑(𝑝, 𝑓(𝑢)) olsun. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 için ℝ2 de ∆(𝑝, 𝑥, 𝑦) üçgeninin karşılaştırma üçgeni 

∆̅= ∆(𝑝̅, 𝑥̅, 𝑦̅) olsun. 𝑓𝑡(𝑥) ve 𝑓𝑡(𝑦) noktlarının ∆̅ üçgeninde karşılık gelen karşılaştırma 

noktaları 𝑓𝑡̅(𝑥) ve 𝑓𝑡̅(𝑦) verilsin. 𝐶𝐴𝑇(0) eşitsizliğinden dolayı; 

𝑑(𝑓𝑡(𝑥), 𝑓𝑡(𝑦)) ≤ ‖𝑓𝑡̅(𝑥) − 𝑓𝑡̅(𝑦)‖ = 𝑡‖𝑥̅ − 𝑦̅‖ = 𝑡𝑑(𝑥, 𝑦) 

olur. Böylece 𝑓𝑡: 𝑈 → 𝑋 dönüşümü daraltan bir dönüşümdür. Dahası, eğer 𝐵(𝑝; 𝑟) ⊂ 𝑈 

ve yerince küçük bir 𝑡 için 𝑓𝑡: 𝑈 → 𝐵(𝑝; 𝑟) dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir. Şimdi 

𝜆 ∈ (0,1) alalım. Teorem 2.3.30’u uygularsak 𝑓𝜆 sabit noktaya sahiptir. ℎ: 𝑈̅ × [0,1] →

𝑋, ℎ(𝑥, 𝑡) = 𝑓𝜆𝑡(𝑥) olacak şekilde homotopy dönüşümünü tanımlayalım. ℎ(∙ ,1) = 𝑓𝜆 ve 

ℎ(∙ ,0) bir sabit dönüşüm olmak üzere, bazı 𝑥 ∈ 𝜕𝑈 ve 𝑡 ∈ [0,1] için ℎ(𝑥, 𝑡) = 𝑥 olursa 

𝑓𝜆𝑡(𝑥) = 𝑥 ve 𝑥 ∈ [𝑝, 𝑓(𝑥)) elde edilir. Bu mümkün olmadığından Teorem 2.3.30’un (b) 

şartı sağlanır. 𝜆 değeri 𝑘 olarak seçilirse (c) şartı da sağlanır. Sonuç olarak her 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] 

için; 

𝑑(ℎ(𝑥, 𝑡), ℎ(𝑥, 𝑠)) ≤ |𝑠 − 𝑡|𝑑(𝑝, 𝑓(𝑥)) 

ve 𝑈 sınırlı olup (d) şartı da sağlanmış olur. Böylece Teorem 2.3.30 dan dolayı 𝑓𝜆’nın tek 

bir sabit noktası olup 𝑓𝑡 de bir tek sabit noktaya sahip olur. Bu nokta 𝑡 ∈ (0,1) için 𝑥𝑡 

olsun. 

Şimdi 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑛 için 𝑥𝑡 ve 𝑡 = 1 − 1 𝑛⁄  olarak gösterilsin. 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑚, 𝑛 > 1 için ℝ2 

de ∆(𝑝, 𝑓(𝑥𝑚), 𝑓(𝑥𝑛)) üçgeninin karşılaştırma üçgeni ∆̅= ∆ (0, 𝑓(̅𝑥𝑚), 𝑓(̅𝑥𝑛)) ve 𝑥𝑚, 𝑥𝑛 
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noktalarının karşılaştırma noktaları 𝑥̅𝑚, 𝑥̅𝑛 olsun. 𝑓 nin genişlmeyen olduğunu ve 𝐶𝐴𝑇(0) 

eşitsizliğini kullanırsak; 

‖𝑓(̅𝑥𝑚) − 𝑓(̅𝑥𝑛)‖ = 𝑑(𝑓(𝑥𝑚), 𝑓(𝑥𝑛)) ≤ 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≤ ‖𝑥̅𝑚 − 𝑥̅𝑛‖ 

olur. Sonuç olarak 𝑟𝑚 = (1 −𝑚)−1 ve 𝑟𝑛 = (1 − 𝑛)
−1 

〈𝑟𝑛𝑥̅𝑛 − 𝑟𝑚𝑥̅𝑚, 𝑥̅𝑛 − 𝑥̅𝑚〉 = 〈𝑓(̅𝑥𝑛) − 𝑓(̅𝑥𝑚), 𝑥̅𝑛 − 𝑥̅𝑚〉 − ‖𝑥̅𝑚 − 𝑥̅𝑛‖
2 

elde edilir. 

Böylece {𝑟𝑛} kesin azalan, {𝑥̅𝑛} dizisi Lemma 2.3.31 den dolayı yakınsaktır. 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≤

𝑑(𝑥̅𝑚, 𝑥̅𝑛) olup {𝑥𝑛} yakınsaktır ve 𝑓 nin sabit noktasına yakınsar. 

Sonuç 2.3.33: Önceki sonuçta yer alan 𝑈 nun herhangi bir kompaktlık varsayımı 

olmaması dikkat çekicidir. Ariza-Ruiz ve arkadaşları 2014 yılında Teorem 2.3.32’nin 

kompakt aralık ve sürekli dönüşümler için ilginç bir uzantısını ispatlamıştır (Kirk and 

Shahzad 2000). 

Bu bölümde son olarak genelleştirilmiş 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında sabit nokta teorisi üzerine 

yapılan çalışmalara değinilecektir. 

Tanım 2.3.34: 𝜏: 𝑋 → ℝ+, 𝜏(𝑥) = limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) olacak şekilde 𝑋 kümesinde sınırlı 

bir {𝑥𝑛} dizisi varsa bu dönüşüme 𝜏˗tip dönüşüm denir. 

Teorem 2.3.35: 𝑝 ≥ 2 için (𝑋, 𝑑) bir 𝐶𝐴𝑇𝑝(0) uzayı ve 𝐶, 𝑋 uzayının boş olmayan 

kapalı, konveks ve sınırlı bir alt kümesi olsun. Ayrıca 𝐶 üzerinde bir 𝜏 tip dönüşümü 

verilsin. Böylece 𝜏 nun herhangi bir minimize dizisi yakınsaktır. Bunun limiti olan 𝑧, 𝜏 

nun tek minimumudur ve her 𝑥 ∈ 𝐶 için 
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𝜏𝑝(𝑧) +
1

2𝑝−1
𝑑𝑝(𝑧, 𝑥) ≤ 𝜏𝑝(𝑥) 

eşitsizliğini sağlar (Khamsi and Shukri 2017). 

Tanım 2.3.36: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑛 ∈

ℕ için, 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑇𝑛(𝑥), 𝑇𝑛(𝑦)) 

olacak şekilde bir 𝑘 > 0 sayısı varsa 𝑇 dönüşümüne düzgün Lipschitzian dönüşüm denir. 

Teorem 2.3.37: 𝑝 ≥ 2 için (𝑋, 𝑑) bir 𝐶𝐴𝑇𝑝(0) uzayı olsun. Her 𝑥, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑋 için 

𝑑𝑝(𝑥,
𝑦1⊕𝑦2

2
) ≤

1

2
𝑑𝑝(𝑥, 𝑦1) +

1

2
𝑑𝑝(𝑥, 𝑦2) −

1

2𝑝
𝑑𝑝(𝑦1, 𝑦2) 

(𝐶𝑁𝑃) eşitsizliği sağlanır (Khamsi and Shukri 2017). 

Khamsi and Shukri 𝐶𝐴𝑇𝑝(0) (𝑝 ≥ 2) metrik uzayında (𝐶𝑁𝑃) eşitsizliği yardımıyla, 

düzgün Lipschitzian dönüşümlerin sabit noktalarının varlığını aşağıdaki teoremle 

göstermiştir. 

Teorem 2.3.38: 𝐶, bir tam 𝐶𝐴𝑇𝑝(0) (𝑝 ≥ 2) uzayının boş olmayan kapalı, konveks ve 

sınırlı bir alt kümesi olsun. 𝑇: 𝐶 → 𝐶, 

𝜆(𝑇) = sup
𝑛≥1

𝐿𝑖𝑝(𝑇𝑛) < (
1 + √8(𝑁(𝑋) 2⁄ )𝑝

2
)

1 𝑝⁄
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eşitsizliğini sağlayan düzgün Lipschitzian bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑇 dönüşümü 

bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Shukri 2017). 

2.4. Zayıf Yakınsaklık 

1976 da Lim güçlü ∆-yakınsama olarak adlandırdığı genel metrik uzaylarda bir kavram 

ifade etmiştir. Bu da 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının Lim’in konsepti için doğal bir yapı sağladığını ve 

böyle bir ortamda ∆-yakınsama ile Banach uzaylarında zayıf yakınsamanın birçok 

özelliğinin aynı olmasını gerektirir. Sonuç olarak Kirk ve Panyank 2008 yılında birçok 

Banach uzayı kavramının ve zayıf yakınsama içeren birçok sonucun 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarına 

genişletebileceğini göstermiştir. Bu sonuçlar burada tekrar verilecektir. 1978 yılında 

Kuczumow’un hemen hemen yakınsama olarak adlandırdığı Banach uzaylarında aynı 

kavramdan söz ettiğini söyleyebiliriz. 

Bu bölüm boyunca 𝑋 bir tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayını göstersin. {𝑥𝑛}, 𝑋 de sınırlı bir dizi ve 𝑥 ∈

𝑋 için; 

𝑟(𝑥, {𝑥𝑛}) = limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) 

asimtotik yarıçap 𝑟({𝑥𝑛}) ile gösterilsin, 

𝑟({𝑥𝑛}) = inf{𝑟(𝑥, {𝑥𝑛}): 𝑥 ∈ 𝑋} 

ve {𝑥𝑛} dizisinin asimtotik merkezi 𝐴({𝑥𝑛}) 

𝐴({𝑥𝑛}) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑟(𝑥, {𝑥𝑛}) = 𝑟({𝑥𝑛})} 

olarak tanımlanır. 
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Bilindiği gibi 𝐶𝐴𝑇(0) uzayında 𝐴({𝑥𝑛}) tek noktadan oluşur.  

Şimdi Lim’in 𝐶𝐴𝑇(0) uzayındaki çalışmalarına geri dönüyoruz. 

Tanım 2.4.1: {𝑥𝑛}, 𝑋 de bir dizi olsun. {𝑥𝑛} dizisinin her {𝑢𝑛} alt dizisi için tek bir 

asimtotik merkezi var ve bu asimtotik merkez 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. {𝑥𝑛} dizisinin 𝑋 de ∆-

yakınsak olması için 

∆ − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 

olmalıdır. 

{𝑥𝑛} sınırlı dizisinin her {𝑢𝑛} dizisi için eğer 𝑟({𝑥𝑛}) = 𝑟({𝑢𝑛}) oluyorsa {𝑥𝑛} dizisinin 

regüler olduğu söylenir. Banach uzaylarındaki her sınırlı dizinin regüler bir alt dizisi 

vardır (Gobel and Kirk 1990). Her regüler dizi ∆-yakınsadığından 𝑋 deki her sınırlı 

dizinin ∆- yakınsak bir alt diziye sahip olduğu söylenebilir. 

𝑋 uzayında bir {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 e ∆- yakınsasın. 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑦 ≠ 𝑥 için 

limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦) 

olur. Böylece 𝑋 uzayı Opial özelliğini sağlar. 

Sonuç 2.4.2: 𝑋 uzayının her kapalı, sınırlı ve konveks 𝐾 alt kümesi tüm ∆-yakınsak 

dizilerinin ∆-limitlerinin içeriyor ise 𝑋 uzayı ∆-kapalıdır (Dhomponga et al. 2007). 

Aşağıda bunun bir sonucu verilmiştir (Dhomponga et al. 2007). 

Sonuç 2.4.3: Eğer 𝑋’deki {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 ∈ 𝑋’e ∆-yakınsak ise 
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𝑥 ∈⋂𝑐𝑜𝑛𝑣̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

∞

𝑘=1

{𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, … } 

ve 𝑐𝑜𝑛𝑣̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝐴) = ⋂{𝐵: 𝐵 ⊇ 𝐴, 𝐵 kapalı ve konveks} olur (Kirk and Shahzad 2000). 

Sonuç 2.4.4: 𝐾 ⊂ 𝑋 kapalı konveks bir küme ve 𝑓: 𝐾 → 𝐾 genişlemeyen bir dönüşüm 

olsun. {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 e ∆-yakınsak ve 𝑑(𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)) → 0 ise 𝑥 ∈ 𝐾 ve 𝑓(𝑥) = 𝑥 olur (Kirk 

and Shahzad 2000). 

İspat: Burada 

limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑥𝑛) ≤ limsup
𝑛→∞

[𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥𝑛)) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛))] = 𝑟(𝑥, (𝑥𝑛)) 

olup asimtotik merkez tek olduğundan 𝑓(𝑥) = 𝑥 elde edilir. 

Teorem 2.3.17 yukarıdaki önermenin bir sonucudur. 

𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarının Opial özelliğini sağladığını biliyoruz. Artık Banach uzay teorisinde 

Kadec-Klee özelliği olarak bilinen özelliği vereceğiz. Bir metrik uzayda sınırlı {𝑥𝑛} dizisi 

için 

𝑠𝑒𝑝{𝑥𝑛} ∶= inf(𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚): 𝑛 ≠ 𝑚) 

olarak tanımlanır. 

Teorem 2.4.5 (Kadec-Klee Özelliği): 𝑝 ∈ 𝑋 ve 𝜀 > 0 olsun. 𝛿 > 0 için 𝑑(𝑝, 𝑥) ≤ 1 − 𝛿 

olduğunda 𝑋 deki her {𝑥𝑛} dizisi için 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) ≤ 1 ise 𝑠𝑒𝑝{𝑥𝑛} > 𝜀 ve ∆ − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 

olur (Kadec 1958). 
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İspat: Kolaylık için 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) ≡ 1 alınsın. Bir alt sınıfa geçerek her 𝑛 için 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≥
𝜀

2
 

olsun. ℝ2’de ∆(𝑝, 𝑥, 𝑥𝑛) üçgeninin karşılaştırma üçgeni ∆(𝑝̅, 𝑥̅, 𝑥̅𝑛) verilsin. [𝑝, 𝑥] 

segmentine göre {𝑥𝑛} dizisinin asimtotik merkezi 𝑥 ve limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) = 𝑟({𝑥𝑛}) olur. 

Her 𝑛 için [𝑝̅, 𝑥̅] segmentinin 𝑥̅𝑛 ye en yakın noktası 𝑢̅𝑛 ve 𝑢𝑛 noktası [𝑝, 𝑥] segmentinde 

bir nokta ise 𝑑(𝑝, 𝑢𝑛) = 𝑑(𝑝̅, 𝑢̅𝑛) ve 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥) = 𝑑(𝑢̅𝑛, 𝑥̅) olur. 𝜃𝑛 = ∡𝑝̅(𝑥̅, 𝑥̅𝑛) olsun. 

Yine alt dizilere geçerek {𝑢̅𝑛} dizisi 𝑢̅ ∈ [𝑝̅, 𝑥̅] noktasına, {𝑢𝑛} dizisi 𝑢 ∈ [𝑝, 𝑥] ve 𝜃𝑛 →

𝜃 noktalarına yakınsasın. 𝑑(𝑥̅𝑛, 𝑥̅) = 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) >
𝜀

2
> 0 olması 𝜃 > 0 olmasını gerektirir. 

Eğer 𝛿 = 1 − cos 𝜃 alınırsa 𝑑(𝑝, 𝑥) = 𝑑(𝑝̅, 𝑥̅) ≤ cos 𝜃 olur. Diğer yandan ∡𝑢𝑛(𝑝̅, 𝑥̅𝑛) =

𝜋

2
 ve 𝑑(𝑝̅, 𝑢̅𝑛) = cos 𝜃𝑛 olduğunda 𝑑(𝑝, 𝑥) > cos 𝜃 elde edilir. 

Bu 𝑑(𝑝̅, 𝑢̅) = cos 𝜃 ve cos 𝜃 = lim
𝑛→∞

𝜃𝑛 değerlerinin 𝜀 cinsinden tahmin edilebileceğini 

gösterir. Bu durumda 𝐶𝐴𝑇(0) eşitsizliğini kullanarak, 

𝑟({𝑥𝑛}) = limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) 

= limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥̅, 𝑥̅𝑛) 

≥ limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢̅𝑛, 𝑥̅𝑛) 

= limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢̅, 𝑥̅𝑛) 

≥ limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢, 𝑥𝑛) 

elde edilir. Böylece 𝑟(𝑢, {𝑥𝑛}) ≤ 𝑟({𝑥𝑛}) dir. Asimtotik merkez tektir ve 𝑢 = 𝑥 tir. 

Bundan dolayı 𝑢̅ = 𝑥̅ olur. Fakat 𝑑(𝑝, 𝑢) = 𝑑(𝑝̅, 𝑢̅) ≤ cos 𝜃 < 1 dir. Böylece her iki 

durumda da 𝛿 nın pozitif ve 𝜀 a bağlı olduğundan hareketle 𝑑(𝑝, 𝑢) ≤ 1 − 𝛿 sonucuna 

varılır. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Konveks Daraltan Dönüşümler 

Istrãtescu 1981 yılında konveks daraltan dönüşüm sınıflarını tanıtmış, 2. dereceden 

konveks daraltan dönüşümler ve iki yönlü konveks daraltan dönüşümlerin tek bir sabit 

noktası olduğunu ispatlamıştır. 2. dereceden konveks daraltan dönüşümler ve iki yönlü 

konveks daraltan dönüşümlerin sabit noktaları ile ilgili varlık ve yakınsama teoremlerini 

göstermiştir. Bu dönüşüm sınıfları son yıllarda ilgi görmeye başlamıştır. 

Son yıllarda çok sayıda yazar Banach daralma ilkesinin genellemelerini sunmaktadır. Bu 

genellemelerden bazıları Schauder sabit nokta teoremini de içerir. Bu bölümde konveks 

daraltan dönüşümler ve bu dönüşümler için ispatlanmış bazı sabit nokta teoremlerini ele 

alacağız.  

Tanım 3.1.1: 𝑓: 𝑋 → 𝑋 sürekli bir dönüşüm ve 𝑎 + 𝑏 < 1 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑓2(𝑥), 𝑓2(𝑦)) ≤ 𝑎𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑏𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) 

olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ (0,1) sayıları varsa 𝑓 dönüşümüne 2. dereceden konveks daraltan 

dönüşüm denir (Istrãtescu 1981). 

Bu dönüşüm sınıfının daraltan dönüşüm sınıflarını içerdiği açıktır. 2. dereceden konveks 

daraltan dönüşümün sabit noktaları ile ilgili aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.1.2: 2. dereceden konveks daraltan dönüşümün tek bir sabit noktası vardır 

(Istrãtescu 1981). 
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İspat: Sabit noktanın tekliği açık olduğu için sadece varlığı ispatlanacaktır. 𝑥0 ∈ 𝑋 

herhangi bir nokta olmak üzere 𝑥0 noktasının 𝑓 fonksiyonu altındaki görüntüsü (𝑓𝑛(𝑥0)), 

𝑓0(𝑥0) = 𝑥0 olsun. 

𝑘 = max{𝑑(𝑥0, 𝑓(𝑥0)), 𝑑(𝑓(𝑥0), 𝑓
2(𝑥0))} 

alınsın. Herhangi bir 𝑚 tamsayısı için, 

𝑑(𝑓2𝑚+1(𝑥0), 𝑓
2𝑚(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓2𝑚(𝑥0), 𝑓

2𝑚−1(𝑥0)) + 𝑏𝑑(𝑓
2𝑚−1(𝑥0), 𝑓

2𝑚−2(𝑥0)) 

sağlanır. Bundan yola çıkarak, 

𝑑(𝑓3(𝑥0), 𝑓
2(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓2(𝑥0), 𝑓(𝑥0)) + 𝑏𝑑(𝑓(𝑥0), 𝑥0) 

≤ 𝑘(𝑎 + 𝑏) 

𝑑(𝑓4(𝑥0), 𝑓
3(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓3(𝑥0), 𝑓

2(𝑥0)) + 𝑏𝑑(𝑓
2(𝑥0), 𝑓(𝑥0)) 

≤ 𝑎𝑘(𝑎 + 𝑏) + 𝑏𝑘 

= 𝑘(𝑎 + 𝑏) 

ve 

𝑑(𝑓5(𝑥0), 𝑓
4(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓4(𝑥0), 𝑓

3(𝑥0)) + 𝑏𝑑(𝑓
3(𝑥0), 𝑓

2(𝑥0)) 

≤ 𝑎𝑘(𝑎 + 𝑏) + 𝑏𝑘(𝑎 + 𝑏) 

= 𝑘(𝑎 + 𝑏)2 

olur. Bu şekilde devam edilirse, 

𝑑(𝑓2𝑚+1(𝑥0), 𝑓
2𝑚(𝑥0)) ≤ 𝑘(𝑎 + 𝑏)

𝑚 
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elde edilir.  

𝑑(𝑓2𝑚−1(𝑥0), 𝑓
2𝑚(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓2𝑚−2(𝑥0), 𝑓

2𝑚−1(𝑥0)) + 𝑏𝑑(𝑓
2𝑚−3(𝑥0), 𝑓

2𝑚−2(𝑥0)) 

ve 

𝑑(𝑓2𝑚−1(𝑥0), 𝑓
2𝑚(𝑥0)) ≤ 𝑘(𝑎 + 𝑏)

𝑚 

olur. 𝑚 < 𝑛 için 

𝑑(𝑓𝑚(𝑥0), 𝑓
𝑛(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓

𝑚(𝑥0), 𝑓
𝑚+1(𝑥0)) + ⋯+ 𝑏𝑑(𝑓

𝑛−1(𝑥0), 𝑓
𝑛(𝑥0)) 

olur. Böylece (𝑓𝑛(𝑥0)) dizisi 𝑋 kümesinde bir Cauchy dizisidir. Eğer 𝑚 = 2𝑙 ise 

𝑑(𝑓𝑚(𝑥0), 𝑓
𝑛(𝑥0)) ≤  𝑘(𝑎 + 𝑏)𝑙 + 𝑘(𝑎 + 𝑏)𝑙 + 𝑘(𝑎 + 𝑏)𝑙+1 + 𝑘(𝑎 + 𝑏)𝑙+1 +⋯ 

≤ 2𝑘(𝑎 + 𝑏)𝑙
1

1 − 𝑎 − 𝑏
 

olur. 𝑚 = 2𝑙 − 1 için de aynı sonucu elde ederiz. 𝑎 + 𝑏 ∈ (0,1) olduğu için (𝑓𝑛(𝑥0)) 

dizisi 𝑋 kümesinde bir Cauchy dizisidir. 𝑛 → ∞ için lim𝑓𝑛(𝑥0) = 𝑥
∗ olsun. 𝑓 

fonksiyonu sürekli olduğundan dolayı 𝑛 → ∞ iken lim 𝑓𝑛+1(𝑥0) = 𝑓(𝑥
∗) olur. Bundan 

dolayı 𝑓(𝑥∗) = 𝑥∗ olur.  

Tanım 3.1.3: 𝑋 bir tam metrik uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋 sürekli bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈

𝑋 ve 𝑛 ∈ ℕ için, 

𝑑(𝑓𝑛(𝑥), 𝑓𝑛(𝑦)) ≤ {

𝑎0𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑎1𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦))

+𝑎2𝑑(𝑓
2(𝑥), 𝑓2(𝑦)) +⋯

+𝑎𝑛−1𝑑(𝑓
𝑛−1(𝑥), 𝑓𝑛−1(𝑦))
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olacak şekilde 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−1 > 0 ve 𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛−1 < 1 sayıları varsa 𝑓 

dönüşümüne 𝑛. dereceden konveks daraltan dönüşüm denir (Istrãtescu 1981). 

𝑛 = 1 alınırsa dönüşümün daraltan dönüşüm olacağı açıktır. Yukarıdaki Teorem 3.1.2, 𝑛. 

dereceden konveks daraltan dönüşüm sınıfı için aşağıdaki gibi genelleştirilebilir. İspatı 

benzer şekilde yapılabilir. 

Teorem 3.1.4: Eğer 𝑓: 𝑋 → 𝑋, 𝑛. dereceden konveks daraltan dönüşüm ise tek bir sabit 

noktaya sahiptir (Istrãtescu 1981). 

Tanım 3.1.5: 𝑓: 𝑋 → 𝑋 sürekli bir dönüşüm ve 𝑎 + 𝑏 = 1 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑓2(𝑥), 𝑓2(𝑦)) < 𝑎𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑏𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) 

olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ (0,1) sayıları varsa 𝑓 dönüşümüne 2. dereceden konveks 

genişlemeyen dönüşüm denir (Istrãtescu 1981). 

Nemytski 1936 yılında kompakt metrik uzaylarda genişlemeyen dönüşümün bir sabit 

noktaya sahip olduğunu ispatlamıştır. Aşağıdaki teorem Nemytski’nin teoreminin bir 

sonucudur. 

Teorem 3.1.6: 𝑋 bir kompakt metrik uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋, 2. dereceden konveks daraltan 

dönüşüm ise 𝑓 dönüşümü tek bir sabit noktaya sahiptir (Istrãtescu 1981). 

Tanım 3.1.7: 𝑋 bir tam metrik uzay 𝑓: 𝑋 → 𝑋 sürekli bir dönüşüm ve 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑏1 +

𝑏2 < 1 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑥 ≠ 𝑦 için, 

𝑑(𝑓2(𝑥), 𝑓2(𝑦)) ≤ 𝑎1𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)) + 𝑎2𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓
2(𝑥)) 

                                 +𝑏1𝑑(𝑦, 𝑓(𝑦)) + 𝑏2𝑑(𝑓(𝑦), 𝑓
2(𝑦)) 
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olacak şekilde 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2 ∈ (0,1) sayıları varsa 𝑓 dönüşümüne iki yönlü konveks 

daraltan dönüşüm denir (Istrãtescu 1981). 

İki yönlü konveks daraltan dönüşümlerin sabit noktaları için aşağıdaki teoremi 

verebiliriz. 

Teorem 3.1.8: Her iki yönlü konveks daraltan dönüşümün tek bir sabit noktası vardır 

(Istrãtescu 1981). 

İspat: Teklik önemsiz olduğu için sadece varlığını ispatlayalım. 𝑥0 ∈ 𝑋 herhangi bir 

nokta olmak üzere 𝑥0 noktasının 𝑓 fonksiyonu altındaki görüntüsü (𝑓𝑛(𝑥0))0
∞

, 𝑓0(𝑥0) =

𝑥0 olsun. 

𝑘 = max{𝑑(𝑥0, 𝑓(𝑥0)), 𝑑(𝑓(𝑥0), 𝑓
2(𝑥0))} 

olsun. Herhangi bir 𝑚 tamsayısı için, 

𝑑(𝑓2𝑚+1(𝑥0), 𝑓
2𝑚(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓2𝑚(𝑥0), 𝑓

2𝑚−1(𝑥0)) + 𝑏𝑑(𝑓
2𝑚−1(𝑥0), 𝑓

2𝑚−2(𝑥0)) 

sağlanır. Bundan yola çıkarak, 

𝑑(𝑓3(𝑥0), 𝑓
2(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓2(𝑥0), 𝑓(𝑥0)) + 𝑏𝑑(𝑓(𝑥0), 𝑥0) 

≤ 𝑘(𝑎 + 𝑏) 

𝑑(𝑓4(𝑥0), 𝑓
3(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓3(𝑥0), 𝑓

2(𝑥0)) + 𝑏𝑑(𝑓
2(𝑥0), 𝑓(𝑥0)) 

≤ 𝑎𝑘(𝑎 + 𝑏) + 𝑏𝑘 

= 𝑘(𝑎 + 𝑏) 
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𝑑(𝑓5(𝑥0), 𝑓
4(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓4(𝑥0), 𝑓

3(𝑥0)) + 𝑏𝑑(𝑓
3(𝑥0), 𝑓

2(𝑥0)) 

≤ 𝑎𝑘(𝑎 + 𝑏) + 𝑏𝑘(𝑎 + 𝑏) 

= 𝑘(𝑎 + 𝑏)2 

olur. Bu şekilde devam edilirse, 

𝑑(𝑓2𝑚+1(𝑥0), 𝑓
2𝑚(𝑥0)) ≤ 𝑘(𝑎 + 𝑏)

𝑚 

elde edilir.  

𝑑(𝑓2𝑚−1(𝑥0), 𝑓
2𝑚(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓2𝑚−2(𝑥0), 𝑓

2𝑚−1(𝑥0)) + 𝑏𝑑(𝑓
2𝑚−3(𝑥0), 𝑓

2𝑚−2(𝑥0)) 

ve 

𝑑(𝑓2𝑚−1(𝑥0), 𝑓
2𝑚(𝑥0)) ≤ 𝑘(𝑎 + 𝑏)

𝑚 

olur. 𝑚 < 𝑛 için 

𝑑(𝑓𝑚(𝑥0), 𝑓
𝑛(𝑥0)) ≤ 𝑎𝑑(𝑓

𝑚(𝑥0), 𝑓
𝑚+1(𝑥0)) + ⋯+ 𝑏𝑑(𝑓

𝑛−1(𝑥0), 𝑓
𝑛(𝑥0)) 

olur. Böylece (𝑓𝑛(𝑥0)) dizisi 𝑋 kümesinde bir Cauchy dizisidir. Eğer 𝑚 = 2𝑙 ise 

𝑑(𝑓𝑛(𝑥0), 𝑓
𝑛(𝑥0)) ≤  𝑘(𝑎 + 𝑏)𝑙 + 𝑘(𝑎 + 𝑏)𝑙 + 𝑘(𝑎 + 𝑏)𝑙+1 + 𝑘(𝑎 + 𝑏)𝑙+1 +⋯ 

≤ 2𝑘(𝑎 + 𝑏)𝑙
1

1 − 𝑎 − 𝑏
 

olur. 𝑚 = 2𝑙 − 1 için de aynı sonuç elde edilir. 𝑎 + 𝑏 ∈ (0,1) olduğu için (𝑓𝑛(𝑥0)) dizisi 

𝑋 kümesinde bir Cauchy dizisidir. 𝑛 → ∞ için lim 𝑓𝑛(𝑥0) = 𝑥∗ olsun. 𝑓 fonksiyonu 
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sürekli olduğundan dolayı 𝑛 → ∞ iken lim 𝑓𝑛+1(𝑥0) = 𝑓(𝑥
∗) olur. Bundan dolayı 

𝑓(𝑥∗) = 𝑥∗ olur.  

Tanım 3.1.9: 𝑋 bir tam metrik uzay 𝑓: 𝑋 → 𝑋 sürekli bir dönüşüm ve 𝑐0 + 𝑐1 + 𝑎1 +

𝑎2 + 𝑏1 + 𝑏2 < 1 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑥 ≠ 𝑦 için, 

𝑑(𝑓2(𝑥), 𝑓2(𝑦)) ≤ 𝑐0𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑐1𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) + 𝑎1𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)) 

                                                 +𝑎2𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓
2(𝑥)) + 𝑏1𝑑(𝑦, 𝑓(𝑦)) + 𝑏2𝑑(𝑓(𝑦), 𝑓

2(𝑦)) 

olacak şekilde 𝑐0, 𝑐1, 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2 ∈ (0,1) sayıları varsa 𝑓 fönüşümüne 2. tip konveks 

dönüşüm denir (Istrãtescu, 1981). 

Tanım 3.1.8 de verilen dönüşüm sınıfının Tanım 3.1.7 ve Tanım 3.1.1 de verilen dönüşüm 

sınıflarını içerdiği açıktır. 

Teorem 3.1.11: 𝑓: 𝑋 → 𝑋 sürekli, iki yönlü konveks daraltan dönüşüm ve 𝑔: 𝑋 → 𝑋 bir 

dönüşüm olsun. 

i. 𝑔 en az bir sabit noktaya sahiptir. (𝑥𝑔
∗ ∈ 𝐹(𝑔)); 

ii. Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) < 𝑛1 olacak şekilde bir 𝑛1 > 0 sayısı vardır; 

iii. Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑓2(𝑥), 𝑔2(𝑥)) < 𝑛2 olacak şekilde bir 𝑛2 > 0 sayısı 

vardır; 

şartları sağlansın. 𝑥𝑓
∗ ≠ 𝑥𝑔

∗  olduğunda 

𝑑(𝑥𝑓
∗, 𝑥𝑔

∗) ≤ (𝑏1 + 𝑏2)𝑛1 + (1 + 𝑏2)𝑛2 

olur (Mureşan et al. 2015). 
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İspat: 𝑓 sürekli iki yönlü konveks daraltan dönüşüm olduğundan 𝐹(𝑓) = {𝑥𝑓
∗} dir. 𝑥𝑓

∗ ≠

𝑥𝑔
∗ olduğundan dolayı, 

𝑑(𝑥𝑓
∗, 𝑥𝑔

∗) = 𝑑 (𝑓2(𝑥𝑓
∗), 𝑔2(𝑥𝑔

∗)) ≤ 𝑑 (𝑓2(𝑥𝑓
∗), 𝑓2(𝑥𝑔

∗)) + 𝑑 (𝑓2(𝑥𝑔
∗), 𝑔2(𝑥𝑔

∗)) 

≤ 𝑎1𝑑 (𝑥𝑓
∗, 𝑓(𝑥𝑓

∗)) + 𝑎2𝑑 (𝑓(𝑥𝑓
∗), 𝑓2(𝑥𝑓

∗)) + 𝑏1𝑑 (𝑥𝑔
∗ , 𝑓(𝑥𝑔

∗))

+ 𝑏2𝑑 (𝑓(𝑥𝑔
∗), 𝑓2(𝑥𝑔

∗)) + 𝑛2 

≤ 𝑏1𝑑 (𝑥𝑔
∗ , 𝑓(𝑥𝑔

∗)) + 𝑏2𝑑 (𝑓(𝑥𝑔
∗), 𝑓2(𝑥𝑔

∗)) + 𝑛2 

≤ 𝑏1𝑛1 + 𝑏2 (𝑑 (𝑓(𝑥𝑔
∗), 𝑔(𝑥𝑔

∗)) + 𝑑 (𝑔(𝑥𝑔
∗), 𝑓2(𝑥𝑔

∗))) + 𝑛2 

≤ 𝑏1𝑛1 + 𝑏2𝑛1 + 𝑏2𝑛2 + 𝑛2 

elde edilir ve böylelikle ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 3.1.12: 𝑓: 𝑋 → 𝑋 sürekli, iki yönlü konveks daraltan dönüşüm ve her 𝑛 ∈ ℕ için 

𝑓𝑛: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. 

i. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑥𝑛
∗ ∈ 𝐹(𝑓𝑛) vardır. 

ii. 𝑛 → ∞ için 𝑓𝑛 ⇉ 𝑓 ise 𝑥𝑛
∗ → 𝑥𝑓

∗ olur. Burada 𝑥𝑓
∗ ∈ 𝐹(𝑓) dir (Mureşan et al. 2015). 

İspat: 𝑓 sürekli iki yönlü konveks daraltan dönüşüm olduğundan 𝐹(𝑓) = {𝑥𝑓
∗} dir. {𝑓𝑛} 

fonksiyon dizisi 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsadığından dolayı en az bir 𝑥 ∈ 𝑋, her 𝑛 ∈

ℕ için, 

𝑑(𝑓𝑛(𝑥), 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑛1𝑛 

olacak şekilde bir 𝑛1𝑛 > 0 sayısı vardır öyle ki 𝑛 → ∞ için 𝑛1𝑛 → 0 olur. {𝑓𝑛
2} fonksiyon 

dizisi 𝑓2 fonksiyonuna düzgün yakınsadığından dolayı en az bir 𝑥 ∈ 𝑋, her 𝑛 ∈ ℕ için, 
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𝑑(𝑓𝑛
2(𝑥), 𝑓2(𝑥)) ≤ 𝑛2𝑛  

olacak şekilde bir 𝑛2𝑛 > 0 sayısı vardır öyle ki 𝑛 → ∞ için 𝑛2𝑛 → 0 olur. 

Bir önceki teorem ve süreklilikten dolayı 

𝑑(𝑥𝑛
∗ , 𝑥𝑓

∗) = 𝑑 (𝑓𝑛
2(𝑥𝑛

∗), 𝑓2(𝑥𝑓
∗)) ≤ (𝑏1 + 𝑏2)𝑛1𝑛 + (1 + 𝑏2)𝑛2𝑛 

elde edilir. Her iki tarafın 𝑛 → ∞ için limiti alınırsa 𝑑(𝑥𝑛
∗ , 𝑥𝑓

∗) → 0 olur. Bu da 𝑥𝑛
∗ → 𝑥𝑓

∗ 

olması demektir. 

3.2. Bazı Önemli Tanım ve Teoremler 

Tanım 3.2.1: 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks bir alt küme 𝑓: 𝐾 → 𝐾 

bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝑋 keyfi bir nokta olmak üzere genelleştirilmiş Mann iterasyonu; 

 

 𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛⊕𝛼𝑛𝑓
𝑛(𝑥𝑛), 𝑛 = 0,1,2,3, … (3.1) 

şeklinde tanımlanır. Burada {𝛼𝑛}, (0,1) aralığında bir dizidir. 

Lemma 3.2.2: 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ve 𝑡 ∈ [0,1] olsun. 

𝑑((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑧) ≤ (1 − 𝑡)𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑡𝑑(𝑦, 𝑧) 

eşitsizliği sağlanır (Dhompongsa and Panyank, 2008). 

Lemma 3.2.3: 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ve 𝑡 ∈ [0,1] olsun. 
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𝑑2((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑧) ≤ (1 − 𝑡)𝑑2(𝑥, 𝑧) + 𝑡𝑑2(𝑦, 𝑧) − 𝑡(1 − 𝑡)𝑑2(𝑥, 𝑦) 

eşitsizliği sağlanır (Dhompongsa and Panyank 2008). 

Lemma 3.2.4: {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 bir dizi, {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına ∆ −yakınsak, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑥 ≠

𝑦 olsun. Bu durumda 

limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦) 

eşitsizliği sağlanır. Bu özellik Banach uzayında Opial şartı olarakta bilinir. 

Şimdi 𝐶𝐴𝑇(0) uzayında zayıf yakınsamanın tanımını hatırlayalım. 

Tanım 3.2.5 (Zayıf Yakınsama): 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝐾 ⊂ 𝑋 kapalı konveks bir alt 

küme olsun. {𝑥𝑛} ⊂ 𝐾 sınırlı dizisinin 𝑞 ∈ 𝐾 noktasına zayıf yakınsaması için gerek ve 

yeter şart Φ(𝑞) = inf𝑥∈𝐾Φ(𝑥) olduğunda Φ(𝑥) = limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) olmasıdır.  

𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 için gerek ve yeter şart 𝐴𝐾{𝑥𝑛} = {𝑞} olması gerektiğini hatırlayalım. 

Nanjaras ve arkadaşları 2010 yılında 𝐶𝐴𝑇(0) uzayında ∆ −yakınsama ve zayıf 

yakınsama arasında şu bağlantıyı kurdu. 

Lemma 3.2.6: 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝐾 ⊂ 𝑋 kapalı konveks bir alt küme olsun. {𝑥𝑛} ⊂ 𝐾 

sınırlı dizi olsun.  

i. ∆ − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ise 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 olur. 

ii. Eğer (i) sağlanıyorsa {𝑥𝑛} dizisi regülerdir (Nanjaras et al. 2010). 
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Lemma 3.2.7: 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 sınırlı bir dizi, 𝐴{𝑥𝑛} = 𝑥 ve {𝑢𝑛} dizisi 

{𝑥𝑛} dizisinin bir alt dizisi, 𝐴{𝑢𝑛} = 𝑢 ve 𝑑(𝑥𝑛, 𝑢) yakınsak ise 𝑥 = 𝑢 olur (Dhompongsa 

and Panyanak 2008). 

Lemma 3.2.8: 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝐾 ⊂ 𝑋 kapalı konveks bir alt küme ve {𝑥𝑛} ⊂ 𝐾 

sınırlı dizi ise {𝑥𝑛} dizisinin asimptotik merkezi 𝐾 kümesindedir (Dhompongsa et al. 

2007). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu başlık altında metrik uzayda ve 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında 𝑛. dereceden konveks daraltan 

dönüşümlerin sabit noktalarının varlığı ve bu noktaya yakınsama ile ilgili bazı teoremler 

ve lemmalar verilip ispatlanacaktır. 

4.1. 𝒏. Dereceden Konveks Daraltan Dönüşümlerin Sabit Noktaları 

İlk önce Istratescu’nun 1981 yılında ispatsız olarak verdiği teoremin ispatı verilecektir. 

Teorem 4.1.1: 𝑋 bir metrik uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋, 𝑛. dereceden konveks daraltan dönüşüm 

olsun. Eğer 𝑓 dönüşümünün sabit noktası varsa tektir (Istrãtescu 1981). 

İspat: Bu teoremi ispatlamak için 𝑓𝑛 dönüşümünün tek bir sabit noktasının olduğunu 

göstermek yeterlidir. 𝑓𝑛 dönüşümünün 𝑝 ve 𝑞 gibi birbirinden farklı iki sabit noktası 

olsun. 

𝑑(𝑝, 𝑞) = 𝑑(𝑓𝑛(𝑝), 𝑓𝑛(𝑞)) 

≤ 𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎1𝑑(𝑓(𝑝), 𝑓(𝑞)) + 𝑎2𝑑(𝑓
2(𝑝), 𝑓2(𝑞)) + ⋯

+ 𝑎𝑛−1𝑑(𝑓
𝑛−1(𝑝), 𝑓𝑛−1(𝑞)) 

≤ 𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎2(𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞))

+ 𝑎3 (𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎2(𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞))) + ⋯

+ 𝑎𝑛−1 (𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎2(𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞))

+ 𝑎3 (𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎2(𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞))) + ⋯) 
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≤ 𝑑(𝑝, 𝑞) (𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜 + 𝑎2(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜) + 𝑎3(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜 + 𝑎2(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜))

+ ⋯

+ 𝑎𝑛−1(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜 + 𝑎2(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜)

+ 𝑎3(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜 + 𝑎2(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜)) + ⋯)) 

= 𝑎𝑜𝑑(𝑝, 𝑞) (1 + 𝑎1 + 𝑎2(1 + 𝑎1) + +𝑎3(1 + 𝑎1 + 𝑎2(1 + 𝑎1)) + ⋯

+ 𝑎𝑛−1(1 + 𝑎1 + 𝑎2(1 + 𝑎1) + 𝑎3(1 + 𝑎1 + 𝑎2(1 + 𝑎1)) + ⋯)) 

= 𝑎𝑜(1 + 𝑎1)𝑑(𝑝, 𝑞)(1 + 𝑎2 + 𝑎3(1 + 𝑎2) + ⋯

+ 𝑎𝑛−1(1 + 𝑎2 + 𝑎3(1 + 𝑎2) + ⋯ )) 

= 𝑎𝑜(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)(1 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛−1(1 + 𝑎3 +⋯)) 

= 𝑎𝑜(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)(1 + 𝑎3)… (1 + 𝑎𝑛−1)𝑑(𝑝, 𝑞) 

elde edilir. Burada 𝑎𝑜 + 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛−1 < 1 olduğundan dolayı 

𝐴 = 𝑎𝑜(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)(1 + 𝑎3)… (1 + 𝑎𝑛−1) < 1 

olur. Buradan 

𝑑(𝑝, 𝑞) ≤ 𝐴𝑑(𝑝, 𝑞) ⟹ (1 − 𝐴)𝑑(𝑝, 𝑞) ≤ 0 ⟹ 𝑑(𝑝, 𝑞) = 0 ⟹ 𝑝 = 𝑞 

elde edilir ki bu bir çelişkidir. Yani 𝑓𝑛 dönüşümünün tek bir sabit noktası vardır. 

𝐹(𝑓𝑛) = {𝑝} ⟹ 𝐹(𝑓) = {𝑝} 

olacağından 𝑓 dönüşümünün tek bir sabit noktası vardır. 

Lemma 4.1.2: 𝑋 bir tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝐾 ⊂ 𝑋 kapalı konveks bir alt küme ve 𝑓: 𝐾 → 𝐾 

𝑛. dereceden konveks daraltan dönüşüm olsun. {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına yakınsak ve 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑓(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) = 0 ise 𝑥 ∈ 𝐾 ve 𝑓(𝑥) = 𝑥 tir. 
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İspat: 𝑛. dereceden konveks daraltan dönüşüm tanımından 

limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑓𝑛(𝑥), 𝑥𝑛) ≤ limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑓𝑛(𝑥), 𝑓𝑛(𝑥𝑛)) + limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) 

≤ 𝑎𝑜(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)(1 + 𝑎3)… (1 + 𝑎𝑛−1) limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) 

                                          + limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) 

                                       ≤ limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) + limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) 

                                       = 𝑟(𝑥, 𝑥𝑛) 

olur. Asimtotik merkezin tekliğinden dolayı 𝑥 ∈ 𝐶 ve 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥 bulunur. Buradan da 

𝑓(𝑥) = 𝑥 olduğu açıktır. 

Lemma 4.1.3: 𝑋 bir tam metrik uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks bir alt küme, 𝑓: 𝐾 →

𝐾 𝑛. dereceden konveks daraltan dönüşüm ve 𝐹(𝑓) ≠ ∅ olsun. (3.1) de tanımlanan 

genelleştirilmiş Mann iterasyonu için lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) limiti vardır. 

İspat: 𝑓: 𝐾 → 𝐾 dönüşümünün bir sabit noktası 𝑝 ∈ 𝐹(𝑓) olsun. Konveks daraltan 

dönüşüm tanımı ve (3.1) iterasyonu kullanılarak 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) = 𝑑((1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛⊕𝛼𝑛𝑓
𝑛(𝑥𝑛), 𝑝) 

= (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝛼𝑛𝑑(𝑓
𝑛(𝑥𝑛), 𝑝) 

= (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝛼𝑛𝑑(𝑓
𝑛(𝑥𝑛), 𝑓

𝑛(𝑝)) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)

+ 𝛼𝑛 (𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎1𝑑(𝑓(𝑥𝑛), 𝑓(𝑝)) + 𝑎2𝑑(𝑓
2(𝑥𝑛), 𝑓

2(𝑝)) +⋯

+ 𝑎𝑛−1𝑑(𝑓
𝑛−1(𝑥𝑛), 𝑓

𝑛−1(𝑝))) 
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≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)

+ 𝛼𝑛 (𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎2(𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝))

+ 𝑎3 (𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎2(𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)))

+ ⋯

+ 𝑎𝑛−1 (𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎2(𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝))

+ 𝑎3 (𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎2(𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝑎1𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)))

+ ⋯)) 

= (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)

+ 𝛼𝑛𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) (𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜 + 𝑎2(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜)

+ 𝑎3(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜 + 𝑎2(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜)) + ⋯

+ 𝑎𝑛−1(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜 + 𝑎2(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜)

+ 𝑎3(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜 + 𝑎2(𝑎𝑜 + 𝑎1𝑎𝑜)) + ⋯)) 

= (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)

+ 𝛼𝑛𝑎𝑜𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) (1 + 𝑎1 + 𝑎2(1 + 𝑎1) + +𝑎3(1 + 𝑎1 + 𝑎2(1 + 𝑎1))

+ ⋯+ 𝑎𝑛−1(1 + 𝑎1 + 𝑎2(1 + 𝑎1) + 𝑎3(1 + 𝑎1 + 𝑎2(1 + 𝑎1)) + ⋯)) 

= (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)

+ 𝛼𝑛𝑎𝑜(1 + 𝑎1)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)(1 + 𝑎2 + 𝑎3(1 + 𝑎2) + ⋯

+ 𝑎𝑛−1(1 + 𝑎2 + 𝑎3(1 + 𝑎2) + ⋯ )) 

= (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)

+ 𝛼𝑛𝑎𝑜(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)(1 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛−1(1 + 𝑎3 +⋯)) 

= (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)

+ 𝛼𝑛𝑎𝑜(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)(1 + 𝑎3)… (1 + 𝑎𝑛−1)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

eşitsizliği elde edilir. 𝑎𝑜(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)(1 + 𝑎3)… (1 + 𝑎𝑛−1) < 1 olduğundan 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) ≤  𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 
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bulunur. Bu eşitsizlikten lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) limiti vardır. 

Lemma 4.1.4: 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks bir alt küme, 𝑓: 𝐾 → 𝐾 

𝑛. dereceden konveks daraltan dönüşüm ve 𝐹(𝑓) ≠ ∅ olsun. {𝑥𝑛} dizisi (3.1) de 

tanımlanan genelleştirilmiş Mann iterasyonu ve 0 < 𝑏 ≤ 𝛼𝑛 ≤ 𝑐 < 1 ise 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑓(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) = 0 dır. 

İspat: 𝑓: 𝐾 → 𝐾 dönüşümünün bir sabit noktası 𝑝 ∈ 𝐹(𝑓) olsun. (3.1), Lemma 4.1.3 ve 

𝑓 dönüşümünün tanımından 

𝑑2(𝑥𝑛+1, 𝑝) = 𝑑2((1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛⊕𝛼𝑛𝑓
𝑛(𝑥𝑛), 𝑝) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑
2(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝛼𝑛𝑑

2(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑝) − 𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)𝑑
2(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) 

= (1 − 𝛼𝑛)𝑑
2(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝛼𝑛𝑑

2(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑓
𝑛(𝑝))

− 𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)𝑑
2(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑
2(𝑥𝑛, 𝑝)

+ 𝛼𝑛[𝑎𝑜(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)(1 + 𝑎3)… (1 + 𝑎𝑛−1)]
2𝑑2(𝑥𝑛, 𝑝)

− 𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)𝑑
2(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑
2(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝛼𝑛𝑑

2(𝑥𝑛, 𝑝) − 𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)𝑑
2(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) 

= 𝑑2(𝑥𝑛, 𝑝) − 𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)𝑑
2(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) 

olup 

𝑑2(𝑥𝑛+1, 𝑝) ≤ 𝑑2(𝑥𝑛, 𝑝) − 𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)𝑑
2(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) 

elde edilir. Buradan 

𝑑2(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) ≤
1

𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)
[𝑑2(𝑥𝑛, 𝑝) − 𝑑

2(𝑥𝑛+1, 𝑝)] 

≤
1

𝑏(1 − 𝑐)
[𝑑2(𝑥𝑛, 𝑝) − 𝑑

2(𝑥𝑛+1, 𝑝)] 
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olduğundan her iki tarafın 𝑛 → ∞ için limiti alınırsa 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) ve 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) dizileri 

yakınsak olduğundan dolayı 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑓𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) = 0 

bulunur. Tekrar (3.1) kullanılarak 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑑(𝑥𝑛, (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑓
𝑛(𝑥𝑛)) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) + 𝛼𝑛𝑑(𝑓
𝑛(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) 

yazılır. Her iki tarafın 𝑛 → ∞ için limiti alınırsa 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) → 0 olur. Üçgen eşitsizliği 

ve süreklilikten 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑓
𝑛+1(𝑥𝑛+1)) + 𝑑(𝑓

𝑛+1(𝑥𝑛+1), 𝑓
𝑛+1(𝑥𝑛))

+ 𝑑(𝑓𝑛+1(𝑥𝑛), 𝑓(𝑥𝑛)) 

≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑓
𝑛+1(𝑥𝑛+1))

+ 𝑎𝑜(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)(1 + 𝑎3)… (1 + 𝑎𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)

+ 𝑑(𝑓𝑛+1(𝑥𝑛), 𝑓(𝑥𝑛)) 

= [1 + 𝑎𝑜(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)(1 + 𝑎3)… (1 + 𝑎𝑛)]𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)

+ 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑓
𝑛+1(𝑥𝑛+1)) + 𝑑(𝑓

𝑛+1(𝑥𝑛), 𝑓(𝑥𝑛)) 

bulunur. Her iki tarafın da 𝑛 → ∞ için limiti alınırsa 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑓(𝑥𝑛)) → 0 olur. 

Teorem 4.1.5: 𝑋 tam bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝐶 ⊂ 𝑋 kapalı konveks bir alt küme ve 𝑓: 𝐶 → 𝐶 

konveks daraltan dönüşüm, 𝐹(𝑓) ≠ ∅ ve {𝑥𝑛} dizisi (3.1) de tanımlanan genelleştirilmiş 

Mann iterasyonu ve 0 < 𝑏 ≤ 𝛼𝑛 ≤ 𝑐 < 1 olsun. Böylece {𝑥𝑛} dizisi 𝑓 dönüşümünün 

sabit noktasına ∆ −yakınsar. 
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İspat: Lemma 4.1.4 dan dolayı 𝑑(𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)) → 0 ve Lemma 4.1.3 den dolayı 𝑝 ∈ 𝐹(𝑓) 

olmak üzere lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) limiti vardır. Şimdi {𝑥𝑛} dizisinin bir {𝑢𝑛} alt dizisi için 

𝑤𝑤(𝑥𝑛) = ⋃𝐴(𝑢𝑛) olsun. {𝑥𝑛} dizisi sınırlı bir dizi olduğundan ilk önce 𝑤𝑤(𝑥𝑛) ⊆ 𝐹(𝑓) 

olduğunu gösterelim. 

𝑢 ∈ 𝑤𝑤(𝑥𝑛) olsun. {𝑥𝑛} dizisinin öyle bir alt dizisi vardır ki 𝐴({𝑢𝑛}) = {𝑢} olur. {𝑢𝑛} 

dizisinin öyle bir alt dizisi vardır ki en az bir 𝑣 ∈ 𝐶 için ∆ − lim𝑣𝑛 = 𝑣 ve 𝑣 ∈ 𝐹(𝑓) dir. 

Lemma 3.2.8 den dolayı 𝑑(𝑥𝑛, 𝑣) → 0 olur. Biz 𝑢 = 𝑣 olduğunu iddia ediyoruz. Bunu 

ispatlamak için 𝑢 ≠ 𝑣 olduğunu kabul edelim. Asimtotik merkezin tekliğini kullanarak 

limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑣𝑛, 𝑣) < limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑣𝑛 , 𝑢) 

≤ limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑣𝑛 , 𝑢) 

< limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢𝑛, 𝑣) 

= limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑣) 

= limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑣𝑛, 𝑣) 

bulunur. Bu bir çelişkidir. Yani kabulümüz yanlış 𝑢 = 𝑣 ∈ 𝐹(𝑓) ve 𝑤𝑤(𝑥𝑛) ⊆ 𝐹(𝑓) dir. 

Şimdi {𝑥𝑛} dizisinin 𝑓 dönüşümünün sabit noktasına ∆ −yakınsadığını göstereceğiz. 

Bunun için 𝑤𝑤(𝑥𝑛) in tek bir noktadan oluştuğunu göstermeliyiz. {𝑥𝑛} dizisinin öyle bir 

alt dizisi vardır ki 𝐴({𝑢𝑛}) = {𝑢} dur. Lemma 3.2.7 den dolayı {𝑢𝑛} dizisinin öyle bir alt 

dizisi vardır ki en az bir 𝑣 ∈ 𝐶 için ∆ − lim𝑣𝑛 = 𝑣 ve 𝑣 ∈ 𝐹(𝑓) dir. 𝐴({𝑣𝑛}) = {𝑣} ve 

𝐴({𝑥𝑛}) = {𝑥} olsun. 𝑢 = 𝑣 ∈ 𝐹(𝑓) olduğunu gösterdik. Şimdi 𝑥 = 𝑣 olduğunu 

göstereceğiz. 𝑥 ≠ 𝑣 olduğunu kabul edelim. lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑣) = 0 ve asimtotik merkezin 

tekliğini kullanırsak 

limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑣𝑛, 𝑣) < limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑣𝑛, 𝑥) 

≤ limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) 
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< limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑣) 

= limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑣𝑛, 𝑣) 

eşitsizliği elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Yani 𝑥 = 𝑣 ∈ 𝐹(𝑓) olup 𝑤𝑤(𝑥𝑛) = {𝑥} 

bulunur. 

Teorem 4.1.6: 𝑋 tam bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝐶 ⊂ 𝑋 boş olamayan kapalı konveks bir alt 

küme, 𝑓: 𝐶 → 𝐶 n. dereceden konveks daraltan dönüşüm, 𝐹(𝑓) ≠ ∅ ve {𝑥𝑛} dizisi (3.1) 

de tanımlanan genelleştirilmiş Mann iterasyounu olsun. 𝑓 dönüşümünün {𝑥𝑛} dizisinin 

sabit noktasına kuvvetli yakınsaması için gerek ve yeter şart 𝑑(𝑥, 𝐹(𝑓)) =

inf{𝑑(𝑥, 𝑝), 𝑝 ∈ 𝐹(𝑓)} olarak tanımlandığında liminf
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝐹(𝑓)) = 0 olmasıdır. 

İspat: Bu ispatı Safeer Hussain Khan ve arkadaşlarının 2011 yılında yaptığı ispata benzer 

bir şekilde yapacağız. {𝑥𝑛} dizisinin 𝑓 dönüşümünün bir sabit noktasına kuvvetli 

yakınsadığında liminf
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝐹(𝑓)) = 0 olduğu açıktır. Şimdi liminf
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝐹(𝑓)) = 0 

olduğunu kabul edelim. Lemma 4.1.3 den dolayı 𝑝 ∈ 𝐹(𝑓) için 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) ≤  𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

dir. Her 𝐹(𝑓) = {𝑝} olduğundan  

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝐹(𝑓)) ≤  𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑓)) 

olup lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑓)) limiti vardır. Kabülümüzden dolayı lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑓)) = 0 elde 

edilir. 

Şimdi {𝑥𝑛} dizisinin 𝐶 kümesinde bir Cauchy dizisi olduğunu göstermeliyiz. Her 𝜀 > 0 

için 
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lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑓)) = 0 

olduğundan  

𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑓)) <
𝜀

4
, ∀𝑛 ≥ 𝑛0 

 olacak şekilde bir 𝑛0 pozitif sayısı vardır. Özellikle inf{𝑑(𝑥𝑛0 , 𝑝): 𝑝 ∈ 𝐹(𝑓)} <
𝜀

4
 olur. 

𝑑(𝑥𝑛0 , 𝑝) <
𝜀

2
 

olacak şekilde bir 𝑝 ∈ 𝐹(𝑓) vardır. Her 𝑛,𝑚 > 𝑛0 için, 

𝑑(𝑥𝑛+𝑚, 𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛+𝑚, 𝑝) + 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) 

≤ 2𝑑(𝑥𝑛0 , 𝑝) 

< 2 (
𝜀

2
) = 𝜀 

olur. Böylece {𝑥𝑛} dizisi tam 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının kapalı konveks 𝐶 kümesinde bir Cauchy 

dizisi olduğundan bu kümede bir 𝑞 ∈ 𝐶 noktasına yakınsar. lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑓)) = 0, 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑞) = 0 ve 𝐹(𝑓) kapalı olduğundan 𝑝 = 𝑞 ∈ 𝐹(𝑓) elde edilir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. 

Araştırma bulgularında ki sonuçları destekleyen aşağıdaki örnek için bulunan değerler 

MATLAB programı yardımıyla elde edilmiştir. 

Örnek 4.1.7: 𝑓: [0,1] → [0,1], 𝑓(𝑥) =
2𝑥2+1

4
 fonksiyonu 𝑛. derereceden konveks daraltan 

bir dönüşüm olsun. 

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛⊕𝛼𝑛𝑓
𝑚(𝑥𝑛), 𝑛 = 0,1,2,3, … 
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şeklinde tanımlanan iterasyon metodunun 𝛼𝑛 =
2𝑛

3𝑛+1
 dizisi, bazı 𝑚 ve 𝑥1 başlangıç 

değerleri için 𝑓 fonksiyonunun sabit noktasına yakınsadığı aşağıda gösterilmiştir. Burada 

𝑚, 𝑓 fonksiyonunun konvekslik derecesidir. 

Çizelge 4.1. 𝑥1 = 1 ve 𝑚 = 1,2,3 için yakınsama değerleri 

𝑚 = 1 için 𝑚 = 2 için 𝑚 = 3 için 

𝑥1 = 1 𝑥1 = 1 𝑥1 = 1 

𝑥2 = 0,8750000 𝑥2 = 0,7656250 𝑥2 = 0,6955566 

𝑥3 = 0,7366071 𝑥3 = 0,5552529 𝑥3 = 0,4802752 

𝑥4 = 0,6074199 𝑥4 = 0,4211030 𝑥4 = 0,3722061 

𝑥5 = 0,5009950 𝑥5 = 0,3510991 𝑥5 = 0,3248733 

𝑥6 = 0,4225594 𝑥6 = 0,3182611 𝑥6 = 0,3054270 

𝑥7 = 0,3699607 𝑥7 = 0,3036922 𝑥7 = 0,2977158 

𝑥8 = 0,3371719 𝑥8 = 0,2974238 𝑥8 = 0,2947249 

𝑥9 = 0,3177611 𝑥9 = 0,2947755 𝑥9 = 0,2935822 

𝑥10 = 0,3066557 𝑥10 = 0,2936697 𝑥10 = 0,2931504 

𝑥11 = 0,3004384 𝑥11 = 0,2932118 𝑥11 = 0,2931504 

𝑥12 = 0,2970046 𝑥12 = 0,2930234 𝑥12 = 0,2929285 

𝑥13 = 0,2951243 𝑥13 = 0,2929462 𝑥13 = 0,2929062 

𝑥14 = 0,2941005 𝑥14 = 0,2929147 𝑥14 = 0,2928980 

𝑥15 = 0,2935451 𝑥15 = 0,2929019 𝑥15 = 0,2928950 

𝑥16 = 0,2932446 𝑥16 = 0,2928967 𝑥16 = 0,2.928939 

𝑥17 = 0,2930824 𝑥17 = 0,2928946 𝑥17 = 0,2928934 

𝑥18 = 0,2929949 𝑥18 = 0,2928938 𝑥18 = 0,2928933 

𝑥19 = 0,2929479 𝑥19 = 0,2928934 𝑥19 = 0,2928932 

𝑥20 = 0,2929225 𝑥20 = 0,2928933  

𝑥21 = 0,2929089 𝑥21 = 0,2928933  

𝑥22 = 0,2929016 𝑥22 = 0,2928932  

𝑥23 = 0,2928977   

𝑥24 = 0,2928956   

𝑥25 = 0,2928945   

𝑥26 = 0,2928939   

𝑥27 = 0,2928936   

𝑥28 = 0,2928934   

𝑥29 = 0,2928933   

𝑥30 = 0,2928933   

𝑥31 = 0,2928932   
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Çizelge 4.2. 𝑥1 = 1 ve 𝑚 = 10,50,100 için yakınsama değerleri 

𝑚 = 10 için 𝑚 = 50 için 𝑚 = 100 için 

𝑥1 = 1 𝑥1 = 1 𝑥1 = 1 

𝑥2 = 0,6464581 𝑥2 = 0,6464466 𝑥2 = 0,6464466 

𝑥3 = 0,4444233 𝑥3 = 0,4444161 𝑥3 = 0,4444161 

𝑥4 = 0,3.535058 𝑥4 = 0,3535024 𝑥4 = 0,3535024 

𝑥5 = 0,3162060 𝑥5 = 0,3162044 𝑥5 = 0,3162044 

𝑥6 = 0,3016356 𝑥6 = 0,3016349 𝑥6 = 0,3016349 

𝑥7 = 0,2961141 𝑥7 = 0,2961138 𝑥7 = 0,2961138 

𝑥8 = 0,2940645 𝑥8 = 0,2940644 𝑥8 = 0,2940644 

𝑥9 = 0,2933149 𝑥9 = 0,2933148 𝑥9 = 0,2933148 

𝑥10 = 0,2930438 𝑥10 = 0,2930438 𝑥10 = 0,2930438 

𝑥11 = 0,2929467 𝑥11 = 0,2929466 𝑥11 = 0,2929466 

𝑥12 = 0,2929121 𝑥12 = 0,2929121 𝑥12 = 0,2929466 

𝑥13 = 0,2928998 𝑥13 = 0,2928998 𝑥13 = 0,2928998 

𝑥14 = 0,2928955 𝑥14 = 0,2928955 𝑥14 = 0,2928955 

𝑥15 = 0,2928940 𝑥15 = 0,2928940 𝑥15 = 0,2928940 

𝑥16 = 0,2928935 𝑥16 = 0,2928935 𝑥16 = 0,2928935 

𝑥17 = 0,2928933 𝑥17 = 0,2928933 𝑥17 = 0,2928933 

𝑥18 = 0,2928933 𝑥18 = 0,2928933 𝑥18 = 0,2928933 

𝑥19 = 0,2928932 𝑥19 = 0,2928932 𝑥19 = 0,2928932 
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Çizelge 4.3. 𝑥1 = 0 ve 𝑚 = 1,2,3 için yakınsama değerleri 

𝑚 = 1 için 𝑚 = 2 için 𝑚 = 3 için 

𝑥1 = 0 𝑥1 = 0 𝑥1 = 0 

𝑥2 = 0,1250000 𝑥2 = 0,1406250 𝑥2 = 0,1447754 

𝑥3 = 0,2008929 𝑥3 = 0,2224226 𝑥3 = 0,2279361 

𝑥4 = 0,2424645 𝑥4 = 0,2616130 𝑥4 = 0,2660718 

𝑥5 = 0,265190 𝑥5 = 0,2793223 𝑥5 = 0,2821881 

𝑥6 = 0,277673 𝑥6 = 0,2870981 𝑥6 = 0,2887149 

𝑥7 = 0,2845436 𝑥7 = 0,2904482 𝑥7 = 0,2912882 

𝑥8 = 0,2883229 𝑥8 = 0,2918714 𝑥8 = 0,2922840 

𝑥9 = 0,2903979 𝑥9 = 0,2924694 𝑥9 = 0,2926641 

𝑥10 = 0,2915342 𝑥10 = 0,2927185 𝑥10 = 0,2928077 

𝑥11 = 0,2921548 𝑥11 = 0,2928216 𝑥11 = 0,2928615 

𝑥12 = 0,2924928 𝑥12 = 0,2928639 𝑥12 = 0,2928815 

𝑥13 = 0,2926765 𝑥13 = 0,2928813 𝑥13 = 0,2928889 

𝑥14 = 0,2927761 𝑥14 = 0,2928884 𝑥14 = 0,2928916 

𝑥15 = 0,2928300 𝑥15 = 0,2928913 𝑥15 = 0,2928926 

𝑥16 = 0,2928592 𝑥16 = 0,2928924 𝑥16 = 0,2928930 

𝑥17 = 0,2928749 𝑥17 = 0,2928929 𝑥17 = 0,2928931 

𝑥18 = 0,2928834 𝑥18 = 0,2928931 𝑥18 = 0,2928932 

𝑥19 = 0,2928879 𝑥19 = 0,2928932  

𝑥20 = 0,2928904   

𝑥21 = 0,2928917   

𝑥22 = 0,2928924   

𝑥23 = 0,2928928   

𝑥24 = 0,2928930   

𝑥25 = 0,2928931   

𝑥26 = 0,2928932   
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Çizelge 4.4. 𝑥1 = 0 ve 𝑚 = 10,50,100 için yakınsama değerleri 

𝑚 = 10 için 𝑚 = 50 için 𝑚 = 100 için 

𝑥1 = 0 𝑥1 = 0 𝑥1 = 0 

𝑥2 = 0,1464463 𝑥2 = 0,1464466 𝑥2 = 0,1464466 

𝑥3 = 0,2301300 𝑥3 = 0,2301304 𝑥3 = 0,2301304 

𝑥4 = 0,2677878 𝑥4 = 0,2677881 𝑥4 = 0,2677881 

𝑥5 = 0,2832372 𝑥5 = 0,2832374 𝑥5 = 0,2832374 

𝑥6 = 0,2892722 𝑥6 = 0,2892723 𝑥6 = 0,2892723 

𝑥7 = 0,2915591 𝑥7 = 0,2915592 𝑥7 = 0,2915592 

𝑥8 = 0,2924081 𝑥8 = 0,2924081 𝑥8 = 0,2924081 

𝑥9 = 0,2927186 𝑥9 = 0,2927186 𝑥9 = 0,2927186 

𝑥10 = 0,2928308 𝑥10 = 0,2928308 𝑥10 = 0,2928308 

𝑥11 = 0,2928711 𝑥11 = 0,2928711 𝑥11 = 0,2928711 

𝑥12 = 0,2928854 𝑥12 = 0,2928854 𝑥12 = 0,2928854 

𝑥13 = 0,2928905 𝑥13 = 0,2928905 𝑥13 = 0,2928905 

𝑥14 = 0,2928923 𝑥14 = 0,2928923 𝑥14 = 0,2928923 

𝑥15 = 0,2928929 𝑥15 = 0,2928929 𝑥15 = 0,2928929 

𝑥16 = 0,2928931 𝑥16 = 0,2928931 𝑥16 = 0,2928931 

𝑥17 = 0,2928932 𝑥17 = 0,2928932 𝑥17 = 0,2928932 
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Çizelge 4.5. 𝑥1 = 0,5 ve 𝑚 = 1,2,3 için yakınsama değerleri 

𝑚 = 1 için 𝑚 = 2 için 𝑚 = 3 için 

𝑥1 = 0,5000000 𝑥1 = 0,5000000 𝑥1 = 0,5000000 

𝑥2 = 0,4375000 𝑥2 = 0,4101563 𝑥2 = 0,4006500 

𝑥3 = 0,3850446 𝑥3 = 0,3505333 𝑥3 = 0,3410620 

𝑥4 = 0,3484957 𝑥4 = 0,3193112 𝑥4 = 0,3129734 

𝑥5 = 0,3252519 𝑥5 = 0,3045316 𝑥5 = 0,3009418 

𝑥6 = 0,3112785 𝑥6 = 0,2978978 𝑥6 = 0,2960403 

𝑥7 = 0,3031745 𝑥7 = 0,2950112 𝑥7 = 0,2941030 

𝑥8 = 0,2985818 𝑥8 = 0,2937795 𝑥8 = 0,2933525 

𝑥9 = 0,2960178 𝑥9 = 0,2932611 𝑥9 = 0,2930660 

𝑥10 = 0,2946006 𝑥10 = 0,2930449 𝑥10 = 0,2929577 

𝑥11 = 0,2938226 𝑥11 = 0,2929554 𝑥11 = 0,2929171 

𝑥12 = 0,2933977 𝑥12 = 0,2929186 𝑥12 = 0,2929021 

𝑥13 = 0,2931664 𝑥13 = 0,2929036 𝑥13 = 0,2928965 

𝑥14 = 0,2930409 𝑥14 = 0,2928974 𝑥14 = 0,2928944 

𝑥15 = 0,2929729 𝑥15 = 0,2928949 𝑥15 = 0,2928937 

𝑥16 = 0,2929361 𝑥16 = 0,2928939 𝑥16 = 0,2928934 

𝑥17 = 0,2929163 𝑥17 = 0,2928935 𝑥17 = 0,2928933 

𝑥18 = 0,2929056 𝑥18 = 0,2928933 𝑥18 = 0,2928932 

𝑥19 = 0,2928999 𝑥19 = 0,2928933  

𝑥20 = 0,2928968 𝑥20 = 0,2928932  

𝑥21 = 0,2928951   

𝑥22 = 0,2928942   

𝑥23 = 0,2928938   

𝑥24 = 0,2928935   

𝑥25 = 0,2928934   

𝑥26 = 0,2928933   

𝑥27 = 0,2928933   

𝑥28 = 0,2928932   
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

Bu çalışmada, literatürde ilk defa 𝑛. dereceden konveks daraltan dönüşümlerin sabit 

noktalarına yaklaşmak için Picard iterasyonu dışında farklı bir iterasyon metodunun da 

kullanılabileceği ispatlanmış ve 𝐶𝐴𝑇(0) uzaylarında genelleştirilmiş Mann 

iterasyonunun bu dönüşüm sınıflarının sabit noktalarına ∆˗yakınsaması ve kuvvetli 

yakınsaması gösterilmiştir. 

Genelleştirilmiş Mann iterasyonu yerine; 

𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks bir alt küme 𝑓: 𝐾 → 𝐾 bir dönüşüm ve 

𝑥0 ∈ 𝑋 keyfi bir nokta ve {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} (0,1) aralığında bir dizi olmak üzere; 

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛⊕𝛼𝑛𝑓
𝑛(𝑦𝑛) 

𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛⊕𝛽𝑛𝑓
𝑛(𝑥𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

şeklinde tanımlanan genelleştirilmiş Ishikawa iterasyonu veya 

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑓
𝑛(𝑥𝑛) ⊕ 𝛼𝑛𝑓

𝑛(𝑦𝑛) 

𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛⊕𝛽𝑛𝑓
𝑛(𝑥𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

şeklinde tanımlanan modifiye edilmiş S-iterasyonu kullanılarak 𝑛. dereceden konveks 

daraltan fonksiyonları için benzer sonuçların sağlanıp sağlanmadığı araştırılabilir. Ayrıca 

kullanılacak farklı iterasyon metotlarının hangisinin daha kullanışlı veya etkili olduğu 

araştırılıp, nümerik örneklerle desteklenebilir. 

𝑛. dereceden konveks daraltan dönüşüm yerine Istratescu’nun 1981 yılında tanımladığı 

lokal konveks daraltan dönüşüm de kullanılarak aynı sonuçlar yeniden araştırılabilir. 

Benzer şekilde 𝑛. dereceden iki yönlü konveks daraltan dönüşüm tanımı yapılıp bu sınıf 
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için de sabit noktanın varlığı, tekliği ve farklı iterasyon metotlarının yakınsaması ile ilgili 

gerekli araştırmalar yapılabilir. 
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