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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

THE EXACT SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL ALGEBRAIC EQUATIONS WITH
TARIG TRANSFORM METHOD

Elanur KOSE
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Mesut KARABACAK

Purpose: In this thesis, a method for solving the differential algebraic equations is presented.

Method: The Tarig transform method as an integral transform is introduced, the properties of
this transform and the proof of the convolution theorem for the Tarig transform are given.

Findings: Three different Differential Algebraic equations are considered and solved exactly
by the Tarig transform method.

Results: Tarig transform method has been found to be an effective tool for solving the
Differential Algebraic equations

Keywords: differential algebraic equations, tarig transform method, exact solutions,
convolution theorem.
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GIRIS

Fen bilimleri, ¢esitli mithendislik alanlar1 ve uygulamali matematik alanlarinda stirekli
karsimiza ¢ikan bagslangic-deger problemleri, sinir-deger problemleri, diferansiyel ve integral
denklemleri ¢ozmek icin integral doniisiimleri kullanilmaktadir. Literatiirde Laplace
Doniisiimii, Sumudu Doniisiimii, Aboodh Doniisiimii, Elzaki Doniigiimii, Tarig Dontistimii,
Kamal doniisiimii, N-Doniistimii, ZZ-doniisiimii ve Fourier Doniigiimii gibi bir¢ok integral

doniigiim vardir. Bu integral dontisiimlerinden en ¢ok kullanilan1 Laplace doniistimiidiir.

Diferansiyel denklemleri kisaca bir ya da daha fazla fonksiyonun tiirevlerini igeren
denklemler olarak tamimlayabiliriz. Diger bir ifadeyle diferansiyel denklem bir takim
fonksiyonlar ile bunlarin tlirevleri arasindaki iliskiyi temsil etmektedir. Diferansiyel
denklemlere cebirsel sartlar eklenince Diferansiyel Cebirsel Denklemler ortaya cikmuistir.
Diferansiyel cebirsel denklemler sinir deger problemleri baglangi¢ deger problemleri ve bir¢ok

diferansiyel denklemin ¢oziimiinde karsimiza ¢ikmaktadir.

Diferansiyel-cebirsel denklemlere ait ilk calismalari Gear (1971) yapmistir. Gear,
stirekli sistemlerin simiilasyonlarinda ve siiresiz network analizleri sonucunda bulunan

diferansiyel-cebirsel denklemleri inceleyerek siniflandirmis ve ¢éziimlerini incelemistir.

Petzold (1982), adi diferansiyel denklemlerin diferansiyel-cebirsel denklemlerden farkli
oldugunu ortaya koymustur.

Gear ve Petzold (1984), diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢oziilebilirliklerini adi
diferansiyel denklemler i¢in gelistirilen niimerik metotlara gore inceleyerek siniflandirmasini

yapmis ve bu denklemlerin ¢6ziilemedikleri durumlari ortaya ¢ikarmiglardir.

Brenan, Campbell ve Petzold, kimyasal reaksiyonlar, elektrik akim1 simiilasyonu gibi

durumlarin matematiksel modellemeleri sonucu olusan

M@)y' = f(ty), te€lab]

seklindeki diferansiyel-cebirsel denklemlerin c¢oziimlerini igeren calisma yapmiglardir.

(Brenan, ef al. 1989).

Hairer, Lubich ve Roche, Runge-Kutta yonteminden yararlanarak diferansiyel-cebirsel
denklemlerin nlimerik ¢6ziimleri iizerine ¢alismis ve bu denklemlerin ¢oziimiinde baslangi¢

degeri ve siir degeri olan problemlerde kullanmislardir (Hairer et al. 1989).



Ascher ve Spiter (1994), siralama (collocation) yontemiyle sinir degerlerini igeren

diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢oziimlerini yapmislardir.

Miiller (2000), diferansiyel-cebirsel denklemler ile modellenen dinamik bir sistemin

avantajlarini (pros) ve dezavantajlarini (cons) belirtmistir.

Ayaz (2004), diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢oziimiinde farkli bir niimerik

yaklagimi diferansiyel doniisiim yontemiyle belirtmistir.

Bayram, Celik ve Yeloglu Pade serisi ve Chebyshev serileri yaklasimlariyla
diferansiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢oziimleri iizerine ¢aligmalar da bulunmusglardir.

(Celik and Bayram 2003a, 2003b, 2004; Celik and Yeloglu 2006).

Glizel ve Bayram (2006), yiiksek indeksli diferansiyel-cebirsel denklemlerinin

¢oziimlerinde Pade serileri yaklagimini kullanmiglardir.

Ibis (2011), kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemler igin, Diferansiyel
Doniisim Metodu (DDM) Adomian Ayrisim Metodu (ADM ), Homotopi Analiz Metodu
(HAM), Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM) ve Varyasyonel iterasyon Metodu (VIM) gibi

yaklagik ¢oziimleri veren metotlarin etkinligini incelemislerdir.

Bu tezde Tarig doniistimii yontemi diferansiyel cebirsel denklemlere uygulanmistir.
Fourier doniisiimiine dayanan Tarig doniisiimiiniin diferansiyel cebirsel denklemlerin ¢6ziimii

icin etkili bir yontem oldugu goriilmiistiir.
Tez bes boliimden olugsmaktadir.

- Birinci boliimde yani giris boliimiinde, Tarig doniistimii ve diferansiyel cebirsel
denklemlerin tarih¢esinden bahsedildi.

- lkinci béliimde yani kuramsal temellerde, tezimizde kullandigimiz bazi temel
kavramlarin tanimlar1 ve ilgili teoremler verildi.

- Ucgiincii béliimde yani Materyal ve yontem kisminda, Tarig doniisiimii, Tarig
doniisiimiiniin 6zellikleri verildi.

- Dordiincii boliimde yani Arastirma Bulgular: kisminda, ii¢ tane diferansiyel cebirsel
denklemine Tarig donilistimii uygulanarak ¢6ziildii.

- Besinci bolimde yani Sonu¢ ve Tartisma kisminda, diferansiyel cebirsel

denklemlerinin ¢6ziimiinde uygulanan Tarig doniistimiiniin etkinligi tartisildu.



KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde Tezde kullanilan temel kavramlarin tanimlari ve ilgili teoremler verilmistir.

Tanim 1 (Diferansiyel Denklem): Bir ya da birden fazla fonksiyonu ve

bunlarin tlirevlerini iligkilendiren denklemlere diferansiyel denklemler denir.

Genel olarak y bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere, diferansiyel denklem

fy .y y™)=0 (1)

seklinde ifade edilir. Burada y™, y fonksiyonunun x degiskenine gére n’ inci tiirevidir. (1)

denklemi y™ ye gére ¢oziilebilirse;

y® = g(x,3,5",9" ., y@D) (2)

formu elde edilir. Bu ise (1) ifadesinin agik formda yazilmis seklidir.

Tamim 2 (Sabit ve Degisken katsayilh lineer diferansiyel denklem): x bir reel

degisken olmak iizere;
Pn(OY™ + penoy ()Y + e+ pr ()Y + Po(X)y = 1(x)
Seklinde ifade edilen denklemlere lineer diferansiyel denklem denir.

Po (%), 01(%), 2(%), e, Pin-1) (%), Pn(x) katsayilarmn tiimii sabit ise denkleme sabit

katsayili lineer diferansiyel denklem denir.

Po (%), 01 (%), p2(%), s Pn-1) (%), Pn(x)  katsayillarindan en az biri degisken ise

denkleme degisken katsayili lineer diferansiyel denklem denir.
Tanim 3 (Limit): D c R, f: D — R bir fonksiyon ve ¢, D nin yigilma noktas1 olsun.
Ve>0i¢in0 < |x —c| <& oldugunda |f(x) — K| < € olacak sekilde

6 = 6(e) > 0 sayisi varsa x, ¢ ye yaklasirken f(x) fonksiyonunun limiti K dir denir

Ve

}ci—r%f(x) =K

olarak yazilir.



Bu tanimda
limf(x) =K
X—C

olmast 0 < |x —c| < § esitligini saglayan V x i¢in |f(x) — K| < € esitsizliginin saglamasi
gerektigi vurgulanmaktadir. Ayrica € > 0 ne kadar kiigiik olursa, ona bagl olan, § da o kadar
kiiciik olacaktir (Kadioglu, 2005).

Tanim 4 (Siireklilik): D c R, f: D — R bir fonksiyon ve ¢ € D olsun. V € > 0 i¢in
|x —c| < 6 oldugunda |f(x) — f(c)| < & olacak sekilde & = §(g,c) > 0 sayis1 varsa f
fonksiyonu ¢ noktasinda siireklidir denir. Burada § = §(¢, ¢), § nin hem € hem de ¢ ye bagh
olarak degisecegini gosterir. Siirekliligin bu sekildeki tanimi €, § teknigi ile siireklilik tanimi
olarak adlandirilir. ¢ € D, D nin yigilma noktasi olmasi durumunda limitin tanimlanacagi
bilinmektedir. O halde, ¢ € D, D nin yigilma noktasi olmas1 durumunda siirekliligin tanimini

su sekilde verebiliriz. D € R, f: D — R bir fonksiyon ve ¢ € D olsun.

lim f(x) = f(c)

X—C
oluyorsa f fonksiyonu ¢ noktasinda siireklidir denir. Buna goére: D C R, f:D — R
fonksiyonunun verilen bir ¢ € R noktasinda siirekli olmasi igin

1. f fonksiyonunun ¢ noktasinda tanimlidir.

2.lim f(x) mevcuttur.
X—C

3.1lim f(x) = f(c)
X—C

sartlarini saglamasi gerekir.

Tamim 5 (Gamma Fonksiyonu)

Diferansiyel hesaplarda kullandigimiz en temel fonksiyon, Gamma fonksiyonudur. Bu
fonksiyon n! hesabindaki n sayisini, tamsayi olmayan sayilar1 ve karmasik sayilar1 da igerecek

sekilde genellestirir. Gamma fonksiyonu,

I'(z) = f e 't?ldt ze R 3)
0
integral yardimiyla tanimlanir. Gamma fonksiyonunun en 6nemli 6zelliklerinden biri,

I'z+1)=2zI(2) 4)

esitligidir. Bu esitlik yardimiyla



[o9) o

e tt?dt = [—e 't?]LZY + zf e 't?7Ydt = zI'(2) (3)
0

F(z+1)=f

0
esitligiyle gosterilir. (4) esitliginden gortilecegi gibi I'(1) = 1 olup z = 1,2,3, ... igin
re)=1.r1)=1=1!
rd)=2.r(2) =21=2!
rz+1)=zr(z)=z-1)!'=2z
seklinde genellestirilebilir (Podlubny 1999).

z > 0 i¢in (3) denklemi ile verilen gamma fonksiyonu yakinsaktir. Boylece a > 0 ve V
[a,b] sonlu araliginda | Ooo e 't?1dt integrali diizgiin yakmsakti. O halde gamma

fonksiyonunun diger 6zellikleri asagidaki gibidir:
'[z] fonksiyonunun tanimlandigi bolge {z: z > 0} dur.
['[z] fonksiyonu z > 0 oldugu durumlarda siireklidir.

I'[z] igin verilen integral, her sonlu [a, b] € R araliginda diizgiin yakinsak oldugundan

['[z] nin tiirevide elde edilebilir.
Ayrica I'[ z] nin diger tamsayili mertebeden tiirevleri de benzer sekillerde hesaplanabilir.

Ornegin,
[[z] = f -1 n(t)e-tdt, I"[2] = f =1[In(0)|2e~tdt -
0 0

seklinde yazilir (Podlubny 1999).

Tanmim 6 (Genellestirilmis Gamma Fonksiyonu): Gamma fonksiyonunun tanim

kiimesi tiim reel eksendir.



Sekil 1. Gamma fonksiyonunun grafigi
4) esitliginden faydalanilarak 1 < z < 2 ve V z € R icin ['(2) elde edilebilir. Negatif z
(4) esitlig y ¢ g
degerleri i¢in diistiniildiigiinde, —1 < z < 0 i¢in I'(z) = 1"(sz de 0 < z+ 1 < 1 olacagindan

['(z + 1) degeri bilindiginden z € (—1,0) icin ['(z) ler bulunabilir. Genel olarak —n < z <
—n+1lise 0 <z+n <1 olup,

['(z+1)
zz+1)(z+2)..(z+n—-1)

I'(z) = (6)

esitliginden gamma fonksiyonunun degerleri hesaplanabilir. Gamma fonksiyonun tanim
kiimesi tiim Reel eksen oldugundan, gamma fonksiyonunun sifir ve negatif tamsay1 degerleri

sonsuzdur. Boylece,

1 1

1
tZ le~tdt > j t?7dt = —
0 e’

m@>f

0

olup,

: 1
SRR
olur. Faktoriyel 6zelliginden,
limI'(z) =lim(z—1DIl'(z—1) > o
Z—00 Z—00

olur.

Gamma fonksiyonunun limit gosterimi Re(z) > 0 olmak {izere,



n!n?

) = z(z+1)(z+2)..(z+n) 0
seklindedir.
Tamim 7 (Beta Fonksiyonu)
Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 olmak lizere T = % olmak tizere
1
B(z,w) = L 7711 -1 ldt (8)

integrali ile tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir.

Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasinda

t

hyw(t) = f 7711 —1)" Ut

0

seklinde bir bagiti vardir. Burada h,,,(t) fonksiyonunun ¢~ ile t¥~! in konviilasyonu

oldugu ve h,,,(1) = B(z,w) esitliginin oldugu goriilmektedir.
H,,(S), hzy (t) fonksiyonunun Laplace fonksiyonu olmak iizere,

[(z)T(w) T(@r'w)

HZrW(S) = SZ gW SZtw
seklindedir. Ayrica,
F@AIrW) -
h,w(t) = SZTtZ“LW

esitligi ters laplace dontisiimiiyle de elde edilir. Bu durumda t = 1 i¢in,

_I@rw)
T T(z4+w)

B(z,w)
olur. Buradan da 8(z, w) = S(w, z) oldugu goriiliir (Podlubny, 1999).
Tanim 8: f , [0, ) araliginda taniml bir fonksiyon olsun. Eger tim x > x, ler i¢in

lf ()| < Me™

olacak sekilde, xq, M ve a pozitif sabitleri mevcut ise , f fonksiyonuna «a iistel mertebedendir

denir.

Eger f fonksiyonu, [0, ) araliginda artan bir fonksiyon ise |f(x)| < Me®* sart1
geometrik olarak f fonksiyonunun [x, o) araliginda y = Me%** iistel fonksiyonuna gore

daha yavas artisin oldugunu belirtir.



X

Omegin f(x) =x,g(x) =e™ ve h(x) = 2cosx fonksiyonlar1 x > 0 icina = 1

tistel mertebedendir. Ciinkii bu fonksiyonlar igin sirasiyla |x| < e*, |e™*| < e* ve |2cosx| <

2e* dir.

Ornegin  f(x) = e** fonksiyonu ise [0, ) — araliginda iistel mertebeden degildir.
Ciinkii bu fonksiyon x > x, > 0 igin e* den daha hizl artar.
Tanim 9 (Laplace Doniisiimii)

f, [0,0) araliginda tanimli bir fonksiyon olmak {izere foooe"sx f(x)dx integrali

mevcut (veya yakinsak) ise, s nin bir fonksiyon olan

F(s) =j e SXf(x)dx 9)
0

ifadesine f fonksiyonunun Laplace doniigiimii denir.
f fonksiyonunun Laplace doniisiimii
L{f ()} = F(s) veya L{f} = F

seklinde gosterilir . (9) da s reel veya kompleks bir degiskendir. Burada s nin reel oldugunu

varsayarsak (9) daki integral has olmayan integraldir. Bilindigi gibi, eger

A
lim f e f(x)dx
A—>co 0
limiti mevcut ise (9) daki has olmayan integral mevcuttur (veya yakinsaktir) denir.F(s) nin
tanim ciimlesi sliphesiz (9) daki integralin mevcut oldugu s degerlerinden ibarettir.
Ornegin f(x) = 2 ve (x = 0) fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii bulalim.

Tanimdan;

S S

0 A e~ SX | X=A 1 e—s4
L{1} = f e S*2dx = 2 lim e ¥dx = 2lim — = 2 lim [ l
0

A—00 0 A—00 S 0 A—00

yazilabilir. Dikkat edelim ki s > 0 icin —sA < 0 olup A — oo iken e™4 > 0 dr.

—SA

—s4 £ ]s>0
S

s <0 icin —sA >0 olup A - oo iken e™* — oo dir. Buradan %lim %—

icin mevcuttur. Ve % ye esittir. Yani L{1} = % (s > 0) dir.

Ornek olarak f(x) = e3*, (x = 0) fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulalim.

L{e3*} = foooe‘sx e3dx = foooe‘(s_3)xdx = i, s>3



Teorem 1 (Laplace doniisiimiiniin varhgy): f(x) fonksiyonu, [0,00) araliginda
parcali stirekli ve x > x, icin a — iistel mertebeden bir fonksiyon olmak iizere s > a degeri
icin L{f (x)} mevcuttur.

Ispat: [ Ooo e *f(x)dx integralinin s > a degeri i¢in yakinsak oldugu gosterilecektir.

Bu ylizden verilen integrali

Xo 0
j e *f(x)dx +J e *f(x)dx ()

0

sekilde iki ayrik integral toplami halinde yazalim. f(x) ve e *f(x) fonksiyonlar1 tespit
edilmis herhangi bir s degeri i¢in [0, x,] araliginda parcali siirekli oldugundan dolay1, (10)
daki birinci integral mevcuttur yani yakinsaktir. (10) daki ikinci integralin yakinsak oldugunu

belirtmek i¢in, has olmayan integraller i¢in karsilagtirma kuralin1 kullanacagiz.
f , a- listel mertebeden oldugundan x > x, i¢in
If ()| < Me®*
Ve dolayisiyla tiim x > x; lar i¢in
le™*f ()] = e 5¥|f (x)] < M-
Yazilabilir. Ote yandan s > a igin

Me—(-a)xo

f Me~G-ax gy = Mj e~ Argy =" <
0 0 s—a

Dir. x > x, icin |e™5*f(x)| < Me~6~®* oldugundan ve daha biiyiik bir fonksiyonun has
olmayan integrali s > a i¢in yakinsaktir. Boylece (10) daki her iki integral mevcut
oldugundan, s > a i¢in L{f (x)} mevcuttur. (Adi Diferensiyel Denklemler, Prof. Dr. Mehmet
Cagliyan ve d. 2016)

Tanim 10 (Ters Laplace Doniisiimii): Bir F(s) fonksiyonu verilmis olsun. Eger
L ()} = F(s)

olacak sekilde bir f(x) fonksiyonu mevcut ise , f’ ye F ‘nin Ters Laplace Doniisiimii denir. F

nin Ters Laplace Doniistimii

f=L"HF} veya f(x)=L"H{F(s)}

biciminde gosterilir.



Bir F fonksiyonunun ters Laplace doniisiimii tek olmayabilir. Yani L{f (x)} = L{g(x)}
iken f(x) # g(x) olabilir. Ornegin

1
L_l{F(S)} =L71 {S+_3} (S > —3)

fonksiyonunun ters Laplace doniisiimii

0 x=1
— ,—3% — ’
f@=e ve g@={ n ' T,

fonksiyonlaridir. Ters Laplace doniisiimiiniin tek olmasi i¢in hangi kosullarin saglanmasi

asagidaki teoremle verilmektedir.

Teorem 2 (Ters Laplace doniisiimiiniin tekligi): f ve g, [0, ) — araliginda parcali
stirekli ve tistel mertebeden iki fonksiyon olsun. Eger tim s > s, lar igin L{f} = L{g} olacak
sekilde bir s, sabiti mevcutsa, bu takdirde sonlu sayida siireksizlik noktalart hari¢ tiim x > 0

lar i¢in f(x) = g(x) dir (Cagliyan 2008).

Tamim 11 (Cebirsel Denklem)

m. dereceden bir
f(x) = apx™ + a;x™ 4. ta,_1x + ap, (11)
polinomunu géz Oniine alalim. Bu polinomun sifira esitlenmesiyle elde edilen

f(x) =apx™ + alxm_1+ ........ +a,_1x+a, =0 (12)

seklindeki denklemlere cebirsel denklem denir. Pozitif m tam sayisina f(x) = 0 denkleminin

derecesi denir. f(x) polinomunda f(x;) = 0 denklemini saglayan x; ye denklemin kokii denir.

Tanmim 12 (Lineer Cebirsel Denklem): c;, b € R ve x; ler de degiskenler olmak {izere

C1X1 + Cpxp+...+CpXxy = b (13)
seklindeki denklemlere lineer cebirsel denklem adi verilir.

a;j, b; € R olmak lizere

a11x1 + a12x2+. . +a1nxn S bl
az1Xq + a22x2+. . +a2nxn = b2 (14)

Am1X1 + QpaXo+... +AmnXn = by,

Denklem sistemine lineer cebirsel denklem sistemi adi verilir. Burada A = [ai j]mxn

matrisine sistemin katsayilar matrisi ve

10



bl xl
X
B=|" e x=| (15)

bm Xn

matrislerine sirasi ile sistemin ikinci yani ve bilinmeyenler matrisi_denir.

i1 Az v Ay i by
[4:B] = :5121 ?22 ?Zn f’z (16)
Am1 Amz = Qmn : bm

matrisine sistemin genigletilmis katsayilar matrisi denir.

Yukaridaki lineer denklem sisteminin matris gosterimi Ax = B seklindedir. Bir lineer
denklem sisteminde sistemin genisletilmis katsayilar matrisi iizerinde yapilan elementer satir

ve siitun iglemleri sistemin ¢ézlimiinii degistirmez. Yani

o Keyfi secilen iki denklemin yeri degistirilirse,
o Keyfi secilen iki denklemin iki tarafi da sifirdan farkli bir skalerle carpilirsa,

o Keyfi secilen iki denklemin iki tarafi da herhangi bir skalerle ¢arpilip baska bir
denklemle taraf tarafa toplanirsa sistemin ¢éziimleri ayn kalir.

Bir lineer denklem sisteminde [A:B] genisletilmis katsayilar matrisini indirgenmis
eselon forma getirerek ¢oziimler bulunabilir. Bu metotla sistemi ¢6zmeye Gauss-Jordan yok
etme metodu ve katsayilar matrisini indirgenmis eselon forma getirerek ¢ézmeye de Gauss-

Jordan indirgeme metodu adi verilir. (Karabacak, 2015)

Tamim 13 : A, n X n tipinde bir matris olsun. Eger |A| # 0 ise A matrisine (tersi
mevcut ise) non-singiiler (regiiler) matris, |A| = 0 ise A matrisine (tersi mevcut olmayan)

singiiler (regiiler olmayan) matris denir.

Tamim 14 : A, n X n tipinde bir regiiler matris (|A| # 0) ise Ax = B lineer denklem

sisteminin tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim
x=A"'B
esitliginden elde edilir.

Tanim 15: Diferansiyel-cebirsel denklem sistemi baslangi¢ degeri ile birlikte

Ft,y®),y' () =0 (17)

11



y(to)=yo » Y(te) =Yy
formundadir. Burada F € R", y € R" ,t € R dir. Diferansiyel-cebirsel denklem agik olarak
F(y,y,x,t) =0
G(x,y,t) =0
seklinde yazilabilir. Burada y diferansiyel degiskenin ve x de cebirsel degiskenin vektorleridir.

Eger (17) sistemi n tane denkleme sahipse p tanesi diferansiyel degisken ise (n — p) tanesi

cebirsel degiskendir.

Klasik olarak bir Diferansiyel Cebirsel denklem modeline 6rnek olarak basit sarkacin

hareketi gosterilebilir.

Ornegin,
\D
i@\
AL
; igm
Sekil 2. Basit sarkag Sekil 3. Kuvvetlerin vektorel gosterimi

Sarkacin boyu L, Yer¢ekimi ivmesi g, ¢ubugun kuvveti A ve (x,y) sarkacin topunun

koordinatlar1 olmak tizere asagidaki Diferansiyel-Cebirsel denklem modeli elde edilir.

x2+y2—-12=0

Burada son denklem cebirsel denklemdir.

Tamim 16 (Kapah Diferansiyel-Cebirsel Denklem):

F:RXR" X R"™ - R", u(x):R - R",xeR ve % Jakobiyen matrisi singiiler matris

olmak tizere, bir diferansiyel-cebirsel denklem

12



F(x, u(x),u(x)) =0 (18)

Ve

F; (x, u(x), u(x))
F(x,u(x),u(x)) = Fz(x,u(azc),u(x)) (19)
E, (x, u(a'c), u(x))

seklinde de tanimlanabilir.

(18) denklemine genel non-lineer kapali diferansiyel-cebirsel denklem denir.

Diferansiyel-cebirsel denklem yar1 agik formda

u=F(xuy) (20)

0=0G(xu,vy) (21)

seklinde yazilabilir. Dikkat edilirse y degiskeninin tiirevi yukarida bulunmamaktadir. Boyle bir
y degiskeni cebirsel degisken, u degiskeni ise diferansiyel degisken olarak adlandirilir. (21)

denklemine ise cebirsel denklem denir.

Teorem 3 (Diferansiyel-cebirsel denklemlerin coziilebilirligi): I, R de bir acik alt
aralik , R?™*1 de baglantili bir alt kiime ve F: Q - R™ fonksiyonu diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda ¢(t,c):1 - Q (& c R") fonksiyonu icin

i. Her c € Q i¢in ¢(¢,c), I araliklarinda tanimlidur.

ii. (t,c) € IxQ (t, ¢p(t,c), ¢p'(t,c)) € Qdur.

iii. Eger y(t), (t, ¥(t), P'(t)) € Q olacak sekilde herhangi bir ¢dziim ise bazi ¢ €
icin Y(t) = ¢(t,c) dir.

Sartlarin1 saglayan r — boyutlu bir ¢(t,c) ¢6ziim ailesi varsa F(t,y,y') =0

diferansiyel-cebirsel denklemi I (I c Q) alt araliklarinda ¢oziilebilirdir (Brenan et.al. 1989).

Bu teoremde (t,c)nin bir fonksiyonu olan ¢ nin grafigi (r + 1) boyutlu bir
manifolddur. Teoremden de anlasildigi {izere bir diferansiyel-cebirsel denklem igin lokal olarak
r — boyutlu bir ¢6ziim ailesi s6z konusudur. Herhangi bir t, € 1 baglangic deger formu
¢(ty,c) seklinde r — boyutlu bir manifolddur ve r, t, dan bagimsizdir. Coziimler bu

manifoldda baslangi¢ degerinin siirekli bir fonksiyonudur veya bir sabite esdegerdir.

13



Ornek 1:

u'(x)+ulx)—v(x) = —cosx
u(x) + v(x) = e *+sinx

seklindeki denklem sistemi bir diferansiyel-cebirsel denklemdir.
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MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde Tarig Doniisiimiinii, bu doniisiimiin 6zelliklerini ve Tarig donilisiimii i¢in

konvoliisyon teoreminin ispati verildi.

Tarig Doniisiimii Yontemi

f (t), hert = 0igin tanimlanmis bir fonksiyon olsun. f (t) fonksiyonunun Tarig

dontisimii T[f (t), u] fonksiyonudur. A kiimesi asagidaki gibi tanimlanmak tizere

A={f():a3M,ky,k, >0,|f(t)] < Me" i, te (—1)/X[0, )}

her f(t) € A igin Tarig dontisiimii

TIf @] = F@) = 27 f@eTwde @ 0) 22)

seklinde tanimlanir. Denklemde verilen integralin tanimli olmasi sartiyla, (22) 'deki f (t)

fonksiyonu, T[f (t)] donlisiimii ile gosterilir

(22) ’deki uygun bir doniisiim sonucunda
o £
TIf O] = [, fut)eTwdt  (u#0) (23)

seklinde de ifade edilebilir.

Omegin  f (t) = e% olsun, burada t > 0, ve a bir sabittir, bu durumda bu

fonksiyonun Tarig dontigiimii

T[e*] = %foooeat e uLZdt = %fooo e_(ul_z_a)tdt
b

= lim l e_(%_a)tdt

b—oo U 0

1 1 (1 ) b

_, o)
. U (Lea)e)[”
_gg?o<—1+auze v )0




u

Tle®]= 1 — au?

seklindedir.

1. f(t) = 1 icin Tarig doniisiimii:

Tlf (0= TT1]= 2 [ vt

= lim (—ue v?)
b—oo 0

=—u(0—1)
=u
2. f(t) = t"™ icin Tarig doniisiimii:
Bu béliimde f(t) =t,f(t) =t? degerlerini bulup sonrasinda ise tiimevarim ile

f(t) = t™ icin genelleme yapacagiz.

f (t) = tolmak iizere
1 _t
T[t] =—f te u?dt
uly

integralini kismi integral yardimiyla bulalim.

t=u e_u%dt = dv
ve

t
dt = du —ule =y
olur.

t

TIf O) = Tlel =2 [} re s de = 2 ( —ute e

© _t
-/, (—uze uz)dt)
0

co t
<O+u2f e_th>
0

© _t
=uf e uidt
0

t [oe)

g+

= —ude u?

0

16



=—-u3(0-1)

I
g

Eger f(t) = t? alinirsa;

1* ) _t
TIf ()] = T[¢?] = —j t2e7 dt

Ul

integralini kismi integral yardimiyla bulalim.
-t

t?=u e wZdt = dv
ve

-t
2tdt = du —u’e v =v
olur.

o)

o0 t

—f (—uze_ﬁ> 2tdt>
0 0

1 =
=—<O+2uzf e uztdt)

u 0

1 © o _t
=—<2u2f te uZdt)

u 0

o t
=2u J te u2dt
0

o)

1
if @1 =712 = |

_t 1 _t
t?e u2dt = —( —ule ut?
0 u

tekrar kismi integral uygulanirsa

t=1u e_uizdt =dv,
ve

t
dt = du, —ule v =y,
olur.

t (®° © t
= 2u<—uze_Ft —f ( —uze_F) dt>
0 0
© _t
=2u(0+uzf e uzdt)
0
)

17
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= —2u5(0 -1)
=2u’

Bu sonuglari genelleyerek f (t) = t™ igin Tarig doniisimii

TIf (®)] = T[t"] = n! w1 = T(n + Du?r+l 2
olarak bulunur.
3f(t) = sinat ve f(t) = cos at fonksiyonlarl ig:in Tarig dﬁnﬁsﬁmﬁ:

e f (t) = sin(at) olsun, o zaman

[oe]

t
sin(at) e v* dt

1
ﬂf@H=TBmmﬂ]=af

0

isleminin sonucu

3
) au
T[sin(at) | = m (25)
seklinde bulunur.

o f (t) = cos(at) olsun, 0 zaman
1 Y
T[f (t)] = T[cos(at)] = ﬂf cos(at) e u?dt
0
isleminin sonucu
T[cos(at) | = —— 26
cos(at) | = T+ 20 (26)
seklinde bulunur.
4.f(t) = te™ fonksiyonu i¢in Tarig doniisiimii:
1 _t
TIF @) = Tlee®] = [ evte e

0

isleminin sonucu

T[te% ] = (27)

(1 — au?)?

seklinde bulunur.
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Tarig Déniisiimiiniin Ozellikleri
1. Tarig Doniisiimiiniin Lineerligi

Tarig doniistimii dogrusaldir (lineerdir), yani a ve b herhangi bir sabit ve f (t) ve g (t)

fonksiyon olsun.

Tlaf (6) + bg (t)] = aT[f (©)] + bT[g(¢t)]
dir.

2. Tiirevlerin Tarig Doniisiimleri

T[f (t)] = F(u) olsun. O zaman

Fu) 1
LTI (0)] = il;)—af(O) (28)
Fu) 1 1
LTI O] = = f(0) ~ = £'(0) 9)
TOJI QI
lu.T[f(")(t)] e —— o u2-m-1¢G-1(0) (30)
=2,

Ispati :
TIf O] ==, f(t)ew@dt  oldugundan
TIF @] =2 [ F/ (e @dt  dir

1 1
HGIEER OB RG]

F(u) 1
u? u

TIf" O] =

f(0)
Ispatii :
f' (t) = G (t) olsun. i ‘nin ispatina bakilarak

, G 1
. [G (t)] _ TEE(t)] ~2600)

yazilabilir. Boylece
" T[f © .
rlf o] =LY - 15
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T[f ] == E2 -2} - 2F(0)

T[f" ©]="2 -0 —1f(0)
seklinde yazilir.

1. T[f (t)] = F(u) olsun. Bu durumda
a)T[t f(t)] = [u —F(u) + u2F(u) ] (28)
o) Tl f/(0] =22 [ED— 2r(0) | +2 [F2 - 1(0)] (29)

AT (O] =S L[5 Lr) - L] +L[L-Lro -2r @] Go

u4
(Tarig M. Elzaki and Salih M. Elzaki 2011)

OT[E? FO] =L Fw) + 22 L F@) + 25 F(w)

4 du?
ispat: d)%T[t F(O)] = %E [u3:—uF(u) + u?F(u) ” = :—u Efo‘” tf (e 2dt
= [ (-5 +3)tf®e 2dt

_ 2 (®.2 S 1 (oo -t
== Jy Pf©e7@dt — — [T tf (e wde

u® d? u® d 3u*
2 wa w4 u
T[t* f(O)] = 7 iz F(u) + 2 F(u) + F(u)
t2f'(t) ve t?f"(t) ‘nin tarig doniisiimleri benzer sekilde yapilabilir.

3. integrallerin Tarig Doniisiimii

T[f (t)] = F(u) olmak tizere

T [ j f(p)dp] — W2F(w) (34)
0

seklindedir.
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Bazi Fonksiyonlarin Tarig Doniisiimleri

Tablo 1. Baz1 Fonksiyonlarin Tarig Doniistimleri

S.No. f( T[f (®)]
1 1 u
2 t ud
u
3 at
€ 1 — au?
4 tn n! u2n+1
5 te I'(a+ 1) u?etl
B
6 sinat M
1+ a?u*
u
7 cosat m
3
u
8 te®t b W
(1 = au?)?
bu?
9 e sin bt
(1 - au?)? + b2u*
u(1 — au?)
10 e cos bt
(1 —au?)? + b?u*
11 tsinat 20u°
(1 + a?u*)?
301 — g2u*
12 t cosat w
(1 + a?u*)?
13 (f *g)(®) uM(u) N(u)
t
14 [ rean W2F(u)
0
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Teorem 3 :

f (t) her sonluaralik 0 < t < K ve iistel mertebeden [ i¢in parcali siirekli ise t > K

olmak tizere Tarig doniisiimii T[f (t)] = F(u) her u > B i¢in mevcuttur.

Ispat: Her pozitif K sayis1 igin;

TIF (O] = [ fautyeide = [ funeide + [ futye e
integrali yazilabilir.

f (t) hersonlu 0 < t < K araliginda parcali siirekli oldugundan, sag taraftaki birinci
integral tanimlidir. Ayrica sag taraftaki ikinci integral de vardir. t > K igin f (t), f Tstel

mertebeden olup ikinci integralinde var oldugunu gosterelim.

t

< f |futyes| at
K

f f (ut)e_édt
K

[oe)

© ¢ t
< j e u|f(ut)|dt < j e uM ePt dt
0 0

L
_1_[3,3

(Tarig. M.Elzaki and Salih M.Elzaki, 2011)

Tamim 15 (Ters Tarig Doniisiimii)
Bir F(u) fonksiyonu verilmis olsun. Eger
T[f ()] =F)

olacak biciminde bir f(x) fonksiyonu var ise , f ye F nin Ters Tarig Doniisiimii denir. F nin

Ters Tarig Doniisiimi

f=T7F] veya f(x)=T7'[F(w)] (35)

biciminde gosterilir.

u . . o es s .
— fonksiyonunun Ters Tarig Doniistimii

Ornegin, F(u) =

1 gl =

seklindedir.
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Teorem 4 :

f bir fonksiyon olmak tizere f fonksiyonunun Tarig doniisimii T[f (t)] = G(u) ve

Laplace doniistimii ise L[f (t)] = F(s) verilsin. Bu iki doniisiim arasindaki iliski

F (%) (36)
u

G(u) =

seklindedir.

Ispat :
r _t
Tl ©) = | flutrewde = 60
0
w = ut doniisiimii yapilirsa
0 1
aw ()

6 = | fwye s =
0

esitligi saglanr.
Teorem 5 (Tarig Doniisiimii icin Konvoliisyon Teoremi):

f ve g iki fonksiyon olsun. Bu fonksiyonlarin Laplace doniistimii altindaki goriintiileri
sirastyla F(s) ve G(s) ; Tarig doniislimii altindaki goriintiileri ise sirasiyla M (u) ve N(u)

olsun.
TI(f * )] = uM(u) N(u) (37)

dir.

Ispat :

Ik olarak Laplace déniisiimii icin konvoliisyon ¢arpimini ifade edelim.

L{(f * g) (D)} = F(s) G(s)
Teorem 4 ‘ten yararlanilarak
I+ )] = LI * 9)(O)]

esitligini yazabiliriz. Yine teorem 4’den

F (52)

M) =—, Ve N(u) =
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ifadelerini yerine yazdigimizda

TI(f *9)®)] = = uM(u) N(u)

seklinde konvoliisyon ¢arpimi ifade edilir.(Tarig M. Elzaki and Salih M.Elzaki 2016)
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde ii¢ tane diferansiyel cebirsel denklem alinip Tarig Dontistimii ile ¢oziimleri

yapilmuistir.

Test Problemi 1

Asagidaki diferansiyel-cebirsel denklemi alalim.
@) —-ty®+x@®)-A+t)y@®)=0 (38)

y(t) —sint =0 (39)

Baslangig sartlar1 x(0) = 1, y(0) = 0 olsun. Bu denklemin tam ¢dziimlerinin
x(t) = e t + tsint, y(t) =sint oldugunu tarig doniisiimii yardimiyla gosterelim.
Coziim:
(39) ‘den y(t) =sint dir.
y(t) =sint ve y'(t) =cost esitliklerini (38) de yerine yazalim.

X)) =ty @) +x(t)—1+)y)=0

x'(t) —tcost+x(t) — (1 + t)sint =0

x'(t) + x(t) =t cost + tsint + sint
elde edilir. Esitligin her iki tarafina Tarig doniisiimii uygulayalim.
T[x'(t) + x(t)] = T[t cost + tsint + sint |
Tarig doniisiimiiniin lineerlik 6zelliginden
T[x'(t)] + T[x(t)] = T[tcost | + T[tsint | + T[sint]

X 0 -t 2w :
D-xD, X = u(1(+ u‘gz) Ta +uu4)2 1 ‘1:“4

u2

x(0) = 1 baslangi¢ degerini esitlikte yazalim.

X( )(1 +1) 1 2u®+ 208
u u? u (14 u*)?
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u?+1\ 2w+ 1) 1
X(u)( u? >_ 1+ u*)? +Z

2u’ N u
A+u*)? u2+1

X(u) =

Esitligin her iki tarafina Ters Tarig dontlisiimii uygulanirsa

5 u
]
uz+1

(1 +u*)?

T X(w)]=T"1 [

dolayisiyla
x(t) = tsint + et
olur.
Test Problemi 2

Asagidaki diferansiyel-cebirsel denklemi alalim.

x'(t) +x(t) —y(t) = —sint (40)

x(t) +y(t) =e t +sint (41)

Baslangig sartlart x(0) =1, y(0) =0 seklinde verilsin. Bu denklemin tam

t y(t) = sint oldugunu Tarig doniisiimii yardimiyla gosterelim.

¢oziimlerinin x(t) = e~
Coziim:
Verilen denklemleri taraf tarafa toplayalim.
x'(t) + 2x(t) = et
Esitligi elde edilir. Esitligin her iki tarafina Tarig dontlistimiinii uygulayalim.
T[x'(t) +2x(t)] =T[e™t]

Tarig doniisiimiiniin lineerlik 6zelliginden

Tlx' ]+ 2T[x(@®)] = Tle™ ]

olur.
X(w) x(0)
uz  u +2X(u)_u2+1
1 1 u
X(u)<ﬁ+2>_ﬂ_u2+1
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X()2u2+1 _u +1
U u? Tu+1 u
u
X =
W) uz+1

Esitligin her iki tarafina Ters Tarig dontlisiimii uygulanirsa

u
X =T

dolayisiyla

x(t) =et
olur. Denklemde yerine yazildiginda ise

y(t) = sint
elde edilir.
Test Problemi 3

Asagidaki diferansiyel-cebirsel denklemi alalim.

x'(t) —ty'(t) + t22'(t) + x(t) — (L + )y (t) + (t? + 2t)z(t) = 0 (42)
y'(@®) —tz'(t) —y@) + (t—Dz(t) =0 (43)
z(t) —sint =10 (44)

Baglangi¢ sartlar1 x(0) =1, y(0) =1, z(0) =0 seklinde verilsin. Bu denklemin tam
coziimlerinin x(t) = e~t + tef, y(t) = e* + tsint, z(t) = sint oldugunu Tarig doniisiimii

yardimiyla gosterelim.
Coziim:
(44) den z(t) =sint ‘dir. Dolayisiyla
Z'(t) = cost dir.
(43) esitliginde yerine yazildiginda
y'(t) —tcost —y(t)+ (t—1)sint =0
y'(t) — y(t) = tcost — tsint + sint
diferansiyel denklemi elde edilir. Esitligin her iki tarafina Tarig doniisiimiinii uygulayalim.

Tly'(t) + y(t)] = T[t cost — tsint + sint |
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Tarig doniisiimiiniin lineerlik 6zelliginden

T[y'(t)] + T[y(t)] = T[tcost | — T[tsint | + T[sint]

Y(u) y(0) u3(1—u*) 2u® us3
uz T_Y(u) - (1 4+ u*)? _(1+u4)2 +1+u4

olur.
x(0) = 1 baslangi¢ degerini esitlikte yazalim.

v 1 . 1_—2u5+2u3
M(E‘ )_Z‘ (1 + ub)?

1—u? 2u3(1—-u?) 1
Y(u)( u? ): (14 u*)? +H

20 N u
14+u*)? 1—u?

Y(u) =

Esitligin her iki tarafina Ters Tarig dontlisiimii uygulanirsa

_ p 2u® [ u
T 1[Y(U)] =71 [m] +T71 [1 _uz]

y(t) = tsint + et
olarak bulunur. Diger yandan
y'(t) = sint + tcost + et
dir. Bulunan esitlikler (42)’de yerine yazildiginda

x'(t) — t(sint + tcost + et) + t?cost + x(t) — (1 + t)(tsint + eb) + (t% + 2t)sint = 0

x'(t) + x(t) = 2tet + et
elde edilir. Esitligin her iki tarafina Tarig doniisiimii uygulanirsa
T[x'(t) + x(t)] = T[2tet + et ]
olur. Tarig doniisiimiiniin lineerlik 6zelliginden
T[x'(t)] + T[x(t)] = 2T[te'] + T[e!]

X(w) x(0) 3 us u
B T+X(u) _2(1—u2)2+1—u2

u?
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X()(1+1) 1 2 L
Wz u (1—-u2)?2 1-—u?

3 u

X(w) = (1 —u?)? + 1+ u?

elde edilir.

Esitligin her iki tarafina Ters Tarig doniisiimii uygulanirsa

u3
(1 —u?)?

+T—1[ 4 ]
1+ u?

x(t) =te t+et

TX(w)]=T"1 [

elde edilir.
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SONUC VE TARTISMA

Bu tezde Diferansiyel Cebirsel denklemler verildi ve sonrasinda bu denklemlerin Tarig
Doniistimii yontemi ile ¢oziimleri yapildi. Tarig Doniisiimii detayli bir sekilde anlatildi. Tarig
Doniigimii  Laplace doniisiimii ile iliskilendirilerek Konvoliisyon Teoremi ispatlandi.
Sonrasinda ise ii¢ adet test problemi iizerinde bu ydntem uygulandi. Istenilen ¢dziimlere

ulasildi.

Tarig Doniistimiiniin, Diferansiyel Cebirsel denklemlere kolay bir sekilde
uygulanabildigi ve Diferansiyel Cebirsel denklemleri ¢6zmek i¢in etkin bir yontem oldugu

gorilmistir.

30



KAYNAKLAR

Ascher, U. M. and Spiter, R. J., 1994. Collocation software for boundary value differential-
algebraic equations, SIAM, J. Sci. Comput., 15:938-952.

Ayaz, F., 2004. Applications of differential transform method to differential-algebraic
equations, Appl. Math. Comput., 152:649-657.

Brenan, K.E., Campbell, S.L. and Petzold, L.R., 1989. Numerical Solution of Initial-Value,
Problems in Differential-Algebraic Equations, Elsevier, New York

Cagliyan, M., Celik, N., Dogan, S., 2016, Adi Diferansiyel Denklemler, Dora Yaynlari.

Celik, E. and Bayram, M., 2003a. Arbitrary order numerical method for solving differential-
algebraic equations by Pade” series, Appl. Math. Comput., 137:57-65.

Celik, E. and Bayram, M., 2003b. On the numerical solution of differential-algebraic equations
by Pade” series, Appl. Math. Comput. 137:151-160.

Celik, E. and Bayram, M., 2004. Numerical solution of differential-algebraic equation systems
and applications, Appl. Math. Comput, 154:405—413.

Celik, E. and Yeloglu, T., 2006. Chebyshev series approximation for solving differential-
algebraic equations (DAESs). International Journal of Computer Mathematics, 83, 651-
662.

Elzaki, T.M., and Elzaki, S.M., 2011.0n the Elzaki Transform and Ordinary Differential
Equation With Variable Coefficients, Advances in Theoretical and Applied
Mathematics. ISSN 0973-4554 Volume 6, Number 1, pp. 13-18.

Elzaki, T.M., 2011. The New Integral Transform “Elzaki Transform” Global Journal of Pure
and Applied Mathematics, ISSN 0973-1768, Number 1, pp. 57-64.

Gear, C.W. and Petzold, L.R., 1984. ODE Methods for the Solution of Differential-Algebraic
Systems, SIAM, J. Numerical Analysis, 21:716-728.

Gear, C.W., 1971. The Simultaneous numerical solution of differential-algebraic equations,
IEEE Trans. Circuit Theory, TC-18, pp. 89-95.

Giizel, N. and Bayram, M., 2006. On the numerical solution of differential-algebraic
equations with index-3, Appl. Math. Comput., 175:1320-1331

Hairer, E., Lubich, C.H. and Roche, M., 1989. The Numerical Solution of Differential
Algebraic Systems by Runge Kutta methods, Lecture Notes in Mathematics, 1409,
Springer, Berlin.

Ibis, B., 2011. Kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢dziimleri.
Doktora tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Y1ldiz Teknik Universitesi, Istanbul.
Kadioglu, E., 2005. Genel Matematik, Erzurum.

Karabacak,M.,2015.Kesirli Mertebeli Diferansiyel Cebirsel Denklemlerin Haar Dalgacik
Fonksiyonlar1 Ile Niimerik Coziimleri. Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Atatiirk
Universitesi, Erzurum.

Miiller, P. C., 2000. Descriptor Systems: Pros and Cons of System Modelling by Differential-
Algebraic Equations, Mathematics Computers in Simulation. 53:273-279. 99.

Petzold, L.R., 1982. Differential-algebraic equations are not ODEs, SIAM, J. Sci. Statist.
Comput, 3:367-384.

31



Podlubny, 1., 1999, Fractional differential equations, Academic Pres, New York.

Tarig, M. Elzaki and Salih M, Elzaki. 2011. On The Relationship between Laplace Transform
and New Integral Transform “Tarig Transform”. Applied Mathematics 36:3230-3233

Tarig. M. Elzaki and Salih M. Elzaki. 2011. The New Integral Transform “Tarig Transform”

properties and applications to differential equations”. Applied Mathematics 38:4239-
4242

Tarig. M. Elzaki and Salih M.Elzaki. 2016. New Integral Transform “Tarig Transform” and
System of Integro-Differential Equations. Applied Mathematics 93: 39758-39761.

32



OZGECMIS

Kisisel Bilgiler

Adi Soyadi:
Dogum tarihi:
Dogum Yeri:
Uyrugu:
Adres:

Tel:

E-mail:

Elanur KOSE

Egitim

Lise:

Lisans:

Yiiksek

Lisans:

Doktora:

Yabanc Dil Bilgisi

Ingilizce:

33






