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OZET

Yiksek Lisans Tezi
YAPI SISTEMLERINDE OZDEGER PROBLEMI ve COZUM YONTEMLERI
Adem UMUDUM

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Insaat Miihendisligi Anabilim Dali
Yap1 Bilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Ahmet BUDAK

Yapilarin dinamik ytikler etkisindeki davraniglari, her bir yap1 i¢in karakteristik 6zellige
sahip ve dinamik karakteristikler olarak adlandirilan dogal frekans ve modlar
kullanilarak belirlenmektedir. Dinamik karakteristikler, deprem analizi sirasinda yapiya
etkiyecek deprem kuvvetlerinin hesaplanmasinda kullanilmaktadirlar. Ayrica yapinin
modal davranisina bakilarak rijitlik dagilimi ve burulma diizensizligi olup olmadigi
hakkinda fikir sahibi olunabilmektedir. Bu nedenlerden dolayr dinamik
karakteristiklerin belirlenmesi olduk¢a 6nemlidir. Yapilarin serbest titresiminden olusan
dogal frekanslar, 6z deger probleminin ¢dziimiiyle elde edilir. Oz deger probleminin
¢Oziimii i¢in pek ¢ok yontem kullanilmaktadir. Bu ¢alismada kesin ve yaklagik ¢6ziim
yontemleri aciklanmis ve elde edilen sonuglar karsilastirmali olarak verilmistir. Oz
degerlere karsilik gelen Ozvektorler hesaplanmis, modlarin  gercek degerleri

normallestirme islemi yapilarak elde edilmistir.
2014, 182 sayfa

Anahtar Kelimeler: Ozdeger, Serbest Titresim, Sturm, Faddeev-Leverrier, Jacobi,

Lanczos, QR, Altuzay iterasyonu, Vektor Iterasyonu, Rayleigh Oran ile iterasyon.



ABSTRACT

MS Thesis

EIGENVALUE PROBLEMS IN BUILDING SYSTEMS AND SOLUTION
METHODS

Adem UMUDUM

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Civil Engineering
Construction Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet BUDAK

Dynamic behavior of structures, each structure and characteristic features, called
dynamic characteristics are determined with the natural frequency and mode. The
dynamic characteristics, seismic analysis are used in the calculation of seismic forces.
Also the modal behavior of the structure by looking at the distribution of stiffness and
torsional irregularity can have an idea about. These reasons it is very important to
determination of the dynamic characteristics. The natural frequency of the free vibration
of the structure, is obtained by solving the eigenvalue problem. Many methods are used
for the solution of eigenvalue problems. In this study is the exact and approximate
solution methods are explained and the results obtained are given in comparison.
Eigenvectors corresponding to the eigenvalues calculated, the mode to obtain actual

values of the normalization process is performed.

2014, 182 pages

Keywords: Eigenvalue, Free Vibration, Sturm, Faddeev-Leverrier, Jacobi, Lanczos,
QR, Subspace Iteration, Vector Iteration, Rayleigh's Quotient Iteration.
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1. GIRIS

Yapilara gelen tiim yiikler bir zaman dilimi i¢inde etkir ve yapida zamana bagl yer
degistirmelere (deplasman), sekil degistirmelere (deformasyon) ve gerilmelere neden
olurlar. Bunlar dinamik sifatin1 alan etki ve tepkilerdir. Ikisi arasindaki iliskiyi yapinin
sekli (geometrisi), malzemenin davranigi ve kiitlesinin dagilimi gibi 6zellikler belirler

(Yerlici ve Lus 2007).

Yap1 sistemlerinin tasariminda statik etkiler, malzeme mukavemeti gibi faktorlerin
yaninda bu dinamik etkilerin de dikkate alinmasi gerekmektedir. Dinamik hesabin
amaci ise, zamana bagli olarak degisim gosteren yiklerin etkisinde kalan tasiyici

sistemlerde olusacak olan kuvvetlerin ve yer degistirmelerin belirlenmesidir.

Dinamik problemleri, statik problemlere gore bazi farkliliklar goésterir:

1. Sisteme etkiyen yiik ve sistemin davranigi zamanin bir fonksiyonudur. Bu nedenle,
¢Ozlimler ancak belli bir zaman i¢in verilebilir.

2. Sistemdeki kiitle dagilimindan olusan atalet kuvvetleri sistem davranigina etki eder.
3. Yapida dinamik hareketlerden dolay1 olusan soniim, sonuglara belirli oranda etki

eder.

Yapr sistemlerinde (2.) ve (3.) maddede belirtilen atalet ve soniim kuvvetlerinin ihmal
edilebilir mertebede olmalar1 dinamik problemlerini verilen bir zaman dilimi i¢in bir

statik problemine indirgemektedir (Erdik ve Yiiziigiillii 1980).

Ancak teknolojik ilerlemeler sonucu artan malzeme mukavemeti ve bdyle malzemelerin
daha c¢ok kullanimi, tasiyici sistemlerde en kesit, kiitle ve benzeri tasarim
parametrelerinin kiiciik degerler almasina sebep olmakta, buna karsin yap1 tasiyici
sistem Kkiitlesi disinda mevcut Kkiitleler ise benzer sekilde ve ayni oranda

degismemektedir. Bu durum yapida esnekligin artip deformasyonlarin biiyiimesi ile de



atalet kuvvetlerinin diger kuvvetlere gore oneminin artmasina sebep olmaktadir. Bu
nedenlerle modern yapilarin tasariminda, yapinin dinamik davraniginin géz Oniinde

bulundurulmasi 6n plana ¢ikmaktadir (Leylek 2005).

......

fazla deformasyon kabiliyetine sahip ise periyodu o nisbette uzundur. Tasiyict sistemin
boyu ve benzer sekilde bir binanin yiiksekligi arttikca dogal periyodu biiyiir. Periyot,
rijitlikle ters, kiitle ile dogru orantilidir (Tezcan 1970).

Yapilarin dinamik yiikler etkisindeki davranislari, her bir yap1 i¢in karakteristik 6zellige
sahip dinamik parametreler kullanilarak belirlenmektedir. Bu parametreler yapinin
dogal titresim frekanslar1 ve bunlara tekabiil eden dogal titresim mod’lar1 (mod sekli)
dir. Mod sekilleri yapinin her modal frekansta hangi geometrik konumda titrestigini

gosterir. Mod sekilleri asagidaki gibi tek aciklikli kiris sistemi ele alinarak izah

edilebilir:
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Sekil 1.1. Tek aciklikli kiris sisteminin ilk i mod sekli

Sekil 1.1.(a) ile gosterilen titresim sekli sistemin dogal (temel) titresim sekli olarak
bilinir. Burada sistemin biitiin kiitlesi kirisin {i¢ esit noktasinda konsantre olarak
bulunmaktadir. Kiris sistemi orta noktasindan tutulup, herhangi bir deformasyon
yaptirilip aniden birakilirsa, sistem mekanik titresime zorlanmis olur. Buradaki bu

titresim sekline 1. mod sekli adi verilir.



Bu titresim seklinin 6zelligi; dogal periyodun, yani (T)’nin en biiyiik degerde oldugu ve

kesir degerini ifade eden veya gosteren (f) frekansinin ise en kiigiik degerde oldugudur.

Boyle bir kirig sisteminin titresim yapabilmesinin mekanik olarak anlami ise soyledir;
Kiriste kullanilan yap1 malzemesinin herhangi bir malzeme oldugu, kiitlelerin toplanmis
kiitleler halinde yan yana durdugu, bu kiitleleri birbirine baglayici elemanlar olarak ve
kirisin fiziksel karakterini belirleyen esnek yaylarin bulundugu varsayilirsa; kirisin
mekanik titresim yapmasindan, kirisi idealize eden toplanmis kiitlecikler ile esnek
yaylar arasindaki potansiyel ve kinetik enerjilerin ¢cok kisa zaman araliklari ile siirekli
degisim yaptig1 manasi ¢ikar ve bu iki enerjinin toplami her an sabit kalir. Enerjinin

korunumu prensibi geregi bu degisim stirekli devam eder.

Sekil 1.1 (b) ile gosterildigi sekilde; kiris sisteminin, (a) ile ayn1 miktar deformasyon
yaptirilip titresime zorlanmast miimkiindiir. Bu titresim sekli 2. mod sekli olarak
adlandirilir ve bu titresim seklinde sistemin titresim periyodu daha kiigiik olur. Buna

bagli frekansi ise biraz daha biiytiktiir.

Sekil 1.1 (c)’de gosterilen titresim sekli i¢in, (b)’de oldugu gibi aym1 durum tekrar
edilebilir. Bu titresim sekli de 3. mod sekli olarak adlandirilir.

Bazi tasiyici sistemlerde, konstriiksiyonlar: icabi, titresim mod’larinin birkagi birden

ayni anda meydana gelebilir. Yapilarin 6nemine gore bu mod etkileri birlestirilir

(Leylek 2005).
3. mod /\\ / 1 mod
\\ [ mod

t

Sekil 1.2. Modlarin birkaginin ayn1 anda meydana gelmesi durumu



Sekil 1.3’de bir binanin Amerika-Parkfield (2004) depremine dair ilk dokuz mod sekli
ve frekanslar1 gosterilmektedir. Goriildiigii lizere bir yapimnin elastik davranisi ilk mod
periyodu tarafindan belirlenmektedir. Kisacasi yapinin modal davranigina bakilarak
yapinin biitiiniine yonelik dinamik davranisi hakkinda, rijitlik dagilimi ve burulma
diizensizligi olup olmadigi hakkinda fikir sahibi olunabilmektedir. Bu nedenlerden

otiirli dinamik parametrelerin belirlenmesi oldukc¢a 6nemlidir.
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Sekil 1.3. Bir binanin Amerika-Parkfield depremine dair dokuz mod sekli (Beyen 2011)

Ozetlemek gerekirse, yap1 dinamiginde su ii¢ unsur cok dnemlidir. Bunlar zamana baglh

kuvvetler, yapinin karakteristikleri ve yapinin davranisidir.

Riizgar, deprem, darbe, hidrodinamik kuvvetler, patlama kuvvetleri, trafik, yiiriiyen

insanlar veya endiistriyel binalarda makina ve motorlardan dolayr meydana gelen



titresim kuvvetleri zamana bagli kuvvetlerdir. Bu kuvvetlerin en biiyiik 6zelligi, kuvvet

biiyiikliiklerinin sabit kalmayip zamanla degismesidir (Celebi ve Erdik 1977).
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Sekil 1.4. Titresim algilama siirlar1 (Marr 2003)

Belli frekanslarla titresim genligi arasindaki iliski icin Sekil 1.4’ ten yararlanilabilir.
Titresimlerin insanlar tarafindan algilanmasi ve makine-makine temelleri ile yapilara
zarar vermesi agisindan sinirlar tanimlanmistir. Titresimlerin insanlar tarafindan
algilanmas1 ve ciddi sinirlara erismesi ile yap1 agisindan zararli diizeylere erismesi i¢in

titresim genliginin ve frekansinin Sekil 1.4° te goriildiigii izere biiyiik olmas1 gerekir.

Hesaplar sirasinda dikkate alinacak kuvvetler, yapilarin tip ve islevleri ile yakindan
ilgilidir. Ornegin riizgar, yiiksek yapilar igin ¢cok onemli bir yiik etkisi olsa da, algak
yapilarda dinamik etkileri thmal edilebilir. Bir koprii icin trafik yiikleri 6nemli olsa da,

bir bina icin trafikten dogan titresimler dnemsiz kalabilir. Ote yandan depremlerde



olusan biiyiik yer sarsintilari, hemen hemen tiim yapilar i¢in dikkate alinmasi gereken
zorlamalara neden olur. Kuvvetin zamanla degismesiyle yapi kiitlesine etkiyen
kuvvetler de zamanla degiseceginden yapinin davranmisinin degismesine sebebiyet

verecektir (Celebi ve Erdik 1977).

Tastyic1 sistemin kesitlerinde arka arkaya ve cok sik degisen basing ve c¢ekme
gerilmeleri meydana gelmekte ve yapi elemanlart i¢in kullanilan malzemenin bir

miiddet sonra “’yorulmas1’’ s6z konusu olabilmektedir (Leylek 2005).

Kuvvet etkileri, bir yapiyr farkli bicimlerde harekete zorlayip, mod hareketlerinden
bazilarin1 veya hepsini degisik biiyiikliik ve zamanlarda harekete gegirebilir. Ornegin,
Sekil 1.1.(a)’dakine benzer sekilde basit bir kirisi orta noktasindan asagi—yukari itip
ceken bir piston, kirisi asil olarak tek bir mod seklinde harekete zorlar. Diger yandan
depremlerdeki yer sarsintilar1 gibi dogal etkiler, yapinin belki de tiim mod sekillerinde
birden titresmesine neden olabilir. Burada her moddaki hareketin genligi ve bu genlige
ulagilan zaman degisik olur. Ancak cogu kez bu gibi durumlarda da kiitle yer
degistirmelerine en biiyiik katki diisiik frekansli mod titresimlerinden gelir, mod
frekans: yiikseldikce de bu katki hizla azalir. Oyle ki, birinci moddaki titresimin kiitle
yerdegistirmelerine katkis1 %80, ikincinin %10, ig¢ilinciiniin de %5 dolaylarinda iken,
diger tim modlarin katkilarinin toplami %5’in altinda kalabilir. Yine de bu bir kural
degildir ve bazi durumlarda, kuvvet etkileri belirli yliksek frekansli mod titresimlerini
etkileyip, onlarin yerdegistirmeye olan katkilarin1 6nemli 6l¢iide arttirabilir. Eger bir
sistemde hareketin dnemli kismina neden olan modlar biliniyorsa, daha dnemsiz olan
diger mod hareketleri ihmal edilebilir. Thmal edilecek hareketlerin getirecegi kaybin
sinirt, analizlerin giivenilirligini diisliren gerek yapir gerek de yiik modellerindeki
belirsizliklerin getirecegi kayb1 asmadik¢a, yapilan ihmalin fazla bir sakincasi olmasi

beklenemez (Yerlici ve Lus 2007).

Yap1 karakteristikleri olarak yapiin boyutlari, malzemesi (secilecek malzeme cinsleri
birbirini tamamlar sekilde, teknik deyimle E-elastisite modiilleri ¢ok farkli olmamalidir)

ve zemin durumu kastedilmektedir. Ayrica yapinin konumu da &nemlidir. Ornegin,



degisik eksenleri olan bir yapiya etkiyen dinamik yiiklerin yonii 6nemlidir. Simetrik
olmayan yapilarda burulmali titresim meydana gelebilecegi gibi, simetrik bir yapiya,
simetri eksenine gore etkimeyen kuvvetlerde burulmali titresime sebep olabilir (Celebi
ve Erdik 1977).

Bu nedenlerle rijitlik merkezi ile kiitle merkezinin konumunun plan {izerinde
birbirlerine yakin olup olmamalari ¢ok biiylik 6nem tagimaktadir. Her iki merkezin
birbirinden uzakta olmalar1 durumunda, bina diisey ekseni etrafinda etkili olan torsiyon
(burulma) titresimlerinin yani sira, Gtelenme (translasyon) titresimlerinin meydana
gelme olasilig1 vardir. Bu iki titresim cinsinin periyotlar1 birbirine esit veya ¢ok yakin

olursa, rezonans tehlikesi dogabilir (Leylek 2005).

Rezonans olay1 su sekilde agiklanabilir: Tasiyict sistemin statik hesaplar ve statik analiz
vasitastyla elde edilen i¢ kuvvetleri (normal kuvvet, kesme kuvveti, egilme momenti)
ani olarak ¢ok biiyiikk degerlere ulasirlar ve yapi i¢in 6nceden secilmis malzemenin
tasima smirmi bile asabilirler. Boyle bir durum tasiyici sistemin aniden iflas1 diger

anlamda hasar1 demektir.

Dinamik hesap yapilirken, yapilar ve yiikler i¢in belirli modeller kullanilir. Yapiya
etkiyen kuvvetler ve yapi karakteristikleri biliniyorsa, model igin gerekli bilgiler var
demektir (Celebi ve Erdik 1977).

Sonuglarin gegerlilik derecesi, kullanilan modellerin gercegi ne derece yansitabildigine
baglidir. Burada sonucu belirleyen baslica etkenler; kiitlelerin yap1 i¢indeki dagilimi, dig
kuvvet ve otelemelerin 6zellikleri, elemanlarin sekil degistirmeye karsi direnci ve enerji
yutarak hareketi sondlirmeye c¢alisan, i¢ silirtinme ve c¢atlamalar gibi séniim

mekanizmalaridir.

Yap1 ozellikleri ¢ogu zaman tam olarak belirlenemeyeceginden, bunlar1 modellerde
gercekei bigimde yansitabilmek zor bir istir. Malzeme davranislarinin veya titresimi

sondiiren mekanizmalarin, karmasik yapilart nedeniyle tam olarak Ongoriilebilmeleri



hemen hemen olanaksizdir. Cogu zaman yapiya etkiyen riizgar ve dalga gibi dis
yiiklerin veya mesnetleri harekete zorlayan deprem gibi olaylarin ayrintilar1 da tam
olarak bilinemez. Deginilen 6zelliklerin ayrintilar1 tanimlanabilse bile, bunlar1 modele
aktarabilmek i¢in kullanilmasi gereken matematiksel bagintilar, hesaplar1 icinden
cikilmaz bir hale de getirebilir. Hesaplar1 kolaylastirmak amaciyla genellikle modelleri

basitlestirme yollar1 aranir ve gorece dnemsiz etkiler ihmal edilir (Yerlici ve Lus 2007).

Genel olarak, asagidaki gibi yapiyr karakterize eden {i¢ boyutlu tasiyici sistemde
titresimlerin, bu ili¢ eksen dogrultusunda dogrusal hareket (translasyon) ve bu ii¢ eksen
etrafinda rotasyon (donme) ve torsiyon (burulma) olmak iizere alti sekilde olabilme

olasilig1 vardir.

Bu alt1 gesit titresim; tastyici sisteme ait titresimlerin serbestlik derecesi olarak da

tanimlanir.

~G-%

Sekil 1.5. Uc boyutlu tastyict sistemde titresim dogrultular

Tastyict sistemde On goriilecek suni sinirlandirmalar ve tedbirler ile 6 serbestlik
derecesinden bazilarinin engellenmesi miimkiindiir. Dolayisiyla, iki boyutlu tasiyici
sistemlerde yalnizca yatay yondeki titresim hesaplar1 ile yetinilmesi miimkiin
olabilmektedir. Bu tip sinirlandirmalara “’mesnet sartlarinin degistirilmesi uygulamasi’’
ad1 verilir. Ornek olarak; statik hesap yapilirken, mesnetlerin hareketlerinin herhangi bir

istikamette bloke edilmesi gibi.



Diger bir ornek olarak; bina kat hizalarinda yatay sabit mesnetler olusturularak yan
Otelenme hareketlerine mani olunmasi vs. gosterilebilir. Ayn1 sekilde projelendirme
esnasinda yapinin, rijitlik merkezi ile kiitle merkezinin birbirlerine ¢ok yakin olmasina
Ozen gosterilerek torsiyon (burulma) titresimlerinin etkisinin en az diizeye indirilmesi

gosterilebilir.

Ayrica su da sOylenebilir; etkisinin ¢ok az olmasindan dolayi, kolon gibi diisey yondeki
tasiyic1 sistemlerin, diisey yondeki translasyon (Otelenme) titresim hareketleri ¢ogu
zaman ve bazi istisnalar (normal kuvvet artiglari ile, ikinci mertebe yiikleme halinin
nazari itibare alinmas1 durumunun dogabilecegi gibi) disinda ihmal edilirler. Bunun bir
baska sebebi de tastyici cubuk elemanlarin kesitlerinde daima emniyet rezervlerinin
bulunmasi gosterilir. Sistemler diisey yondeki dinamik etkiden dolayr meydana gelen
ilave gerilmeleri bu cesit rezervlerden dolayr her zaman karsilayacak durumda

bulunurlar.

Normal hallerde ve diizenli yap1 proje hesaplar1 esnasinda, sistemin i¢inde bulundugu
diizlem iizerinde yatay dogrultudaki translasyon (Gtelenme) titresimlerinin hesabi ile de
yetinilebilir. Deprem veya riizgar etkisinin yap1 plani tizerinde herhangi bir yonde veya
diyagonal dogrultuda da etkimesi miimkiindiir. Boyle durumlarda, tesirlerin diisey ve
yatay bileskelerinin etkileri ayr1 ayr1 bulunur ve sonuglar dizayn esnasinda kesit gerilme
ve donat1 hesaplar1 yapilirken siiperpoze edilir. Plan iizerinde diizensizligin bulunmasi
halinde, her eksen yoniindeki titresim hareketi 3 boyutlu sistem dikkate alinarak

incelenmektedir.

Yapilar genelde cok serbestlik dereceli olduklarindan ve dogal titresim mod sayisinin
yapinin serbestlik derecesi sayisina esit olmasindan dolayi, dogal titresim frekanslar ve
bunlara karsilik gelen dogal titresim modlarinin yapinin sdniimsiiz serbest titresimlerine
karsilik gelen dinamik denge denklemlerinden hesab1 ve biitiin serbestlik derecelerinin
ayni1 zamanda dikkate alinmasi bilgisayar kullanimini, hesap ifadeleri ise skaler cebir

yerine, matris cebrini gerektirmektedir.
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Dinamik hesaplarin kolaylastirilmasi ve neticelerinin kolay interpretasyonu bakimindan
titresim hareketinin, sistemin her eksen yonii i¢in ayri ayri hesaplanmasina Norm,
Standart ve Yonetmeliklerde miisaade edilmektedir. Dolayisiyla gerekli olan dogal

periyot ve frekans her yon i¢in ayr1 ayr1 hesaplanabilmektedir (Leylek 2005).

Ayrica dinamik hesaplamalardaki bir diger zorluk, yap1 sisteminin elemanlarinin stirekli
oldugu kabulii ile incelenmesinden kaynaklanmaktadir. Yapinin idealizasyonu, stirekli
kiitlelerin bulundugu sistemlerden kiitle-yay modeli olarak basit mekanik sistemlerle
yapilmaktadir. Yapiyr idealize etmekle, titresim denklemlerinin ¢éziimleri daha basit

hale indirgenmektedir.

Tiim bu basitlestirmeler ve kabullerden sonra ilk adim olarak, dinamik ¢ézlimleme igin
hareket denklemleri yazilir ve modelin davranisi belirlenir. Serbest titresim ve
zorlanmus titresim tastyict sistemin dnemli olan iki dinamik davranisidir. Bunlardan ilki
sistem Tlzerine etki eden bir kuvvetin olmadigi durumda ve Ongoriilen baslangig
kosullariin etkisiyle meydana gelirken, ikincisi sisteme etkiyen dis yiiklerden veya

mesnet hareketlerinden ortaya ¢ikar.

Uygulamada yapinin serbest titresiminden dolay1 hareketi ile ¢cok az karsilasilir. Boyle
olmakla beraber, serbest titresim hareketi yardimiyla, yapimnin dogal frekansi ve mod
sekilleri gibi dinamik 6zelliklerinin belirlenmesi 6nem tasir. Bu nedenle bu ¢alisma

kapsaminda sadece ‘’serbest titresim’’ hareketi incelenmistir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Titresimli Hareket

Titresimli hareket periyodik hareket ve periyodik olmayan hareket olarak iki ana sinifa
ayrilabilir. Periyodik hareketler zaman i¢inde sabit araliklarla tekrarlanan hareketlerdir.
Bir u(t) hareketi matematiksel olarak, ancak tiim t degerlerinde u(t + T,,) = u(t) olan
herhangi bir periyot T, ’nin bulundugu durumda periyodiktir. Periyodik hareketin en
basit sekli, zaman i¢inde yerdegistirmesinin siniisoidal olarak degistigi basit harmonik
harekettir. Sabit araliklarla tekrarlanmayan periyodik olmayan hareketler darbesel
(impulsive) yiiklerden (6rnegin patlamalar ve diisen agirliklar) veya uzun siireli

gelisigiizel (random) yiiklerden (6rnegin deprem, trafik) ileri gelebilir. Periyodik ve
periyodik olmayan hareketler Sekil 2.1°de gosterilmistir.

Periyodik hareketlerin baz1 sekilleri (6rnegin Sekil 2.1.(b)) basit harmonik hareketten
cok daha karmasik goriinebilir, fakat matematiksel tekniklerin kullanimiyla, bir dizi
basit harmonik hareketin toplami olarak ifade edilebilirler. Sekil 2.1.(c) ve (d)’deki gibi
dengesiz, periyodik olmayan hareketler bile, higbir hareketin olmadigi baz1 “’sessiz’’
zondan (Sekil 2.2) sonra tekrarlandiklar1 varsayilarak, periyodik hareket olarak temsil
edilebilir. Bu teknigi kullanmak suretiyle, dengesiz bir hareket bile periyodik hareket
olarak ifade edilebilir. Bu teknik; siiperpozisyon ilkesinin, dengesiz yiikleme tepkisinin
bir dizi basit harmonik yiikiin tepkilerinin toplami olarak ifade edilmesine izin verdigi

durumlarda, dogrusal sistemlerin dinamik analizinde kuvvetli bir gere¢ olmustur.

2.2. Basit Harmonik Hareket

Basit harmonik hareket sabit frekanstaki siniisoidal hareket ile karakterize edilebilir.
Basit harmonik hareketin en 6nemli Ozellikleri genlik, frekans ve faz seklindeki iic
bliyiiklik ile ifade edilebilir. Basit harmonik hareket, trigonometrik notasyon veya

kompleks notasyon kullanilarak degisik sekillerde tanimlanabilir.
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u(t) V\ /\ /\ u(t)
(a) \/ \/ (©) v

u(t) u(t)

® b/f\b-/
Sekil 2.1. Periyodik ve periyodik olmayan hareket

(a) Basit harmonik hareket; (b) Genel periyodik hareket; (¢) Gegici (transient) hareket (darbesel harekete
tepki); (d) Gelisigiizel (random) hareket (deprem yer hareketi)
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Sekil 2.2. Yapay sessiz zon kullanmak suretiyle gelisigiizel (random) hareketin periyodik
hareket olarak temsili. Hareket T,, periyodunda zaman agisindan sinirsiz sekilde tekrarlanir

Basit harmonik hareket, en basit olarak trigonometrik notasyon kullanilarak

yerdegistirme u(t) cinsinden ifade edilebilir. Ornegin,

u(t) = A sin(wt+ ¢) (2.1

Burada, A: yerdegistirme genligi, w: dairesel frekans ve ¢: faz agisidir. Bu basit
harmonik hareketin zamana bagli degisimi Sekil 2.3’deki gibidir. Dairesel frekans,

birim zaman basina radyan cinsinden salinim hizini ifade eder.



Buradaki 2m radyan degeri hareketin bir devrine karsilik gelir. Faz agis1 Sekil 2.4’te
gosterildigi gibi, piklerin (ve sifir noktalarinin) normal siniis fonksiyonundakinden
zaman olarak sapma miktarini tanimlar. wt + ¢ = 0 veya ayn1 bagintidan t = — ¢p/w
oldugu zaman, yerdegistirme sifir olur. Pozitif bir faz agist hareketin siniis
fonksiyonunun 6niinden gittigini; negatif oldugunda ise siniis fonksiyonunun gerisinden
geldigini isaret eder. Dairesel frekans kavrami en kolay olarak Sekil 2.5’de A
uzunlugundaki donen vektoriin hareketi gozoniine alindiginda anlasilabilir. Vektoriin
yatay pozisyonundan itibaren orjin etrafinda saatin tersi yoniinde w agisal hizinda

dénmesi durumunda, yerdegistirme u(t) vektoriiniin diisey bileseni ile ifade edilebilir:

.|

WIONT NS
VRV

Sekil 2.3. Basit harmonik yerdegistirmenin zamana bagl degisimi

u(t) A

LN /N

&/ w

Sekil 2.4. Faz agisinin siniisoidin pozisyonuna etkisi
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Sekil 2.5. Sifir faz agili basit harmonik hareketin donen vektor ile temsili

u(t) = A sin(wt) (2.2)

Diisey bilesen wt = m/2’de maksimum degere ulasir ve sonra sifira dogru (wt =
n' de) azalir. Daha sonra da wt = 31/2’de negatif maksimum degerine ulasir. Ilk

pozisyonuna dogru devam eder ve bu siirecin tiimiinii tekrar eder.

Donen vektoriin bir tam donme yapmasi icin gecen zaman, hareketin bir devri i¢in
gerekli zamandir. Bu zaman, hareketin titresimi, T olarak anilir ve dairesel frekans ile

iligkisi asagidaki gibidir:

Bir donme i¢in acisal mesafe 21
T = =— (2.3)
Acisal hiz W

Salinim frekansinin yaygin olan bir diger dl¢iisii de, belirli bir siire i¢inde olusan devir
sayist cinsinden ifade edilir. Titresim periyodu, zamani devir basina ifade ettiginden,

birim zamandaki devir sayisi titresim periyodunun tersi olmalidir. Yani,

_1 2.4
[ =7 oo

Frekans genellikle saniye basina devir veya Hertz (Hz) olarak ifade edilir.
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Basit harmonik hareket, bir siniis fonksiyonu ile kosiniis fonksiyonunun toplami olarak
da ifade edilebilir:

u(t) = a cos(wt) + b sin(wt) (2.5)

Sekil 2.6’da goriildiigii gibi, siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin toplami da w dairesel
frekansinda salinan bir siniisoiddir. Ancak, sinilisoidin genligi, siniis ve kosiniis
fonksiyonu genliklerinin basit bir toplami degildir ve pikleri de siniis ve kosiniis
fonksiyonlarminki ile ayn1 zamanda olugsmaz. Bu fonksiyonun dénen vektor seklinde
temsili Sekil 2.7°de goriilmektedir. cos © = sin(0 + 90°) oldugundan a uzunlugundaki
donen vektor b uzunlugundaki vektoriin 90° 6nilinde olmalidir. a ve b vektdrlerinin
diisey bilesenleri sirasiyla a cos(wt) ve b sin(wt)’dir. Sekil 2.7.(a)’da gosterildigi gibi,
u(t)’nin toplam degeri u(t) = a cos(wt) + b sin(wt)’dir. Hareket, a ve b vektorlerinin
Sekil 2.7.(b)’de gosterilen bileskesi dikkate alinarak, farkli bir sekilde ifade edilebilir.
Bileskenin uzunlugu Va2 + b2 olur ve ¢ = tan'(a/b) acis1 kadar b’nin éniinde gider.

Bu nedenle, bileskenin diisey bileseni,

u(t) = A sin(wt + ¢) (2.6)

olur. Burada, A = Va? + b2 hareketin genligi ve ¢ = tan~1(a/b) de faz acisidir.

3
" . acoswt+ bsinwt
1| v,
ult) 0
'1 111111
2 | acoswt
-3 - :
0 5 10 15 20
Laman (t)

Sekil 2.6. Ayni1 frekansin siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin toplanmasi, ayni frekansta
bir siniisoid verir
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v _Val+bpr=A
acoswt
i tan"(a/b) = ¢
b sin wt —
wt
(@) (b)

Sekil 2.7. Basit harmonik hareketin donen vektor ile temsili.
(a)’daki diisey siniis ve kosiniis bilesenlerinin toplami (b)’deki sinlis ve kosiniis bilesenlerinin
bileskesinin diisey bilesenine esittir

Basit harmonik hareketin trigonometrik tanimlamalari, kavramasi kolay olan
fonksiyonlar1 kullanir. Ancak, ¢ogu dinamik analizlerde trigonometrik notasyonun
kullanimi, ¢ok uzun ve mesakkatli denklemleri beraberinde getirir. Hareketler kompleks
notasyon kullanilarak tanimlandiginda, bu analizler ¢ok daha kolaylasmaktadir.

Kompleks notasyon Euler kurali kullanilarak trigonometrik notasyondan dogrudan elde

edilebilir:

el® = cosa +i sina 2.7)

Burada, i = v—1 ve el® biiyiikliigii bir kompleks sayidir; gercek kisim ve imajiner

kisim olmak tizere iki kistmdan olusur ve agagidaki gibi yazilabilir:

Re(el*) = cosa (2.8)
Im(e'*) = sina (2.9)

Euler kurali kullanilarak, cos a = (ei“ + e‘i"‘)/Z ve sina = —i (ei“ - e‘i"‘)/Z oldugu

gosterilebilir. Bu ifadeleri (2.5) harmonik hareket denkleminde yerine koyarak,
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el®t pemiot gl0t_gmi0t 3 _jb  a+ib
© 2 2 2 2

e”iot  (2.10)

elde edilir. Yer degistirmenin bu sekli bir argand diyagraminda donen bir ¢ift vektor
olarak diisliniilebilir. Argand diyagrami, bir kompleks sayiy1 birbirine dik gercek ve
sanal bilesenlerden olusan bir vektor olarak grafik seklinde gosterir. Gergek eksen
genellikle yatay olacak sekilde ¢izilse de, Sekil 2.8.(a)’daki dondiiriilmiis Argand
diyagrami bu kompleks notasyonun basit harmonik hareketi nasil tanimladigini
anlamaya yardime1 olur. Argand diyagraminda e!®! terimi, saatin tersi yonde w agisal
hiz1 ile dénen birim uzunluktaki bir vektor ile temsil edilir. e™1®t = el=®)t dir ve bu
nedenle saat yoniinde (- w) agisal hizi ile donen birim uzunluktaki bir vektor ile temsil
edilir. Bu da saatin tersi yonde w acisal hiz1 ile donmeye esdegerdir. Buradan hareketle,
(2.10) esitligindeki ilk terim, w agisal hiz1 ile saat yoniinde donen ve gergek kismi
(a/2) ve sanal kism1 da (—b/2) den olusan bir vektor ile ve ikinci terimi de, w agisal

hiz1 ile saatin tersi yonde donen ve gercek kismi ayni fakat sanal kismi (b/2) olan bir

diger vektor ile temsil edilebilir. Herbir vektoriin uzunlugu \/ (a/2)?2+ (b/2)? =
0.5va? + b? dir. Sekil 2.8.(a)’da gosterildigi gibi, vektorlerin toplami gergektir. Sekil
2.8.(b)’de vektor toplaminin A = va? + b? genliginde ve w dairesel frekansindaki bir

basit harmonik hareketi nasil tanimladig1 goriilmektedir.

1|.1_(_t} T o i Gergek
= - . r=0da
| vektdr toplam
- 1__..
. ]
A W, 9N
' R SO el 2 P
T A2 A
—-
—¢/w
(a) (b)

Sekil 2.8. A/2 uzunlugunda ve birbirine zit yonde donen vektorlerin basit harmonik
hareket liretmesi
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Titresimli hareketi tanimlayan tek parametre yer degistirme degildir. Diger parametreler
cogu zaman daha fazla ilgi odagi olmaktadir. Ancak; yer degistirmenin zamana gore
degisimi bilinirse, ilgi konusu diger parametreler de belirlenebilir. Basit harmonik yer

degistirme ifadesinin tiirevi alinarak hiz ve ivme ifadeleri elde edilir:

u(t) = A sin(wt + ¢) yerdegistirme (2.11)

u(t) = Z—‘t‘ = w A cos(wt + ¢) hiz (2.12)
2

i(t) = ZTL; = —w?A sin(wt + ¢) = —w?u ivme (2.13)

Yer degistirme genligi A olduu zaman hiz genliginin w A ve ivme genliginin de w?A
olduguna dikkat edilmelidir. Bu nedenle; bir harmonik hareketin yerdegistirme, hiz ve
ivme genlikleri arasinda frekans ile genliklerden herhangi birinin veya sadece iki
genliginin bilinmesi durumunda, diger biiytikliiklerin hepsinin hesaplanabilecegi bir

iliski vardir.

(2.10) esitligi incelendiginde; genliklerin farkli olmalarinin yaninda yerdegistirme, hiz
ve ivmenin birinin digerine gore faz disinda oldugu gorilir. (Sekil 2.9) Hizin
yerdegistirmeye gore 1/2 radyan veya 90° onde ve ivmenin de ayni miktarda hizin

oniinde oldugu goriilebilir.

Sekil 2.9’da ivmenin hiza gore bir ¢eyrek devir, yer degistirmeye gore de yarim devir

onde gittigi goriilmektedir.
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Sekil 2.9. Yerdegistirme, hiz ve ivmenin zamana gore degisimleri

Harmonik hareketlerde yer degistirme, hiz ve ivme arasindaki bu iliski, hem

trigonometrik hem de kompleks notasyonlarda agagidaki gibidir:

u(t) = A sin(wt) u(t) = Aelot
u(t) = w A cos(wt) = w A sin(wt + m/2) u(t) =iwAel®t
{i(t) = —w?A sin(wt) = w?A sin(wt + 1) {i(t) = iPw?A el®t = —@?A el®t

Harmonik yer degistirmeler, hizlar ve ivmeler arasindaki iliskiler w agisal hizinda saatin
tersi yonde dénen iic vektdr seklinde (Sekil 2.10) diisiiniilebilir. Ivme vektdrii hiz
vektoriiniin 90° (veya 1/2 radyan) oniinde ve yerdegistirme vektoriiniin de 180° (veya

1 radyan) Oniindedir.
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Sekil 2.10. Yerdegistirme, hiz ve ivmenin donen vektor ile temsili

2.3. Ayrik Sistemlerin Dinamigi

Titresen sistemlerin ¢cogu, kiitle ve yay gibi ayrik elemanlardan olusur veya en azindan
bu sekilde idealize edilebilir. Yap1 dinamiginde de yapu, kiitlesiz yaylarla baglanan rijit

kitleler olarak idealize edilmektedir.

Yapinin idealizasyonu i¢in kullanilan titresim elemanlar asagida aciklanmaktadir:

Kiitle: Agirligin yer ivmesine boliinmesiyle elde edilir. Gergekte yapida kiitlelerin yayili
kiitleler seklinde belli noktalarda baglandigi kabul edilmektedir. Kiitle giiclii yer

ivmesiyle ve yapinin ivmesiyle ters orantilidir.

Yay: Sistemdeki potansiyel enerjinin depolandigi ortamdir. Sistemin denge
konumundan farkli hareketlerine karsi olusan geriye getirici kuvvetleri temsil eder.
Betonarme yapilarda kolonlarin yay gorevi yaptigi kabul edilmektedir. Yay kuvveti
titresim hareketinin yer degistirmesiyle ters orantilidir. Yay sabiti “’k”’ ile
gosterilmektedir. Cizelge 2.1°de idealize edilmis sistemlere karsilik yay sabitleri tablo

halinde verilmistir.
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Soniim Elemani: Soniim, enerjinin yutulmasi olaymi ifade etmektedir. Betonarme yapi
sisteminde, dolgu duvarlar, yap1 elemanlarmin baglanti noktalar1 ve yapida olusan
catlaklar soniim olaymi saglamaktadirlar. Soniimleyiciler, dinamik sistemlerde i¢
sirtinmelerden, esdeger viskoziteden ve diger enerji yutucu Ozelliklerden olusarak
titresim genligini azaltic1 yonde etki yaparlar. Soniim kuvveti yapilarda titresim hizi ile

ters orantilidir. Soniim elemani sabiti “c” ile gdsterilmektedir.

Cizelge 2.1. Idealize edilmis sistemler ve yay sabitleri (Celebi ve Erdik 1977)

Idealize Edilmis Sistem ve Yiik Durumu k
— /2 »le 1/2 ——
EI m 1 El
- l - -'_'_"'.?_':';_'_ 1 48 l_3
P@® !
’ ; E lp ®
- >
| s 3EI
MET " MR m { I3
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e ! >
- 1 - -] 1 —
m . m | m
T - ; (12 + 12)EI
| ! h3
| k
B 24E1I
il 1 l . Y
— | h3




22

Cizelge 2.1. (devam)

Idealize Edilmis Sistem ve Yiik Durumu k
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2.4. Titresen Sistemler

Titresen sistemler rijit sistemler ve uyumlu sistemler olmak {izere iki ana sinifa
ayrilabilir. Rijit sistem, igerisinde birim deformasyonlarin gelismedigi sistemlerdir. Bir
rijit sistem i¢indeki tim noktalar, birbiri ile aym1 fazda hareket eder ve rijit cisim
hareketinin tanimlanmas1 nispeten basit bir kinematik islemdir. Uyumlu sistemlerde ise,
sistem i¢indeki farkli noktalar birbirinden farkli (faz disinda) hareket eder. Bir fiziksel
sistem, belirli sartlar altinda hemen hemen rijit sistem gibi davranabilirken, baska

sartlarda uyumlu sistem olarak davranabilir.

Kiitleleri sonlu sayidaki noktalarda yogunlasmis olarak ele alinabilen sistemler ayrik
sistemler olarak tanimlanmaktadir. Siirekli sistemlerde ise kiitle tiim sisteme dagilmistir.
Bir sistemin kiitlelerinin pozisyonunu tanimlamak i¢in gerekli bagimsiz degiskenlerin

say1s1, sistemin dinamik serbestlik derecesinin sayisidir.
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En ¢ok karsilasilan sistemler Sekil 2.11°de degisik serbestlik dereceleri i¢in verilmistir.
Ayrik sistemler sonlu sayida serbestlik derecesine sahiptir; siirekli bir sistemin
serbestlik derecesi sayist ise sonsuzdur. Bazi analizlerde siirekli sistemler cok sayida
serbestlik derecesine sahip ayrik sistemler olarak idealize edilirken, bazi analizlerde de
ayrik sistemler ¢cok sayidaki serbestlik derecesine sahip siirekli sistemler olarak idealize

edilmektedir (Kayabal1 2003).

{;’Z —_—
==

(@) (b) (©) (d) (€)

Sekil 2.11. Degisik sayida serbestlik derecesine sahip titresen sistemler.
(a) Bir serbestlik dereceli sistem, (b) ki serbestlik dereceli sistem, (c) Ug serbestlik dereceli sistem, (d)
Sonsuz serbestlik dereceli sistem, (e) Sonsuz serbestlik dereceli sistem

2.4.1. Tek serbestlik dereceli sistemler

Pozisyonu bir degisken ile tam anlamiyla tanimlanabilen ayrik sistemler tek serbestlik
dereceli (TSD) sistem olarak anilmaktadir. Sekil 2.12. (a-c)’de goriilen tek serbestlik
dereceli sistemlerde oldugu gibi, bu tek dereceli serbestlik dogrusal (translational) yer
degistirmeyi veya Sekil 2.12.(d)’deki sarka¢ durumunda oldugu gibi donmeli

(rotational) yer degistirmeyi temsil edebilir.

Tipik bir tek serbestlik dereceli (TSD) sistem, Sekil 2.13’te goriildiigii gibi; bir rijit
kiitle (m), bir rijitlik yayr (k) ve bir viskoz soniimleme katsayili soniimleyiciden (c)
olusur. Kiitle; yaya ve sonlimleyiciye paralel baglanmistir ve p(t) dis yiikiine maruz
kalmaktadir. Yay ve sonlimleyicinin kiitlesiz oldugu ve yerdegistirme orjininin, statik

denge pozisyonu ile ayni oldugu varsayilir.
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Sekil 2.12. Degisik tek serbestlik dereceli sistemler

2.4.2. Tek serbestlik dereceli sistemler icin hareket denklemi

Tek serbestlik dereceli (TSD) sistemlerin ¢ogu disaridan uygulanan yiiklerin etkisi
altindadir. Sekil 2.13teki gibi bir tek serbestlik dereceli (TSD) sistemin dinamik tepkisi
bir hareket denklemi tarafindan kontrol edilir. Hareket denklemi ¢ok degisik sekillerde

elde edilebilir. Burada; basit, kuvvet denge yaklasimi kullanilacaktir.

-
c ; ¢
_[|7 _ fI
Ao S L S e = ()
k :L‘,.' 1‘:._.; I\._g' L‘:

(@) (b)

Sekil 2.13. Dis dinamik yiik p(t)’ye maruz kalan soniimlii TSD sistem

2.4.2.a. Hareket denklemi (Disaridan yiikleme)

Bir tek serbestlik dereceli (TSD) sistemin kiitlesine dinamik yiikleme yapildigi zaman
(Sekil 2.13.(a)), hareket etme egilimi kiitlenin ataleti ile yay ve soniimleyici i¢inde

gelisen kuvvetler tarafindan kisitlanir.
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Bu nedenle, pozitif x yoniinde etkiyen p(t) dis kuvvetine negatif x yoniinde kars1 koyan
ic kuvvet vardir: atalet kuvveti fj, viskoz séniimleme kuvveti f ve elastik yay kuvveti
fs (Sekil 2.13.(b)).

Hareket denklemi, bu kuvvetlerin dinamik dengesi cinsinden ifade edilebilirler:

fi () + fp (V) + f5(t) = p(V) (2.14)

Bu kuvvetler kiitlenin hareketi cinsinden de ifade edilebilir. Newton’un ikinci yasasina
gore, bir kiitle lizerine etkiyen atalet kuvveti o kiitlenin momentum degisim hizina

esittir. Kiitlesi sabit olan sistemde asagidaki gibi olur:

f= S (m®@)_ O e (2.15)
! dt dt dt2 '

Viskoz bir sonlimleyici i¢in, soniimleme kuvveti kiitlenin hizi ile orantilidir:

du(t)
dt

fp(t) =c¢ = cu(t) (2.16)

Yay ile saglanan kuvvet de, yay rijitligi ile yerdegistirme miktarinin ¢arpimina esittir:

fs(t) = ku(t) (2.17)

Yay kuvvetini denklem (2.17) ile ifade edebilmek igin yapmin dogrusal—elastik

davranig gostermesi gerekmektedir.

Deprem etkisi altinda ayni kiitle ve soniime sahip yapinin ideal elasto—plastik olarak
verecegi tepki ile elastik olarak verecegi tepkinin degisimi de Sekil 2.14’te sunulmugtur.

Goriilebilecegi gibi baslangigtaki yiikleme kosullarinda elastik sistem, dogrusal

......
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£4 . Elastik sistem

/
felasﬁk

;’ Elasto - plastik sistem

felastn—plasﬁk

- - U
Uakma Welastik Uelasto-plastik

Sekil 2.14. Elasto-plastik ve elastik sistemler i¢in yay kuvveti ve yer degistirmenin
degisimi

Tim kuvvetlerin davranisi Sekil 2.15’de sematik olarak gosterilmistir. Atalet kuvveti
ivme ile orantilidir ve oransallik sabiti de kiitledir. Benzer sekilde viskoz soniimleme
kuvveti ve elastik yay kuvveti de hiz ve yer degistirme ile orantilidir ve oransallik

sabitleri de sirayla soniimleme ve yay katsayilaridir.

fI‘ fD‘ fy i

! ! !
(@ (b) ©

Sekil 2.15. (a) Atalet, (b) viskoz ve (c) elastik kuvvetlerin sirayla ivme, hiz ve yer
degistirme ile degisimi

(2.15) ve (2.16) esitliklerini (2.14)’de yerlerine koyarak, tek serbestlik dereceli (TSD)

sistem i¢in hareket denklemi asagidaki gibi yazilabilir:

m ii(t) + c a(t) + ku(t) = p(t) (2.18)
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Bu ikinci derece diferansiyel denklem, salinan sistemlerin davranisini tanimlamada
yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Hareketin diferansiyel denklemi dogrusaldir (yani;
tiim terimlerin sabit katsayis1 vardir). Bu dogrusallik, analitik ¢oziimiin kolaylikla elde
edilmesini saglar ve daha 6nemlisi de, siiperpozisyon ilkesinin kullanilmasina izin verir.
Katsayilardan biri sabit olmadigi zaman, davranis dogrusal degildir ve ¢6ziim de ¢ok

zorlagir.

2.4.2.b. Hareket denklemi: mesnetlerin titresimi (zemin sarsintisi)

Yapilarda dinamik yiikleme cogu zaman dinamik dis yiikler yerine sistemin
mesnetlerinin titresiminden ileri gelir. Boyle sistemlerin dinamik tepkisini
degerlendirmek i¢in, zemin sarsmasindan ileri gelen yiikleme igin, bir hareket
denkleminin gelistirilmesi gereklidir. Sekil 2.16.(a)’da gosterilen séniimlii tek serbestlik
dereceli (TSD) sistem ele alindiginda: uy, (t) zemin dinamik sarsmasina maruz kaldigi
zaman sekil degistirecek ve belirli ¢ zamanindaki goriiniimii Sekil 2.16.(b)’deki gibi
olacaktir. Kiitlenin toplam yerdegistirmesi u.(t), mesnetin yerdegistirmesi uy(t) ve
mesnete gore kiitlenin goreceli yerdegistirmesi u(t) olmak {izere iki kisima ayrilabilir.
Atalet kuvveti kiitlenin toplam ivmesine bagli iken, viskoz sonlimleme ve elastik yay
kuvvetleri de sirayla goreceli hiz ve yerdegistirmeye bagl olacaktir. Sekil 2.16.(b)’deki
notasyonu kullanarak; hareket denklemi,

mi,+cu+ku=0 (2.19)

veya i (t) = U (t) + ii(t) yerdegistirmesini yaparak,

mi+cu+ku=-mii (2.20)

seklinde yazilabilir. Bagka bir ifadeyle; sistemin zemin sarsmasina tepkisi o sistemin
tabaninin sabit oldugu ve kiitlenin de p, = —m ii, (t) dis yiikklemesine maruz kaldigi

durumdaki tepkiye esdegerdir.
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Bu nedenle, dis yiiklemeye maruz kalan bir tek serbestlik dereceli (TSD) sistemin
tepkisinde kullanilan herhangi bir ¢6ziim, sistemin zemin sarsmasina tepkisini

degerlendirmede kullanilabilir.

i U (L)
~_ =u(t)

— m
% k
| =
1, (t)
(a) (b)

Sekil 2.16. Zemin sarsmasina maruz kalan soniimlii TDS sistem

2.4.3. Dogrusal tek serbestlik dereceli sistemlerin tepkisi

Dogrusal bir tek serbestlik dereceli (TSD) sistemin dinamik tepkisini degerlendirmek
icin, diferansiyel hareket denklemi c¢o6ziilmelidir. Tek serbestlik dereceli (TSD)
sistemlerin dinamik tepkilerinin yaygin olarak hesaplandigi birka¢ degisik durum
bulunmaktadir. Zorlanmis titresim, kiitlenin belirli bir dis yiiklemeye maruz kaldigi
durumda gelisir. Yiikleme periyodik veya periyodik olmayan sekilde olabilir ve kiitleye
uygulanan gercek fiziksel kuvvete yada bilinen bir diizeydeki zemin sarsmasina karsilik
gelebilir. Serbest titresim, dis yiikkleme veya zemin sarsmasinin olmadigi durumda
gelisir. Kiitlenin belirli bir yerdegistirmeden sonra serbest kalmasindan ileri gelebilir
veya gecici zorlanmis titresim sona erdikten sonra olusabilir. Degisik soniim ve dis

yiikleme durumlarina gore hareket denklemleri asagidaki gibidir.

Sonilimsiiz serbest titresimler: ¢ =0 p(t) =0
Sontimlii serbest titresimler: c>0 p(t) =0

Sonilimsiiz zorlanmus titresimler: ¢ = 0 p(t) #0

A w0 dpoe

Sontimlii zorlanmus titresimler: ¢ > 0 p(t) #0
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2.4.3.a. Soniimsiiz serbest titresimler

Bir tek serbestlik dereceli (TSD) sistem dis yiikler etkisi altinda salinmadigi zaman
serbest titresime maruz kalir. Sontimleme olmadigi (c = 0) zaman hareket denklemi

(sOniimsiiz serbest titresim i¢in) asagidaki gibi olur:
mi+ku=0 (2.21)
yada iki tarafi da kiitleye bolmek suretiyle,

ii+—u= (2.22)
m

olur. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii:

/k /k
u=C_C;sin [—t+ C,cos |—t (2.23)
m m

olup, burada: C; ve C, sabitlerinin degeri, sistemin baslangi¢ sartlarma baghdir.

V (k/m) biyiikligii ok 6nemlidir. Sistemin soniimsiiz dogal frekansini temsil eder:

w, = |— (2.24)

Dogal frekans f;, ve dogal periyot T, asagidaki gibi yazilabilir (Kayabal1 2003):

w, 1 |k
— — — 2.2
2T 2w m (2.25)

fn
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T, =— =21 [— (2.26)

Burada tek serbestlik dereceli sistemin titresiminden faydalanarak dogal periyoda etki

eden faktorler su sekilde agiklanabilir:

Cizelge 2.1°de goriilebilecegi gibi tasiyic1 elemanin ucunda, diisey 6telenme ve donme
sifir kabul edilerek, yalniz yatay oOtelenmeye miisaade edilirse; m kiitlesinin yatay
olarak birim boy oOtelenmesi halinde, cubugun kiitleye etkitecegi kuvvet, k =
12EI/h3tiir. Bu degeri, (2.26) denkleminde yerine koyarak, sistemin dogal periyodu
i¢in

21

T =— (2.27)
12 El

m h3

bulunur. Tastyici elemanin ucunda hem 6telenme, hem donme olmasi durumunda, yani
elemanin donme yapabilecegi kabul edilirse, birim yatay otelenme icin kiitle lizerine

etkiyen kuvvet k = 3EI/h3tiir. Bu degeri, (2.26) denkleminde yerine koyarak, sistemin

dogal periyodu i¢in
21
T =— (2.28)
3 El
m h3

elde edilir ki, ayni kiitle i¢in (2.27) denkleminden bulunan degerin iki katidir. Bu iki

periyodun karsilastirilmasindan su genel sonuglar1 ¢ikarmak miimkiindiir:

......

fazla deformasyon kabiliyetine sahip ise, periyodu o nispette uzundur.
e Bir tagiyict sistemin boyu ve benzer sekilde bir binanin yiiksekligi arttikca dogal
periyodu biiyiir.
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......

kiitlesine baglidir. Periyot, rijitlikle ters, kiitle ile dogru orantilidir.

e Bir tasiyict sistemin dogal periyoduna sadece, titresim yaptigr dogrultulardaki
rijitlikleri degil, titresim olmayan Gtelenme ve donme dogrultularindaki rijitlikleri de
etki eder. Bu sebepten, ayni kiitle igin, (2.27) ve (2.28) denklemlerinde ayr1 iki periyot
degeri bulunmustur (Tezcan 1970).

(2.24) esitligini hareket denkleminin ¢6ziimiindeki [(2.23)” de] yerine koyarak,

u = C;sinw, t + C; cos w,t (2.29)
elde edilir. Bu ifade, serbest titresimdeki soniimsiiz bir sistemin kendi soniimsiiz dogal
frekansinda harmonik olarak salinacagini ifade eder. Baslangig¢ (t = 0) sartlarindan ilk

yerdegistirme u, ve ilksel hiz 1, ile temsil edildigi varsayilarak C; ve C, hesaplanabilir.
O halde,

Ug = Cl Sln(O) +CZ COS(O) = Cz (230)
110 = wnC1 COS(O) _(l)nCZ Sln(O) = wnC1 (231)

olur. Bu nedenle, C; = 1,/ w, ve C, = uy’dir. Bu durumda bir tek serbestlik dereceli

(TSD) sistemin sOniimsiiz serbest titresim tepkisinin ¢dziimii asagidaki gibi olur:

u
u= w—osin Wyt + Uy cos w,t (2.32)
n

Boyle bir sistemin tepkisi Sekil 2.17°de gosterilmistir. Sistemin statik denge
konumundan (deforme olmamis, u = 0), titresimli (veya salinimli) harekete maruz

kaldigini gosterir: bu hareket her 21/ w,, saniyede bir tekrarlanmaktadir.
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t; ve t; + 2m/w, anlarinda kiitlenin durumu (deplasman ve hiz) aymdir; u(t; ) =
u(ty + 2w /wy, ) ve u(t; ) = u(ty + 2n/w, ) dir. Yerdegistirme — zaman egrisindeki a
— b — ¢ — d — e noktalar1 sistemin bir serbest titresim dongiisiinii tanimlamaktadir. “’a’’
statik denge konumundaki kiitle, saga dogru hareket eder ve “’u,’’ maksimum pozitif

yerdegistirmesini yaparak “’b’>’ konumuna ulasir. Bu siire sonunda hiz sifirdir ve

[ )

yerdegistirme azalmaya baglar, kiitle denge konumu “’c’’ye geri déner. Bu konumdan

¢ 29

sonra hiz maksimum seviyeye ulasir: kiitle sola dogru hareket eder ve “’—u,

maksimum negatif yerdegistirmesini yaparak ‘’d’’ konumuna ulasir. Yine bu siire
€Y 9

sonunda hiz sifirdir ve yer degistirme azalmaya baslar, kiitle denge konumu “’e’’ye geri

doner. Titresim dongiisii bu sekilde tamamlanur.

Sekil 2.17. Ilksel yer degistirme u, ve ilksel hiz 1, ile birlikte soniimsiiz serbest
titresim Yyer degistirmesinin zamana bagli degisimi (Chopra 2001)

(2.6) esitligine tekrar donerek, serbest titresim tepkisi,

u = A sin(w,t + ¢) (2.33)

seklinde ifade edilebilir. Buradaki genlik A ve faz agisi ¢’nin tanimlari su sekildedir:
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A= g+ (22) (2.34)
Wn
u
¢ = tan"t 0" (2.35)
Ug

Soniimsiiz bir sistemin hareket denkleminin ¢oézlimii, sistemin tepkisinin ilksel yer
degistirme ve hiza bagli oldugunu ifade eder. Genligin zaman icinde sabit kaldigina
dikkat edilmelidir. Soniimsiiz sistemde enerji kaybi olmadigindan, sonsuza dek

salinacaktir.
2.4.3.b. Soniimlii serbest titresimler

Gergek sistemlerde enerjinin kaybolmasi siirtiinme, 1s1 olusumu, hava direnci veya diger
fiziksel mekanizmalardan ileri gelebilir. Bu nedenle, soniimlii bir tek serbestlik dereceli
(TSD) sistemin serbest titresim tepkisi zamanla azalacaktir. Soniimlii serbest titresimler

i¢cin hareket denklemi asagidaki gibi yazilir:
mi+cu+ku=0 (2.36)

ya da “m” ile béliip [(2.39) esitliginde] k = m w?2 degisikligini yaparak,

c
i+2——w,t+w>u=0 (2.37)
2Vkm "

Kritik sonliimleme katsayisi c.,- olarak adlandirilan 2vk m biiytikligii, sontimleme orani
&’nin, soOniimleme katsayisinin  kritik  sOniimleme katsayisina  orani olarak

tanimlanmasina izin verir; yani,

Sz_c_ c ¢ Cwy
Cer 2Wkm 2mo, 2k

(2.38)
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Bu notasyonla, hareket denklemi asagidaki gibi ifade edilebilir.
i+ 28w, +w2u=0 (2.39)

Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii, sOniimleme oraninin degerine baghdir. & <
%100 (¢ < ¢,-) oldugu zaman sistem az soniimlemelidir. & = %100 (¢ = c.,)
oldugunda sistem kritik soniimlemelidir ve & > %100 (¢ > c.-) oldugu zaman sistem
asirt sonlimlemelidir. Bu durumlarin her biri i¢in ayr1 ¢ozlimler elde edilmelidir. Fakat,

pratikte ilgi konusu olan yapilar az sontimlemelidir.

Soniimlemenin kritik degerin altinda oldugu durum icin hareket denkleminin ¢éziimii

asagidaki gibidir:

u=e $nt[C sin(wy /1 — &2t) + C; cos(wp /1 — €2t)] (2.40)

e~ % @nt jissel terimi zamanla kiigiiliir ve sonunda sifira yaklasir. Serbest titresimdeki az
M

sontimlii sistemlerin tepkisinin zaman i¢inde iissel olarak azalacagini ifade eder. Azalma

hiz1 s6nlimleme oranina baghdir; kiiglik ¢ i¢in tepkinin azalmasi yavas olur ve bilyiik &

degerlerinde ise azalma daha cabuk olur. Sistemin sonlimlii dogal frekansim w,; =

wy v/ 1 — &2 olarak tanimladiktan sonra ¢6ziim asagidaki gibi ifade edilebilir.

u=-e (¢ sinwgt + C, cos wyt) (2.41)

Sontimlii bir sistemin dogal frekansi soniimsiiz bir sisteminkinden daima kiiciiktiir ve

artan sOnimleme orani ile birlikte azalir.

C; ve C, katsayilar1 soniimsiiz durumdaki ile ayni tarzda baslangi¢c sartlarindan

belirlenebilir. Tlksel yerdegistirme ve ilksel hiz su sekildedir:
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uy = e~ $n (¢, 5in(0) +C, cos(0)) = C, (2.42)

Uy =e $9nO[w,C; cos wy(0) —wyC, sin wy(0)]

—Ewpe” @ O[C; sinwg(0) + €, cos wy(0)] = w,C; — Ew,C, (2.43)

Bu nedenle, C; = (g + & w, uy)/wy ve C, =uy’dir. Burada soniimlii serbest

titresimler icin ¢ozlim,

Uy + & wy U

u= e‘f‘”nt( sin wgq t + ug cos wdt) (2.44)

Wgq

seklinde ifade edilebilir. Az sonlimlii bir sistemin serbest titresim tepkisi Sekil 2.19’da
gosterilmistir. Genligin zaman igindeki lissel azalimina dikkat edilmelidir. Pes pese

gelen herhangi iki pikin orant,

= exp (271{ %) (2.45)

un+1 d

olur. Logaritmik azalim § = In(u,/u, 1) olarak tanimlanirsa,

Wy 2mé
6 =2né— = (2.46)
Wq 1-4¢2

olur. Terimler yeniden diizenlendiginde soniimleme oram1 logaritmik azalimdan

belirlenebilir.

Vi 247
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6’nin kiigiik degerlerinde ¢ ~ §/2m’dir. Bu nedenle, bir tek serbestlik dereceli (TDS)
sistemin sonlimleme oranin1 hesaplamanin kolay bir yolu, bir serbest titresim deneyi
yapmaktir. Bu deneyde logaritmik azalim, sistemin bir u, ilksel yerdegistirmesiyle

yerdegistirdigi ve bir 1w, ilksel hizi ile serbest birakildigi zaman o6l¢iiliir (Kayabali

2003).
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Sekil 2.18. Logaritmik azalim ve soniimleme orani arasindaki kesin ve yaklagik iliski
grafigi

u(thy  Au, o e~$ Wt

2

¥ Wy

Sekil 2.19. Ilksel yerdegistirme u, ve ilksel hiz 11, ile birlikte soniimlii serbest titresimin
zamana bagl degisimi

2.4.4. Cok serbestlik dereceli sistemler

Cok serbestlik dereceli olmasi ile ifade edilmek istenen husus, sistemin secilisi ve

kurulusu icab1 bir veya birden ¢ok katlardan olusmasi ile beraber sistemin eksenleri



37

dogrultusundaki (translasyon) titresimleri yaninda, rotasyon (donme) veya torsiyon
(burulma) titresimlerini de ayni zamanda yapabilme olasiliginin miimkiin olmasidir

(Leylek 2005).

Yapisal sistemlerde kiitle ve rijitlik, genelde biitiin yapi {izerine dagilmis olarak bulunur.
Bu sistemlerin dinamik hareketlerini belirlemek i¢in, sonsuz sayida koordinata, bir
baska deyisle sonsuz sayida serbestlik derecesine ihtiya¢ vardir. Siirekli sistemler olarak
adlandirilan bu sistemlerin analitik ¢6ziimleri mevcuttur. Fakat bu ¢6ziimlerin karmasik
sistemlere uygulanmasi zordur ve genelde miimkiin degildir. Bu sebeple siirekli
sistemler, kiitlelerin belirli noktalarda toplanmasiyla ideallestirilebilir ve ¢ok serbestlik
dereceli sistem olarak ifade edilebilir. Bu yaklasimin basarisi, sistemdeki kiitle ve
rijiditenin dagilimi ile beraber yapiya etkiyen dis kuvvetin yani yer hareketinin zaman
ve mekandaki degisimi ile de yakindan ilgilidir. Yapisal sistemdeki fiziksel zorlamalar
ve yer hareketinin nitelikleri sistemin ancak belirli sekillerde davranisina izin veriyorsa,
sistemin ¢ok serbestlik dereceli sistem olarak modellendirilmesi, yap1 davranigini iyi bir

yaklasiklik ile temsil edebilir (Erdik ve Yiiziigiilli 1980).

Yapilarda en yaygin olarak kullanilan tasiyici sistemler, kolon ve kirisler ile kirislere
oturan plaklardan olusan uzay cerceve sistemlerdir. Uzay cerceve sistemlerin analizi
uzun oldugundan genelde birbirine ortogonal diizlem c¢ercevelerden tesekkiil eden
tasiyict sistemin ¢oziimiinii iki istikamette mevcut diizlem kabulii ile yapmak, statik ve

dinamik hesab1 oldukca kolaylastirir.

Sekil 2.20’de gosterilen ve miihendislik yapilarinin biiyiik bir ¢ogunlugunu kapsayan
yapt sistemleri birbirlerine kiitleleri thmal edilebilen yay ve sondiiriicii elemanlarla
(kolonlar) bagli toplanmus kiitleler (kat kiitleleri) diizeni seklinde ¢ok serbestlik dereceli

olarak modellendirilebilirler.
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(a) (b) (©)

Sekil 2.20. Cok serbestlik dereceli yap1 modelleri

Belirli yaklasikliklarla yatay yiikler etkisi altinda konsol egilme kirisi seklinde davranan
ve tastyici sistemi perde duvarlardan olusan sistemler Sekil 2.20.(a)’da belirtilmistir. Bu
sistemde diisey elemandaki yer degistirmeler siirekli bir fonksiyon seklindedir ve bu tip
davranig gosteren cergevelerin siirekli sistem olarak modellendirilmesi daha gergekei
olur. Sekil 2.20.(b)’de verilen cergevede ise yatay ve diisey elemanlarin rijitlikleri
birbirine yakin oldugundan, elemanlarin kat hizalarindaki yatay Otelemeleri ile
elemanlarin diigiim noktalarindaki donmeleri de sistemin davranisinda etkilidir. Bu
sebeple cerceve ideallestirilirken, yatay yondeki serbestlikler ve donme serbestliklerinin
g6z Oniline alinmasi gerekir. Sekil 2.20.(c)’de verilen ¢ergeve sisteminde katlardaki kiris
ve doseme rijitlikleri, kolon rijitliklerine gore ¢ok biiylik oldugundan sistem kat
hizalarinda, kiriglerde dénme olmadan sadece yatay Oteleme yapar. Her bir kat
otelemesi sadece o kattaki kesme kuvvetine bagli olmaktadir. Sekil 2.20.(c)’de verilen
cerceve tipinde sadece kat hizalarindaki yatay yer degistirme serbestliklerini almak,
kiitleleri kat hizalarinda toplanmis kabul etmek ve katlardaki kolon rijitliklerini
toplayarak sistemi ¢ok serbestlik dereceli toplu kiitleli sistem olarak modellemek
miimkiindiir (Erdik ve Yiiziigillii 1980).

Hesap kolaylig1 yoniinden ve neticelerin kesin hesap seklinden hicbir deger

kaybetmeden yapilan kabul sekilleri burada agiklanmustir.
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Sekil 2.20.(c)’de verilen kat hizalarindaki kiris - déseme eleman rijitlikleri kolonlarina
gore oldukca biiyilk olan ve bu sebepten kiris - doseme elemanlarinin déonme
deformasyonu ihmal edilebilen yapinin tasiyici sistemini olusturan gergeveler, kesme

tipi gergeve sistemi olarak isimlendirilir.

Sekil 2.20.(b)’de verilen egilme tipi ¢ergceve sistemleri ise normal olarak dinamik
yonden en fazla titresim serbestligi olan sistemlerdir. Bu tip sistemlerin yatay yiikler
altindaki deformasyonlari, teknik deyimle yan Otelenmeleri kesme tipi ¢ergeve
sistemlerine gore ayricalik gdsterir. Bu durum bilhassa titresim esnasinda da etkisini

gosterir.

Yatay kiriglerin u¢ noktalar1 ayni zamanda sekil diizlemine dik eksen etrafinda
donmelere, teknik deyimle rotasyon (donme) etkisine de maruz kalirlar. Bundan dolay1
her kattaki kolon uglarma ait kesme kuvvetlerinin birbirinden bagimsiz kalacag:
diistiniilemez. Bununla birlikte bu ¢esit sistemlerde 1. Mod titresim tiiri yaninda 2. Mod
ve 3. Mod titresimlerinin kesit i¢ kuvvetlerine katkilar1 da ihmal edilemeyecek
biiyiikliikte olabilmektedir. Modlarin birlestirilmesi (modal analiz) de bu bakimdan

onem kazanmaktadir.

Egilme tipi gerceve sistemlerinde, kesme tipi cergeve sistemlerinde oldugu gibi,
kiitlelerin idealize edilerek kat hizalarinda toplandig: kabul edilerek, bir an i¢in yalniz
bir katin hizasinda birim 6telemenin mevcut oldugu ve diger biitiin katlarin sabit kaldig:
g0z Online getirilirse, diger biitiin kat hizalarinda farkli kesme kuvvetlerinin olustugu
goriliir. Her kata isabet eden reaksiyon kuvvetleri kolon alt ve {ist noktalarinda kesme
kuvvetlerinin toplamindan ileri geldigi diistiniiliirse, bu reaksiyonlar (+) veya (-) olarak

gesitli On isaretler ile olusurlar.

Bu tip tasiyict sistemin yatay dogrultudaki titresimi s6z konusu oldugu zaman, dinamik
denge denklemlerinin kurulusunda her kat kesme kuvvetleri elastik yay kuvvetlerini
dogrudan belirledigi icin ¢ok biiyiik rol oynarlar. Bundan dolayr da, [K] rijitlik

matrisinin yaziliminda komple doluluk meydana gelir.



40

Kesme tipi gerceve sistemlerinde dinamik denge denklemleri yazilirken, D’Alembert
prensibi icabi ve her kat hizasindaki kiitleler i¢cin olmak iizere; her kata ait denge
denklemlerinde yalnizca bir alt ve bir iist katlara ait kolon kesme kuvvetlerinin etkileri
mevcuttur. Egilme tipi ¢ergeve sistemlerinde ise her katta bulunan kiitleler igin
olusturulacak dinamik denge denklemlerinde mevcut diger katlarinda etkileri

g6z0Oniinde tutulur.

Kesme tipi gergeve sistemlerinin getirdigi kolayliklardan dolay1 ve bir yaklasim olarak,

egilme tipi ¢erceve sistemlerinde,

a) Normal kuvvetlerden dolayr kolonlarin yapacaklari deformasyonlar ihmal
edilebilirse,

b) Kiris rijitlikleri (EI), kolon rijitliklerine gore oldukga biiyiik degere sahip ise,

c) Statik sistem geometrik olarak ve mesnet sekilleri itibari ile simetrik ise,

d) Kiitle dagilimi biitiin katlarda benzer dagilimda ve kat hizalarinda toplanmis ise,
egilme tipi gerceve sistemi, kesme tipi ¢ergeve sistemi olarak kabul edilebilir (Leylek
2005).

Yapilan bu kabullerden birincisi, sistemin hareketi sirasinda katlarin yatay konumda
kaldiklarin1 belirler. Ikinci kabulde, kiris-déseme elemanlar1 ile kolonlarin birlesim
noktalarinda donmeye karst tutulduklarini yani donme serbestliginin olmadigi
belirtilmektedir. Ugiincii kabulde, burulma etkilerinin kisitlandig1 belirtilmektedir.
Dordiincti kabulde ise, kiitlenin yayili olmasindan dolay1 sistemin sonsuz serbestlik
dereceli olmasi1 gerekirken, kiitlelerin kat hizalarinda toplanmis kabul edilmesinden
dolay1 sistemin serbestlik derecesi kat hizalarindaki toplanmis kiitle sayisina bagli

olarak ifade edilebilir.

2.4.4.a. Hareket denklemleri

Yukarida yapilan kabullere gore kesme tipi ¢ergevenin hareket denklemleri 6rnek bir

cerceve ile elde edilmistir.
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Sekil 2.21°de n kath tek aciklikli bir ¢ergeve goriilmektedir. Bu model i¢in hareket
denklemleri, sistemin Sekil 2.21.(b)’de verilen serbest cisim diyagramindan her bir

kiitleye etki eden kuvvetlerin dengesinden elde edilir.

Bu da herhangi bir t zamaninda her kiitleye etki eden atalet, soniim ve elastik yay

kuvvetlerinin dis kuvvet ile dengelenmesidir.

Her kattaki kiitle icin;

Fi, + Fp, + Fs, = P,(t) (i=1,,n) (2.48)

genel ifadesi yazilabilir. Yapmin dogrusal-elastik davranig sergilemesi durumunda
siiperpozisyon ilkesi gecerlidir. Boyle durumlarda her katta harekete karsi koyan
kuvvetler, tiim katlardaki hareket parametresinin carpildigi katsayilar cinsinden ifade

edilebilir. (2.48) denklemi her kat kiitlesi i¢in agik olarak yazilacak olursa,

R,(2)
—
Ky (10, () =y (£)] €—

€ [t (£) = i, ()]

+— m, i (t)

£g[aty () — 122 ()]
P:{t} —* I_. _.'k;[ug_[:!':}_ :4:[:]]
—| — m.i.(t)

ko[, () — uy(t)]) «— -—
E:[T;t:(r} - ulll_-l‘:l] *_J
I_. ez lin5 (£) — 1, ()]

o —+ kalug(e) = uy(1)]

4— m,ii, ()

kiulft]-l— f—
ciz'i,[t}I‘J

(@) (b)

Sekil 2.21. Kesme tipi ¢erceve modeli

Py(r)
—
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m; Uiy (t) + ¢q0u4(t) — ¢ (flz ® -0 (t)) + kyuy (D) — ky (uz ®-u (t)) =P (1)

m, i, (1) + c; (uz -0y (t)) —C3 (il3 () — 0y (t)) + Kk, (uz ®-u (t))

—Kks (u3 (®) —u, (t)) = P,(t)

m;li;(t) + c3 (1'13 () — 0y (t)) + K3 (u3 () —uy (t)) = P;(1)

my ii, (t) + Cn(un(t) - un—l(t)) + kn(un (t) — un—1(t)) =P, (1) (2.49)

elde edilir.

n serbestlik dereceli sistem i¢in yazilan (2.49) denklem takimi kiitle, rijitlik ve soniim

matrislerini teskil ederek;

[ myq e 0 | tiy (B) Git+tc;  —G o 1 14 (t)
| 0 m, | uZ(t) | —C2 C2 + C3 | l.lz (t)
l : : J -|'l : : _CnJ + -

0o - o My ijn(t) 0 —Cp Cn l:ln (t)

it u(t)

[ ki +k; -k, 0 1[ v () P, ()

| -k, ky + k3 | u, (t) P,(0)
N _ - gl I (2.50)

e |
0 _kn kn Up (t) Pn (t)
u(t)

seklinde agik formda yazilabilir. Bu denklem kapali formda;

[M]nsn{i(03}nx1 + [Claxn{3(®3nx1 + [Klnxn{u®nxa = PO}Inxa (2.51)
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olarak yazilir. Boylece sistemin kiitle matrisi [M], séniim matrisi [C], rijitlik matrisi [K]
olarak ifade edilmis olur. (2.50) ve (2.51) denklemlerindeki kolon matrislerinden;
{ii(t)} kitlelerin serbestlik derecesi dogrultusundaki ivmelerini belirten ivme vektorii,
fu(t)} hiz vektori, {u(t)} yerdegistirme vektorii ve {P(t)} ise kiitlelere tatbik edilen
kuvvetlerin vektoriidiir (Paz 2003).

CSD sistemler taban hareketlerine de tepki verirler. Kat hizalarindaki kiitlelere etkiyen
kuvvetin yerine, ¢ercevenin temelinden etkiyen yer ivmesine maruz kalmasi halinde (bu
durumda P(t) = 0 olmakta) hareket denklemi, bolim 2.4.2.b’deki TSD duruma

uygulanan yontemin aynisini takip etmek suretiyle kolaylikla gelistirilebilir (Kayabali
2003).

Sistemdeki mutlak oOtelemeler, bagil Otelemelerle yer &telemesinin toplamina esit

olmaktadir.

ug; (8) = u;(t) + ug(t) (2.52)

yada matrissel olarak

{ue(®}nx1 = (Ui(O3nx1 + {1 ug (V) (2.53)

seklinde yazilabilir. Bu esitlik (2.51) denkleminde kullanilarak,

[M]nsn {0 3nx1 + [Claxn{3(O}nxa + [Klnxn{u®}nxa = =[Mlnxn{Bnxatig(t) (2.54)

denklemi elde edilir. Bu denklem CSD sistem genel hareket denklemi olup, rijit zemine
oturan, yanal hareket derecesine sahip, dogrusal-esnek yapisal sistemler icin gecerlidir

(Erdik ve Yiiziigillii 1980).
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(2.54) esitligi, n katli yapinin taban hareketine tepkisinin esdeger dis yiiklerin tepkisine
esit oldugunu ifade eder. Burada i. kata uygulanan yiik P, = —[M;]xn lg(t) seklindedir
(Kayabal1 2003).

Hareket denklemi sistem fleksibilite (esneklik) matrisi kullanilarak da yazilabilir.

Sistem fleksibilite matrisi [f]’nin elemanlar, f;; ( j noktasmna uygulanan birim kuvvetin

ayni dogrultuda i noktasinda olusturacagi oOtelemeye esittir) seklinde gosterilirse,
Maxwell — Betti teoremine gore [K] rijitlik matrisi ile [f] fleksibilite matrisi simetrik

olup birbirlerinin tersine esittir.

[f]=I[K]"" (2.55)

Denklem (2.54)’iin her iki tarafi [f] ile ¢arpilarak,

[FIIMIGE(D} + [f][CTu(®} + {u®)} = —[f]1[M] {1} iig(t) (2.56)

denklemi elde edilir.

[D] = [K]™* [M] (2.57)

matrisi ise dinamik matris olarak tanimlanmaktadir (Erdik ve Yiiziigiillii 1980).

2.4.4.b. Cok serbestlik dereceli sistemlerin soniimsiiz serbest titresimi

Soniimsiiz serbest titresimlerde sOniimleme matrisinin tiim terimleri sifirdir ve bu

durumda (2.51) hareket denklemi asagidaki sekle dontisiir:

[MI{u(D} + [K]{u(®)} = {0} (2.58)
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Herbir kiitlenin tepkisinin harmonik oldugu kabul edilirse,
fu(®)} = {d}sin(wt + 6) (2.59)
olur. Burada, ¢: yerdegistirme genligini igeren bir vektor ve 0: yapinin her katindaki

(veya her serbestlik derecesi i¢in) faz agilarini igeren bir vektordiir. (2.59) esitliginin iki

kere tiirevini almak suretiyle,

{i(0)} = —w? {p} sin(wt + 0) = —w? {u(t)} (2.60)

elde edilir. Yerdegistirme [(2.59) esitligi]| ve ivme [(2.60) esitligi] bagintilarinin hareket
denkleminde [(2.58) esitligi] yerine konmasiyla,

[—0?[M] {¢} + [K] {$}] sin(wt +0) = {0} (2.61)

elde edilir. Bu denklemin ¢6ziim yollarindan birisi, [—w?[M] {¢p} + [K] {¢}] ifadesinin

sifir olmasidir. Bu durumda,

[K] {$} = w?[M] {¢} (2.62)

olur. (2.62) esitligi genellestirilmis 6zdeger problemi olarak adlandirilir. Bu esitligin

homojen cebirsel denklem bi¢iminde yeniden yazilmasiyla,

[[K] — w?[M]] {$} = {0} (2.63)

sistemin frekans denklemi veyahut karakteristik deger (6zdeger) denklemi elde edilir
(Kayabali 2003).
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Denklem (2.63), n adet lineer homojen denklemdir ve bu denklemde zamana bagh
yerdegistirmelerin genlikleri olan ¢’lar n adet bilinmeyeni ifade eder. Aymi zamanda

w? de bilinmeyen parametredir.

(2.63) denklemi ile verilen lineer homojen denklem takiminin sifir olmayan koklere

sahip olabilmesi i¢in, katsayilar matrisinin determinantinin sifir olmasi gerekir.

det [[K] — w?[M]] = {0} (2.64)

Gergek fiziksel sistemlere karsilik gelen frekans denkleminin biitiin kokleri gergek ve
pozitiftir. Serbestlik derecesi sayisi n olan sistem icin karakteristik denklemin ¢oziimii n
adet w;? kokiinii verir. Bu koklerin karekokleri (w4, ws, *+, @, ) yapinm n adet titresim
modlarmin dogal titresim frekanslarini belirler. Dogal titresim frekanslari ayn1 zamanda

modal frekanslar olarak da adlandirilir (Erdik ve Yiiziigilli 1980).

Bu n adet (w?, w3, -+, w?3) frekans degeri dis yiiklerin olmadigi durumda séniimsiiz

sistemin salinabildigi frekanslar1 temsil etmektedir (Kayabali 2003).

Denklem (2.59)’deki varsayima gore CSD sistem ancak modlar1 ile belirlenen
sekillerde ve frekanslarda basit harmonik titresim yapabilir. Yani modal titresimlerde
her bir serbestlik derecesindeki Otelemeler herhangi bir zaman degeri i¢cin modla
orantilidir ve aralarinda faz farki yoktur. Sistemdeki her bir serbestlik derecesine bir ilk
Oteleme verilip, bir serbest titresim deneyi yapildiginda; sistem ancak segilen ilk
otelemeler, herhangi bir dogal mod sekliyle orantili oldugu zaman, o moda ait frekansla

basit harmonik hareket yapmaya baslayacaktir (Erdik ve Yiiziigiillii 1980).

A = w?, denklem (2.63)’de yerine koyularak,

[[K] — A [M]] {¢} = {0} (2.65)
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elde edilir. Bazen hesaplarda kolaylik saglamasi bakimindan M kiitlesi yerine W = M X
g agirhigr kullanilir ve g yercekimi ivmesi sabit oldugu ic¢in, matrisin disina ¢ikarilarak

(2.63) denklemi

[[K] = A [W]]{¢} = {0} (2.66)

seklinde yazilabilir. Burada yardime1 notasyon A = w? /g dir (Tezcan 1970).

(2.63) ya da (2.65) denklem takiminin ¢oziimii matematikte 6zdeger ve Ozvektor

problemi olarak bilinir.

Ozdeger ve Ozvektdrlerin  bulunmasinda standart matematiksel —ydntemlerden
yararlanabilmek igin (2.63) denklemi ile tanimlanan genel 6zdeger probleminin
genellikle (2.67) denklemi ile tanmimlanan ‘’standart tip’’> Ozdeger problemine
dontistiiriilmesi gerekir. Bu tamamen matematiksel bir iliskidir ve standart tip 6zdeger

problemi:

[A]{X} = A {X} (2.67)

bi¢imindedir. Burada [A] kare dinamik matristir.

(2.67) esitligi ile verilen standart tip 6zdeger problemi, genellikle

[AI{X} — A {X} = 0 veya [[A] — A [T]}[{X} = 0 (2.68)

seklinde gosterilmektedir. (2.67) ve (2.68) esitliklerinde A tek bir skaler deger olarak

gosterilse de, sistemin serbestlik derecesi sayisi kadar farkli deger almaktadir.

Standart tip 6zdeger problemine doniisiimii saglayan iki yol vardir:
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1) (2.63) denklemi [M]~1 ile 6nden carpilarak:

[[M]~ ! [K] — w? [M]~* [M]] {¢} = {0}

elde edilir. Burada [M]~ *[M] = [I], birim matristir. Gerekli kisaltmalar yapilarak,

(2.68) esitlikleri ile gosterilen,

[[E] — A [1]{x} (2.69)

seklindeki standart tip 6zdeger problemine doniisiim saglanir. Burada [E] = [M]~ ! [K]

ve A = w? dir.

2) (2.63) denklemi [K]~ ! ile &nden carpilarak:

[[KI~* [K] — * [K]~* [M]] {¢} = {0}

elde edilir. Burada [K]™ }[K] = [I], birim matristir. Gerekli kisaltmalar yapilarak,

(2.68) esitlikleri ile gosterilen,

[[D] —A[]{x} =0 (2.70)

seklindeki standart tip 6zdeger problemine doniisiim saglanir. Burada [D] = [K]~ 1 [M]
ve A = 1/w? dir (Thorby 2008).

Ozdegerlerin ve bunlara karsihk gelen 6zvektdrlerin bulunmasina yarayan birgok
matematiksel yontem vardir. Bu yontemler yardimiyla bulunan A degerleri kiigiikten
biiylige dogru dizilir. En kii¢iik A degerine tekabiil eden w, degerine dogal frekans ve

bu frekansa karsilik gelen
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T, = — (2.71)

P; (1)
P,

Pyn)

(w4, Ty) (w2, T7) (w3, T3)

Sekil 2.22. Dinamik yiiklemeye maruz ¢ok serbestlik dereceli sistemin mod sekilleri

(2.68) denklemleri agik olarak yazilacak olursa,
(a11 _)L) X1 + a12 XZ + -+ aln Xn = 0

321 X1 + (azz —7\) XZ +“‘+32an = 0

(2.72)

an1 X1 +an2 XZ + -+ (ann_)L) Xn = O

elde edilir. Bu homojen denklem takimini saglayan koklerinin bulunabilmesi i¢in

katsayilar determinantinin sifir olmasi yada;

AN+ a A4, A2 43, =0 (2.73)

seklinde n. dereceden polinomun sifir olmasi gerekir. Bu polinoma matrisin

karakteristik denklemi denir. Karakteristik denklemin 2A;,2,,-+,A, koklerine [A]
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matrisinin dzdegerleri denir. Her dzdeger A; icin bir dzvektor {X}; vardir. Ozvektorler,
denklem takimi homojen oldugu i¢in bir katsayi ile ¢arpilip boliinseler bile, homojen
denklemleri saglarlar. Bu 6zellikten faydalanarak bir vektoriin igindeki terimlerin en
bliyligii birim yapilabilir. Bunun i¢in vektoriin biitiin terimlerini ¢ogu zaman birinci,

bazen de en biiyiik eleman ile bolmek gerekir.
Ozdeger ve dzvektorlerin dzellikleri ispati verilmeden asagidaki sekilde ifade edilebilir.

a) Ozdegerlerin cebrik toplami, [A] matrisinin kdsegeni {izerindeki terimlerinin cebrik

toplamina esittir.

n n

in =Zaii i=12-,n) (2.74)
i=1 1

i=

b) Ozdegerlerin birbirleri ile carpimi [A] matrisinin determinantina esittir (Tezcan
1970).

A Ay Ag oA, = det [A] (2.75)

¢) [A] matrisinin 6zdegerleri A; (i=1,...,n) ise A" (E AA"™1; yani A2 = AA, A3 =
A A%, ...)’nin 6zdegerleri de Al (r = 1, ...,n) olur (Gupta 1995).
d) [A] matrisi reel ve simetrik ise, onun biitiin 6zdegerleri de reeldir.

e) Birbirinden farkli A; ve Ay gibi iki 6zdeger igin bulunan iki 6zvektoriin ¢arpimi;

X} X} =0 (2.76)

dir. Bu o6zellige ortogonallik sartt denir ve sadece simetrik matrisler igin gegerlidir.
Farkli iki 6zvektoriin skaler ¢arpiminin sifir olmasi bu iki vektoriin birbirine dik
olmasini gerektirir. Eger, j = k ise, yani 6zvektorler ayni ise, bu iki vektoriin skaler

carpimi bire (1) esit olur.
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XY K =1 (2.77)

Bu 6zellige normallik sart1 denir. Bir 6zvektoriin kendi transpozu ile ¢arpimi bire (1)
esit degil de, /S gibi bir sayiya esit ¢ikiyorsa bu vektoriin her terimini V'S ye bolerek o
vektorii normal hale getirmek miimkiindiir. Bu isleme normallestirme denir (Tezcan

1970).

Kisaca 6zetlenecek olursa; sistemde her dogal frekansa eslik eden bir titresim modu
vardir. Dogal frekanslarda yer degistirme vektorii ¢’ nin genligi belirsizdir. ¢ vektori,
titresen sistemin her dogal frekansta farkli olan seklini tanimlar. Bu sekil, ¢ogu zaman
¢’nin elemanlarim1 bir eleman (¢ogu zaman birinci, bazen de en biiyiik eleman) ile
bolmek suretiyle boyutsuzlastirilir. Sonugta olusan vektdor mod seklini tanimlar. n.

titresim modunun mod sekli sdyle olur:

1

CD;I; =[bin $on -+ bunl =¢nn

[(I)ln (I)Zn 1] (2.78)

/

Sekil 2.23. Normallestirilmis modlar

Tiim mod sekilleri, det [[K] - mZ[M]] = {0} esitligini saglar. ®, vektoriiniin her dogal
frekanstaki degerleri titresim moduna karsilik gelen mod sekillerini tanimlar. Bu
nedenle, n adet serbestlik derecesine karsilik gelen n adet titresim modunun n adet
dogal frekans1 olacaktir. Her titresim modu belirli bir dogal frekansta olusur ve yapinin
belirli bir mod seklinde sekil degistirmesine neden olur. En kiiciik dogal frekansa

karsilik gelen frekansa birinci mod veya temel mod denir; ikinci en kii¢lik moda ikinci
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mod denir ve adlandirma bu sekilde devam eder. Mod sekilleri ortogonaldir. Yani;

m # nigin

{@p}T [M] {®,} =0 (2.79)
Denklem (2.63) kullanilarak [K]{®,} = wZ [M] {®,,} ve dolayisiyla
{CDm}T[K]{CDn} =0 (2.80)

esitligi yazilabilir. Ortogonallik 6zelliginden faydalanilarak sistemdeki herhangi bir
yerdegistirme sekli, modal vektorler cinsinden ifade edilebilir. Sistem yerdegistirme

sekli i¢in

(W} = (@Y, + (@Y, + o+ (B} Vo = D (@Y, (281)

i=1
{up} = [@4] {Yn} (2.82)

elde edilir.

1
i
ﬂ
Fy

1
=

!

X\;ﬂl—
I
=
"
IUE:
b
n
A
I_A_“i_
n

[
1
=
"
o
=
[
(3]
1
=

-3 33|
4 l | vl
u \
1 1 1
{up} = [@,] {Yn} {us} =[] {Y;} {u,} = [®,] {Y,} {us} = [®5] {Y5}

Sekil 2.24. Yerdegistirmelerin modal bilesenlerin toplami seklinde temsili
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(2.82) denkleminin her iki tarafi {®,}T [M] ile ¢arpilip,
{0} [M]{u} = {@,}T[MI{D1}Y; + (P} [MI{P,}Y, + - + {®,}T[M]{D,}Y, (2.83)
m # n igin {®,}T[M]{®,} = 0 seklindeki ortogonallik dzelliginden faydalanarak,

_ (@)™ M) ()
(@ )T M (@)

Y, (2.84)

bulunur (Erdik ve Yiiziigiillii 1980).

(2.82) esitligini (2.51) esitliginde yerine koymak suretiyle ve her terimi de {&,}T ile

On carpima tabi tutarak, n. titresim modu asagidaki gibi yazilabilir:

[Mn] {Ya} + [Cal {Ya} + [Kn] (Y} = {(Pa(D)} (2.85)
Burada;
Kn = {®}, [KI{®}, (2.86)
M, = {0}, [M]{®}, (2.87)
Cy = {0}, [Cl{®} (2.88)
P.(©) = {®}] p(b) (2.89)

dir. Bu hareket denklemi, sOniim matrisinin ortogonal (yani; m # n igin

{®,}T[C]{®,} = 0) oldugu varsayimina dayanir. Hareket denklemi
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Yo () + 28, 0, V() + w3 Y, (1) = P, (0)/M, (2.90)

seklinde de ifade edilebilir. Temel sarsintis1 durumunda hareket denklemi su sekilde

yazilabilir:

.. . Ln\ .

Ta(0) + 28 0n Ta(®) + 03 Ya(®) = (—32) (2.91)
Burada, (L,/M,) katilim katsay1 olarak adlandirilir ve L, = }.i=; mjdy, dir.

Bu islem ile n adet eszamanli denklem sistemi (hareketin ilk denklemleri), n adet
bagimsiz denklem sistemine doniistiiriilmektedir. Bu bagimsiz denklemlerden her biri
Y, (t) i¢in ¢oziilebilir. O halde, modal katkilarin iist iiste getirilmesiyle toplam
yerdegistirmeler, denklem (2.81)’deki gibi elde edilir. Yerdegistirmelerin bulunmasiyla
kuvvetler, gerilmeler ve ilgi konusu diger parametreler hesaplanabilir. Yer degistirmeler
ayrica bir grup f(t) esdeger yanal kuvvetlerini hesaplamada kullanilabilir. Bu kuvvetler,

statik yiikler olarak uygulandiginda asagidaki u(t) yerdegistirmelerini olusturmaktadir.
f(t) = [K] {®P1} Y1 + [K] {P2} Yz + -+ + [K] {Pp} Yy (2.92)

Ic kuvvetler, esdeger yanal kuvvetlere maruz kalan yapinin statik analiziyle
hesaplanabilir. Bu i¢ kuvvetler yapmin degisik elemanlarmmin tasariminda

kullanilmaktadir (Kayabali1 2003).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Ozdeger probleminin ¢dziimiinde kullamlan ydntemler asagidaki gibi kategorilere

ayrilabilir:

- Determinant hesaplamaya dayali yontemler,

- Matrislerin kosegen veya licli — kosegen form gibi daha basit ve islem kolayligi
saglayan bir sekle doniligiimiinii esas alan yontemler,

- Ozvektorler iizerinde iterasyona dayali ydntemler,

- Ozdegerler iizerinde iterasyona dayali yontemler,

- Yaklasik ¢ozlimler iceren alt uzaylarin olusturulmasina dayali1 yontemler.

Uygun bir yontemin se¢imi bir dizi kritere baghidir. En 6nemli kriter ise, sistemin

serbestlik derecesidir.

Serbestlik derecesi sayisina (n) gore problemler gruplara ayrilabilir.

Grup I: 0<n<10
Grup Il 10 <n <250
Grup Ill: 250 <n < 2500

Grup IV: 2500 < n < 25000

Grup V: n > 25000

Burada, 1. gruba ait problemlerde, yar1 analitik yontemlerle dogrudan karakteristik

denklem gelistirilebilir.
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Il. gruba ait problemler, standart bilgisayarlarla ¢oziilebilir ve bu nedenle de niimerik
analizden bilinen yontemler (Jacobi yontemi, Kuvvet yontemi ve Householder yontemi

vb) kullanilabilir.

I11. gruba ait problemler, bant karakterli [K] ve [M] matrisleri kullanilarak ¢6ziilebilir.

Indirgeme islemi kullanan ydntemler, bu tip problemlere uygulanabilir.

Gergek sistemlerin, asirt karmasikligi ve analizi i¢in gerekli hassasiyet nedeniyle ¢cogu

0zdeger problemi I'V. gruba dahil edilir.

Ters iterasyon yontemi, altuzay yontemi ve Lanczos yontemi, kuvvet algoritmasindan
tiretilmis yontemlerdir. [K] matrisinin ¢ok seyrek yapida olmasi durumunda bu

yontemlerden maksimum sekilde yararlanilir.

V. gruba ait problemlerde ise, IV. grup problemler ile ayni yontemler kullanilir
(Géradin and Rixen 1997).

3.1. Determinant Hesaplamaya Dayal Yontemler

3.1.1. Karakteristik deger denkleminin determinantini esas alan yontem

Bu yontemin esasi, (2.64) denklemi ile verilen karakteristik deger denkleminin

determinantinin ¢ézimiiddir.

Yontemin daha iyi anlasilmasi agisindan bir 6rnek iizerinde ¢oziimler detayl bir sekilde
agiklanmaktadir. Ornek olarak Sekil 3.1°de gosterilen ii¢ katli bir gergeve sistem

secilmistir.
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m=2
k=2 m=2 k=12
k=2 k=2
m=4
k=3 k=5

Sekil 3.1. Ug katl1 kesme cerceve sistemi

Sistemin rijitlik ve kiitle matrisi asagidaki gibi yazilmaktadir.

ki +ky, =k 0 14 -4 0
[K] = —k; ky+ks —ks|= [—4- 8 —4] (3.1)
0 —ks ks 0 —4 4
m; O 0 4 0 O
M[=] 0 m, o0 |= Io 2 0] (3.2)
0 0 mg 0 0 2
(14 — 024) —4 0
[K] — w?[M] = —4 (8 — w?2) —4 (3.3)
0 —4 (4 — w?2)

det [[K] — w?[M]] = (-D"*V (14 - w®4) | : _—(222) (4 —_322) |

4

+(—-1)*D (—4) | 0 (4 —_3)22) |
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det [[K] — w?[M]] = (14 — 40?)[(8 — 200?) (4 — 2w?) — (—4)?)]

+(=D(=D{-4(4 - 20%)}

det [[K] — w?[M]] = —16w° + 1520* — 368w? + 160 (3.4)

Elde edilen bu determinant esitligi, w?nin 3. mertebeden bir denklemidir. Sekil 3.2°de
determinant - w? iliskisi gosterilmektedir. Burada w? = 0,554280, w3 = 3,071256 ve
w3 = 5,874806 degerlerine karsilik determinant sifir degerini almaktadir. Bu sekildeki

bir sistemin 3 (ii¢) adet dogal frekansinin oldugu anlagilmaktadir.

200 -
150 —

E 100 -
£ 501
E 0 . . . . N
7]

-850 —
o \/ 4 > &
o -100

-150 -

-200 - w’

Sekil 3.2. Uc katli kesme ¢gergevesi icin determinant degisimi

Bir matrisin 6z degerleri elde edildikten sonraki adim her 6z degere karsilik gelen

0zvektoriin hesaplanmasidir.

w? = 0,554280 igin dzvektor:

11,78288  —4 0
[K] — w?[M] = —4 6,89144  —4
0 —4 289144

Keyfi olarak x; = 1 se¢ildikten sonra,



59

1. satir: 11,78288 x; —4 x, =0, X, = 2,945720
2.satir: -4 x; +6,89144 x, -4 x; =0, x3 =4,075091

1
X= [ 2,945720 ]
4,075091

1
XTX=[1 2945720 4,075091] [2,945720] = 26,28363
4,075091

Normallestirme islemi:

1 [ 1 ] [0,195055 ]
=———— 12945720 | = | 0,574578
1/26,28363 4,075091

0,794867
¢1

w3 = 3,071256 icin 6zvektor:

1,714975 —4 0

[K] — w?[M] = —4 1,857488 —4 ]
0 —4 —2,14251

Keyfi olarak x; = 1 se¢ildikten sonra,
1. satir: 1,714975 x; — 4 x, =0, x, = 0,428744

2.satir: -4 x; +1,857488 x, -4 x3 =0, x3 =—0,800450

1
X= [ 0,428744]
—0,800450
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1
XTX=[1 0,428744 —0,800450] [ 0,428744] = 1,824540
—0,800450
Normallestirme islemi:
1 1 0,740326
X=—= [ 0,428744] = [ 0,317410]
V1,824540 | —0,800450 —0,592594
b2
w% = 5,874806 i¢in 6zvektor:
—9,499230 —4 0
[K] — w?[M] = —4 —3,749610 —4 ]
0 —4 —7,749610
Keyfi olarak x; = 1 segildikten sonra,
1. satir: - 9,499230 x; — 4 x, =0, x, = —2,374810

2. satir: - 4 x; — 3,749610 x, - 4 x3 =0, x3 = 1,225768

1
X= [—2,374810]
1,225768

1
XTX=[1 -2,374810 1,225768] [—2,374810] = 8,142230
1,225768

Normallestirme islemi:
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——|-2374810 —0,832256
v8,142230 [ 1,225768 0,429573

b3

1 ] [0,350452]

Sekil 3.3’te ii¢ mod sekli gosterilmistir. Her kat kesme biciminde deforme olmaktadir.
Birinci modda biitiin katlar ayn1 yonde deforme olmustur. Ikinci modda en iist kat,
alttaki katlara gore ters yonde deforme olmustur. 3. modda ise degisimli olarak farkli

yonlerde deformasyon gerceklesmistir.

1. mod

-1 1

Sekil 3.3. Uc katli cerceve sistemin mod sekilleri
3.1.2. Sturm serileri yontemi

Sturm serileri yontemi, tiim 6zdegerlerin hesaplanmasinda kullanilabildigi gibi belirli
bir araliktaki 6zdegerlerin bulunmasinda da kullanilir. Bu yontem ile tiim 6zdegerlerin
yerleri kontrol edilebilir. Belirli bir 6zdegerin altindaki 6zdegerlerin sayist yine bu

yontemle belirlenebilir.

(n X n) boyutundaki ti¢lii - kbsegenel bir [A] matrisinin,
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A, = (3.5)
an—l,n—l bn—l,n—l
l bn—l,n—l Apn

sol st kosesinden baglamak tizere olusturulan alt matris dizisi (fy, fi, f3, - » f) asagida

gosterildigi gibidir.

a,, by a1 biq 0
fi = las4] fo= b a ] fs=|bi1 azz by (3.6)
11 22 0 b a
22 33

fr(1), r boyutlu koésegenel alt matrisin karakteristik polinomu olmak {izere

[[A] -1 [1]]{<|>} = 0 esitliginin ¢dziimiinden,

[ (all - /1) b11 0 'l
| b11 (azz =) ™ |
fr(A) = |[A] — A [1]] = det [=0 (3.7)
| 0 br_1r-1 |
l br_1r-1 (arr /1)
elde edilir. Bu determinant tekrarli igslemler ile genisletilebilir.
fi(A) = (a1 — ) (3.8)
fo(D) = (a11 — D(az, — 1) — biy (3.9)
= (az2 — Vfi(D) = b, fo(D) (3.10)
ve fo (1) =1 (3.11)

olmaktadir. Kuralli bir sekilde adimlar tekrar edilirse,
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fr+1(’1) = (ar+1,r+1 - /1) ﬁ"(/l) - brzr fr—l(/l) (3.12)
sonucuna varilir.

(3.8), (3.11) ve (3.12)’den, (A » —) i¢in f.(4) > 0 oldugu acikca goriilmektedir.

Genel bir ifade ile,

fn(z) = (ann - /1) fn—l (/1) - brzt—l,n—l fn—2 (/1) (3-13)
esitligi yazilabilir.

(3.7) esitliginin kokleri [A] matrisinin 6zdegerleri olur. Ozdegerleri bulmaya yarayan

bu polinom fonksiyonlarinin,

foD, A, o, (D), e, fo (D) (3.14)

bazi 6nemli 6zellikleri vardir. S(4), polinomlarin koklerinin isaret degisim sayisini

gostermek tizere S(A)’nin 6zellikleri asagidaki gibidir:

I. f(1) polinomunun koklerinin (4 - 6zdegerlerin) sayis1 S(1)’ya esittir.

ii. f,(1) polinomunun herhangi bir kokii (yani bir 1 - 6zdeger) asilinca fonksiyon isaret
degistirdinden S(A) degeri de degisir. Sekil 3.4’¢ bakildiginda f5(4)’da agikca
gorilmektedir.

iii. Tek bir kok i¢in S(1) degeri birer birer artar. Kath koklerde ise ayni oranda artar.

iv. f,(4) polinomunun A; ile A;,, arasindaki koklerinin (4 - Ozdegerlerinin) sayisi
{S(Ai42) — S} dir.

V. f;(2) = 0 oldugu zaman sign(P;(1)) = —sign (P,_1(1)) olmaktadir (Petyt 2010).
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Burada ikinci 6zellik su 6nemli sonuca dayanir:

fr(o) = O lise,

fr1(0) fr-1(A0) <O (3.15)

Bu sonug (3.12) denkleminin her iki tarafi f,._; (4,) ile ¢arpilarak ispatlanabilir.

fre1(Qo) fr-1(Ao) = — b f21(A) <0 (3.16)

Bu oOzellikler Sekil 3.4’e bakilarak daha iyi anlagilabilir. Burada n = 3 alinarak

karakteristik polinomlar {izerinde agiklanmaistir.

fi(1)’in kokii: v,

f>(A)’in kokleri: pq, sy

f5(A4)’tin kokleri: A4, A5, A5 olmak tizere,

f2(A) igin f,(+o0) = too ve f,(vq) fo(vy) = fo(vy) < 0°dir. Burada fi(4)‘in vy
karakteristik degeri, siiphesiz polinomun kokiine  (polinomun degerinin isaret

degistirdigi nokta) esittir. f3(1) igin ayrica f3(—0) = 400, f3(+00) = —oo Ve

fs(u1) fi(uy) = — b3 f2(uy)’den dolayr  f5(uy) <0

(1) fi(uy) = — b2 f2(uy)’den dolayr  f5(uy) > 0 olmaktadir (Géradin and Rixen
1997).
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f2(4)

Sekil 3.4. Sturm serileri

Sekil 3.1°de verilen cerceve sistemin 6z deger probleminin, Sturm serileri yontemi ile

hesabi asagida detayli olarak verilmistir. Uclii-kdsegenel matris olarak, (3.3)

esitliginde gosterilen [[K] — ooz[M]] matrisi ele alinmustir.

(14 — w?4) —4 0
[K] — w?[M] = —4 (8 — w?2) —4
0 —4 (4 — w?2)

[A] = [14 — 4 »?]
fi(w?) = det[A;] = 14 — 4w?
fi(w?) = det[A;] = 0 i¢in w? = 3,50

14—4w?> -4
Al =
[42] —4 8 — 2 w?

f2() = (a;; — M) (azz — A) — b? seklindeki (3.9) esitligi yardimiyla,
fo(@?) = det[A,] = (14 — 40?) (8 — 2w?) — (—4)?

det[A,] = fo,(w?) = 8w* — 60w? + 96
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bulunur.

£,(0?) = det[A,] =0 i¢in w? = 2,313859 ve 5,186141

(14 — w%4) —4 0
[As] = —4 (8 — w?2) —4
0 —4 (4 — w?2)

fo@) = (@pn —A) fu—gr O —bi_1 01 fu—z () seklindeki (3.13) esitligi yardimiyla,
f3(w?) = det[A3] = (4 — 2 ) (Bw* — 60w? + 96)—(—4)? (14 — 4 w?)

det[As] = f3(w?) = —16w° + 152w* — 368w? + 160 (3.17)

bulunur.

fo(0?) = det[As] = 0 igin w? = 0,554270, w2 = 3,071120 Ve w? = 5,874610

Cizelge 3.1°de alt matrislerin baskin olan 6zdegerleri tablo halinde gosterilmistir. Sekil

3.5’te de f,(w?) fonksiyonlar1 gdsterilmistir.

Cizelge 3.1. Alt matrislerin 6zdegerleri

\ 3,50 \
| 2,313859 | 5,186141 |
0,554270 \ 3,071120 \ 5,874610
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200 1

150 A1

100 A

50 1
falw?) 07
50 -

-100 A
-150 -
-200 - w? f3(@?)

Sekil 3.5. Sturm serileri polinom fonksiyonlari

3.2. Denklem Coziimiine Dayal Yontemler

3.2.1. Krylov yontemi

Krylov altuzay yontemi olarak da adlandirilan yontem, 6z deger problemlerinin

¢ozlimiinde kullanilan iteratif bir yontemdir.

En genel anlamda Krylov yontemi, matris-vektor carpimlart ile Ax = b lineer sistemini
¢ozen bir yontemdir. Burada, A € R™" tekil olmayan katsay1 matrisi, x bilinmeyenler
vektorl, b’de sag taraf vektoridiir. Katsayr matrisi ¢ok biiylik oldugunda, Gauss yok
etme yontemi gibi direkt lineer sistem ¢oziicli yontemler yerine iteratif bir yontem
kullanilmasi mecburidir. Dahasi, bazi problemlerde katsayr matrisi [A] degismedigi
halde, farkli sag taraflar ile Ax = b; (i = 1, ...,n); lineer sisteminin n defa ¢6ziilmesi
gerekir. Bunun yerine AX = B, B = [by, by, ..., b, ] sistemi olusturulabilir ve ¢ok daha

verimli ve hizli bir sekilde Krylov yontemi ile bir defada ¢6ziilebilir.

Sonug olarak Krylov yonteminde ki temel fikir, tekil olmayan (nxn)’lik Ax =b

sisteminin ¢oziimiiniin n boyutlu Krylov alt uzayinda aranmasidir.
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0 # x € C™ olmak iizere Krylov serisi:

{x,Ax,A’x,A3x,...} (3.18)

seklindedir. Olusturulmak istenen Krylov matrisleri ise asagidaki gibidir.

Koy = (x|Ax]...|A71x) (3.19)

Sonugta, olusturulacak ( j ) boyutundaki Krylov altuzay1 soyledir:

Ki(A, x) = span (x,Ax,A%x,..,A " x)  (j=12,..) (3.20)

Krylov altuzayina arama uzay1 ya da muhtemel ¢6ziimler uzayida denilir (Saad 2003).

Bir Krylov altuzay1 olusturabilmek i¢in bir baslangi¢ vektorii gerekir. x € R" segilen bir
baslangi¢ vektorii olsun. Daha yaklasik sonuglar elde edebilmek i¢in altuzaya yakin bir

x vektori segmek gerekir.
Krylov altuzay yoénteminde (j —1) adim sonra, (j) boyutunda K;(A,x) Krylov
altuzay1 olusturulur. j daha biiylik oldugu takdirde aranan 6zvektorleri igeren uzaya

yaklasma sans1 da artar.

Pratikte de oldugu gibi (j « n) kabul edilerek K;(A, x)’1 polinom cinsinden karakterize

edilebilir. K;(A, x) nin tiim lineer kombinasyonlarinin toplami

a0x+ale+a2A2x+--'+a]_1A]_1xEp(A)x (321)

seklindedir. Katsayilar1 ag,...,a;_; olan (j—1) veya daha disiik dereceli

p(4) =ap+a; A+a; A> 4+ a;_; A7 geklinde polinom olusturulabilir. (3.21)
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esitligindeki lineer kombinasyon, goriildiigii tizere p(A)x olarak daha kisa bir sekilde

yazilabilir.

j’den daha diisiik dereceli tiim polinomlarin kiimesi P;_; ile gosterilirse,

Ki(A,x) ={p(A) x | p € Pj_} (3.22)

olur. K;(A, x), q 6zvektdrii iin iyi yaklasimlar igerir. Bu nedenle p € P;_; olmak {izere
p(A)x = q polinomlar1 vardir. [A] basit bir matris ve lineer bagimsiz 6zvektorler

d1,92, - » Qn ile iligkili 6zdegerler A4, 15, ... , A, iSe,

1 A - ,1{_1\
1 A, ... it
Knxj = [c1 Q1] |cn Qnlnxn k -2 ) /12: | (3.23)
: : j'—1/
1 2, A i
X=¢qQ+Cq,+ "+, qn (3.24)

esitliginin bilinmeyen katsayilari ¢4, ¢, ... , ¢, olmak {izere herhangi bir p ¢ok terimlisi

i¢cin

AT=Ave Aq;=1q; (=12 ..,n) (3.25)

p(A) q; = p(4y) q; (3.26)

olmaktadir. (3.21) esitliginden,

a0x+a1}.x+a2 Azx+"'+a1_1 l]_lep(l)x (327)



70

p(A)x=cip(A) qs +c2p(A) gz + -+ ¢y p(A4y) qy (3.28)

yazilabilir. q; aranirken daha iyi bir yaklasim icin |p(A;)|’den daha biiyiikk olan
Ip(A,)], ... , Ip(A,)]| degerlerine bakilmalidir. [p(1,)|'in |[p(A,)], ... , [p(A,,)] degerlerine
gore ¢ok bliyiikk olmast durumunda A;, spektrumun geri kalanindan kolayca ayirt

edilebilir (Meyer 2000).

Karakteristik denklemin katsayilar1 bulunurken Cayley-Hamilton teoreminden
yararlanilmaktadir. Cayley-Hamilton teoremine goére her matris kendi karakteristik

denklemini saglar. Bir [A] matrisinin karakteristik denklemi p(1) = 0 ise p(A) = 0 dur.

[A] matrisinin karakteristik denklemi ve Cayley - Hamilton teoremine gore yazilan

matris esitligi asagidaki gibidir.

p() =det[[A]l —2[1]] ="+ a; A" 1+ a, A" 2+ +a, 1 A+a, (3.29)

p(A) =A"+a; A" 1+ a, A" %+ -4+ a, 1 A+ a,l (3.30)
n-1 n—1

p(/'l)=/1”+zai/1i=0 - A"+ ZaiAi=o (3.31)
i=0 i=0

(3.30) esitligi herhangi bir x vektori ile carpildiginda,

p(A)x=A"x+a, A" x+-+a,lx=0 (3.32)

n-—1

A" x + ZaiAixzo (3.33)

i=0
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elde edilir. Bu esitlik bir dogrusal denklem sistemidir. Bu denklem sistemi ¢oziilerek

karakteristik denklemin a; katsayilar1 bulunur.

Sekil 3.1°de verilen ¢ergeve sistemin 6zdeger probleminin, Krylov yontemi ile hesabi

asagida detayli olarak verilmistir.

Krylov yonteminde, ilgili matrisin karakteristik denkleminin bulunusu i¢in ¢ok terimli
once Cayley — Hamilton teoremine gore yazilip, bulunan esitlik herhangi bir x vektori

ile garpildiginda n = 3 i¢in (3.33) denkleminden,
2

A3x+Zal-Aix=O > Alx+agA°x+a;Alx+a,A2x=0 (3.34)
i=0

seklinde bir matris denklemi bulunur. Burada x =[100]7 ve [A] =[K !][M]

secilmistir.
04 02 0,2
A=[K![M]=|04 0,7 0,7]
04 0,7 1,2

0,32 0,36 0,46 0,456 0,638 0,868
A2=10,72 1,06 1,41] A®=|1276 1,873 2,578]
092 141 2,01 1,736 2,578 3,583
1 0,4 0,32 0,456
Ax = [0 Ax =04 Alx = [0,72] Adx = [1,276]
0 0,4 0,92 1,736




72

0,456 1 0,4 0,32
Adx + agA%x + a;Alx + a,A’x =0 - [1,276 +ag|0|l+a; 04|+ a, 0,72] =0
1,736 0 0,4 0,92
0,456 1 04 032720
- [1,276 +{0 04 0,72] [ a1] =0
1,736 0 04 092]la;

do -0,10
- [511 ] = [ 0,95]
ds -2,30

Bulunan katsayilar (3.31) denkleminde yerlerine yazilarak matrisin karakteristik

denklemi
pAD)=2B+a,+a;A+a,A22=23-232%24+0951-0,1=0 (3.35)

seklinde elde edilir. Bu denklemin ¢o6ziilmesi ile elde edilen kokler sirasiyla A; =

1,804162, A, = 0,325614 ve A3 = 0,170224 seklindedir.

[A] matrisi olarak [K~1][M] dinamik matrisi kullanildigindan A = 1/w?dir. Buna gore
w? = 0,554274 , w3 =3,071121 ve w3 = 5,874612 olarak hesaplanir.

3.2.2. Faddeev—Leverrier yontemi

Faddeev - Leverrier yontemi de Krylov yonteminde oldugu gibi bir A € R™" matrisinin

karakteristik denklemi asagidaki sekilde yazildiginda;
p) = (=D [AN—a; AT+ a, A" 22—+ (=1, ] =0 (3.36)

katsayilar1 bulmaya yarar.
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Bu yontemde 6zdegerlerin iki 6zelligi kullanilir:

a) [A] herhangi bir matris olmak tizere, matrisin izi trA

n n
trA = Z djj = Z Ai (337)
i=1

i=1

seklinde tanimlanir. Goriildiigii tizere trA, [A] matrisinin 6zdegerlerinin toplamina

esittir.

b) [A] matrisinin 6zdegerleri A; (i = 1,...,n)ise A' (= AA™1; yani A2 = AA, A3 =

A A%, ...)’nin 6zdegerleri de Al (r = 1, ...,n) olur.
(3.36) denkleminin n adet kokii A4, A5, ..., A, asagidaki gibi yazilabilir.

P() = (1) [ A" — a, A1 4 2, A2 — oo (—1)" 2, |

=(DMA-2)A-22) .. A=2y)] =0 (3.38)
Carpma islemi ile sagdan genisletilerek a; katsayilar1 A; cinsinden elde edilebilir.
A=2ADA=2) =22 = A1 + ) A+ (A 1)
A=2DA=2)A—=23) =23 = (L + 2, +23) A% + (WA, + 45 + A43) A — (A A515)
A=2A)A=2)A=2)A—=A) =2 = (A + 2, + A3 +2,) A3
+(MAg + MAs5 + A, + A5 + Ahy, + A3A,)A2

— (M5 + Aoy + M, + AN + 4y AAsA,)
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Goriildiigii iizere, A" in katsayis1 1, —A""1 in katsayis1 tiim A;’lerin toplami ve A"~2 in

katsayisi ise ayr1 ayr1 A;’lerin ¢arpimi veya ¢arpimlarin toplamidir.

dq :Z)\i

n
i=1

Ay = MAy + Mg + 4 A Ay + AoAs + Ahy + -+ AAy + -+ Aoy

a3 = M20hs + A 200 + - + Ag_aAnoqAg

(3.39)

(3.37) esitligi ile A, A?, ..., A" matrislerinin izlerini kullanarak p;; (i=1,2,...,n)

degerlerini tanimlayabiliriz.

n

p1 = trA=27\i

i=1

n
p, = tr AM = Z A (3.40)
i=1

Burada tamimlanan p; degerleri ilgili matrisin (A, A?, ..., A™) kosegen elemanlarmin
toplamidir. (3.39) ve (3.40) denklemleri a;katsayilarin1 elde etmek iizere asagidaki
gibi birlestirilebilir.
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a1pr =M+ + -+ A) A+ 2+ + )
=M A+ AR 200 F A A+ A AY)
=Pp2 +2 do

3az =a; p; —ai;p2+p3

Bu esitliklerden a; katsayilarini:

1
dp = 5(31 pP1 — P2)

1
asz =§(p3 —a;pytazpr)

seklinde elde ederiz. Genel olarak,

(_1)i—1 . )
aj = (pl — a1 Pi-1 + -+ (_1)1 1ai_1 pl) 5 (1 = 1,2, ...,n)

i

biciminde ifade edilebilirler (Gupta 1995).

(3.41)

(3.42)

(3.43)



76

Sekil 3.1°de verilen ¢erceve sistemin 6zdeger probleminin, Faddeev - Leverrier yontemi

ile hesab1 asagida detayl1 olarak verilmistir.
(3.36) denklemi n = 3 igin
p) = (13 —a M +a A+ (-D3az | =-2B+a;22+a, +a; =0

seklinde yazildiginda; Faddeev—Leverrier yontemine gore katsayilar, (3.40) ve (3.42)
esitlikleri yardimiyla asagidaki gibi bulunur.

04 0,2 0,2
04 0,7 0,7] - pi=trA=23
04 07 1,2

A=[K[M] =

0,32 036 0,46
A2=AA=]072 1,06 1,41] - p,=trA%=339
092 1,41 2,01
0,456 0,638 0,868
A3 = AA’=|1,276 1,873 2,578] -  p3=trA3=5,912
1,736 2,578 3,583
a1 = pl = 2,3

1 1
dz = 5(31 p1—P2) = 5(2;3 x2,3-339) =095

1 1
az = g(p3 —a;py+azpy) = 3 [5,912 — (2,3x3,39) +(0,95x2,3)] = 0,1

Bulunan bu a; katsayilar1 (3.36) denkleminde yerlerine yazilarak matrisin karakteristik

denklemi
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pA) =-2+2322-0951+0,1=0 (3.44)

seklinde elde edilir. Bu denklemin ¢oziilmesi ile elde edilen kdkler sirasiyla A; =

1,804162, A, = 0,325614 ve A; = 0,170224 seklindedir.

[A] matrisi olarak [K~1][M] dinamik matrisi kullamldigindan A = 1/w?dir. Buna gére
w? = 0,554274 , w2 = 3,071121 ve w? = 5,874612 olarak hesaplanr.

3.3. Vektor iterasyon Yontemleri

3.3.1. Vektor iterasyonu (Kuvvet) yontemi

Kuvvet yontemi olarak da bilinen vektdr iterasyonu yontemi, mutlak degerce en biiyiik
Ozdeger ve ona karsilik gelen 6zvektorii hesaplamada kullanilmaktadir. Yontemin bazi
sinirlamalart vardir. Yontemin tam olarak islemesi i¢in [A] matrisinin asagidaki iki

ozellige sahip oldugunun kabul edilmesi gerekmektedir:

1. En biiylik modiillii tek bir 6zdeger vardir.

2. ntane lineer bagimsiz 6zvektor vardir.

A € R™*™ olmak tizere [A] matrisinin A;, A,, A3, ... ,A, 6zdegerleri, birinci kabule

gore,

A <Al <IAg]l < <A, G= 1, ,n) (3.45)

olacak sekilde siralanabilir. Mutlak degerce en biiyiik olan A, 6zdegeri, [A] matrisinin

baskin 6zdegeridir.

Ikinci kabule gore,
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Aqk:)\qu (k: 1, ......... )

olacak sekilde R™i¢in lineer bagimsiz qi,q3,q3, -

(3.46)

,qQn Ozvektorleri vardir. u

baslangi¢ vektorii, R™ ‘nin sifirdan farkli bir elemani oldugu kabul edilerek; q;, q,, qs,

., qp vektorlerinin lineer bir kombinasyonu olarak yazilabilir.

U = C1(qq +C2qz +C3q3 + -+ Cyh(qy

Genel bir ifade ile,

U, = Aku

yazilabilir.

(cp #0)

...... ,uk — Au’k—l ve

u; = Au=cy(Aqq) +c,(Aqy) +c3(Aqs) + - + cn(Aqp)

=c1(A1 q1) + (4, q2) + c3(43

u, = Au; = A%u

q3) Foeeeeee + Cn(ln qn)

=c; (A* q1) + ¢, (A* q3) + c3 (A%q3) + -+ +cn (A" qy)

=G (A% q.) + ¢ (A% qz) + c3 (/1% q3) + e +Cp (A% an)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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U = Aup_q = A2 up_, == Afu
=¢; (A%qy) +c; (A¥qy) +c3 (AR qz) + - + ¢, (A% qy)
=c; (M ar) +c2 (A az) +c3 (A5 q3) + -+ + ¢ (A qn)
(3.48) ve (3.49) esitliklerinden

n n

n
Uy :Achi q; ZZCiAk q; :ZCiM{ qi (3.50)
i1

i=1 i=1
elde edilir. Bu esitlik agsagidaki forma donistiiriilebilir (Kincaid and Cheney 2002).

k k k
n

K A Ay -1
U, =2y | ¢4 ?T q; +¢; )\_ qz + -+ Ch—1| = ) qn-1 Tt CnQn (3.51)
n

n n

Yukaridaki esitlik de genel bir ifade ile
n-1
we = A [ Z ci(Ai/An )X qi +cn dn ] (3.52)
i=1

Seklinde yazilabilir. (3.51) esitliginin her iki tarafi A% ile béliinecek olursa,

1. A A5 AS
k_k:k_kA U=¢ X_kql +c; X_qu +C3| Q3|+ +Chdn (3.53)
n n n
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elde edilir. Bu ifadeden, u vektoriiniin q,, dogrultusunda bileseni oldugu miiddetge, yani
cp #0 (bunun i¢in u ve q, vektorleri dik olmamali - yani u vektoriinin q,

dogrultusunda bileseni olmamali) oldukea,
: 1 :
lim — = kllm —Afu = khm Cn 9n (3.54)

k
Uy Uk — An Ch Qn
lim —=c¢,q, = 3.55)
k- o )\g k41
Ukl }\n Ch dn

bulunur. 1,, en biiyiik 6zdeger oldugundan 1 <i <n — 1 i¢in |4;/4,] < 1 olup, K’nin
biiyiik degerleri igin (4;/1,,)% katsayilarmin sifira (0) yaklastig1 ve (3.52) esitliginde

parantez icindeki vektoriin de en biiylik 6zdegere karsilik gelen 6zvektore (qy)

yakinsadigi agiktir.

Ayni sekilde asagidaki esitlikte yazilabilir.
: 1 i :
—— = lim — A"ty = k11m Ch dn (3.56)
n

(3.54) ve (3.56) esitlikleri, q,, vektorii ile ortogonal olmayan herhangi bir y vektorii ile

carpilir ise,
lim 2y = lim — ANy y = I (3.57)
dm 5y = lim g Auy = Jim cyq, y -
. u’k+1 . 1 k+1 .
li = ATty y = l(hm ChQny (3.58)

m = lim
k—)OO }\‘k+1 y k—)OO }\‘k+1
n n

ve
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1 1
- k+1 — 1 K
kll_r>r61}O K A tuy kll_r>r61}O X Afuy#0 (3.59)

bulunur.

Son olarak (3.59) esitliginde bolme islemi uygulanarak,

Ak+1 uy A§+1
kll_}l’l’go Ak—uy = kh_)moo )\lfl = }\n (360)

sonucuna erisilir. r degeri bir vektoriin herhangi bir bilesenini gdstermek tizere

An — lim [uk+1]r

Jim (r=12,..,n) (3.61)

bulunur. Ayrica (3.52) esitliginden asagida verilen sonug da elde edilebilir.

(3.62)

Yukaridaki esitlikteki yTu,,; = yTAwu, sayis1 Schwarz sabiti olarak adlandirilir.
Yaklasimm hizi, (3.52) esitliginde (A;/A,)*¥ oraninin sifira gidis hizina baghdir
(Ralston and Rabinowitz 2001).

En biiylik 6zdegere karsilik gelen 6zvektor bulunduktan sonra en biiyiik 6zdeger ise

Rayleigh orani ile bulunabilir veya

u = A¥u = ¢, q, (3.63)

Uppq = ATy = A+ ¢ q, (3.64)
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Burada yakinsama hizi A,_;/A, oranina baghdir; daha kiigiik oran daha hizli bir

yakisamadir.

Mutlak degerce en biiyiik iki kok, yaklasik olarak birbirine esit; yani |A,| = |[A,_;] ise
yaklasim yavas olur. Yaklasim, ekstrapolasyon yontemleri ile hizlandirilabilir. |A,| =
|A,—1| halinde yakinsamayabilir. Baz1 hallerde vektoriin bazi elemanlar1 hizli yaklastig

halde bazi elemanlar1 ¢ok yavas yakinsayabilir.

(3.63) veya (3.64) her iki denklem ile elde edilen vektor biiyiiklik¢e en biiylik
0zdegere karsilik gelen 6zvektor ile orantilidir. k yeteri kadar bliylik oldugunda bir
elemanin (k + 1). iterasyondaki degeri ile k. iterasyondaki degerinin orani A,’e

yaklasir.

Bunun yerine, {irtin vektoriiniin, rastgele se¢ilmis bir elemaninin iki ardisik degerinin
orani kullanmak yerine, asagidaki alternatif ifade (k + 1) yinelemeden sonra daha iyi

bir 6zdeger tahmini elde etmek i¢in kullanilabilir:

T
Ugs1 Uk+1

T (3.65)
Ugyr Uk

Px+1 =

(3.65) esitliginin dogrulugu, sirasiyla (3.64) ve (3.63) esitliklerindeki uy,, Ve uy

yerine koyularak ispatlanabilir.

Uygulamada keyfi se¢ilen 6zvektoriin biiyiikliigiinden dolayi, her iterasyon sonunda
sonug vektoriinii normalize etmek uygundur. Aslinda [A] ile herbir ¢arpma isleminde
sonug vektorl siirekli degisir ve bu degisim hesaplamalarda sayisal sorunlara neden
olabilir. Her iterasyon sonrasinda dlgekleme yapilmasi eleman degerlerini makul sinirlar
i¢inde tutar. Olgekleme en biiyiik elemanm ayirma yoluyla veya Euclidean normu ile
birim normalize edilerek saglanabilir. Son yontem kabul edildiginde, islem adimlar1 su

sekildedir:
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‘L_l.k+1 = Auk (366)
_T —
Ugr1 Ug+1
Prgg = —L k+L (3.67)
ort Ujyy Ug
Uy
Upesy = = (3.68)

(a£+1 ak+1 )1/2

(3.67) esitligi Rayleigh katsayist ile bir 6zdeger tahminidir ve (3.68) esitligindeki
U4+1, normallesmeyi gostermektedir, Euclidean normu ile birim normalize wuy,q

vektori elde edilir (Humar 2002).

Sekil 3.1°de verilen ¢ergeve sistemin 6z deger probleminin, vektor iterasyonu yontemi

ile hesab1 agagida detayl1 olarak verilmistir.

Vektor iterasyonu yontemi, (3.46) esitligine gore standart tip 6zdeger problemine
uygulanmaktadir. Iterasyonda, (2.69) esitliginin agiklamasinda bahsedildigi sekilde
[M~1][K] matrisi kullamldiginda, A = w? esitligi geregi iterasyon A’nin en az baskin
degerine, yani en bilyiik frekans olan w?’ye yakinsamaktadir.(2.70) esitliginin
aciklamasinda bahsedildigi sekilde [K~1][M] matrisi kullamldiginda da, A = 1/w?
esitligi geregi iterasyon A’nin en baskin degerine, yani en kiigiik frekans olan w?’ye

yakinsamaktadir.

Burada baslangic vektorii olarak [11 1] birim vektor kullamilmis, [A] = [M™1][K]
matrisi tizerinde (3.66), (3.67) ve (3.68) esitlikleri ile tanimlanan islem adimlari

uygulanmistir. Elde edilen degerler tablo halinde verilmistir.
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Cizelge 3.2. Vektor iterasyonu yontemi ile 6zdeger hesabi

o Upgg
k Uy Ujq = Auy p = e \/_T—_ €
Up41Uk+1
[1] [2,5] 1
1 1 0 2,5 [0] -
1] | 0 | 0
[1] [3,5] [ 0,868243]
2 0 -2 4,642857 —0,496139 0.461538
0] | 0 | 0
[ 0,868243] 3,534990] [ 0,676227]
3 —0,496139 —3,721042 5,559468 —0,711818 0.164874
0 0,992278] | 0,189818]
[ 0,676227]7 3,078615]7 r 0,5303217
4 —0,711818 —4,579365 5,929160 —0,788840 0.062352
| 0,189818] 1,803273] | 0,310631]
r 0,5303217 2,644963] [ 0,4456177
5 —0,788840 —4,837263 5,969653 —0,814970 0.006783
| 0,310631] 2,198942] | 0,370472]
[ 0,4456177 2,3746297 r 0,4002887
6 —0,814970 —4.,892058 5,941212 —0,824648 1
| 0,370472] 2,370884] | 0,399657 |
r 0,4002887 2,225656] [ 0,3765047
7 —0,824648 —4,898481 5,913721 —0,828653 0.004649
| 0,399657 ] 2,448609] | 0,414220]
[ 0,3765047 2,1464177 [ 0,3640747
8 —0,828653 —4,896062 5,896173 —0,830468 0.002976
| 0,414220] 2,485747] | 0,421631]
[ 0,3640747 2,104728] [ 0,357582]
9 —0,830468 —4,893283 5,886179 —0,831341 1
| 0,421631] 2,504198] | 0,425449]
[ 0,35758217 2,0828777 [ 0,3541897
10 —0,831341 —4,891427 5,880737 —-0,831778 0.000925
| 0,425449] 2,513581] | 0,427430]
[ 0,3541897 2,07144.07 [ 0,352416]7
11 —0,831778 —4,890348 5,877833 —0,832000 0.000494
| 0,427430] 2,518414] | 0,428461]
[ 0,352416]7 2,0654577 [ 0,3514907
12 —0,832000 —4,889754 5,876300 —0,832115 0.000261
| 0,428461] 2,520922] | 0,428998]
[ 0,3514907 2,0623297 [ 0,3510057
13 —0,832115 —4,889436 5,875494 —0,832175 1
| 0,428998] 2,522227] | 0,429279]
[ 0,3510057 2,060693] [ 0,3507527
14 —0,832175 —4,889268 5,875071 —0,832206 7.19x107°
| 0,429279] 2,522908] | 0,429426]
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" = Up 41
k Uy ur,, = A p - w? fer1 . €
Uk +1Uk+1
[ 0,350752]7 2,059838] r 0,3506207
15 —0,832206 —4,889179 5,874850 —0,832222 3.77x10°5
| 0,429426] 2,523263] | 0,429503]
[ 0,3506207 2,0593917 r 0,3505507
16 —0,832222 —4,889132 5,874734 —0,832230 1.97x1073
| 0,429503] 2,523449] | 0,429543]
r 0,3505507] 2,0591577 [ 0,3505147
17 —0,832230 —4,889108 5,874674 —0,832235 1.03x1073
| 0,429543] 2,523546] | 0,429564 ]
r 0,3505147 2,0590357 [ 0,3504957
18 —0,832235 —4,889095 5,874642 —0,832237 5.39x10°°
| 0,429564 ] 2,523597] | 0,429575]
[ 0,3504957 2,0589717 [ 0,3504857
19 —0,832237 —4,889089 5,874625 —0,832238 2.82x107°
| 0,429575] 2,523623] | 0,429580]
[ 0,3504857 2,058938] r 0,3504807
20 —0,832238 —4,889085 5,874617 —0,832239 1.47x107°
| 0,429580] 2,523637] | 0,429583]
r 0,3504807 2,0589207 r 0,350478]
21 —0,832239 —4,889083 5,874612 —0,832239 7.70x10~7
| 0,429583] 2,523645] | 0,429585]
[ 0,350478] 2,0589117 [ 0,350476]7
22 —0,832239 —4,889082 5,874610 —0,832239 4.02x1077
| 0,429585] 2,523648] | 0,429586]
[ 0,350476]7 2,0589067 [ 0,3504757
23 —0,832239 —4,889082 5,874609 —0,832240 2.10x10°7
| 0,429586] 2,523650] | 0,429586]
[ 0,3504757 2,0589041 [ 0,3504757
24 —0,832240 —4,889081 5,874608 —0,832240 1.10x10~7
| 0,429586] 2,523651] | 0,429586]
[ 0,3504757 2,0589027 0,350475
25 —0,832240 —4,889081 5,874608 !—0, 832240] 5.75x1078
| 0,429586] 2,523652] 0,429586
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3.3.2. Ters vektor iterasyonu yontemi

Tekil olmayan bir [A] matrisinin 6zdegerleri A;, Ay, A3, ... ,A, ise [A™1] matrisinin
ozdegerleri A71, 231, A3, ... , A5t olur. [A™1] matrisine vektdr iterasyonu yontemi
uygulandiginda mutlak degerce en kiiclik 6zdeger ve ona karsi gelen 6zvektor

yakinsanir.

Bu iterasyon, ters vektor iterasyonu olarak adlandirilmaktadir. Ters iterasyon, genellikle
dinamik matris olarak adlandirilan [D] = [K~1][M] matrisi ile tekrarli islem gerektirir.

Diger biitiin hususlarda, vektor iterasyonu yontemine benzemektedir.

Ters vektor iterasyonu algoritmasi,

‘L_l.k+1 =D Uy (369)
_T
Uk +1Uk

Pr+1 = # (3.70)
k+1Uk+1

Up 41
TP — (3.71)
fert (u£+1uk+1)1/2

seklinde 6zetlenebilir.

(3.70) esitligi (3.67) esitliginin tersidir, 6zdegerlerin tersini verir. Bu nedenle py,; =

1/A = w? dir.

Sayisal hesaplama agisindan, dogrusallastirilmis bir 6zdeger problemi iizerine asagidaki

gibi ters iterasyon yapmak daha etkilidir.

Kﬁk+1 = Xk (372)
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X1 = M Ugyq (3.73)
=T
Ug 11Xk
Pre1 = —p e (3.74)
Ug+1Xk+1
Ry M i
Xie1 = == = (3.75)

_ _ 1/2 ~ (73 = 1/2
(uE-l-l Xk+1) (uk+1 M uk+1)

fterasyon x = Mu ile baslatilir. Burada u, herhangi bir deneme vektoriidiir. (3.72)
esitligi Uy, icin ¢dziiliir. Coziim ayrica, mevcut deneme vektorii ile [D] = [K™1][M]
matrisinin ¢arpimina esittir. (3.74) esitligi Rayleigh katsayist ile bir 6zdeger tahminidir.
(3.75) esitliginde deneme vektoriiniin mevcut degeri normallestirilir, oyle ki Xy,q =

M Uy, V€ uf,; M ug,, = 1 dir. k indisi yeterince biiyiik oldugunda py,1, A; = ©? € ve

Uy 41 de ¢ e yaklasir. Boylece

OF = Pre1 (3.76)

Ugyq

b1 =

= (3.77)
(ﬁEH Xk+1)

1/2

bulunur. Yakinsama, A’nin ardisik iki degeri karsilastirilarak tespit edilebilir.

A§k+1) _ )\gk)

20D <€ (3.78)
1

Burada e, belirlenen tolerans miktaridir. € = 10725 ise, dzdeger 2s basamaga kadar

dogru olur, 6zvektorler ise s basamaga kadar dogru olur.
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Acik bir sekilde goriilmektedir ki, yukarida agiklandigi gibi uygulandiginda, ters vektor
iterasyonu her zaman en az baskin 6zdeger ve buna kars1 gelen 6zvektore yakinsar. En
az baskin ikinci 6zdeger i¢in, modlarin siiperpozisyonunun gosteriminde oldugu gibi bir
deneme vektoriiniin olmasi sartiyla yakinsama elde edilebilir, ilk moda katkisi hig

yoktur.

Boyle bir durumda (3.47) esitligindeki c; katsayisi sifir olur ve deneme vektorii ilk
moda diktir. Hemen, rastgele secilen deneme vektoriiniin ilk moda dik olmasi
beklenemez. Ik mod seklinin belirlenmesi kosuluyla, deneme vektérii degistirilerek bu
ilk mod sekli de kaldirilabilir. Bu tiir degisikligin kullanildigi isleme Gram-Shmidt
Ortogonalizasyonu denir. Bu nedenle, ilk mod sekli i¢in keyfi olarak segilen deneme
vektorii u‘nun kaldirilmasi istenirse, ilk moddan bagimsiz ve U ile gosterilen

arindirilmis vektor;

fi=u—C1q1

T™Mu
—u- (q; >q1 (3.79)
q;Maq,

seklindedir. ¢; (i = 1), esitlikte yerine koyulmustur. (3.79) esitligi baska bir sekilde de
ifade edilebilir.

- < q:q1M U>
u = I_T— u
M aq;
=S, u (3.80)

Burada S,, ilk mod stipiirme matrisi,

(3.81)
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ile verilmektedir. Teorik olarak, arndirilmis i vektorii ile iterasyon baslatildiginda,

islemin bir sonraki baskin 6zdegere yakinsamasi gerekir.

Uygulamada sonlu hesaplamalar gozoniinde tutuldugunda, iterasyonlarda sayisal
hesaplamalar sirasinda kiigiik hatalar kagmilmazdir. Deneme vektori, ilk 6zvektoriin
bozulmasina neden olur ve arindirma nedeniyle her bir iterasyon sonunda (3.80)
esitligindeki islem tekrarlanmalidir. Iterasyonda [D] = [K™][M] dinamik matrisi ile

tekrarli ¢arpma kullanildiginda arindirma, her bir iterasyonda D ile
D2 =D Sl (3-82)
seklinde uygun bir degisiklik yapilarak saglanir. Iterasyonda D yerine D, kullanilir.

Gram-Shmidt islemi, aslinda 6nceden belirlenmis olan tiim 6zvektor veya mod sekilleri
ile ilgili deneme vektorii ortogonallestirmesinde kullanilir. Bu nedenle arindirtlmis
vektor ilizerindeki iterasyon sonraki en az baskin 6zdegere yakinsayacaktir. Ortogonal

bir u vektorii tizerinde asagidaki islemler yapilarak,

n
=u_zq?ﬂq.
qiMaq; "

=1
—u-— Z(q),.TM u) (3.83)
=1

elde edilir. Burada ¢;, M-ortonormal mod seklidir. 1,...,n arasindaki tiim modlar

stiptiren bir S, matrisi, (3.81) esitligine benzer bir sekilde olusturulabilir.
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n

.qiMu
S, =1— Z ) (3.84)
q; Mq;

j=1

Dh+1 = DS, matrisi ters iterasyonda kullanildiginda, islem A,,; 6zdegeri ve buna

karsilik gelen 6zvektore yakinsayacaktir.

Stipiirme matrisi, elle yapilacak hesaplamalar i¢in daha kullanigli olan alternatif bir
islemle elde edilebilmektedir. Yontemi agiklamak igin, ¢; ilk modu Onceden
hesaplanmis bir ii¢ serbestlik dereceli sistem dikkate alindiginda, ikinci mod seklinin

elde edilmesi i¢in arindirilmig deneme vektorii, ¢, ile ortogonal olmalidir.
dTMi =0 (3.85)

(3.85) matris denkleminin genisletilmesi ile

3 3 3
b1 Z my;l; + ¢py Z my;l; + ¢3q Z mg;l; =0 (3.86)
i=1 i=1 i=1

elde edilir. Gy, i, ve i cinsinden ifade edilebilir.

3 3
3 iy 3 diym;
i, = _]31—]1]2112 — ]31—]1]3ﬁ3 (3.87)
2]’:1 ¢bj1my; Zj:l $j1myy
Ikinci mod sekli icin ilk deneme vektorii,
U
u= [uz] (3.88)
usz
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seklinde ise arindirilmis deneme vektorii, @i, = u,, Uiz = uz alnarak (3.87) esitligini

saglamak tizere segilen {i; ile matris formunda

i, [0 _Zj3=1 ®j1my, _Zj3=1 @y my3 | Uy
[flz ] = | Zj3=1 ;1 mjy Zj3=1 Pj1myy [uz ] (3.89)
o 1 0 us
Lo 0 .
veya
=S, u (3.90)

seklinde olusturulabilir. S;, gerekli olan siipiirme matrisidir. Burada ikinci modla ilgili
bu siliplirme matrisinin sifirlardan olusan ilk siitunu, deneme vektoriiniin elemanlari
iizerinde 6nemli bir sinirlamadir. Ugiincii modu elde etmek icin siipiirme matrisinin

ikinci siitununun sifirlardan olusacagi kolayca gosterilebilir.

Yukarida aciklanan islem su sekilde genellestirilebilir. Belirlenmis olan mod
sekillerinin sayis1 s, kalan mod sekillerinin sayist y olmak iizere, (s + 1). modda

deneme vektoriiniin,

PiMii=0 (3.91)

esitligini saglamas1 gerekmektedir. Burada ¢7 , belirlenmis olan ilk s mod seklinin
matrisidir. u’nun ilk s elemanindan olusan vektor ug ve kalan r elemanlarindan olusan
vektor u, olmak tizere u’nun boliindiigli, ayrica M’nin ilk s silitununun matrisi Mg ve
kalan r siitunlarinin matrisi M, olmak tizere M’ nin boliindiigii diisiiniiliirse, (3.91)

esitligi asagidaki gibi ifade edilebilir.
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U
sx1
CHIURTAY el BY (392)
(sxN) (Nxs) (Nxr) (r % 1)
U = _[d)g‘Ms]_l[d);[‘Mr] Uy (3.93)
Keyfi deneme vektorti,
u= [ur] (3.94)
ise arindirilmis deneme vektorii,
0 _[q)sTMs]_l[q)sTMr] Us
- (sXxs) (s XT1) (sx1)
{u} = 0 i U, (3.95)
(rxs) (rx 1) (rx 1)
ile belirlenir. Boylece siiplirme matrisi,
S, = 8 —[q);FMS]I‘l[cD;FMr]] (3.96)

elde edilir. Burada elemanlar1 sifir olan s adet siitun vardir. iterasyonda kullanilacak

olan degistirilmis dinamik matris, D ile Sg ¢arpimu ile elde edilir.

Dgyq = D Sq (3.97)

D, ile yiriitiillen iterasyon (s + 1). 6zdeger ve 6zvektore yakinsar.
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(3.72) ilizerinden (3.75) esitligi ile verilen algoritma kullanildiginda (3.73) esitligi
asagidaki gibi degistirilebilir.

X1 = M Sg Uk (3.98)

(s + 1) modu igin iterasyon x; = M Sq u ile baglatilir. Burada u ilk deneme vektoridiir

ve (3.73) esitligi yerine (3.98) esitligi kullanilir (Humar 2002).

Sekil 3.1°de verilen ¢ergeve sistemin Ozdeger probleminin, ters vektor iterasyonu

yontemi ile hesabi agagida detayli olarak verilmistir.

Burada baslangic vektdrii olarak x; = [111]7 birim vektorii kullamilmis, (3.72),
(3.73), (3.74), (3.75), ve (3.77) esitlikleri ile tanimlanan islem adimlarn

uygulanmistir. Elde edilen degerler tablo halinde verilmistir.
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Cizelge 3.3. Ters vektor iterasyonu yontemi ile 6zdeger hesabi

k Xk Uy = K Xk+1 p— Xk+1 $1 €
I —
1 0,8 3,2 '0,72243871 | 10,1806091

1 [ 1 ] [1,8] [3,6] 0,249745| [0,812743| | 0,406371
1 2,3 4.6 1,038504/ | [0,519252. -
'0,0104921] 10,0037387 | [0,014951] 0,573497] | [0,143374] | 55
2 | [0,011803(]| |0,010459] | [0,020918| |0,555125| [0,802393]| | [0,401197 )
10,0150821 | 10,014230] | [0,028459) 11,091657) | 0,545829f | x10~™
'0,5734971] 10,2467557 | [0,987019 0,547168] | [0,136792] | 1,49
3| [0,802393|| |0,720267] | [1,440535]| |0,554302| [0,798581]| | [0,399290 .
11,0916571 | 10,993182] | [1,986363. 11,101169/ | [0,550584) | x10
'0,5471681] [0,2446927 | [0,978767 0,542508] | [0,135627] | 4,79
4 | |o,798581|| |0,719629] | |1,439258] |0,554275 | [0,797748]| | |0,398874 s
11,1011691 | 10,994921] | [1,989842] 11,102924] | [0,551462] | x10
'0,5425081| [0,2443187 | [0,977272 0,541677] | [0,135419] | 156
5| (0,797748|| |0,719486] | [1,438972| |0,554274]| |0,797585/| | [0,398792
[1,102924] | 10,995217] | [1,990434, 11,103246] | l0,551623) | x107°
'0,5416771] [0,2442517 | [0,977003 0,5415277 | [0,135382] | 507
6 | [0,797585(| |0,719458] | [1,438917| |0,554274| [0,797554| | [0,398777 .
1,103246] | 10,995270/ | [1,990540] 1,103305] | [0,551652] | x10™
10,5415271] 10,2442397 | [0,976955 0,541501] | [0,135375] | 165
7 110,797554|| [0,719453] | |1,438907| |0,554274| [0,797549] | [0,398774 &
1,1033051 | 10,995280] | [1,990559. 11,103315] | L0,551658] | x10
0,135375
XTX =[0,135375 0,398774 0,551658] | 0,398774 | = 0,481674
0,551658

0,135375 0,195057
Normallestirme islemi: X=—— [ 0,398774 ] = [ 0,574580 ]
V0481674 | g 551658 0,794865
$1

3.3.3. Kaydirma ile vektor iterasyonu yontemi

Ozdeger spektrumununun “’kaydirilmasr’’, iterasyon isleminin yakinsama oranini

artirmak ve (A, $,) haricindaki Ozgiftlere de yakinsamak igin etkili bir yontemdir.
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Iterasyonlarda birka¢ mod belirlendikten sonra iterasyon tamamen hatali olabilir ve
bulunmus olan 6zvektorlerin, deneme vektorlerinin aridirilmas: gerekir. Kaydirma ile
iterasyon isleminde bu zorluk ortadan kaldirilir. Bu nedenle de, tercih edilen bir

yontemdir. Yontem asagida ayrintili olarak agiklanmaktadir.
Sekil 3.6’da 6zdeger ekseninde merkezdeki kayma """’
A=p+5 (3.99)

y1 verir. Burada 6 merkezdeki kaymanin 6zdegere olan mesafesidir. (3.99) esitligi

(2.65) esitliginde yerine koyularak,

(K—uM)gq=6Mgq (3.100)
veya

(K—uM)™IMq = %q (3.101)

elde edilir. Burada D = (K — pM)~M dir.

D ile yapilan iterasyon, &nin en kiiciik degerine karsihk gelen Ozdegere

yakinsayacaktir.
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lﬁ Kaydirilan merkez

0 1 Ay Ay As
| | | | |
l ozdeger, A —»
u
- 5
- §, ———————— =

Sekil 3.6. Merkezdeki kayma miktarinin 6zdegerlere mesafesi

Bir sonraki en biiylik 6zdeger aranirken yakinsama hizi, 6zdegerlerin oranina baghdir;
oranin daha kiigiik olmasi, daha hizli yakinsama anlamina gelir. Bu nedenle, istenilen
0zdegere yakin bir kayma noktasi belirleyerek, daha dogru bir tahminle bu 6zdeger ile

birlikte buna karsilik gelen 6zvektor daha az sayida iterasyon sonunda elde edilebilir.

Bundan dolayi, kayma noktas1 A, ve A, 6zdegerleri arasina yerlestirilir ve (u—A,),
(An41 — w)’den daha kiigiik ise iterasyon A,'ye yakinsayacak ve yakinsama hizi
(L —2,)/(Ap41 — 1) oranina bagl olacaktir. Ote yandan, (A4, — 1), (u—A,)’den
kiiciik ise iterasyon A,,;'e yakinsayacak ve yakinsama hizi (A, — W) /(L —2A,)
oranina bagl olacaktir. Ozetle kaydirma degeri 1, istenilen 6zdegere yakin bir yerde ise

hizl1 bir yakinsama elde edilir.

Ozdeger kaydirma islemi, direkt iterasyonla da kullanilabilir. Bu durumda 6zdeger

esitligi

M~ 1(K — uM)q = 8q (3.102)

seklini alir. Burada E = M~1(K — uM)’dir. E ile yapilan iterasyon, 8’nin en biiyiik

degerine karsilik gelen 6zdegere yakinsayacaktir.
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A; veya A,'den herhangi birine degil de, baska bir ara frekansa da yakinsama elde
edilebilir. Buna gore, A,’ ye yakinsama isteniyorsa, ¢ok hizli yakinsama i¢in kayma

noktas Sekil 3.7°de gosterildigi gibi konumlandiriimalidir. Oyle ki,

Apmi—H=p—X (3.103)
veya

Ap_q1 +A
n= n-1 77 (3.104)

Bu durumda yakinsama hizi,

Ap-1 — M An-1— M
= 3.105
TR G W By S W B (3.105)

oranina baglidir. Bu esitlik daha fazla gelistirilemez.

Kaydinlan merkez

0 Ay o Ap_y A
I\ | I | |

] dzdefer, d —»
B — ], - H

Sekil 3.7. Kaydirma ile vektor iterasyonu: A,, yakinsamasi i¢in kaydirma noktalarinin
optimum konumu

Benzer bir sekilde, A,’ e yakinsama isteniyorsa, ¢cok hizli yakinsama i¢in, kayma noktasi

Sekil 3.8’de gosterildigi gibi konumlandirilmalidir. Oyle ki,

H—2A, =A, — U (3.106)
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veya
A+ A
p=——2 (3.107)
2
Bu durumda yakinsama hizi,
—A An — A
% n_2 (3.108)

H—2Ay B Ap—2Ap) + (A —2y)

oranina baglidir.

— Kaydinlan merkez

0 Ay As [ A
L | | |

. o2, . . Ag-H . Gzdeger, d —

Sekil 3.8. Kaydirma ile vektor iterasyonu: A; yakinsamasi i¢in kaydirma noktalarinin
optimum konumu

bl

Direkt iterasyon kullanildiginda, 6z deger merkezini kaydirmanin daha az etkili oldugu
aciktir: birincisi, yontem sadece en kiigiik ve en biiyiik 6zgiftleri verebilir, ve ikincisi,
yakinsama hizi ters iterasyon ile elde edilenle ayn1 olamaz. Kaydirma ile iterasyonda
belli bir degere en yakin 6z deger bulunmak istenirse, merkez bu degere kaydirilir ve

kaydirma islemi higbir zorluk teskil etmez (Humar 2002).

Sekil 3.1’de verilen ¢erceve sistemin 0z deger probleminin, kaydirmali vektor

iterasyonu yontemi ile hesab1 asagida detayl1 olarak verilmistir.

Burada baslangic vektorii olarak [11 1]7 birim vektdér kullamlmis, (u = 4,4) ve
(u = 2) kaydirma degerleri ile E = M~1(K — pM) matrisi iizerinde vektor iterasyonu

yontemi uygulanmistir. Elde edilen degerler tablo halinde verilmistir.



Cizelge 3.4. Kaydirmal1 vektor iterasyonu yontemi: En kii¢iik 6z¢iftin hesab1

-0,9
_ [_2

-1
-0,4
0 -2

99

025 0
0 05
0 0
0
5 ]
-2,4

3,6 —4 0
-4 -08 -4 ]
0 -4 —48

- Up 41
k Uk g1 = Ewy | p=(0?-w w? o =T = €
Uk +1Uk+1
1 ~1,9 0,292031
1 H [_4,4] -3,956075 | 0,443925 [ 0 676283] -
—4,4 0,676283
0,2920317| 10,939111 0,245710
2 [ 0 676283] 2,207142 ] -3,865251 | 0,534749 [o 577480] 0,16984
0,676283] | | 2,975646 0,778552
0,2457107 | [~0,798619 —0,206372
0,778552 | | |-3,023485 ~0,781300
0,2063721 | [0,774785 0,201322
4 [ 0 589051] 2,210963 ] -3,849219 | 0,550781 [0 574503] 0,04333
0,781300] | | 3,053222 0,793357
0,201322 7 | [~0,755693 0,196321
S [0 574503 ] —2,219161] -3,849334 | 0,550666 [ 0 576513] 0,00021
0,793357 ] | [-3,053063 0,793152




Cizelge 3.4. (devam)
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w1
k U tUeyr = By |p = (0?0 w? o ST = €
Uk +1Uk+1
0,1963211| [0,753202 0,195837
6 [ 0 576513] [2 209551] -3,846074 | 0,553926 [0,574497] 1
0,7931521| 1 3,056592 0,794733
0,195837 0,750751 —0,195193
7 [0 574497] [ 2 210940] -3,846191 | 0,553809 [—0,574839] 0,00021
0,794733 3,056354 —0,794644
0,1951931| 10,750513 0,195154
8 [ 0 574839] [2 209611] -3,845755 | 0,554245 [0,57 4559] 0,00079
0,794644] | | 3,056824 0,794857
0,195154 0,750197 —0,195070
9 [0 574559] [ 2 209844] -3,845786 | 0,554214 [—0,574614] 1
0,794857 3,056774 —0,794837
0,1950701| [0,750177 0,195068
10 [ 0 574—614—] [ 2 209660] -3,845727 | 0,554273 [ 0,574575 ] 0,00011
0,7948371| | 3,056838 0,794866
0,195068 0,750136 —0,195057) 1,16
11 [o 574575 ] [ 2 209697] -3,845734 | 0,554266 —0,574584 105
0,794866 3,056829 [—0,794862] x
0,1950571| 10,750135 0,195057 1,46
12 [ 0 574584] [2 209672] -3,845726 | 0,554274 0,574579 105
0,7948621| | 3,056838 | 0,794866 | x
U = 2icin
~ 025 0 0 6 —4 0 1,5 -1 0
E=MT'K-pM)=[ 0 05 0 [ —4 4 —4l= [—2 2 —2]
0 0 05 0 —4 0 0 -2 0




Cizelge 3.5. Kaydirmali vektor iterasyonu yontemi: En biiylik 6z¢iftin hesabi
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L S
k Uk Uy =By | p= (0% w? S =T €
U1 Uk+1
1 0,5 —0,174078
1 H [_2] -2,357143 |-0,357143 ~0,696311 -
1 -2 |—0,696311.
'—0,1740781 | [ 0,957427 " 0,554877

2 | |-0,696311| | |—0,348155| | -5,310811 |-3,310811 —0,201773 -0,892
|—0,696311] | | 1,392621. | 0,807093 |
r0,55487771 | [ 1,034088 " 0,3116007

3 | [-0,201773| | |-3,127486| | 7,195761 |9,195761 —0,942401 1,360
| 0,807093] | | 0,403547, | 0,121600 |
 0,3116007 | [ 1,409801] " 0,389378]

4 | |-0,942401| | [-2,751202| | 4,019699 | 6,019699 —0,759863 0,527
| 0,121600] | | 1,884801. | 0,520569.
0,3893787 | [ 1,343930] " 0,343933]

5 | [|-0,759863| | |-3,339621| | 3,963781 | 5,963781 —0,854663 0,009
| 0,520569] | | 1,519727. | 0,388923 |
©0,34393371| [ 1,370563 1 " 0,355289]

6 | |-0,854663| | |—3,175038| | 3,865458 | 5,865458 —0,823060 1
| 0,388923] | | 1,709326. | 0,443106 |
0,3552897 | [ 1,355993] " 0,349361]

7 | [|-0,823060]| | [—3,242908| | 3,882420 | 5,882420 —0,835510 0,003
| 0,443106] | | 1,646119 | 0,424110 |
r0,3493617 | [ 1,3595521 " 0,351082]

8 | [-0,835510| | |-3,217963| | 3,872615 | 5,872615 —0,830986 0,002
| 0,424110] | | 1,671021 | 0,431514 |
1 0,35108271 | [ 1,357609] " 0,350302]

9 | |-0,830986]| | |—3,227163| | 3,875563 | 5,875563 —0,832700 1
| 0,4315141 | | 1,661972 | | 0,428836 |
0,3503027 | [ 1,358152] " 0,350554 214

10 | [-0,832700]| | |-3,223674| | 3,874304 | 5,874304 —0,832066 .
| 0,4288361 | | 1,665399 | | 0,429858| x10
 0,3505547 | [ 1,357897 " 0,350449] 733

11 | [-0,832066]| | |-3,224956( | 3,874734 | 5,874734 —0,832304 S
| 0,429858] | | 1,664132] | 0,429483 x10~™




Cizelge 3.5. (devam)
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" = Upyq
k w U =Bup | p- (02 p)  w? A €
U1 Uk+1
[ 0,3504497 | [ 1,357978] [ 0,350485] 291
12 | 1—-0,832304 —3,224472 3,874564 | 5,874564 —0,832216 .
| 0,429483] | | 1,664608 ] | 0,429625] x10
r 0,3504857 [ 1,357944 1 r 0,3504717
13 | [—0,832216 —3,224651 3,874625 | 5,874625 —0,832249 1
| 0,429625] | 1,664431 | | 0,429572]
" 0,3504717 | [ 1,357955] 0,350471 4,00
14 | [—0,832249 —3,224584 3,874601 | 5,874601 [—0,832249] 6
| 0,4295721 | | 1,664497 | 0,429572 x10
3.3.4. Rayleigh orani ile iterasyon yontemi
Kaydirma degeri, istenilen Ozdegere yeterince yakin secilirse, kaydirma ile ters

iterasyon yontemi hizli bir sekilde yakinsamaktadir. Bununla birlikte, 6zdegerler
hakkinda yeterli tahmin olmaksizin uygun bir kaydirma degeri se¢imi zordur. Bu

zorlugu gidermek i¢in gelistirilen yontemlerden birisi de bu yontemdir.

I - _T
Upyg Klgpr  Upyq Mug

- — == — (3.109)
uE+1 M Tye1q Ulrl£+1 /U

(3.109) esitligi ile hesaplanan Rayleigh orani, 6zdeger tahmininde uygun bir kaydirma
degeri saglar. Bu sekilde elde edilen kaydirma degerinin kullanildigi yonteme, Rayleigh

orani ile iterasyon yontemi denir.

Bu islem u; baslangig iterasyon vektorii ve p, baslangic kaydirmasi kabulu ile baglatilir,

yakinsayana kadar k = 1, 2, 3, ... i¢in asagidaki islemler tekrarlanir:

Cebirsel denklemin ¢oziilmesi ile Uy, belirlenir:
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[K — e M] Uy = Muy (3.110)
veya

Teq = (K= e M)™! My (3.111)
Burada D, = (K — p, M)t dir.
Ozdeger tahmini ve bir sonraki iterasyon igin kaydirma degeri,

T
iL,, mu

Hit1 = _Tk+1—_k + (3.112)
Uy g M Uity

ile elde edilir. Bu deger w? ye yakinsamaktadir.

Normallestirilmis Uy, ;-

i
Urs = —— kil = (3.113)
(U m T

Iterasyon, u; baslangic vektdrii ve p, baslangic kaydirmasma bagli olarak belli bir

ozgifte (A, d,) yakinsar.

Rayleigh orani ile iterasyon etkili bir yontem olsa da, her zaman kullanislt olmayabilir.
Ornegin, u; baslangic vektdrii ve p; = 0 baslangic kaydirmasi ile (3.112) esitligi,
birinciye gore, ikinci 6zdegere daha yakin Rayleigh orani igin bir deger saglar, sonucta
iterasyon ikinci moda yakinsar. Bu nedenle, en kiigik Ozgift (A, d,)’e yakinsama
saglamak i¢in Rayleigh orani ile iterasyonu yontemini bagka tekniklerle tamamlamak

gerekir. Bir olasilik, kaydirma olmaksizin ters iterasyonun kullanilmasidir (Chopra
2001).
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Sekil 3.1°de verilen cerceve sistemin 6zdeger probleminin, Rayleigh orani ile iterasyon

yontemi ile hesab1 agagida detayli olarak verilmistir.

Burada baslangi¢ vektorii olarak [1 1 1]7 birim vektdr kullanilmis, (u = 0,5), (u = 7)
ve (i = 6)baslangic kaydirma degerleri ile Dy = (K — p M)™' matrisi iizerinde
(3.111), (3.112) ve (3.113) esitlikleri ile tanimlanan islem adimlar1 uygulanmistir.

Elde edilen degerler asagida tablo halinde verilmistir.

Cizelge 3.6. Rayleigh orani ile iterasyon: 1. Ozgift

k U Hic Uptq M1 — w7 Ug+1 €
P §——- ibti s} A —S— —iftrro
1 6,33 0,140729
1 [1] 0,5 [ 18 ] 0,554641 [0,399967] -
1 24,67 0,548103
0,140729 [ —368,70 1 —0,135373
2 [ 0,399967 ] 0,554641| | —1086,09 0,554274 [ —0,398773 ] 0,00066
0,548103 | —1502,48 | —0,551659
—0,135373 [1,79x101° | 0,135374
3 [—0,398773] 0,554274| | 5,26x101° 0,554274 [0,398774] 1,37x10711
—0,551659 | 7,28x101° | 0,551659
0,135374
XTX = [0,135374 0,398774 0,551659]] 0,398774 | = 0,481674
0,551659

Normallestirme islemi: X = 0,398774 0,574579

v0,481674 [0,551659 0,794866
b1

0,135374 ] \ 0,195056 ]
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Cizelge 3.7. Rayleigh orani ile iterasyon: II. Oz¢ift

k Uy Hk Ug+1 Mg 1— ©° Ug+1 €
I —
1 [ —0,280702 7 [ —0,449325 7
1 [ 1 ] 7 —0,017544 3,044164 —0,028083 -
1 | —0,192982 | | —0,308911 |
—0,449325 1 [ —8,724078 T [ —0,421304 T
2 [ —0,028083 3,044164 —3,527424 3,071032 —0,170347 0,008749
—0,308911 | 7,052300 | 0,340570 |
—0,421304 [ —4,86x10° | [ —0,420686 ]
3 [—0,170347 3,071032 —2,08x103 3,071119 —0,180424 | | 2,82x107°
0,340570 | 3,89x107 | 0,336889 |
—0,420686 1 —2,58x10'? [ —0,420686 ]
4 [ —0,180424 | | 3,071119 | | —1,11x10%2 | | 3,071119 || —0,180424 | |5,31x10~1*
0,336889 | 2,07x1012 0,336889 |
0,420686
XTX =[0,420686 0,180424 —0,336889]| 0,180424 | = 0,323024
—0,336889
[ 0,420686 ] [ 0,740186
Normallestirme islemi: =——— | 0,180424 | =| 0,317451
v0,323024 |_ 336889 | |-0,592747
b2
Cizelge 3.8. Rayleigh orani ile iterasyon: III. Ozgift
k Uk Hi Ug+1 M1 — @7 Uk+1 €
1 -1 [ —0,308607 T
1 [ 1 ] 6 [ 1,5 ] 5,714286 0,462910 -
1 -1 | —0,308607 |
[ —0,308607 T [ —1,402720 7 [ —0,229511 1
2 0,462910 | | 5,714286 3,414630 5,874281 0,558696 0,027236
| —0,308607 | | —1,755561 | | —0,287242 ]
1 —0,229511 ] [ —7,17x102 | [ —0,233876
3 0,558696 | | 5,874281 1,70x103 5,874607 0,555361 5,55x10~>
| —0,287242 | | —8,79x10? | | —0,286667 |
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Cizelge 3.8. (devam)

k - 2
Uk Hic Uk+1 Hg+1— @ Uk+1 €
[ —0,233876 [ —6,84x101° | " —0,233875 ]
4 0,555361 | | 5,874607 1,63x1011 | | 5,874607 0,555362 | |5,82x10713
| —0,286667 | | —8,39x101° | | —0,286667 |
[ —0,233875 ] [ —4,73x101* ] " —0,233875 ]
5 0,555362 | | 5,874607 1,12x10%° | | 5,874607 0,555362 | |1,51x10716
| —0,286667 | | —5,79x1014 | | —0,286667 |
0,233875
XTX =1[0,233875 -0,555362 0,286667 ]| —0,555362 | = 0,445302
0,286667
1 0,233875 0,350474
Normallestirme islemi: X=—— [—0,555362 ] =\|-0, 832240]
v0,445302 [ 0,286667 0,429586
b3

3.4. Doniisiim Yontemleri

Dontigiim yontemlerinde temel amag, sistem rijitlik ve kiitle matrislerini kosegenel
forma getirmektir. Bu yoOntemler ile sistemin tiim Ozdeger ve Ozvektorleri

bulunabilmektedir. Ozvektorler matrisinin,

PTK D = A (3.114)

OTM ® =1 (3.115)

esitlikleri ile verilen temel Ozellikleri aynmi kalacak sekilde (3.116) esitlikleri ile

belirtilen

A =Kkés (w? . .. wd) ® = [dy |- -] dw] (3.116)
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kosegen elemanlar1 6zdegerlerden olusan A spektral matrisi ile her bir kolonu
O0zvektorlere karsilik gelen @ modal matrisini elde etmek iizere bir dizi doniisiim
uygulanir.[K] ve [M] matrisleri, kosegen, tliclii bant, liggen matris gibi daha basit

formlara dontstiiriiliirler.

[K] ve [M] matrislerini kdsegen forma indirgeyebilmek i¢in ardisik bir sekilde soldan ve

sagdan sirastyla [P7] ve [P] ile carpma islemi yapulir.

[K*] = [K] [M'] = [M]

[K?] = [P{][K*][Py] [M?] = [P{][M*][P,]

[K®] = [P]][K?][P,] [M?] = [P ][M?][P,] (3.117)
[I.<"+1] = [P{][K*][P,] [l;/l"“] = [P ]IM¥][P,]

Burada {ist indisler iterasyon sayisin1 gostermektedir. Bu doniisiimler sonunda 6zdeger

spektrumu asagida da gosterildigi lizere degismemektedir.

det [[K¥*1] = 21] = det [[PTI[KK][P] - 1]
= det [[P71[K¥][P] - A [B71(P]]
= det [[P]] det [[K¥] - 21] det [[P,]]

= det [[Kk] -y 1]
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Déniisiimlerle, k — o igin [K¥*1] ve [M¥*1] matrislerinin kdsegen forma geldigi

kabulu ile [K¥*1] —» A ve [M¥*1] - I yakinsamas1 saglanir.
Bu durumda, en son yapilan iterasyon k . iterasyon ise,
X=P,P,..P, (3.118)

[KK+1] - kos (K,) [M**1] - ks (M,) (3.119)

olmaktadir. Burada "7 dongii sayisin1 gostermektedir. Istenilen hassasiyette

yakinsama gergeklestigi taktirde de ozdegerler ve 6zvektorler (3.120) ve (3.121)
esitlikleri yardimiyla bulunur (Bathe 1982).

(k+1) (k+1)
k11 11

A= kés(K§k+1) /Mﬁ"“)) = (3.120)
(k+1) (k+1)
Kon Mpp "1 0

X11 X12 Xin
(k+1) (k+1) k+1
\/mn szz mr(ln )
X21 : Xon
® =P, P, ... P kos <1/ MERH)) = /mgkfrl) mgfl“) (3.121)
an Xn2 er
(k+1) (k+1) k+1
\/mn szz mr(ln )_
nxn

3.4.1. Genel Jacobi yontemi

Genellestirilmis 6zdeger problemi goz 6niine alindiginda,
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[K] [®] = [M] [®@] [A] (3.122)

esitligi bir dizi islem ile [K] ve [M] kosegen matris olmak iizere [K] [X] = [M] [X] [A]

sekline dondstiirtilebilir. Bu doniistiirme islemleri sonunda 6zdegerler,
[M ] [K] = [A] (3.123)

esitligi yardimiyla elde edilebilir. Doniistirme yapilirken (3.126) ile tanimlanan [P]
matrisi kullanilmaktadir. (3.122) esitliginin her iki tarafi soldan [PT] ile carpilarak

[PT][K] [®] = [PT] [M] [®] [A] (3.124)
elde edilir. (3.124) esitliginde [®] = [P][X] yerine koyulursa,

[PT][K] [P] [X] = [PT] [M] [P] [X] [A] (3.125)
(3.122) ve (3.125) esitliklerinden 6zdegerlerin yine ayni kaldig1 agikc¢a goriilmektedir.
Uygun segilen bir [P] matrisi sayesinde her bir adimda [PT] [K] [P] ve [PT] [M] [P]

matrisleri de gittikge kdsegen hale dontismektedir.

(7x7) boyutunda simetrik bir [K] matrisi dikkate alinirsa, [B] = [P]” [K] [P] matrisinde
kosegen disindaki bg; = b3 eleman sifir (0) olmak zorundadir. [P] matrisi, « ve B

gibi kdsegen dis1 elemanlar1 bulunan modifiye edilmis bir birim matristir.
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p- q.sutun
1 1
1 .
1
1
1 o ->Pp
Pp.g6) = 1 1 (3.126)
1
B 1 - q.satir
1

1 nxn

Déniistiirme sirasinda yapilan [PT] [K] ve [PT] [K] [P] carpimlari asagida detayli bir
sekilde gosterilmistir. [PT] [K] [P] carpimina bakildiginda,

b36 = b63 = k66 ﬁ + k33 a+ k36 (1 +a ﬁ) (3127)
oldugu anlasilmaktadir.
k4 ki, ki3 ks kis kie ky7
k21 ks, ka3 ks ks ke k,7
k3y +ke1B  ksp+keaB ksz+kesB  ksst+kesB ksst+kesB kset+keeB  ksy t+ kerf
ka1 ka4, ks kas ks k4o k47
ksy ks, kss ksq kss kse ks
kyia+key kypa+ ke, kyza+kes kyaa+kes kysa+kegs kyga+keg kyza+ ke,
k74 k7, k73 k74 ks k76 k77
[P] K]
k1q k12 kiz + ki6P ks ks kiza + kqg k17
ki, k2, ka3 + ka6 ks ks kaza + ke k27
k31 + ko1 k3z + kef8 bs3 k3s + keaB  k3s + kesf b3 k37 + ke B
k4q ks, kaz + ki kys ks kyza + kye k47
ksy ks, kss + ksef ks kss kssa + kse ks7
kzia + ke kzpa + ke be3 kzaa + key  kzsa + kes bes k370 + key
k7, k7, k73 + k76 k74 k75 krza + kye k77

[P"] K1 P)

(3.127) esitligi genellestirildiginde,
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bpg =bgp =kqq B+ kpp a+ky, (1+ap) (3.128)

elde edilmektedir. Rijitlik ve kiitle matrislerini kosegen forma getirmek icin [PT] [K] [P]

ve [PT] [M] [P] matrislerinin by,q elemanlart sifir (0) olmalidir.

kppa+kegB+ky,(1+ap)=0 (3.129)

My @+ Mgy f+myg (1+ap)=0 (3.130)

(3.129) ve (3.130) esitliklerinin sirastyla m,, ve —k,, sayilariyla ¢arpimindan elde

edilen esitlikler toplanarak,

& (Kpp Mpg = My kpg) + B (Kgq Mpg — Mgq kpg) =0 (3.131)
A B

A = kyp Myg — My, kg (3.132)

B = kgq Mpg — Myq kpq (3.133)

aA+BB=0 (3.134)

elde edilir. A #= 0, (3.134) esitliginden @« = —(B/A) B bulunur. Bu baginti, (3.129)
esitliginde yerine koyularak,

B kyq B + [Bhyp —Akgq| B—Akypg =0 (3.135)

A ve B esitlikleri kullanilarak (3.135) esitligindeki koseli parantez igindeki kisim su
sekilde yazilabilir:
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[Bkpp — Akqq] = —kpq (kpp Maq — Mypp kqq) (3.136)

r

T = kpp Mgqg — My, Kgq (3.137)
(3.136) esitligi kullanilarak (3.135) esitligi daha da sadelestirilebilir.
BR2+rB—A =0 (3.138)

Bu ikinci dereceden denklemin ¢oziimiinden bulunan £ bagintist (3.134) esitliginde

kullanilarak,

+ AB] (3.139)

+A B] (3.140)

bulunur. Ayrica (3.139) ve (3.140)ecsitliklerindeki parantez iginde kalan ifade

kullanilarak,

oldugu gosterilebilir.

a ve 3 bagka bir sekilde de ifade edilebilir;
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a= (3.142)

(3.143)

Paydanin sifir (0) olmasini engellemek amaciyla, paydadaki ifade agsagida gosterildigi

sekilde alindiginda, « ve f sayilari,

%+ (signr) ’ (2)2 +AB] (3.144)

B
a= (3.145)
< + (signr) f[ % +AB] )
A
p=- (3.146)
< + (signr) /[ % +AB] )
olmaktadir. Sifir (0) yapilan eleman kyq ise, degeri degisen diger elemanlar;

bpp = Kpp + 2 Kkpg B+ Kqq p?

baqg = kpp @ + 2 kg a + kyq
(3.147)

bpk = kpk + qu ﬁ

bqk = kpk a+ qu (k =1, ,n)
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esitlikleri ile bulunur (Bhatt 2002).

A§)7‘+1) _ A(r)

P -
AGTD <107° p=1,..,n) (3.148)
P
r) _ pp r+1) _ pp
Ay =5 Ay =T (3.149)
Mpp My
(k+1))?
M < 10—25 ( =1 .. ) (3 150)
D (D) | = p,q=L1-.n :
pp  "aq
(k+1))?
(mpq—) < 10—25 ( =1 .. ) (3 151)
D Ger | = p,q=1-,n .
PP aq

"r'" dongl sayisini gostermek {izere yukarida belirtildigi sekilde s basamak hassasiyetle
yakinsama saglandigi takdirde, 6zdeger ve 6zvektorler (3.120) ve (3.121) esitlikleri
yardimuiyla hesap edilir (Cheng 2001).

Sekil 3.1°de verilen cergeve sistemin 6zdeger probleminin, genel Jacobi yontemi ile

hesab1 asagida detayli olarak verilmistir.

(3.132), (3.133), (3.137), (3.145), (3.146), (3.150) ve (3.151) esitlikleri ile

tanimlanan islem adimlart uygulanmistir. Elde edilen degerler tablo halinde verilmistir.

Déngii-1 / Iterasyon-1: Rijitlik ve kiitle matrislerinin p = 1, g = 2 elemani igin sifirlama

islemi
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14 —4 0
K=|-4 8 —4|=K!

0 —4 4

4 0 0
M=|0 2 of|=M!

0 0 2

2 2
(kg)) _ e = 0,1429 > 1078 —(mg))
o, |~ =5 oo
kii'ks, (19)(8) my;my,

A = kiymyy —myqiky; = 16
B = kyymyy; —myyky; = 8

r=Kkymy, —myky; = —4

o= B/<g+(signr)\/m > =8/<_74—\][(_74)2+(16x8)] >= —~0,5931
>: L1861

B = —A/<g+(signr) () + 8| ): —16/<_74—J[(_74)2+(16x8)

1 -0,5931 0
P, = 11,1861 1 0

0 0 1

15,7663 0 —4,7446
K2 = PTK'P, = [ 0 17,6688 —4 ]
—4,7446 —4 4
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68139 0 0
MZ=PIM'P,=| 0 34069 0
0 0 2

Déngii-1 / iterasyon-2: Rijitlik ve kiitle matrislerinin p = 1, q = 3 eleman i¢in sifirlama

islemi

@))? @))?
(155) _ |74 | 2569 5 1078 —(m13) 0
@, ~ = @, @
ki1 k33 (15,7663)(4) myMys

A= k11m13 - m11k13 = 32,3288

B = k33m13 - m33k13 = 9,4‘891

r= k11m33 - m11k33 = 4,2772

4,2772 4,2772\*
a=9,4891/ —+ ( > ) + (32,3288 x 9,4891)| | = 0,4796

42772 4,2772\*
,B=—32,3288/ —+ ( > ) + (32,3288 x 9,4891)| | = —1,6341

0 1 0
—-1,6341 O 1

1 0 04796

41,9541 6,5365 0
K3 = PIK?P, = [6,5365 17,6688  —4 ]
0 —4 3,0758
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12,1546 0 0
M3 =PIM2P,=| 0 3,4069 0
0 0 35676

Dongii-1 / iterasyon-3: Rijitlik ve kiitle matrislerinin p = 2, q = 3 elemant i¢in sifirlama

islemi

(kg?)z = (-4 =0,2944 > 1078 (mg))z

= A A |
3.3 3)...03)
kzz k33 (17,6688)(3,0758) My My

A = k22m23 - m22k23 = 13,6277

B = k33m23 - m33k23 = 14’,2704’

r= k22m33 - m22k33 = 52,5563

52,5563 52,5563\ 2
a = 14,2704/ —— (T) + (13,6277 x 14,2704)| | = 0,2547

52,5563 52,5563\ >
B = —13,6277/ —+ (T) + (13,6277 x 14,2704)| | = —0,2432

1 0 0
P; = [O 1 0,2547]
0 —0,2432 1

41,9541 6,5365 1,6649
K* = PTK3P; = [6,5365 19,7966 0 ]
1,6649 0 2,1844
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12,1546 0 0
M* = PIM3p; = [ 0 3,6180 0 ]
0 0 3,7886

Doniisiim islemi kosegen {istiindeki tiim elemanlara uygulandigi i¢in 1. dongi

tamamlanmaistir.

1 —0,7097 0,3286
X=P PP = [ 1,1861 0,8616 0,8236]
—1,6341 —0,2432 1

kY /miy 3,451716
A = kbs = 5,471715
@/ @
K m®| 0,576569
A2 — AP |3.451716 - (kP /mT)| 13451716 — 35 »
= = = 0,0140 > 10

A® 3,451716 3,451716

Déngii-2 / iterasyon-4: Rijitlik ve kiitle matrislerinin p = 1, q = 2 elemanu igin sifirlama

islemi

@))? @Y’
(k52 _ (6,5365)° —0,0514 > 108 (mi2) =0
k@@ T [@19581)(19,7966)| ~ mms

A= k11m12 - m11k12 = _79,4‘4‘82

B = k22m12 - m22k12 = _23,64‘90

r= k11m22 - m11k22 = _88,8299
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—88,8299  |[/—88,8299 2
=-23 6490/ — (T) +(=79,4482) x (—23,6490)| |=0,2221

—88,8299  |[(—88,8299 2
B = 79,4482 / — (T) + (=79,4482) x (—23,6490)| | = —0,7462

—0,7462 1 0

1 0,2221 0
0 0 1

43,2215 0 1,6649
K°> = PTK*P, = [ 0 24,7699 0,3698]
1,6649 0,3698 2,1844

14,1689 0 0
M5 = PTM*P, = [ 0 42176 0 ]
0 0  3,7886

Déngii-2 / Iterasyon-5: Rijitlik ve kiitle matrislerinin p = 1, ¢ = 3 elemanu igin sifirlama

islemi

5)\? 5
]| ot |y )
), G| - (). (5)
KO1O| T [(43,2215) (2 1844) mOmE

A = k11m13 - m11k13 = _23,5894
B = k33m13 - m33k13 == _6,3076

r= k11m33 - m11k33 == 132,7994
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132,7994 132,7994\*
a= —6,3076/ — + (T) + (—23,5894) x (—6,3076) =—-0,0471

132,7994 132,7994\*
p = 23,5894/ B — + (T) + (—23,5894) x (—6,3076)| | =0,1762

0 1 0
0,1762 0 1

1 0 -0,0471

43,8758 0,0651 0
K® = PTK5P; = [0,0651 24,7699 0,3698]
0 0,3698 2,1234

14,2865 0 0
M®é = PTM5P; = [ 0 4,2176 0 ]
0 0 3,8200

Déngii-2 / Iterasyon-6: Rijitlik ve kiitle matrislerinin p = 2, ¢ = 3 elemanu igin sifirlama

islemi
6))° ©))>
(k9) _ (0,3698)? — 00026 > 10-8 (m$9) _
GO - 6), (6)
KOk (24,7699)(2,1234) m&m

A= k22m23 - m22k23 = _1,5596

B = k33m23 - m33k23 = —1,4‘126

r= k22m33 - m22k33 = 85,6666
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85,6666
a= —1,4126/ > +

[(85,6666 2

. ) + (—1,5596) x (—1,4126)] >= —0,0165

2

85,6666 85,6666\ >
=1 5596/ - 4 (—) +(—1,5596) x (—1,4126)| | = 0,0182

1 0 0
P, = [0 1 —0,0165]
0 0,0182 1

43,8758 0,0651 —0,0011

K7=P6TK6P6=[0,0651 24,7841 0 ]
—0,0011 0 2,1180
14,2865 0 0

M7=P6TM6P6=[ 0 42189 0 ]

0 0 38212

Doniisiim islemi kosegen

tamamlanmustir.

Uistlindeki tiim elemanlara uygulandigi icin 2. dongii

1,5875 —0,4830 0,2646
X=PP,..P= [ 0,6883  1,1396 0,7795]
~1,2765 —0,5868 1,0784
kD /D 3,071144
A = kbs = [ 5,874582
) /()
kyz /mas 0,554274
AY - AP| _[3,071144 — (ki? /m?)| _ 13,071144 — 3451716] _
- =0,1240 > 10~

®
Al

3,071144

3,071144
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Déngii-3 / Iterasyon-7: Rijitlik ve kiitle matrislerinin p = 1, g = 2 elemanu igin sifirlama

islemi

2
(k) (0,0651)? 6y < 10 _(mg))
= = (3,9020 x 107%) > 108
kDD~ [(@3,8758)(24,7841) m{)my)

=0

A= k11m12 - m11k12 = _0,9306

B = k22m12 - m22k12 = _0,274‘8

r = k11m22 - m11k22 = _168,9709

—168, 9709 —168,9709\2
=-0 2748/ —_— (#) + (—0,9306) x (—0,2748) = 0,0016

~168,9709  |[(—168,9709\*
B=0 9306/ — (#) +(—0,9306) x (—0,2748)| | = —0,0055

1 0,0016 O
P, =1-0,0055 1 0

0 0o 1
43,8759 0 —0,0011
K8 = PYK7P, = [ 0 24,7844 0 ]
—0,0011 0 2,1180

14,2866 0 0
M8 = PIM7P, = [ 0 4,2189 0 ]
0 0 3,8212
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Déngii-3 / Iterasyon-8: Rijitlik ve kiitle matrislerinin p = 1, g = 3 eleman: igin sifirlama

islemi
®)° @Y’
k)| | o001? | (12407 X 10-8) > 18 (m) 0
«@k®| ~ [@38759) (2 1180)| ~ m&m)

A= k11m13 - m11k13 = 0,0153

B = k33m13 - m33k13 = 0,004‘1

r = k11m33 - m11k33 = 137,3998

S
I

137,3998 137,3998\ 2
0,0041/ —+ (T) + (0,0153 x 0,0041)| | = 0,00002986

137,3998 N \/[(137,3998

2
p = —0,0153/ 5 5 ) + (0,0153 x 0,0041)] = 0,00011165

1 0 0,00002986
Py = [ 0 1 0 ]
0,00011165 0 1
43,8759 0 0
K° = PTK®P; = [ 0 24,7844 —0,00000175]
0 —0,00000175 2,1180
14,2866 0 0
M? = PIM8P; = [ 0 4,2189 0 ]
0 0 3,8212
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Déngii-3 / Iterasyon-9: Rijitlik ve kiitle matrislerinin p = 2, @ = 3 elemanu igin sifirlama

islemi

€))

2
= (58x 10"14) < 1078 (ms2)

2
(k) | | (~0,00000175)? B
my)mg3)

)]
kDD [(24,7844)(2,1180)

A = k22m23 - m22k23 = 7,3678 X 10_6

B = k33m23 - m33k23 = 6,6733 X 10_6

r = k22m33 - m22k33 = 85,7707

85,7707 85,7707\°
a = (6,6733 x 10-6)/< > +J[( > ) +(7,3678 x 1076) X (6,6733 X 10-6)] )

a =7,7804 x 1078

85,7707 + \/[(85,7707

2
B =—(7,3678 x 10'6)/< > > ) +(7,3678 x 107%) X (6,6733 X 10‘6)] >

B =—85902 x 108

1 0 0
Py = [0 1 7,7804 X 10—8]
0 —8,5902 x 1078 1

43,8759 0 0
K19 = pIK°P, = [ 0 24,7844 0 ]
0 0 2,1180
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14,2866 0 0
M0 = PTMPP, = [ 0 42189 0 ]
0 0 38212

Doniisim islemi kosegen {istiindeki tiim elemanlara uygulandigi i¢in 3. dongi

tamamlanmustir.

1,5901 —0,4804| 0,2646
X=P,P,..P,= [ 0,6820 | 1,1407 0,7795]
-1,2734 [-0,58881 1,0784
kY /m$” 3,071119
A = kbs = [ 5,874607
k(LD /310 0,554274
3x3
A8 - 42| [3.071119 - (k7 /m?)| 13,071119 - 3,071144 o
@ = = =8,1740x 1076 < 107
A" 3,071119 3,071119

Yakinsama sartlar1 gergeklestiginden iterasyon sonlandirilmistir. Goriildiugi tizere [A]
matrisinin kosegenleri sistemin sirayla w? = 0,554274, w3 = 3,071119 ve w3 =
5,874607 frekanslarindan olugsmaktadir, Sistemin 6zvektorleri ise (3.121) esitliginden

asagidaki gibi hesap edilir.

¢, i¢in normallestirme islemi:

[ 1,5901
V14,2866

0,6820

V14,2866
—-1,2734

11/14,2866

—0,4804 0,2646 1
V4,2189 v/3,8212
1,1407 0,7795
Vv4,2189 13,8212
—0,5888 1,0784
V4,2189 v/3,8212.

:

0,42069
0,18042

—0,33689

—0,23387 0,13537
0,55536 0,39877 ]
—0,28667 0,55166
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0,135374
XTX=10,135374 0,398774 0,551659] [0,398774] = 0,481674
0,551659

[ 0,135374 ] [ 0,195056 ]
=———10,398774 | = | 0,574579
v0,481674 | ¢ 551659 0,794866
¢1
¢, icin normallestirme islemi:
0,420686
XTX =[0,420686 0,180424 —0,336889] [ 0,180424 ] = 0,323024
—0,336889

[ 0,420686] [ 0,740186
=—— | 0,180424 |=| 0,317451
v0,323024 | _( 336889 —0,592747
b2
3 i¢in normallestirme islemi:
0,233875
XTX =[0,233875 —0,555362 0,286667][—0,555362]=0,445302
0,286667
1 0,233875 0,350474
X=—on [—0,555362] = —0,832240]
v 0445302 | 0286667 0,429586
b3

3.4.2. Jacobi yontemi

Jacobi yontemi veya doniigiimii, standart tip 6zdeger problemlerinin ¢oziimil i¢in
gelistirilmistir. Koordinat doniistimiine dayanan bir yontemdir ve simetrik bir matrisin

tim Ozdegerleri hesaplanabilmektedir. (2.69) ve (2.70) esitlikleri ile verilen standart
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tip Ozdeger problemlerinde tanimlanan [E] ve [D] matrisleri simetrik olmayan
matrislerdir ve Jacobi yontemi uygulanamaz. Ancak uygun bir doniisiim uygulayarak

simetrik matris elde edilebilir. Bu amagla 6zvektorlere,

{$} = [U]I" {¢} (3.152)
doniisiimii uygulanabilir. Burada [U] kare matris, {¢} ise doniistiiriilmiis 6zvektordiir.
(3.152) esitligi, (2.63) denkleminde yerine koyularak:

[[KI[U]-T = w? [M] [U]~" | (6} = {0) (3.153)

elde edilir. Daha sonra (3.153) denklemi [U]~ T matrisinin transpozu, yani [[U]~T]T =

[U]~ 1 ile 6nden ¢arpilarak:
[[U]7*[KI[U]~ T — w? [U]~*[M] [U]~ T ] {¢} = {0} (3.154)
elde edilir.
Bu noktada simetrik matrisi elde etmek iizere doniisiim saglayan iki yol vardir:
1) [M] = [U][U]T kabul edilerek, (3.154) denkleminde yerine koyulursa:
[[UI7*[K] [U]" T — w? [U]~ *[U] [U]" [U]~ " ] {¢} = {0} (3.155)

Burada [U]~*[U] ve [U]T [U] carpimlari, [I] birim matrise esit oldugundan (3.155)

denklemi sadelestirilmis olarak,

[[UI7 KT [U]"T — w? [1]]{¢} = {0} (3.156)
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veya

[[E]-AM}{$r=0 (3.157)

seklinde yazilabilir. Burada [ E ] = [U]™ *[K] [U]~ T ve A = w? dir.

2) [K] = [U][U]T kabul edilerek, (3.154) denkleminde yerine koyulursa:

[[U]~ *[U] [U]" [U]~ T — w?[U]~ *[M] [U]~ " ] {¢} = {0} (3.158)

(3.158) denklemi sadelestirilmis olarak,

[[D]-2A[M]{¢}=0 (3.159)

seklinde yazilabilir. Burada [ D ] = [U]~*[M] [U]~ T ve A = 1/w? dir (Thorby 2008).

Bu sekilde elde edilen simetrik matris, Jacobi yontemi ile (3.117) esitliklerinde
gosterildigi sekilde kademeli olarak ortogonal doniisiimler ile kosegen forma

doniistiiriiliir. Bu amagla,

[K*1] = [P T[K*][Py] ([F{ 1P = D) (3.160)

tekrarlama sartin1 saglayan bir dizi matris olusturulur.

Burada [P] doniisiim matrisi ortogonal bir matris ([P!][P,] = I)’tir. Déniistiiriilmiis

olan [K¥*1] matrisi ile [K] matrisinin sadece p. ve q. satir ve siitunlar1 farklidir.

Bunun bir sonucu olarak [P] dontisiim matrisi:
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P=1+ (cos®—1)(e, e} + esel) + sind (e,el — ezel (3.161)

olmak zorundadir.

e, J yoniinde birim vektor olmak iizere,

Pe; = ¢ G#pq) (3.162)
Pe, = cosfe,— sinfe, (3.163)
Pe, = sinfe, + cosfe, (3.164)

ortogonal donilisiim matrisi asagidaki formu almaktadir.

p- q.sutun
T T
[1
1
1
cos 6 sin @ - D
1
P =
(prqra) 1
. 1
—sin@ c0s 0 - g.satir
1
1 nxn
Doniisiim  matrisinde pp, = Dgq = €0SO, Ppg = —Pgp =sinb, p; =1 (i #p,q),
pij = 0 “dir.

Bu geometrik anlamda, e, ve e, baz vektorlerinin belirledigi diizlemde 6 kadar bir

donmeye tekabiil etmektedir (Géradin and Rixen 1997).
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k;; 6gesi lizerine ortogonal doniisiimiin etkisi asagida acikga goriilmektedir.
kY = el [Kk*1] g = (Pe)” [K] (Pey) (3.165)

Doniistimiin anlasilir olmasi agisindan (2x2) boyutunda ger¢ek ve simetrik bir [K]

matrisi ele alinmaktadir.

Iki boyutlu dénme islemcisi asagidaki gibi olmaktadir.

Pk:[ cos 6 sinH]

—sin@ cos@ (3.166)

Bu matrisin determinant1 bir (1), transpozu tersine esit, satir ve siitun vektorleri diktir.

Yani birim matristir.

[K][P] seklindeki benzerlik doniisiimiinde matrisin sadece p. ve q. siitunlar1 degisir;
diger siitunlar degismez. Benzerlik doniisiimiinii tamamlamak igin [K¥*1] =
[P 11[K][P,] = [PI1[K][P,] ¢arpim1 yapildiginda bu kez [K][P,] matrisinin sadece p. ve

q. satirlar1 degisir.

[K**1] = [PT][K¥][P,] benzerlik doniisiimiiniin agik yazilima:

[K"“]:[ cos 8 sinB]T [kpp kpq [ cos 8 sin@]z[ll 0]
—sin® cos@l lkg k —sinf cos#@ 0 4,

2 2 2 2
B [kppc — kgpcs —kpqcs +kgqs kppC s — kqps® + kpgc® — kgqc sl
= 2 2 2 2
kppc s+ kqpc — kpqs — quc S kpps + kqpc s+ kpqc s+ quc
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bigimindedir. Burada [K**1] matrisi, kosegen elemanlar1 dzdegerlerden olusan bir

kosegen matristir.

Benzerlik déniisiimleri sonucunda [K¥*1] matrisinin elemanlar1 asagida verilen sekilde

bulunur.

kz(,]z(,ﬂ) = kypp cos? 0 — kg, cos 0 sinf — ky,, cos 0 sin6 + kg, sin® 6

k&) — ke sin2@ + k.. cos6sin@ + k. cos 6 sin@ + k., cos?
aq PP ap pq qq

kKED — k. cos@sin@ — k,, sin? 0 + k,, cos? @ — k,, cos 0 sin @
pq PP ap pq aq

= (kpp — qu) cos 0sin 6 — kg sin® 6 + k, cos® 0

k&Y — | cos@sinb + k,, cos? 0 — k., sin? @ — k., cos 0 sin 6

ap PP ap pq aq

= (kpp - qu) cos @ sin 6 + kg, cos? 6 — ki, sin® @

[K] matrisinin simetrikligi (kpq = kqp) g0z0oniine alinirsa,

kI = ky Lj #p.@)

k(k+1) _ k(k+1) = k ; 1
ip = kp = kipcost — kigsinf @ #pq)

k(k+1) _ k(k+1) = k.. si j
i = ko = kysinf + kigcos6 @ #pq)

KD = ke cos?20—2k,, sinf cos 0+ k,,sin? 6 (3.167)
pp pp Pa a '

(k+1) _ . .
kgg =~ = kppsin® 6 + 2 k,q sin 6 cos 6 + kgqcos® 0

kgf;'l) = ké’;;'l) = (kpp — kqq) cOsOsin O + kyy(cos? 6 — sin? 6)
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bagmtilari elde edilir.
Her adimda uygulanan ortogonal doniisiim matrisleri P; ise son doniisiim matrisi [P]
P=P-P-Ps- (3.168)

seklinde yazilmaktadir. Burada [P] matrisinin siitunlar1 [K] matrisinin doniistiiriilmiis

ozvektorleridir.

Kosegen dis1 elemanlarin sifir (kgflﬂ) = ké’z‘;ﬂ) = 0) olmasi gerekliliginden

(k+1 (k+1) _
kpp+) kpq+ =0 =[ cos 8 sinH]T [kpp kpq] [ cos 8 sinH]z[ll 0]
kyp K

ké’;+1) =0 ké’;+1) —sinf cos@ qql l—sin@ cos@ 0 4

(kpp — kqq)cosOsind + ky,(cos? 6 — sin? §) = 0 (3.169)
esitligi elde edilir. Buradan

cos@sind B kpq
cos26 —sin20 k

X (3.170)

qq — "pp

sonucu bulunacaktir. Trigonometrik 6zdesliklerden, donme acisin1 veren ifade olarak

2cos @ sin @ - tan 26 = 2kpq
cos2 0 —sin2@ an Tk k

(3.171)

qq — "pp

bagintis1 elde edilir. Pratik olmasi agisindan asagidaki gibi notasyon kullanilabilir:
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qu B kpp

2, t = tanf (3.172)

a = cot20 =

seklinde kisaltma yapilabilir.
tan? 0 + 2tan 6 cot 20 — 1 = 0 6zdesligi ise,
t?+2at—1=0 (3.173)

seklinde gosterilebilir. Bu ikinci dereceden denklemin ¢oziimiinden kokler asagidaki

gibi elde edilir.

1

- I (3.174)

t

Kosegen dist elemanlarin olabildigince kiigiik olmasi i¢in 6 a¢isinin olabildigince sifira

yakin olmasi istenir. Bu sart1 hizlandirmak igin (3.174) esitligini:

= Sign(@) (3.175)
(lal + VaZ+1) '
seklinde yazabiliriz. Burada,
+1, a > 0ise
t= {—1, a < 0ise (3.176)

olarak alinmalidir. @ degerinin ¢ok biiylik olmasi durumunda (3.174) esitligi asagidaki

gibi olmalidir.

t=— (3.177)
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Son olarak ¢ = cos 6 ve s = sin 8 degerlerinin elde edilisi asagidaki gibidir (Kiusalaas
2010).

1
c= m (3.178)
s=t-c (3.179)

Burada 6 agisi igin gegerli olan aralik su sekildedir:

IA
D
IA

(3.180)

NS
NS

Yontemde, k adim sonunda asagida belirtildigi sekilde s basamak hassasiyetle

yakinsama saglandig1 takdirde, [K¥*1] = A ve ® = P, P, ... P, matrisleri elde edilir.

(r+1) @)
|kpp - kpp

LD <10°  (p=1..,n) (3.181)
pp
(k(k+1)>2
=10 (pgp<q) (3.182)
PICTEACEEN] p,qpP<q )
pPp aq

Jacobi yonteminde yapilmasi gereken iterasyon sayisi, anlamli rakamlarin sayisi ve
matris boyutunun karesi ile orantilidir. Bu 6zellik nedeniyle yontem biiyiik matrisler

(n > 50) i¢in uygun degildir (Géradin and Rixen 1997).

Sekil 3.1°de verilen ¢ergeve sistemin 6zdeger probleminin, Jacobi yontemi ile hesabi

asagida detayl olarak verilmistir.
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(3.157) esitliginin agiklamasinda bahsedilen [U]~ *[K] [U]~ T matrisi iizerinde (3.152),
(3.160), (3.166), (3.168) ve (3.171) esitlikleri ile tamimlanan islem adimlari

uygulanmistir. Elde edilen degerler asagida tablo halinde verilmistir.

[U]"'[K] [U]"T carpiminda yer alan [U] matrisi, [M] = [U][U]T esitliginde de
gorildigi tizere [M] matrisinin ¢arpanlarindan biridir. Bu ¢arpanlara ayirma islemi

asagida aciklanan Cholesky yontemi ile kolayca yapilabilmektedir.

Cholesky yonteminde simetrik ve pozitif tanimli bir kare matris, alt liggensel ve ist

ticgensel matris seklinde ¢arpanlarina ayrilir (Géradin and Rixen 1997).

[ U1 0 0 0 O T Y21 Usio ot Unay
|uz1 Uz 0 0 0 || O uzp Uz o Upy |
[UI[U]" = us; us, uzzs O O || O 0 us - up| (3.183)
¢ & & = 0] [ 0o 0 0 ~ J
l Up1 Upz Ups 0 Upp J 0 0 0 0 Upn
[U] alt tiggensel matrisinin elemanlari agagidaki esitlikler yardimiyla bulunur.
Uy = VMyy (3.184)
Mgy
Ugr = (q=2,..,n) (3.185)
p-1
Upp = |\ Mpp — uzz)k rp=2,..,n) (3.186)
k=1
p-1
Ugp = | Map — /, Upk Uqk /upp (r>q (3.187)
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2 0 0 2 0 0
[M] = [U][U]T = [0 1,414214 0 ”0 1,414214 0 ]
0 0 1,414214110 0 1,414214
3,5 —1,414427 0
K! = [U]"YK][U]"T = [—1,414427 4,001208 —2,000604] (3.188)
0 —2,000604  2,000604

Déngii-1 / Iterasyon-1: K* matrisinin p = 1, g = 2 eleman igin sifirlama islemi

tan 20 = 2 kpq _ 2 kqy _ 2 (—1,414427) ot 644068
qu - kpp kzz - k11 (4‘,001208 - 3,5) ’

0 = —39,976382

cosf sin@ O 0,766309 —0,642472 0
P, = |—sinf cos@ 0f=0,642472 0,766309 0

0 0 1 0 0 1
2,314148 0 —1,285332
K?=PIK'P, = [ 0 5,187060 —1,533082]
—1,285332 —1,533082 2,000604

Déngii-1 / Iterasyon-2: K? matrisinin p = 1, = 3 eleman igin sifirlama islemi

Y ke — kpp kg — kiy  (2,000604 — 2,314148)
0 = 41,522992

0,748690 0 0,662921
= [ 0 1 0
—-0,662921 0 0,748690

b= 0 1 o0

[COSH 0 sinH]
—sin@ 0 cos@
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B B 3,452233  1,016311 0
K3 =PI K?P, =|1,016311  5,187060 —1,147803
0 —1,147803  0,862519

Dongii-1 / iterasyon-3: K3 matrisinin p = 2, g = 3 elemani i¢in sifirlama islemi

onzg = tRea 2y 2(-1147803) oo,
Y ke~ kpp ka3 — ki (0862519 — 5,187060)
6 = 13,980397

1 0 0 1 0 0
P; = [0 cosf sinH] = [O 0,970378 O,241590]
0 —sinf cosO 0 -0,241590 0,970378

3,452233 0,986207 0,245531
K*=PJK3P; = [0,986207 5,472823 0 ]
0,245531 0 0,576757

Déngii-2 / Iterasyon-1: K* matrisinin p = 1, q = 2 eleman igin sifirlama islemi

g Zhkpa  _ 2kp _ 2(098620)
Y T kea— kpp  kap— ki (5472823 — 3,452233)
6 = 22,154375

—sin@ cos6 O -0,377103 0926171 O

cosd sin@ O 0926171 0,377103 O
P4 = =
0 0 1 0 0 1

K> =P/ K*P, = [ 0 5,874370 0,092590

3,050686 0 0,227403]
0,227403 0,092590 0,576757
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Déngii-2 / Iterasyon-2: K> matrisinin p = 1, q = 3 eleman igin sifirlama islemi

g kg 2k 2(0227403) o
M e — by ks — kip (0,576757 — 3,050686)

0 = —5,208466

cos@ 0 sinf 0,995871 0 —0,090780
P5=[O 1 o]=[ 0 1 0 ]

—sind 0 cosel 10,090780 0 0995871

3,071415 0,008405 0
K6 = PT RS P; = [0,008405 5,874370 0,092208]
0 0092208 0556027

Dongii-2 / iterasyon-3: K° matrisinin p = 2, g = 3 elemant igin sifirlama islemi

g ke 2k 2(0092208)
Y T kea— kpp ka3 — kzz (0556027 — 5,874370)
6 = —0,992982

1 0 0 1 0 0
Pe = [O cos6@ SiﬂH] = [O 0,999850 —0,017330

0 —sin@ cos@ 0

3,071415
0,008404

K7 =Py K¢ Ps = [
—0,000146

0,017330

0,008404
5,875969
0

0,999850

—0,000146]
0
0,554429]

Déngii-3 / Iterasyon-1: K7 matrisinin p = 1, q = 2 eleman igin sifirlama islemi
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g 2k 2k 2(0008404) o
e T kaa— kpp  kap— ki1 (5875969 — 3,071415)
6 = 0,171689

cosf sin@ O 0,999996 0,002997 0
P; = |—sinf cosf 0|=]-0,002997 0,999996 0

0 0 1 0 0 1
3,071390 0 —0,000146
K8 =PIK’ P, = [ 0 5,875994 —4,4 X 10—7]
—0,000146 —4,4x 1077 0,554429

Déngii-3 / Iterasyon-2: K& matrisinin p = 1, g = 3 elemani igin sifirlama islemi

g 2k ki 2(-0000146) o
M e — kpp Kz — kip (0,554429 —3,071390)
6 = 0,003316

cos@ 0 sinf 1 0 0,000058
Py = [ 0 1 0 ] = [ 0 1 0 ]
—sinf 0 cos6 —0,000058 0 1
3,071390 0 0
K =Pf K8 Py = [ 0 5875994  —4,4 x 10-7]
0 —4,4x 1077  0,554429

Dongii-3 / iterasyon-3: K® matrisinin p = 2, g = 3 elemani i¢in sifirlama islemi

o - 2kea 2 kys 2 (4,4 x 1077)

Keq — kpp  ksz — kaz  (0,554429 — 5,875994)

= 1,64 x 1077
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0 =47x10"°
1 0 0 1 0 0
Py = [O cos@ sin@] = [0 1 8,2 X 10_8]
0 —sinf cos6d 0 —-8,2x10°8 1
3,071390 0 0
K =pfK°P, = [ 0 5,875994 0 ]
0 0 0,554429

Daha da hassas ¢oziim elde edebilmek igin bir ka¢ dongli daha gerceklestirilebilir.
Ancak burada [K'°] —» A yakinsamasi gerceklestigi icin islem sonlandirilmistir. [K1°]
matrisinin kodsegenleri sistemin sirayla w? = 0,554429, w3 = 3,071390 ve oo% =
5,875994 frekanslarindan olugsmaktadir. Sistemin 6zvektorleri ise (3.168) esitliginden
asagidaki gibi hesap edilir.

0,841446 |—-0,467585| 0,270800
P=PP,..P= [ 0,254981 0,785461 0,563946]
-0,476395 [-0,4054811 0,780149

Bulunan bu matris, ® déniistiiriilmiis 6zvektdr matrisine esittir. (3.152) esitligine gore

{$} = [U]"T{¢} oldugundan & Szvektdrler matrisi asagidaki gibi hesap edilir.

~ 0,420723 |—0,233792| 0,135400
(¢} = [U]" (P} = [ 0,180326 | 0,555489 | 0,398830 ]
—0,336913 | —0,286762| 0,551732

3.4.3. Alt uzaylarla iterasyon yontemi

Alt uzaylarla iterasyon yontemi, biiyiik sistemlerin kiiciik modlarinin hesaplanmasinda
etkilidir (Humar 2002). Bu yontem ile (2.62) esitliginde tanimlanan, [K]{X} =
w? [M] {X} bigimindeki genellestirilmis 6zdeger problemi i¢in (3.114), (3.115) ve

(3.189) esitlikleri ile verilen 6zellikleri saglayan p adet en kiigiik 6zdeger ve 6zvektor
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hesaplanabilmektedir. Burada K,M € R™ ", sistemin pozitif tanimh rijitlik ve kiitle
matrisleridir. Sistemin i. ozgiftleri (A;, ®;) olmak lizere asagidaki gibi n tane ozgift
vardir.

[K] {X} = [M] {X} [A] (3.189)
Burada, A = kés (w? . .. wB)veX = [xX@) . . . Xop ] dir.
Buna ek olarak, ortogonallik sartlari saglanir.

XTMX =1 XTKX = A (3.190)

ve n boyutlu E uzayi, X matrisini kapsamaktadir. X matrisinden ilk p adet 6zvektor

ayrilirsa,
X* = [xq) - - - X)) (p <n) (3.191)
XTMX* =1" XTKX = A" = kés (w? . . . @?) (3.192)

29 29

olur. Burada, E* ¢ E ‘dir. Yani E uzay1 E* altuzaymi kapsar. >’ #° isareti, p

uzunlugunda bir uzaya indirgemeyi gosterir.

z

Sekil 3.9. Alt uzay kavrami
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Altuzay yontemindeki temel fikir, X* dahil oldugu ve modlarin lineer kombinasyonu ile

olusturulan herhangi bir z vektorii olusumunu incelemektir.

z =X"a (3.193)

Bu vektér, E* alt uzaymi da kapsar ve daha genel anlamda, X* ve

Z*=X"A ([A]pxp ve det(A) # 0) ile olusturulan uzay aynidir.

Ik p adet 6zdeger ¢oziimiinde, E* icinde bulunan p lineer bagimsiz vektorleri ile Z*

dizisi bir kez ¢dziiliir: Indirgenmis 6zdeger problemi,

K*y = w?M*y (3.194)
ile indirgenmis rijitlik ve kiitle matrisleri ise K*= Z*’KZ* ve M*= Z*TMZ*
seklindedir ve ilk p adet frekans elde edilebilir. Modlar, X* = Z*Y olup, burada Y

vektori  (3.194) esitligi  ile tanimlanan indirgenmis 6zdeger probleminin

ozvektorleridir.

Bunu gostermek lizere, lineer bagimsiz olduklarindan, Z* vektorii pozitif tanimli M

matrisi ile ortogonal hale getirilebilir:

7TMZ* = I (3.195)

Bundan dolay1, Z* = X*A (AT = A1) ve Z* {izerinden ¢dziim i¢in x = Z* y ifadesi

kullanilarak,

KZ'y = w?M Z*y (3.196)

elde edilebilir. Z*T ile soldan carparak,
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K*y = w*M*y (3.197)

seklindeki (3.194) esitligine ulasilir ve indirgenmis matrisler,

K*= ZTKZ* = ATA*A M*=ZTMZ*= ATA=1T" (3.198)

seklinde bulunur. Bunun igin

A= (w0} .. w}) Y= [ya) - Y] (3.199)

¢ozlimleri vardir. Boylece, (3.194) esitligi ile verilen etkilesim probleminin ¢éziimii Z *
alt uzaymin igerdigi frekanslara ulasmayr ve ortogonal X* = Z*Y 0zvektoriiniin

olusturulmasini saglar.

Ozetle, alt uzaylarla iterasyon yontemi, ardistk Ej,E; ,... , E alt uzaylarmm
kapsayan, (n x p) boyutlu Z, , ..., Z, matris serisinin ters iterasyon yontemi ile
olusumunu igerir. Ayrica ilk p adet modu igeren X* , E; = [E* alt uzayma

yakinsamalidir (Géradin and Rixen 1997).

Sekil 3.10. Alt uzay yontemi yakinsamasi

Iterasyon adimlar1 su sekildedir:
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Bu islem X; baslangic iterasyon vektorii ile baslatilir, E, — [E,; yakinsamasi

saglanana kadar (k = 1,2, 3, ...) i¢in asagidaki islemler tekrarlanir:

[K] [Xp41] = [M] [X] (3.200)

Burada ilk olarak (3.200) esitligi ¢oziilir ve [K] ile [M] matrislerinin E,,; uzaymdaki

izdligiimleri bulunur.

[K¥* ] pxp = [Xiera]" [K] [Xiea] (3.201)

M s = [Xira]"IM] [Xir4] (3.202)

Ex4+1 uzayinda elde edilen matrislerden olusan yeni sistemin (3.203) 6zdeger problemi

uygun bir metod ile (Genel Jacobi vb.) ¢oziillir ve alt uzaydaki sistem igin,

[Kk+1] [Qk+1] — [Mk+1] [Qk+1] [Ak+1] (3203)

[Q**1] ve [A¥*1] elde edilir. Bulunan bu matrislerden bir sonraki iterasyon icin yeni

matris hesaplanir.

[Xk+1]n><p = [Xk+1] nxp [Qk+1]pxp (3.204)

k — o igin sistemin 6zdeger ve 6zvektorleri, [A¥*1] = A ve [X,.,] = @ olarak elde

edilir.

Alt wuzaylarla iterasyon metodunda yakinsama kriteri olarak, vektor iterasyon

yontemlerinde kullanilan
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(k+1) (k)
A — 4

G <se (@(=12--p) (3.205)
i

ifadesi kullanilmaktadir.

Altuzay iterasyon yonteminde iterasyon vektorlerinin sayisi, minimum {2p,p + 8}
olarak benimsenmistir. Yani istenen p adet en kiiclik 6zdegerin bulunmasi igin

minimum {2p , p + 8} adet 6zdeger bulmak gerekir (Bathe 1982).

Sekil 3.1°de verilen cergeve sistemin O6zdeger probleminin, alt uzaylarla iterasyon

yontemi ile hesab1 agsagida detayli olarak verilmistir.

(3.200), (3.201), (3.202), (3.203) ve (3.204) esitlikleri ile tanimlanan islem adimlari

uygulanmistir. Elde edilen degerler tablo halinde verilmistir.



Cizelge 3.9. Alt uzaylarla iterasyon

k [Xje11] [K<+1] [Q*+1] [AF+1] [Xp41]
P —§—yaHF Paiiikéidtdd A ———§—§—§$€—€—€—€—@—S———y_
16 08
08 14
04 02 0,2597 0,2702
1 [0,4 0,7] [MF+1] e N | [—0,0911 o,7702]
04 07 —07016 1 0,649219 ~0,0911 0,7702
p2e L4t
144 2,12
[Kk+1]
0,0870 —0,0702 i
2| [-oes7 11863 00702 46973 lookey 027 | [ ] I
' ' i1 0,0199 1 0,555556 X '
~0,0692 1,5714 [MFk+1] ~0,0379  1,5904
[ 0,0289 —0,1614
~0,1614 84455
[Kk+1]
0,0080 —0,0030
; [3’3332 3'1353] Z00030 15,3971 ooy 25| | [preroee ] [3’3§i§ 3’1322]
—0,0151 2,9024 [MK+1] 0,0003 1 0,554287 —0,0144 12,9043
0,0026 —0,0069
~0,0069 27,7780
[Kk+1]
[ 00008 00001
0,0072 " 1,2874 ~0,0001 50,1190 1 —0,0410 3,092554 00072 12871
4 0,0021 3,7929 [2710_6 . ] [ 0554274] 0,0021 3,7928
—0,0051 5,2451 [Mk+1] X ‘ —0,0051 5,2453
[ 0,0003 —0,0002
~0,0002 90,4228

av1



Cizelge 3.9. (devam)

k Xk+1 [K<+] [Q+] [Ak+1] [Xir1]
[ 8,6x10° —3,0x10°]
_ -6
0,0023 2,3224 —3.0x10°"  163,1374 L _oo11s 3077010 0,0023 2,3224
5 [0,0008 6,8415] [MK+1] D108 1 ] [ 0554274] [0,0008 6,8415]
—0,0017 9,4641 B0 70810 ' : —0,0017 9,4641
|-7,0x106  294,3262 |
[Kk+1]
[ 9,1x10° —8,9x10°]
0,0007  4,1901 XY 0,0007  4,1901
) ) _ 1 _ , ) y
; [0'0003 12’34291 |_8,9x10~®  531,0120 | [22 L 0(;033] [3,072731 0554274] Io,ooos 12'3429]
—0,0006 17,0750 [MF+1] 22X : ~0,0006 17,0750
" 3,0x10° —2,0x10~7]
|—2,0x10~7_ 958,0315 |
[Kk+1]
 9,6x10~7 —2,6x10~°]
0,0002  7,5596 Ox20 " —4 0,0002  7,5596
s |—2,6x10~° 1728,4437] 1 ~0,0009 3,071560 °
7 9,7x10~5 22,2686 poxlo-2 1 0554274 9,7x10~5 22,2686
~0,0002 30,8060 [Mk+1] ’ ' —0,0002 30,8060
[ 3,1x10~7 —59x107]
| 5,9x10~° 3118,3918
[Kk+1]
1,0x107 —7,5x10°
-5 1] ’ -5
77x107 7 13,6388 —7,5x10711 _ 5626,0827 1 ~0,0002 3,071239 77x1077 13,6388
8 3,2x10~5 40,1761 Leclo- 1 0554274 32x10~° 40,1761
—6,1x1075 55,5791 [MF+1] ’ ’ —6,1x1075 55,5791
33x10° —1,7x10"1°
~1,7x10"'°  10150,3624

A4



Cizelge 3.9. (devam)

k Xkt1 [K<+1] [Q¥+1] [AR+1] [X41]
1,1x10°8  —2,2x10"12]
2,5x1075  24,6065] | 1=2.2x1077* 183128942 . 2,5x1075 24,6065
9 1,1x1075 72,4841 [Mk+1] 16)50_16 _6'7’1‘10] [3'071152 0554274 1,1x1075 72,4841
—-2,0x1075 100,2736 35x10°°  —5,0x10"17] ’ ’ —2,0x1075  100,2736
|—5,0x10~!2  33039,4207|
[Kk+1]
» [ 1,1x10™°  —6,3x10" 4] .
10 2;2}3_6 1;3”3;333 |—6,3x107* 59608,4542] [ L —1,8x10‘5] [3,071128 géﬁg_a 1:?,:?7’323
—6,5x10~° 180,9098 [MF<*1] 1,4x10 1 0.554274 —6,5x10"° 180,9098
3,7x10710  —1,4x107 13
—1,4x10713  107543,2846
[Kk+1]
e 1,2x10710  —1,8x1015 6
1 iiﬁg_s zg(s)iggg —1,8x107'5  194025,465 [ L —5,0x10'6] [3,071121 i?ﬁg_s 2?,‘;;83‘;?
—2,1x10~¢ 326,3906 [MF+1] 1,2x10 1 0.554274 —2,1x10"% 326,3906
3,9x10~11  —4,2x107 15
—4,2x107'5  350053,2947
[Kk+1]
_7 1,3x10" 1 —53x10" .
ol [ 2o ) L il | 1w | o o e
—6,9x10"7 588,8614 [MF+1] 1,1x10 1 0,554274 —6,9x10"7 588,8614
42x10712  —1,2x10716
—1,2x107%  1139423,16

8Y1



Cizelge 3.9. (devam)

—1,3x1071°

127905298,3

k Xi+1 [KF+1] [QF+1] [A**1] [X+1]
[ 1,4x10712  —1,9x10718 |
—-18
2,8x10~7  260,7067 | | L=13x107 " 2055703518 . 27101 | 13071119 2,8x10~7  260,7067
13 1,2x1077  767,9704 k+1 T ] [ ’ =7
x1077 [MK+1] L 2x10-2* ) 0,554274 L2x107 7679704
~2,2x1077 1062,4011] [T 0 T o 10 we ] —2,2x10~7  1062,4011
|—42x1078  3708821,361]
[Kk+1]
91x10-¢ 47035707 || Lax1070 ~2,2x10°% | 9,1x10~8  470,3570
X -19 x10™
’ ’ [—1,1x10 6691313,105] 1 —20x10~7 3071119 ’ ’
14 | | 39x10~8 1385,5428 [ ’ ] [ ’ -8
X s [Mk+1] 3,7x1072¢ 1 0,554274 3’9X10_8 1385,5428
—73x10™8 1916,7433 —73x10"8 1916,7433
47x1071%  —4,3x1071°
—43x1071° 12072210,2
[Kk+1]
3,0x10°8  848,6000 [LSXlO_M ~81x10° % 8
) X ) ) - )
15 | | 1,3x1078 2499,7431 0 2178021815 [ 1 _7'0"10_7] [3'071119 22218-8 zigg 32(3)2
’ ) k —27 ’ ’
_2,4x10"% 3458,1147 [M**] 4,2x10 1 0,5542741 11 5 4%10-® 34581147
5,0x10715  —1,6x1071°
—1,6x1071° 39295033,36
[Kk+1]
9,7x10~° 1531,0116 Lex107>  —6,8x10-* 9 15
x10™ 20 9,7x10° 1531,0116
’ ’ —5,4x10 70894590,5 1 —55x10~6 3. 071119 ’ ’
16 | | 4,1x10™° 4509,9404 [ ' ] [ ' -9
X100 4509,940 ] L 1x10-27 ) 0554274 41x107 4509,9404
—78x10™° 6238,9978 —78x10™° 62389978
53x10716  —1,3x1071

671
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110
Xy =101 1 |baslangi¢ vektori ile yapilan iterasyonlar sonunda,
010
3,071119
k+1 — ,
A=A [ 0,554274

9,7x10™° | 1531,0116
[Xps1l > @ =| 41x107° 4509,9404
—78x107° 6238,9978

elde edilmistir.

w? = 0,554274 igin dzvektor :

1531,0116
XT X =[1531,0116 4509,9404 6238,9978] [4509,9404] = 6,16x107
6238,9978
Normallestirme islemi:
1531,0116 0,195055
X=———— [4509,9404] = [0, 574579]
' (6,16x107) | 6238,9978 0,794866
0B]
u)% = 3,071119 icin 6zvektor:
9,7x107°

X"X=1[9,7x10"° 4,1x107° —7,8x107°]| 4,1x107°| = 1,71438x107'¢

—-7,8x107°

Normallestirme islemi:
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1 9,7x107° 0,740209

X= 4,1x107° =[ 0,317419

V(1,71438x10719) [ ;g 10-9| |-0,592736
P2

3.4.4. Lanczos yontemi

Lanczos yontemi, orjinal matrisin 6zdeger ve ozvektorleri degismeyecek bir sekilde
¢Oziimii daha basit olan ii¢lii - kosegen matris forma doniistiiriillmesini saglayan 6zel bir

yontemdir. Bu yontemin esasi, bir g; baslangi¢ vektorii lizerinde ters iterasyon ile

{q:,A q1,A%q,,. . .} (3.206)

seklinde bir alt uzay olusturmak ve ortogonal Krylov dizisi meydana getirmektir

(Géradin and Rixen 1997).

Lanczos doniisiim matrisi Q, siitunlar ortogonal qq,q,,,q, birim vektorlerinden

olusan bir matris olmak tizere bu doniisiim

Q"AQ=T (3.207)

veya QT Q = I oldugundan

AQ=QT (3.208)

seklinde ifade edilebilir. Burada [A] simetrik matris ve [T] ise simetrik tiglii — kdsegen

matristir.
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a1
B ay B2
B- as Ps

(3.209)

ﬁn—z On—1 ﬁn—l
Pn-1 |

(3.208) esitligi ile verilen doniisiimiin genisletilmis hali asagidaki gibidir.

[ a; Py
p1

B>
Alq1lqzl... | gn] = [q1lqz]... | gl

Agy=a; 91+ P19,

Agp=p1q1ta,q, +B2q;3

Aq;=Pi-1qi-1+ @ q; + Bi Qiv1

Aqn = Pn-1qn-1+ an 4y

(3.210) esitligi qT ile carpildiginda:

GiAG =a1 41 ¢+ b1 41 92

B2
as PBs

Bs s Ba

Prn-2 dn-1 Pn-1
Pn-1 |

(3.210)

(3.211)

(3.212)

(3.213)

(3.214)
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elde edilir. g, ve g, ortogonal oldugundan q7 q, = 0 olmaktadir. (3.214) esitligi daha

da basitlesmektedir.
CI1T Ag = o (3.215)

Dolayisiyla a4, rastgele secilen birim uzunluktaki bir q; vektorii ile hesaplamaya

baslanarak belirlenebilir. a; belirlendikten sonra (3.210) esitliginden,

G2=bh1q% =Aq1—a1qy (3.216)

3 32 = B7 45 G2 (3.217)
elde edilir. g, birim uzunlukta bir vektor oldugundan,

T G, = Bf (3.218)
olur. B, belirlendikten sonra,

g, = 2 (3.219)
B1

bulunur. (3.211) esitligi g} ile ¢arpildiginda:
A Aq;=P1 43 1+ 295 42+ B2 43 43 (3.220)

elde edilir. @; ve B; bilindiginden, ortogonallik kosullart ve birim uzunluktaki g;

vektorleri kullanilarak (3.220) esitliginden a, belirlenebilir.

GAG=0a,0; G2 = ay (3.221)
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Benzer bir sekilde devam edilerek, genel esitlikler asagidaki sekilde belirlenebilir.

a; =q; Aq; (3.222)

Aqi=Pi-1 Q-1+ A qi + Bi Qiva (3.223)

Giv1 = PBiqis1 =Aqi = Bi-1 Q-1 — i s (3.224)

B? = Glt1 Qi (3.225)

Guag = 1 (3.226)
Bi

Buraya kadar agiklanan kisimda standart tip 6zdeger problemi dikkate alinarak islemler
yurttilmistir. Genel 6zdeger problemi ele alindiginda [A] matrisi, (3.159) esitliginin
aciklamasinda bahsedilen [U]~ *[M] [U]~ T matrisine esit olmaktadir (Bhatt 2002).

Sekil 3.1°de verilen gerceve sisteme ait matrislerin, Lanczos yontemi ile {igli —

kosegenel forma doniisiimii asagida detayli olarak verilmistir.

(3.159) esitliginin  aciklamasinda bahsedilen [U]™1[M] [U]™T matrisi {izerinde
(3.222), (3.224), (3.225) ve (3.226) esitlikleri ile tamimlanan islem adimlari

uygulanmistir. Elde edilen degerler asagida verilmistir.

[K] = [U] [UT]

=1-1,069045 2,618615 0 0 2,618615 —1,527525

3,741657 0 0 ”3,741657 —1,069045 0
0 —1,527525 1,290994 0 0 1,290994
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0,285708 0,116635 0,138002
] (3.227)

A=[U]"YM][U]"T = [0,116635 0,339284 0,401438
0,138002 0,401438 1,674968

Baslangic vektorii olarak g7 = [1 0 0] segilmistir.

0,285708 0,116635 0,1380027 [ 1
a;=qTAg,=[1 0 O][0,116635 0,339284 0,401438”0]=0,285708
0,138002 0,401438 1,674968 1 | 0

0,285708 0,285708 0
0,138002 0 0,138002

B% =gl g, =0,032648 — B, =0,180689

q O
g, === [0,645505 ]
B |0,763756

a, = q¥ Aq, = 1,514245

Gz =P2q93=Aq;—P1 91 — 22 q2

0,180689 1 0
= [0,525611 ] —0,180689 [ 0] — 1,514245 [ 0,645505]
1,538397 0 0,763756
0
s = [—0,451842]
0,381884

B7 =q5 G3 =0,349996 - B, =0,591605
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q O
gz = — = [ —0,763756 ]

2 0,645505
as; = q% Ags; = 0,500008
[T], simetrik tiglii - kdsegen matrisinin belirlenmesi i¢in gereken islemler tamamlandi.

0,285708 0,180689
T=10180689 1,514245 0,591605 (3.228)
0,591605 0,500008

Bulunan bu simetrik ti¢lii — késegen [T| matrisinin 6zdegerleri QR yontemi ile
kolaylikla belirlenebilir. Ozvektorleri ise en dogru sekilde spektral kaydirma ile ters

iterasyon yaparak bulunabilir.
3.4.5. Householder yontemi

Householder yontemi, gercek ve simetrik bir matrisin (n — 2) adimda ortogonal
dontisiimle iiclii kosegen forma doniistiiriilmesini saglayan tekrarli bir doniisim

yontemidir. Jacobi yonteminin aksine, sinirli sayida doniisiim vardir.

Elde edilen tglii - kosegen matrisin 6zdegerleri Sturm serileri yontemiyle veya QR
yontemi vb. kullanilarak hesaplanabilir. Ozdegerler hesaplandiktan sonra dzvektorler,

spektral kaydirma ile ters iterasyon yaparak bulunabilir.

Olusturmay1 hedefledigimiz ardisik ortogonal doniistim matrisleri Py, P, ..., B. ise r.

doniisiim sonucu olusan matris:

S.= PP._,..P,SPT.. PT_PT (3.229)
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seklindedir.
[ % *
* * *
.k 0 r adet satir
S, = * fk .. (3.230)
O * * * *
k * * *
k * * *

r adet siitun

Bunu yapmak i¢in asagida tanimlandig1 gibi hermityan doniisiimler dikkate alinmalidir.

P=1-2u,ul ulu, =1 (3.231)

Tanima gore ortogonal ve simetriktirler ve geometrik olarak, baslangi¢c noktasindan

gecen ve u, ile dik olan bir hiperdiizlemde ki yansima anlamina gelmektedir.

ul =100 0 x,Xp4q Xy (3.232)

radet sifir  n—radet terim

seklindedir. (3.231) bagintilarindan anlasilacagi tizere,

xZ+xi +t+xi=1 (3.233)

dir. (Géradin and Rixen 1997)

Householder doniisiimiinde asagidaki Householder matrisinden yararlanilir.

(3.234)
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u herhangi bir vektor olmak iizere
1
H=-u"u==|ul? (3.235)

seklinde tanimlanir. Denklem (3.234) ifadesinde bulunan u u? islemi tensor cebirinde
dis ¢arpim diye bilinir. n elemanli iki vektoriin dis garpimlar1 (n X n) boyutlu bir matris

vermektedir. Burada matrisin elemanlar1 (uu");; = u;u; dir. Q simetrik oldugundan

Q" =0,

uu’ uut uul  u@wu’
I T =1-2 +

QTQ=QQ=<I— : . =

uu’  u(CH)u"

=1=2 - 5 (3.236)
yazilabilir. Bu ayn1 zamanda Q ‘nun ortogonal oldugunu gosterir.
x herhangi bir vektor olmak tizere Qx doniisiimii ele alinir.

u=x+ke, (3.237)
secilmektedir. Burada k,

k = +|x| (3.238)
ve e, vektori,

e, =[100..0]7 (3.239)

seklinde n elemanl bir birim vektordiir. (3.237) ve (3.238) bagmtilarindan
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u=x+|x| e (3.240)

elde edilir.

Q—quT =1
X = Hx— T

u(x+kel)Tl
—_|x

:x_u(xTx-II;kelTx):x_u(kz:l-kxl) (3:241)
dir. Ayrica (3.235) ve (3.237) bagmtilarindan
2H=(x+ke)T(x+ke)=|xI?+k (xTe; + eIx) + k?el ¢,
=k®+2kx; +k*=2k%*+kx,) (3.242)
bulunur.
Bu tamimlamalarla,
Qx=x—-u=-ke, =[-k00 ... 0]T (3.243)
ve (3.238) esitliginden,
Qx=x|x|e (3.244)

elde edilir. Bu dontisim x vektoriiniin birinci elemani disindaki tiim elemanlart sifir

yapmaktadir.
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Bu temel doniisiim islemi, genisletilerek simetrik bir matrise uygulanabilir. [A] matrisi,
(n X n) boyutlu gergek ve simetrik bir matris olmak ilizere asagidaki gibi doniisiim

uygulanabilir:

nell gl -l gl

Burada x vektorii [A] matrisinin birinci siitununu temsil etmekte ve bunun ilk elemani
disarida tutulur, ve [A]’nin ilk satir ve siitunu disarida tutularak [A’] matrisi elde edilir.
(3.234) ve (3.237) bagmtilarindan yararlanarak (n — 1) X (n — 1) boyutlu Q matrisi
olusturulur. (3.243) bagintisindan da gortldigi tizere, bu dontsiim [A] matrisinin ilk

stitununu indirger. Yani [A] matrisinin ilk stitununun ilk iki eleman1 disindaki elemanlar

sifir yapilir.
[#11]
a1 I —k I
Qx] =0 | (3.246)
l o |
Dontisiim,
T
Al e p AP, =|%1 (@X) (3.247)

Qx QA'Q

ile ilk satirinin yanisira ilk siitunu da kosegenlestirilir. (4 X 4) boyutlu bir matris i¢in

doniisiim diyagrami:

1 0 O 0 a11 a12 a13 a14 1 0 0 0 a11 _k O O
O a21 0 _k
0 sy 0 0 ,
Q A Q = QA'Q
0 A 0 0
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Ayni doniisiim matrisin alt sag kosesindeki (3 X 3) boyutlu kisima uygulanarak [A]
matrisinin ikinci satir ve siitunu da indirgenir. Bu doniisiim A? « P, A P, seklinde ifade

edilebilir. P, matrisi asagidaki gibidir.
[l O
p=[¢ g (3.248)

Burada I, (2 x 2) boyutunda birim matristir. x, [A] matrisinin ikinci siitununun
altindaki (n — 2) adet elemanlar olarak segilir ve (n — 2) X (n — 2) boyutundaki Q

matrisi olusturulur.

i l 1, 2,... ,,l 2 3.24

elde etmek i¢in toplam (n — 2) adet doniisiime ihtiya¢ vardir. P; formunu olusturmak

tizere P; A P; matris carpimini yapmak gerekir.

Sonug olarak, tiim bu islemler her seferinde boyutu bir kiigiiltiilen alt matris i¢in sonuna
kadar devam eder. Sonugta [A] matrisinin alt kdsegendis1 elemanlari, kosegen elemanin

bir altindaki disinda sifirlanir.

Householder doniisiimiinii daha kisa tutabilmek ve bdylece islem sayisini en aza

indirebilmek i¢in asagidaki gibi bir v vektorii tanimlanmustir.

p=—= (3.250)

ve
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AQ=A <I - =A——ul' =A —vuT (3.251)

bdylece benzerlik doniisiimii ile

uu’ uu’
QA’Q=<I— )(A’—vuT)=A’—vuT— A —vul)
H H
u(@TA) u@Tv)u’
g BT uGuv)
H H
=A—-vul —uww" +2guu’ (3.252)
bagintisi elde edilir. g skaler katsayisi,
_wv (3.253)
9= 2n '
olarak tanimlanmistir. Tekrar bir
w=v—gu (3.254)
tanimlamasi yapilarak (3.252) bagntist,
QAQ=A—-—wul —uwT (3.255)

bi¢ciminde yazilabilir.

Benzerlik doniisiimleri kullanilarak elde edilen bu {i¢lii kosegen matris ile baslangigtaki

ilk matrisin 6zdegerleri yine aynidir (Kiusalaas 2010).
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Sekil 3.1°de verilen gergeve sisteme ait matrislerin, Householder yontemi ile tiglii —

kosegenel forma doniisiimii asagida detayli olarak verilmistir.

(3.159) esitliginin agiklamasinda bahsedilen A = [U]™ *[M] [U]~ T matrisi {izerinde
(3.234), (3.235), (3.238), (3.240), (3.244) ve (3.247) esitlikleri ile tanimlanan islem

adimlar1 uygulanmistir. Elde edilen degerler asagida verilmistir.

Lanczos yonteminde hesaplanan, (3.227) esitligindeki A = [U]~ *[M] [U]~ T matrisi ele

alinmistir.

0,285708 0,116635 0,138002

2857 11 1 2
B 0,285708 0,116635 0,13800 _|10,116635] [0,339284 0,401438
A=10116635 0339284 0,401438 | = 0,138002 [0401438 1,674968
0,138002 0401438 1,674968 : ’ L
X
_[0,116635 A,_[0,339284 0,401438
~10,138002 ~10,401438 1,674968
0,297324
k = |x| = 0,180689 u=x+|x| e = [0’138002]
1 uu’  [-0,645505 —0,763756
— 2: — _ — ) )
H =5 [ul® = 0053723 Q=I-— —0,763756  0,645505
NQ = —0,525611 5,6x10~17 QA,Q_[ 1,514245 —0,591605
~ 1 -1,538397  0,774599 ~ 1 -0,591605 0,500008

1] _ [—0,180689]

0 x = —|x| e, = —0,180689 [0 = 0

Al = a1 (QX)T _

= /- |=1-0180689 1514245 —0,591605
Qx QAQ

0 —0,591605 0,500008

0,285708 —0,180689 0
[ ] (3.256)
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3.4.6. QR doniisiim yontemi

QR yontemi, simetrik matrislerin tim 6zdegerlerinin belirlenmesinde kullanilan etkili
bir yontemdir. Simetrik matrisin Lanczos yontemi, Householder yontemi vb. ile ti¢lii -
kosegen matris formuna doniistiiriilmesinden sonra bu iiglii - kdsegen matrise QR

yonteminin uygulanmasi daha etkilidir.

QR yontemi, esasen iteratif bir yontemdir. k. iterasyon adiminda [A¥] matrisi, [A**1]
matrisine doniistiiriiliir. Bu iki asamada yapilmaktadir. [A¥] matrisi nce bir iist iiggen
matris formuna doniistiiriiliir. [A*] matrisinin, ortogonal N], N}, -, N}, ---, Nji_; matris

dizisi ile bir 6n ¢arpim gergeklestirilir. Burada N,, matrisi,

p p+1
1 01
cosa Sina p
NI =10 —sina  cosa 0lp+1 (3.257)
L 0 1

seklindedir. Uygun secilmis bir o ile Nj 6n garpimlart sonucu A € R™™ matrisinin
ap4+1,p kOsegen alti terimleri sifira dogru indirgenir. Ayrica sifira indirilen kosegen alti

terimler artik degismezler.
Kolaylik agisindan, Nj_; -+ N; Ni Ay islemi [A'(‘p)] ile gosterilebilir. [A'(‘p)] matrisinin

(p) satirma  kadar olan  kosegen altt  terimler sifira  indirilmistir.

Ng A]Ep) carpimi ile elde edilen a1, teriminin sifira esitlenmesi ile

—0pp SINA + Apyqpcosa =0 (3.258)
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a
tana = 2;1’1) (3.259)

App

esitligine ulasilir. Burada a degeri iizerindeki sembol, kullanilmis olan A'(‘p) matrisinin

bir degeri oldugunu belirtir.
N{,Ng, Ny, -, N;_; kullanilarak doniisiimlerin tam serisi tamamlandiktan sonra,

NI_, NI NT Ak = R, (3.260)

veya

Qi A* =Ry (3.261)
elde edilir. Burada [R),] bir iist liggen matris ve

Qk = Ny_q =N N{ (3.262)

N{,NJ,-,Ng, -, Ni_, matrislerinin her biri ortogonal oldugundan, Qjf matrisi de

ortogonaldir, ve QFf = Qi dir.
[A¥+1] icin doniistiirme islemi asagidaki ifade kullanilarak,

AL =R, 0, (3.263)

tamamlanir ve burada
Qx = Ny, N3, -+, Ny (3.264)

esitligi yazilabilir. (3.261) esitligi, (3.263) esitliginde yerine koyularak,
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AkF = QT Ak Q, (3.265)

elde edilir. Bu esitlikten acikca anlasilmaktadir ki, [A¥] den [A¥*1] ‘e déniisiim
ortogonal oldugundan O6zdegerler degismeden kalmaktadir. (3.260) esitliginin sol
tarafindaki ¢arpimin sonucu olan [R}] matrisi, bir iist {iggen matris olacak sekilde [A¥]
‘nin tiim kosegenalt1 terimleri yok edilir. Bununla birlikte, k. Iterasyon (3.263)
esitliginde belirtilen matris islemleri ylriitiilerek tamamlandiginda genellikle hedeflenen
kosegen alt1 terimlerden sifir olmayan degerler geri gelebilir, ancak biiyiikliikleri
azaltilmis olur. Sonugta, yeterli sayida iterasyondan sonra [A] matrisi kosegen haline
gelir ve kosegen Tlzerindeki elemanlar elde edilen ilk iiclii kdsegen matrisin

Ozdegerlerine esittir. Gerektiginde tiglii kdsegen matrisin 6zvektorleri,

T= Qll QZ)"'IQkI (3266)

esitligi ile elde edilebilir. Burada [I] birim matris ve Q,Q,, -, Q) ise ortogonal
doniisiim matrisleridir. (k) iterasyondan sonra yakinsadigi kabul edilir. Ozvektorlerin
hesaplanmasinda ters iterasyon yonteminin kullanilmasi daha etkilidir. Ozdeger ve
0zvektorlerin hesaplanmasinda Householder doniisiimii, QR doniisiimii ve ters iterasyon
birlikte kullanildigi zaman, bu yontem genellikle HQRI (Householder - QR — Inverse)

olarak adlandirilir.

Aciklanan QR yonteminde 6zdegerler biiyiikliik olarak artan siralamayla elde edilir. En
kiiciik 6zdeger 4, ilk olarak elde edilir ve konumu da a,,, dir. Iterasyon ile bu elemanda
onemli bir degisiklik olmadig1 zaman a,,, 4;’i yakinsamaktadir. Eger istenirse bu
asamada, matris n. satir ve slitunu kaldirilarak indirgenir ve bir sonraki 6zdeger A,
bulununcaya kadar (n — 1) x (n — 1) lik matrisle iterasyona devam edilir. Bu siireg
devam ettirilerek, (n — i + 1) biyiikliigiinde indirgenmis matris lizerinde iterasyon ile i.
0zdeger elde edilir (Humar 2002).
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Sekil 3.1°de verilen gerceve sistemin 6zdeger probleminin, QR doniisiim yontemi ile

hesab1 agagida detayli olarak verilmistir.

Lanczos yonteminde hesaplanan, (3.228) esitligindeki {liglii — kosegen matris lizerinde
(3.257), (3.259), (3.260), (3.263) ve (3.264) esitlikleri ile tanimlanan islem adimlari

uygulanmistir. Elde edilen degerler asagida verilmistir.

A' =10,180689 1,514245 0,591605

0,285708 0,180689 ]
0,591605 0,500008

Déngii - 1 / iterasyon - 1: Ortogonal N; matrisi kullanilarak, N7 A® matrisinin p= 2,

q = 1 elemani i¢in sifirlama iglemi

cosaa sina O
N{ =|-sina cosa 0
0 0 1
tanay, = a,,/a,;; = 0,632425 o, = 32,310275 cosa; = 0,845166

sinay = 0,534504

0,845166 0,534504 O
N{ =1-0,534504 0,845166 0]
0 0 1
0,338049 0,962082 0,316215
NTA = 0 1,183209 0,500004]
0 0,591605 0,500008

Déngii - 1/ iterasyon - 2: Ortogonal N, matrisi kullamlarak N NI A matrisinin p =

3, = 2 eleman i¢in sifirlama islemi
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NI =10 cosa sina

0 —sina cosa

1 0 0 ]

tana, = 0,591605/1,183209 = 0,5 a, = 26,565062 cosa, = 0,894427

sina, = 0,447214

1 0 0
NI =[0 0894427 0,447214]
0 —0,447214 0,894427
0,338049 0,962082 0,316215
NINTAL=| o 1,322868 0,670828]
0 0 0,223612

Goriildiigii tizere R = NI N]A! matrisi {ist liggen matristir. Bir sonraki adimda RQ

carpimi ile A? elde edilmektedir.

0,799944 0,707078 0
A’=R N, N, =(0,707078 1,300012 0,100002]
Q1 0 0,100002 0,200004

Bu sekilde ilk dongli tamamlanmistir. R N; N, matrisi ikinci dongili i¢in baslangic
matrisidir. Koésegen dist elemanlar yeterince kiigiik oluncaya kadar bu dongiiye devam

edilecektir.

Dongii - 2:

tano; = 0,883910 o, =41,473773 cosa, = 0,749259 sina; = 0,662277
tana, = 0,197725 a, = 11,184558 cosa, = 0,981007 sina, = 0,193970
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1,067647 1,390753 0,066229
NINTA? = 0 0,515555 0,112299]
0 0 0,181672
1,721008 0,341440 0
A> =R N; N, = 0,341440 0,400731 0,035239]
0 0,035239 0,178222
Dongii - 3:

tana; = 0,198396 o, =11,221518 cosa; = 0,980882  sina; = 0,194603

tana, = 0,107888 a, = 6,157725 cosa, =0,994231 sina, =0,107266

1,754551 0,412896 0,006858
NINTA3 = 0 0,328520 0,053483]
0 0 0,173486
1,801359 0,063931 0
A*=RN; N, =(0,063931 0,326117 0,018609]
0 0,018609 0,172485
Dongii - 4:

tanay; = 0,035490 o, = 2,032593 cosay; = 0,999371 sina; = 0,035468

tana, = 0,057499 a, = 3,290805 cosa, = 0,998351 sina, = 0,057404

1,802493 0,075457 0,000660
NINTA* = 0 0,324179 0,028468
0 0 0,171133
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1,804035 0,011498 0
A>=RN; N, =10,011498 0,325075 0,009824
0 0,009824 0,170851

Dongii - 5:

tana; = 0,006373 o, = 0,365168 cosa; = 0,999980 sina; = 0,006373

tana, = 0,030227 a, = 1,731363 cosa, = 0,999543 sina, = 0,030213

1,804071 0,013570 0,000063
NINTAS = 0 0,325143 0,014981 ]
0 0 0,170476
1,804122 0,002072 0
A® =R N; N, =|0,002072 0,325441 0,005151]
0 0,005151 0,170398
Dongii - 6:

tano; = 0,001149 a; = 0,065811 cosa; = 0,999999 sina; = 0,001149

tana, = 0,015827 a, = 0,906734 cosa, = 0,999875 sina, = 0,015825

NINTAS = 0 0,325479 0,007847

1,804123 0,002446 0,000006]
0 0 0,170295

A” =R N; N, =|0,000374 0,325562 0,002695

1,804124 0,000374 0 ]
0 0,002695 0,170274
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Dongii - 7:

tana; = 0,000207 a; =0,011873 cosay; =1 sina; = 0,000207

tana, = 0,008278 a, = 0,474264 cosa, = 0,999966 sina, = 0,008277

1,804124 0,000441 0,000001
NINTA7 = 0 0,325573 0,004104]
0 0 0,170246
1,804124 0,000067 0
A8 =R N; N, =(0,000067 0,325596 0,001409]
0 0,001409 0,170240
Dongii - 8:
tano; = 0,000037 o; = 0,002143 cosay =1 sina; = 0,000037

tana, = 0,004328 a, = 0,247976 cosa, = 0,999991 sina, = 0,004328

1,804124 0,000080 0
NINTA® = 0 0,325599 0,002146]
0 0 0,170232
1,804124 0,000012 0
A° =R N; N, = [0,000012 0,325605 0,000737]
0 0,000737 0,170231
Dongii - 9:

tanay; = 0,000007 o, = 0,000387 cosay; =1 sina; = 0,000007



tana, = 0,002263

NINTA® = 0
0

AlO - R Nl N2 ==

Dongii - 10:

tanay; = 1,22x107°

tana, = 0,001183

0

ay = 0,129646

1,804124 0,000014
0,325606 0,001122]
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0

cos a, = 0,999997

0 0,170228

1,804124 0,000002 0
0,000002 0,325608 0,000385]

0,000385 0,170228

o, = 6,98x107°>

a, = 0,067779

1,804124 0,000003

NZTN{A“’:[ 0
0

A =RN, N, =

Dongii - 11:

tana; = 2,20x1077

tana, = 0,000618

0
0

0,325608 0,000587]

0

cosa; =1

cos oy, = 0,999999

0 0,170227

1,804124 0 0
0,325609 0,000201]

0,000201 0,170227

a, = 1,26x1075

a, = 0,035435

cosay; =1

cos a, = 0,999999

sina, = 0,002263

sina; = 1,22x107°

sina, = 0,001183

sinay; = 2,20x1077

sina, = 0,000618
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1,804124 0 0

N2TN1TA11 = [ 0 0,325609 0,000307]

0 0 0,170227

1,804124 0 0
A2 =R N; N, = 0 0,325609 0,000105]

0 0,000105 0,170227

Dongii - 12:
tana; = 3,96x10°8 o, = 2,27x107° cosa; =1 sina; = 3,96x1078

tana, = 0,000323 a, = 0,018525 cosa, = 0,999999 sina, = 0,000323

1,804124 0 0

NINTALZ = [ 0 0,325609 0,000160]

0 0 0,170227

1,804124 0 0
AB=RN,N,=| 0 0,325609 0,000055]

0 0,000055 0,170227

Dongii - 13:
tanay, = 7,16x107° o, =4,10x1077  cosa; =1 sina; = 7,16x107°

tana, = 0,000169 a, = 0,009685 cosa, = 0,999999 sina, = 0,000169

1,804124 0 0
NIN[AB = 0 0,325609 0,000084
0 0 0,170227
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1,804124 0 0
A% =R N; N, = 0 0,325609 0,000029
0 0,000029 0,170227
Dongii - 14:
tana; = 1,29x107° oy = 7,40x107®  cosa; =1 sinay; = 1,29x107°

tana, = 8,84x10™>  a, = 0,005063 cosa, = 0,999999  sina, = 8,84x107°>

1,804124 0 0

NINTAM = [ 0 0,325609 0,000044]

0 0 0,170227

1,804124 0 0
A =RN; N, = 0 0,325609 0,000015]

0 0,000015 0,170227

Dongii - 15:
tano, = 2,33x1071% o, =1,34x107%  cosa; =1 sina; = 2,33x1071°

tana, = 4,62x107° a, = 0,002645 cosa, = 0,999999  sina, = 4,62x107°

1,804124 0 0
NINTALS = [ 0 0,325609 0,000023]
0 0 0,170227

A®=RN, N, = 0 0,325609 0,000008

1,804124 0 0 ]
0 0,000008 0,170227
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Dongii - 16:
tanoy = 4,21x1071 oy = 2,41x107° cosa; =1 sina; = 4,21x10711
tana, = 2,42x107° a, = 0,001384 cosa, = 1 sina, = 2,42x107°
1,804124 0 0

N2TN1TA16 = [ 0 0,325609 0,000012]

0 0 0,170227

1,804124 0 0
A =RN; N, = 0 0,325609 0,000004-]

0 0,000004 0,170227

Dongii - 17:

tana; = 7,60x10712 a; = 4,35x1071%  cosa; =1  sina; = 7,60x10712

tana, = 1,26x107°> o, = 7,23x107* cosa, =1 sina, = 1,26x107°
1,804124 0 0
N2TN1TA17 = [ 0 0,325609 0,000006]
0 0 0,170227

A =RN, N, = 0 0,325609 0,000002

1,804124 0 0 ]
0 0,000002 0,170227
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Dongii - 18:
tanay, = 1,37x10712 a, =7,86x10711  cosa; =1 sina; = 1,37x10712
tana, = 6,6x107° a, =3,78x10™*  cosa, =1 sina, = 6,6x107°
1,804124 0 0
NINTALE = [ 0 0,325609 0,000003]
0 0 0,170227
1,804124 0 0
A®=RN,N,=| 0 0,325609 0,000001]
0 0,000001 0,170227
Dongii - 19:
tanoy, = 2,47x10713 o, = 1,42x107  cosoy =1  sina; = 2,47x10713
tana, = 3,45x107° a, = 1,98x107* cosay, =1  sina, = 3,45x107°
1,804124 0 0
NINTAY = 0 0,325609 0,000002]
0 0 0,170227
1,804124 0 0
A =R N, N, = 0 0,325609 0,000001]
0 0,000001 0,170227
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Dongii - 20:
tanoy = 4,47x1071* o, =2,56x107%  cosa; =1  sina; = 4,47x10714
tana, = 1,80x107° a, =1,03x10™*  cosa, =1 sina, = 1,80x107°
1,804124 0 0
NINIA%0 = [ 0 0,325609 0,000001]
0 0 0,170227
1,804124 0 0
AL=RN,N,=| 0 0,325609 0 ]
0 0 0,170227
Dongii - 21:
tana; = 8,06x1071° o, =4,62x1072  cosa; =1  sina; = 8,06x1071°
tana, = 9,43x1077 a, = 5,40x10™>  cosa, =1 sina, = 9,43x1077
1,804124 0 0
NINT A = [ 0 0,325609 0 ]
0 0 0,170227
1,804124 0 0
A2 =RN; N, = 0 0,325609 0 ]
0 0 0,170227
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Dongii - 22:
tana; = 1,45x1071° o, =8,34x107*  cosoy =1 sinoy = 1,45x107%°
tana, = 4,93x1077 o, = 2,82x107° cosa, =1 sina, = 4,93x1077
1,804124 0 0

NINTA?? = [ 0 0,325609 0 ]

0 0 0,170227

1,804124 0 0
A =RN; N, = 0 0,325609 0 ]

0 0 0,170227

22. dongiiniin sonunda hesaplanan A%3 matrisinin kosegen elemanlar1, alti basamak
hassasiyetle 0zdegerlere yakinsamistir. Buna gore A; = 1,804124, A, = 0,325609,
A3 =0,170227 veya A= 1/w? esitliginden w? = 0,554285 , w3 = 3,071170 ,
w? = 5,874506 elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Dinamik parametreler, yapilarin sekil degistirme ve yer degistirmeleriyle dogrudan
dogruya ilgili olan ve yapinin biitiiniine yonelik rijitlikle ilgili fikir verebilen en 6nemli

karakteristik 6zelliklerdir.

......

degistirmeleri simirlamak ve titresimleri zarar verecek durumdan uzaklagtirmak veya
insanlarin duyumsayamayacag diizeylere indirmek gerekmektedir. Bunu saglamanin en
kolay yollarindan birisi de hesap asamasinda dinamik parametrelerin gercege en yakin

bir sekilde belirlenmesidir.

Bu caligmada, yapi sistemlerinin dinamik parametrelerinin hesab1 igin gelistirilmis
yontemler detayli bir sekilde incelenmistir. Calisma kapsamindaki temel amag, dinamik
yiiklere maruz sistemlerin hesabi i¢in gerekli 6z degerlerin bulunmasidir. Belirli bir
problemin ¢oéziimi i¢in eldeki niimerik yontemlerin algoritmik 6zellikleri, avantaj ve
dezavantajlar1 ayrintili bir sekilde ele alinmis, yontemlerin daha iyi anlasilmasi

acisindan bir 6rnek lizerinde her bir yontem i¢in ayr1 ayr1 agiklanmistir.

Hangi yontemin uygulanacag 6zellikle problemin, serbestlik derecesine, rijitlik ve kiitle
matrislerinin bant genisligine ve istenen Ozdeger-6zvektorlerin sayisina baglidir.
Yontemlerin elverisliligi elde edilen sonuglarin hassasiyetine ve islem sayisina baglh

olarak degerlendirilmektedir.

n < 250 icin Jacobi, Householder, ters iterasyon yontemleri ve QR yoOntemi
kullanilabilir. 250 < n < 2500 i¢in de bant karakterli [K] ve [M] matrisleri ile yine ayni
yontemler kullanilabilir. n = 2500 i¢in en etkili yontemler, Rayleigh orani ile iterasyon,

alt uzay iterasyonu ve Lanczos yontemidir.
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5. SONUC

Calisma kapsaminda her bir yontem i¢in ayn1 6rnek tizerinde ayr1 ayri1 yapilan hesaplara

bakildiginda elde edilen sonug su sekildedir:

Yap1 dinamigi problemlerinin ¢ok serbestlik dereceli sistemler olmasindan dolay: biitiin
Ozgiftlerin bulunmasi yerine, genellikle en kiigiik olanlarin g6z oniine alinmasi yeterli
olmaktadir. Bununla birlikte sonucun hassasiyeti ve islem sayisina bakildiginda
Rayleigh orani ile iterasyon ve alt uzaylarla iterasyon yontemlerinin digerlerine gore

daha avantajli oldugu sonucuna varilmistir.

Ayrica matrisin bant genigligine bagli olarak bant genisligi kiigiik olan sistemler igin
determinant hesaplamaya dayali yontemler, bant genisligi yiliksek olan sistemler igin alt

uzaylarla iterasyon yontemi daha avantajli olmaktadir.
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