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GIRIS

Geometrik Fonksiyonlar Teorisi, Kompleks Analiz’in 6nemli dallarindan birisidir. 1851
yilinda Riemann tarafindan verilen “Riemann Doniigiim Teoremi” sonrasinda bazi1 geometrik
kiimeler arasindaki iliskiyi karakterize edebilmek i¢in 6zel bazi analitik fonksiyonlarin
kullanilmasi giindeme gelmistir. Boylece Kompleks Analiz’de “Geometrik Fonksiyonlar
Teorisi” adli bir alan dogmustur. 1914 yilinda Gronwall tarafindan Alan Teoreminin
ispatlanmasindan sonra 1916 yilinda Bieberbach tarafindan normalize edilmis iinivalent
fonksiyonlar i¢in yapilan katsay1 tahmini ile Geometrik Fonksiyonlar Teorisinin alan1 daha da

genislemistir.

Birim diskte analitik, tinivalent, f (0) = 0 ve f'(0) = 1 sartlartyla normalize edilmis ve

f(z)=z+ Z a,z"
n=2

seklinde Taylor agilimina sahip fonksiyonlarin sinifi § olmak iizere Bieberbach, 1916 yilinda
f €S icin
n=2,3,..i¢in |a,| <n

onemli tahmininde bulunmustur. Bu, Geometrik Fonksiyonlar Teorisinde linivalent ve analitik
fonksiyonlar i¢in “katsayr tahmini problemi” olarak adlandirilmaktadir. Katsayr tahmin
problemi matematikgilerin dikkatini ¢ekmis ve o tarihten beri yogun bir sekilde incelenmistir.
Bazen yalin olarak katsayilar i¢in sinirlar belirlenirken bazen de buna imkén bulunamamis ve

orijinal fonksiyonun katsayilarindan olusan bir kombinasyon i¢in sinirlar arastirilmistir.

Bu c¢alismalar sirasinda birgok farkli siniflar da bulunmus ve benzer problemler bu
siiflar icin de calisilmistir. Iste bu noktada Geometrik Fonksiyonlar Teorisinde yeni bir alan

ortaya ¢cikmistir: Fekete-Szego esitsizligi. Bunu Fekete-Szego problemi olarak adlandiririz.

Bieberbach 1916°da iinivalent fonksiyonlar i¢in |a; — a,?| < 1 oldugunu gostermistir.
Fekete ve Szego ise 1933 yilinda bunu genellestirerek 0 < u < 1 olmak iizere baz1 x degerleri
i¢in

s
lag — na,?| <1+ 2e 1-#



esitsizligini elde etmislerdir. Fekete ve Szegd (1933) bu esitsizligi gostermek i¢in Lowner
diferansiyel denklemini kullanmistir. Bu konuda ilerleyen c¢alismalarda Fekete ve Szegd niin
elde ettigi esitsizligin bu araliktaki tiim  ler i¢in gegerli oldugu gosterilmistir. Daha sonra
Pfluger, Jenkins'in kullandig1 genel katsayr teoremi yontemini kullanarak bu sonucun

Re (u /(1 —u)) = 0 sartin1 saglayan kompleks u degerleri igin

_2n
las — pay?| <1+ 2 |e 1-p

esitsizligini gostermistir (Orhan 2002).

Fekete-Szego problemi tlinivalent fonksiyonlarin bazi alt siniflarinda daha detayli bir
inceleme gerektirmektedir. Ornegin; Keogh ve Merkes, konvekse yakin (close-to-convex)

fonksiyonlarin sinifi i¢in Fekete-Szegd probleminin ¢oziimiinii

( 1
1+4 1< <2
las —pa,2| <{3 " o’ 3=H=3
2
1, -<u<l
3 u
\4u — 3, u=1

seklinde elde etmislerdir (Koegh and Merkes 1967, Orhan 2002). Literatiirde, ¢esitli siniflar
altinda Fekete-Szego problemi hakkinda ¢ok sayida ¢alisma bulunmaktadir.

Simdi de tezimizde kullandigimiz bir diger kavram olan (p, q)-analiz ((p, q)-calculus)
hakkinda bazi hatirlatmalar yapalim. (p, q)-analiz bir anlamda g-analizin genellestirilmesidir.
(p,@)-analizde p =1 olmasi durumunda g-analiz elde edilebilmektedir. g-analizin ilk
uygulamast 20. ylizyilin baglarinda Jackson tarafindan yapilmistir. Sayilar teorisi, 06zel
fonksiyonlar, fizik (Ernst 2001) ve miihendislikte uygulama alani bulmustur. g-analizin
Geometrik Fonksiyonlar Teorisindeki ilk uygulamalarina ise 2016 yilinda Seoudy ve Aouf un
Fekete-Szegd problemi ile ilgili ¢aligmalarinda rastlanmaktadir. Bu konuyla alakali bir¢cok
calisma da géze carpmaktadir (Darus and Thomas 1998; Kac and Cheung 2002; Aral et al 2013;
Milovanovi’c and Rassias 2014; Ucar 2016; Cetinkaya et al 2018).

Chakrabarti ve Jagannathan tarafindan 1991 yilinda (p, gq)-tam sayilarin sunuldugu
calisma (p, q)-analiz ile ilgili ilk rastlanilan ¢alismalardandir. Ayn1 zamanda bagimsiz olarak
Brodime ve arkadaslari, Wachs ve White, Arik ve arkadaglar1 tarafindan da c¢alisilmistir.
1991°den beri bu konu bir¢ok fizik¢i ve matematikei tarafindan calisilarak gelistirilmistir. 1994
yilinda Burban ve Klimyk tarafindan (p, q)-tiirev ve (p, q)-integral kavramlar1 incelenmis

(Burban and Klimyk 1994) ve 2006 yilinda Jagannathan ve Rao tarafindan giiniimiizde



kullanilan haline yakin bir sekilde (p, g)-tlirevi tanimlanmistir (Jagannathan and Rao, 2006).
Daha sonra 2013 yilinda Sadjang tarafindan (p, q)-tiirevin tanimi giintimiizdeki hali ile verilmis
ve bazi ozellikleri incelenmistir (Sadjang, 2013). 2019 yilinda Geometrik Fonksiyonlar Teorisi
ile ilgili olarak ilk ¢aligsma Srivastava ve arkadaslar1 tarafindan yaymlanmistir (Srivastava et al,
2019). Belirleyebildigimiz kadariyla bu konuda ikinci ¢alisma 2020 yilinda Yatkin ve Kadioglu
tarafindan yaymlanmistir (Yatkin ve Kadioglu, 2020).

Biz de bu ¢calismamizda kompleks mertebeli (p, q)-yildizil ve (p, q)-konveks fonksiyon

siniflar1 i¢in Fekete-Szegd problemini inceledik.



KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tez ¢alismasi sirasinda kullanilan temel kavramlar hatirlatilacaktir.

Genel Kavramlar
Tamm 1. (r-komsulugu) : z, € C ve r > 0 bir reel say1 olmak iizere
D(zy;r) ={z€C:|z—17y| <71}
kiimesine z, noktasinin r-komsulugu denir. Buna z, merkezli, r yarigapl agik disk de denilir.

Orijin merkezli r yarigapl agik diski yazim kolaylig1 saglamasi agisindan bazen D (0, 1)
yerine D,.; birim diski de U ile gosterecegiz. Yani, U= D(0,1) veyaU={z€ C: |z| < 1}

olarak alinacaktir.

Tamim 2. (i¢ Nokta) : A c C, bos olmayan bir kiime olsun. z, € A noktasinin en az bir

komsulugu A kiimesinde kaliyorsa z, noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi denir.

Tamm 3. (A¢ik Kiime) : A kiimesinin her noktasi bir i¢ nokta ise A kiimesine (C de)

acik kiime denir.

Tamm 4. (Ayrik Kiime) : U ve V, C nin bostan farkli alt kiimeleri olsun. U ve V nin

arakesiti bos ise bu iki kiimeye ayrik kiimeler denir.

Tanim 5. (Ayrilmis Kiime) : U ve V, C nin bostan farkli alt kiimeleri olsun. U ve V
sirastyla U ve V kiimelerinin kapanislari olsun. U ve V ayrik kiimeler olmak iizere U NV =

® = U nV oluyorsa U ve V ye ayrilmis kiimeler ad1 verilir.

Tanmim 6. (Ayrisim) : A, U ve V, C nin bostan farkli alt kiimeleri olsun. U ve V ayrilmis

kiimeler ve A = U U V ise {U, V} kiimeler ailesine, A kiimesinin bir ayrigimi denir.

Tamm 7. (Baglantih Kiime) : A, C nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. A kiimesinin

hicbir ayrisimi yoksa A ya baglantili kiime adi verilir.
Tanim 8. (Bolge) : Kompleks diizlemde acik ve baglantili kiimeye bdlge denir.

Tammm 9. (Kompleks Fonksiyon) : A c C bos olmayan bir kiime olmak iizere A
kiimesindeki her bir z elemanina w kompleks sayisi1 karsilik getiren f bagmtisina A dan C ye

bir fonksiyon denir ve f: A — C ile gosterilir.



f fonksiyonu A daki her bir elemana belirli bir tek w kompleks sayisi karsilik getiriyorsa

f fonksiyonuna tek degerli fonksiyon denir.

f fonksiyonu A daki en az bir elemana birden fazla kompleks say1 karsilik getiriyorsa f

fonksiyonuna ¢ok degerli fonksiyon denir.

Tamm 10. (Siireklilik) : A c C olmak tizere f: A - C fonksiyonu verilsin ve z,eA
olsun. Her € > 0 ve |z — zy| < § esitsizligini saglayan her z € A i¢in |f(2) — f(zo)| < &

olacak sekilde § = & (¢, z,) > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna z, noktasinda siireklidir denir.
Tamim 11. (Egri) : [a, b] C R olmak iizere
y:la,b] - C

stirekli fonksiyonuna C diizleminde bir egri denir. Burada y(a) ve y(b) noktalarina sirasiyla

egrinin baglangi¢ ve bitim noktalari adi verilir. y(a) = y(b) ise y ya kapali egri denir
v:[a, b] — C fonksiyonunun kurali parametrik olarak y(t) = x(t) + iy(t) ile verilir.

Tanim 12. (Basit Kapah Egri) : U¢ noktalarin ¢akismasi hari¢, kendini kesmeyen

egriye basit egri denir.

Yani, y(t) = x(t) +iy(t), a <t < b egrisi [a, b) (veya (a, b]) araliginda bire-bir ise
y(t) egrisine basit egri ad1 verilir. Bir egri hem basit hem de kapali olabilir. Boyle egrilere basit

kapali egri (veya Jordan egrisi) denir.

Tanim 13. (Basit Baglantili Bolge) : A, C de bir bolge olsun. Eger A bolgesindeki her

basit kapal1 egrinin i¢i tamamen A da kaliyorsa A bdlgesine basit baglantili bolge denir.

Geometrik bir yorumla, bir bolgedeki her basit kapali egri bolgenin disina ¢ikmadan,

bolgede bir noktaya biiziilebiliyorsa bu bolge basit baglantilidir deriz.

Tamim 14. (Diferansiyellenebilme) : A c C olmak {izere f: A — C bir fonksiyon ve z,,

A nin bir i¢ noktasi olsun. Eger

i L8 — f (o)
im ——

Z—>Zy 7Z — ZO

limiti varsa f fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilir (veya tiirevlenebilirdir) denir. Eger
limit varsa bu limitin degeri f'(z,) ile gosterilir ve buna f fonksiyonunun z, noktasindaki

tirevi adi verilir.

Tamm 15. (Analitik Fonksiyon): f fonksiyonu, z, noktasinda ve bu noktanin uygun
bir komsulugundaki her noktada diferansiyellenebilirse f fonksiyonuna z, noktasinda

analitiktir denir. Eger bu f kompleks fonksiyonu bir A c C kiimesinin her noktasinda analitikse



f fonksiyonuna A kiimesinde analitiktir denir. Tiim kompleks diizlemde analitik olan

fonksiyonlara tam fonksiyon denir.

Tamm 16. (Konform Déniisiim): f: A € C — C siirekli dontisiimii verilsin. Eger bir
Z, € A noktasindan gegen ve aralarinda a agisi yapan herhangi iki diizgiin y; ve y, egrilerinin
f(y1) ve f(y,) gorinti egrileri de w, = f(z,) noktasinda aralarinda yon ve biiyiikliik
bakimindan ayni « agis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna z, noktasinda bir konform doniistimdiir

denir.

f fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ve f'(z,) # 0 ise f, z, noktasinda bir konform

dontisimdiir.
Ornegin, f(z) = e? fonksiyonu C den C ye bir konform déniisiimdiir.

Lemma 1. (Schwarz Lemmasi): f: U = {z: |z| < 1} — C analitik bir fonksiyon, zeU

icin |[f(2)| < 1, f(0) = 0 sartlar1 saglansin. Bu durumda z € U igin

If(2)| <zl ve |f'(0)]<1

olur. Ustelik zy € U (2o # 0) icin |f(2o)| < |z ise ¢, |c| = 1 &zelliginde bir sabit olmak
tizere, f(z) = cz bigimindedir. (Duren 1983)

Tammm 17. (Kompleks Dizi) : Tanim kiimesi N = {1,2,3,...} dogal sayilar, deger

kiimesi C kompleks sayilar olan bir fonksiyona kompleks dizi denir.

Buna gore f: N — C, f(n) = z, fonksiyonu bir dizidir. Genel terimi z, olan bir dizi, (z,) ile

gosterilir.

Tamm 18. (Yakinsaklik): (z,) kompleks dizisi ve z, kompleks sayisi verilsin. Her
€ > 0icin n = ng iken |z, — z,| < € olacak sekilde bir ny = ny(€) sayisi varsa n = +oo igin

(zy,) dizisinin limiti z, sayisidir denir ve

lim z, =z,
n—-+oo

olarak yazilir.
(z,) kompleks dizisi verilsin. nl_igloo z, = z, olacak sekilde bir z, kompleks sayisi varsa
(zy,) dizisi z, sayisina yakisiyor denir. Bu durumu z,, — z, seklinde de ifade edebiliriz.
Tanim 19. (Kompleks Seri) : (z,), bir kompleks dizi olmak tizere

Z1+Z2+Z3+"'+Zn+"'

ifadesine kompleks seri denir ve



2,
n=1
ile gosterilir.
Tamm 20. (Kismi Toplamlar Dizisi) : s,, ile kompleks serinin n. indisli terimi dahil

bu terime kadar olan biitiin terimlerinin toplamini gosterelim. Y7, z,, serisinin terimlerinden
S15 2
S, = 274 + Zy

53221+Zz+23
Sp,n=z1+2z, + -+ 2z,

kismi toplamlar yazilir. Boylece (s, ) kompleks dizisi elde edilir. Bu diziye verilen serinin
kismi toplamlar dizisi denir. Kismi toplamlar dizisinin genel terimi olan s, verilen serinin n.

kismi toplami olarak adlandirilir.

Tanim 21. (Yakmsak Seri) : X.;°_; z, , bir kompleks seri ve (s,,), bu serinin kismi
toplamlar dizisi olsun. Eger (s,,) dizisi bir s sayisina yakinstyor ise Y.n—; Z, Serisi de s sayisina

yakinsiyor denir ve
co
n=1

olarak yazilir. Bu s sayisina serinin toplami adi verilir. Bir sayiya yakinsayan seriye yakinsak
aksi halde 1raksak seri denir. Bir serinin yakinsaklik veya 1raksakligina o serinin karakteri ad1

verilir.

Tamim 22. (Kuvvet Serisi) : z, kompleks sayis1 verilsin. ag, a4, ..., a,, ... kKompleks

sayilar olmak iizere
ag+ a,(z—2zp) + a,(z — 2p)* + -+ ap(z — zg)" + -

fonksiyon serisine, z, merkezli, bir kuvvet serisi denir. Kuvvet serisini kisaca

a0+ ) ez =2 = ) an(z—z)"
n=1 n=0

ile gosteririz.



Tamm 23. (Taylor Serisi) : f fonksiyonu z, noktasinda analitik olsun. Bu durumda

(0]

e

n=0

(z—zp)"

serisine f fonksiyonunun z, noktasinin bir komsulugundaki Taylor serisi denir.

Teorem 1. (Taylor Teoremi) : f, B bolgesinde analitik bir fonksiyon ve D(z,; 1) € B

olsun. D(z,; r) diskinde

n

2, £
=Y T gy
n=0

olur.



MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, tez konusu kapsaminda yapilan ¢aligmalara temel teskil eden kavramlara

yer verilecektir.

Univalent Fonksiyonlar ve Baz1 Alt Siniflar

Tamim 24. (Univalent Fonksiyon): f, A c C bdlgesinde tanimli bir fonksiyon olsun.
Her z,,2, € Aigin f(z,) = f(z,) olmasi sadece z; = z, olmasini gerektiriyorsa (veya z; # 2,
oldugunda f(z;) # f(z,) esitsizligi gercekleniyorsa) f fonksiyonuna A bolgesinde iinivalent
(yalinkat) fonksiyon denir.

w = f(z) {nivalent fonksiyonunu birim diske kisitlarsak geometrik olarak
z —diizlemindeki U diskini, Sekil 1. deki gibi w —diizlemindeki bir f(U) kiimesine bire-bir

orten olarak dontstiirtir.

A A

%

<

.

-

=

<Y

Z
A
o

Sekil 1. f iinivalent fonksiyonunun birim diski doniistiirdiigii bolge.

Bir fonksiyon hem analitik hem de iinivalent olabilir. 1851 yilinda Riemann tarafindan
ortaya atilan Riemann Doniistim Teoremi, tinivalent analitik fonksiyonlarla ilgili 6nemli bir

ozellik ortaya koyar.



Teorem 2. (Riemann Doniisiim Teoremi): G, kapali kompleks diizlemde en az iki
siir noktasi olan basit baglantili bir bélge ve z, € G sabit bir nokta olsun. Bu durumda U birim
diskinde f(0) =z, ve f'(0) > 0 sartlar1 altinda f:U — G bir tek bire-bir ve 6rten bir

fonksiyon vardir.

Kompleks diizlemdeki iki bolge arasinda bire-bir 6rten ve analitik bir fonksiyon varsa
bu iki bolgeye konform olarak denktir deriz. Buna goére Riemann Doniisiim Teoremi bize
kompleks diizlemin basit baglantili her has alt kiimesinin birim diske konform olarak denk
oldugunu soyler. G, basit baglantili bolge olmak iizere f:U — G donilisiimil i¢in f(0) 1n
goriintlisiniin G deki belli bir z, noktasi olmasit ve f'(0) m pozitif bir reel sayr olmasi

durumunda ise bu konform doniisiim tek olarak belirlenir.

Riemann Doniistim Teoremi bize siradan basit baglantili bolgelerde ¢alismak yerine U
birim diski {izerinde ¢alisma kolaylig1 saglar. Ciinkii tiim basit baglantili bolgeler konform

olarak denktir.

U = {z € C: |z| < 1} olmak tlizere f: U — C analitik bir fonksiyon ve z = 0 civarinda

o

f(2) = Z ay z* (D

k=0

seklinde Taylor agilimina sahiptir. Boyle f fonksiyonlarinin olusturdugu smifi A ile

gosterecegiz. Yani,
A= {f:f,[U da analitik ve f(z) = z ay z* }
k=0

olarak alinacaktir.

Tamm 25. : f € A olsun. Eger

1) f(0)=0

2) f'(0)=1
sartlar1 saglaniyorsa f ye normallestirilmis fonksiyon denir.

f fonksiyonu hem iinivalent hem de normallestirilmis ise f fonksiyonuna
normallestirilmis {inivalent fonksiyon ad1 verilir ve normallestirilmis {inivalent fonksiyonlarin

olusturdugu aile § ile gosterilir (Zorn 1986). Yani,
S={f €A : funivalent; f(0) =0ve f'(0) =1}

olur. Buradan § c A oldugu goriiliir.
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Tanim 26. (P Sumfi) : U birim diskinde Rep(z) > 0 ve p(0) = 1 sartlarin1 saglayan
p(z) =1+ X7, cpz® seklindeki analitik fonksiyonlarin olusturdugu smifa Caratheodory

sinift veya P simifi denir (Duren 1983).

Birim diskte tanimlanan p(z) = g fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu fonksiyon U
birim diskini sag yar1 diizleme konform olarak doniistiiriir. Ayn1 zamanda p(z), P smifina ait

olup galismamizda sik¢a kullanacagimiz bir fonksiyondur.

P nin baz1 6zel alt siniflar1 tinivalent fonksiyonlarin alt siniflart ile iligkili olmalarindan

dolay1 geometrik fonksiyonlar teorisinde 6nemli role sahiptir.

Tamm 27. (Schwarz Fonksiyonu) : w, birim diskte analitik bir fonksiyon olsun. z € U
icin [w(z)| < 1 ve w(0) = 0 sartlarin1 saglayan w fonksiyonuna Schwarz fonksiyonu denir ve

Schwarz fonksiyonlarinin sinift V ile gosterilir.

Bu tanimdan da anlasilacagi gibi, Schwarz Lemmasi’nin hipotezini saglayan bir

fonksiyona Schwarz fonksiyonu ad1 verilir.

P Caretheodory sinifi ile V Schwarz fonksiyonlar1 sinifi arasinda soyle bir iliski
kurulabilir: p € P olmasi igin gerek ve yeter sart w € V olmak iizere p = i—: olmasidir. Bu

iliski bize P smifindaki bazi 6zelliklerin V' sinifindaki bazi 6zelliklerden veya tersine V

smifindaki bazi Ozelliklerin P sinifindaki bazi ozelliklerden elde edilebilmesi imkanini

sunmaktadir (Graham and Kohr 2003).

Calismamizda basvurdugumuz Fekete-Szego esitsizligi ile ilgili iki onemli lemmay1

verelim:

Lemma 2. : p(z) =1+ ¢z + ¢,z% + -+, U da pozitif reel kisiml1 yani P smifina ait

bir fonksiyon ve v, bir kompleks say1 ise bu durumda
lc, — ve?| < 2max{1;|2v — 1|}
olur. Bu sonug

1+ 22 14z
1—z2 ve p(z)zl—z

p(z) =
olarak verilen fonksiyonlar i¢in kesindir (Seoudy and Aouf 2016, Srivastava et al 2019).

Lemma3.:p(z) =1+ ¢z + c,z% + -+ € P olsun. Bu durumda

—4v+2, v<0
lc, —vc?| < 2, 0<v<1
4y — 2, v>1

11



olur. v<0 ve v>1 iken esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart p(z)’nin
(1 + z)/(1 — z) veya bunun bir rotasyonu olmasidir. Eger 0 < v < 1 ise esitligin saglanmasi
icin gerek ve yeter sart p(z)’nin (1 + z%)/(1 — z?%) veya bunun bir rotasyonu olmasidir. Eger

v = 0 ise esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

140\142z A-N\1—-z
) ( ) 0<i1<1)

p(z):(z 11—z 2 )1+2

veya bunun bir rotasyonu olmasidir. Eger v = 1 ise esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart
p’nin v = 0 durumunda esitligin saglandig1 fonksiyonlarin bir tersi olmasidir.

Ayni zamanda yukaridaki tist sinir kesindir ve 0 < v < 1 iken
1
lc, — v | + vl|c|? < 2 (OSvSE>
ve
ey — ve2] + (1 = v)|ey|? < 2 (—<v£1>.

dir (Ma and Minda, 1992).

Tanim 28. (Subordine) : f ve g, A smifina ait fonksiyonlar olsun. Eger f(z) =
g(w(2)) (z € U) olacak sekilde bir w(z) Schwarz fonksiyonu varsa f, g ’ye subordinedir
(subordinate) denir ve bu f < g (veya f(z) < g(2)) seklinde yazilarak gosterilir. Bu isleme

subordinasyon ad1 verilir.

Bu tanimda g fonksiyonuna uygun bir kisitlama getirilerek subordinasyon su sekilde de

tanimlanabilir:

f ve g fonksiyonlart U birim diskinde analitik ve g(z) fonksiyonu U da tinivalent,

ayrica

f(0)=4g@) ve f(U)cg(U)

oluyorsa f, g ye subordinedir denir. Bu durum geometrik olarak asagidaki sekilde goriilebilir.

12



Sekil 2. f < g Subordinasyonu

Ornek 1. : A sinifina ait olan f(z) = 1+ z ve g(z) = g fonksiyonlarini goz 6niine

alalim. f nin g ye subordine oldugunu gostermek igin f(z) = g(w(z)) (z € U) olacak sekilde

bir w(z) Schwarz fonksiyonunun varligini géstermeliyiz. Bu diisiinceyle

1
f(z)=g(w(z)):> 1+Z=1t—::§2
z
::»w(z)zz_l_2

elde edilir.
Simdi w(z) = ﬁ fonksiyonunun bir Schwarz fonksiyonu oldugunu gosterelim. ilk
olarak w(z) fonksiyonu birim diskte analitiktir. Ayrica w(0) = 0 ve birim diskte
w@)| = |—
Clz 42

< 1
|z + 2|

1

<
2 —|z|

<1
olur. Tanim 27’ye gére w bir Schwarz fonksiyonudur.
Dolayisiyla f < g olur (Caglar 2013). Bu durum asagidaki sekilde gortilebilir:

f@O=14+z=ow=1+z=|z|=|lw—-1|<1=@Ww-1)?+vi<1

13



1+z
1—2z

w
:w—wz=1+z=>w—1=z(1+w)=>|z|=| |<1=u>0

9(2) = w+1

fz)=1+z

Sekil 3. 14z < ==
1-z

Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

Bu béliimde § sinifinin 6nemli alt siniflarindan olan yildizil ve konveks fonksiyonlardan

bahsedilecektir.

Tamm 29. (Yildizil Kiime) : L c C kiimesi verilsin ve wy, L kiimesinin sabit bir noktasi
olsun. Her w € L igin w, noktasini w noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen L de

kaliyorsa bu L ye w, noktasina gore yildizil (starlike) kiime denir.

Biliyoruzkiy(t) = (1 — t)wy + twy, 0 < t < 1 w, ile w, noktalarini birlestiren dogru
parcasinin parametrik denklemidir. Bunu dikkate alarak yildizil kiimeyi asagidaki gibi

tanimlayabiliriz:

L c C kiimesi verilsin ve wy, L kiimesinin sabit bir noktasi olsun. Her w € L i¢in y(t) =

(1 —t)wy + tw € L oluyorsa L ye w, noktasina gore yildizil (starlike) kiime adi verilir.

Ozel olarak w, = 0 olmas1 halinde L ye orijine gore yildizil kiime denebilecegi gibi

bunun yerine daha yaygin olarak kullanilan yildizil kiime denilmesi tercih edilir.

14
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Sekil 4. Sifira gore yildizil bir bolge.

Bu baglamda yildizil bir f fonksiyonunu da tanimlayabiliriz:

Tanim 30. (§* Smifi) : Eger U da tanimlanan f fonksiyonunun gériintii kiimesi olan
f(U) yildizi1l ise f ye yildizil fonksiyon denir ve yildizil fonksiyonlarin sinifi $* ile gosterilir
(Duren 1983).

Yukaridaki tanimda verdigimiz yildizil fonksiyonlari asagidaki teorem ile de
karakterize edebiliriz.

Teorem 3. : f:U — C analitik bir fonksiyon ve f(0) = 0 olsun. Bu durumda f nin

yildizil olmasi igin gerek ve yeter sart f'(0) # 0 ve U da

o lZf’(Z)

>0

f(2)
olmasidir (Graham and Kohr 2003).

Tamm 31. (Konveks Kiime): L c C kiimesi verilsin. L deki her w;, w, nokta ¢iftleri
i¢cin noktalar1 birlestiren dogru pargasi tamamen L i¢inde kaliyorsa L kiimesine konveks kiime

denir.

Bagka bir ifade ile L < C kiimesi verilsin. L deki her w;, w, nokta ¢iftleri ve her t €

[0,1] igin (1 — t)w, + tw, € L oluyorsa L ye konveks kiime denir.
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Sekil 5. Konveks bolge.
Konveks kiimenin tanimindan yararlanarak konveks fonksiyonu tanimlayabiliriz:

Tamm 32. (€ Simfi): Eger bir f fonksiyonunun goriintii kiimesi olan f(U) konveks
bir kiime oluyorsa f ye konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gdsterilir

(Duren 1983).

Konveks fonksiyonlar1 agagidaki teoremde verildigi gibi karakterize edebiliriz.

Teorem 4. : f: U — C analitik bir fonksiyon olsun. f nin konveks olmasi i¢in gerek ve

yeter sart f'(0) # 0 ve

zf"(z)
f'(@)

Rel1+ l>0

olmasidir (Graham and Kohr 2003).

1915 yilinda Alexander tarafindan verilmis olan asagidaki teorem S* ve C simiflarina ait

fonksiyonlar arasindaki ¢gok dnemli bir baglantiy1 ifade eder.

Teorem 5. (Alexander Teoremi): f(z) € A ve z € U olmak lizere g(z) = zf'(2)

olsun. Bu durumda f (z) € C olmasi igin gerek ve yeter sart g(z) € §* olmasidir.

Tamm 33. (@ Mertebeli Yildiz1l Fonksiyonlar) : f, U birim diskinde tinivalent bir
fonksiyon, £(0) = 0 ve f'(0) # 0 olsun. Eger U da

Zf’(Z)}

Re >a 0<ax<l1

{ @ ( )

oluyorsa f fonksiyonuna a mertebeli yildizil fonksiyon denir (Graham and Kohr 2003).

a mertebeli yi1ldizil fonksiyonlarin sinifi §*(«) ile gosterilir. Bu durumda
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o) = (@)
() =1f(2) € A:Vz € U icin Re Nio) >a, 0<a<l1

olarak yazilir.

Tamim 34. (a« Mertebeli Konveks Fonksiyonlar) : f, U birim diskinde tinivalent bir
fonksiyon, f(0) = 0 ve f'(0) = 1 olsun. Eger U da

f'(@

oluyorsa f fonksiyonuna @ mertebeli konveks fonksiyon denir (Graham and Kohr 2003).

Re {1 + zf”(z)} >a , 0<ax<l)

a mertebeli konveks fonksiyonlarin sinifi C(«) ile gosterilir. Boylece

C’(a)—{f(z)es vz € Uigin Re<1+ ]{,;())>>a, 0<a< 1}

olur.

Tamm 35. (Kompleks Mertebeli Yildizil Fonksiyon) : b # 0 ve b € C olsun. U birim

2f' ()
R{” <f(Z) 1>}2°

sartlarin1 saglayan f analitik fonksiyonuna (1 — b) kompleks mertebeli yildizil fonksiyon denir
(Nasr ve Aouf, 1985).

diskinde @ # 0 ve

Boyle fonksiyonlarin sinifi §*(1 — b) ile gosterilir. b = 1i¢in $*(0) =§*ve 0 < a <

1 olmak lizere b = 1 — a i¢in §*(a) sinifi elde edilir.

Onerme 1. : f € $*(1 — b) olmasi igin gerek ve yeter sart

2f'@) _
@)

olacak sekilde bir p € P fonksiyonunun mevcut olmasidir.

blp(z) — 1] +1

Tamim 36. (Kompleks Mertebeli Konveks Fonksiyon) : b # 0 ve b € C olsun. U
birim diskinde g'(z) # 0 ve

Ref1+ j{'é())}

sartlarin1 saglayan f analitik fonksiyonuna b kompleks mertebeli konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin sinifi C(b) ile gosterilir (Nasr ve Aouf, 1987).
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Teorem 6. : f € C(b) olmasi igin gerek ve yeter sart zf' € $*(1 — b) olmasidir.

(p, @)-Analiz

“Post kuantum analiz” olarak da bilinen (p, g)-analiz((p, q)-calculus) g-analizin
genellestirilmesidir. (p, q)-analizde p = 1 olmasi durumunda g-analiz elde edilebilir. (p, q)-

analizin belli tanimlari i¢in literatiirdeki ¢alismalara bakilabilir (Gupta et al. 2018).

Aslinda (p, q)-analizin 6ziinde verilen bir f fonksiyonu i¢in f (pz) — f(qz) olarak ifade
edilen (p, q)-farki yatmaktadir. Buna bazen fark islemi de denmektedir. Bu fark islemi

kullanilarak (p, q)-analizde (p, q)-tiirevi asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

Tamim 37. ((p, q@)-Tiirev) : f, kompleks sayilarin uygun altkiimesinde tanimli bir
fonksiyon olsun. pz ve gz tanim kiimesinde kalacak sekilde p ve g reel sayilar i¢in f

fonksiyonunun (p, q)-tiirevi

f(pz) - f iqz) (2% 0)

D -
paf (2) e

olarak tanimlanir.
z = 0 igin f" alisilmus tiirevi gostermek iizere D), 41 (0) = f'(0) oldugu kabul edilir.

Tamimlanan bu D, ,f (2) tiirevi i¢in

Dpq(f(2) + g(2)) = Dpof (2) + Dy 09(2)

ve

D, ,(cf(2)) = cD,uf(z) (c sabit)
lineerlik sartlar1 saglanmaktadir. Yani Dy, , f bir lineer operatordiir.
Bu genel (p,q)-tirevini amacimiza uygun olarak U birim diski i¢in su sekilde
Ozellestirebiliriz.

Tamm 38. : f € A fonksiyonu verilsin. 0 < g < p < 1 i¢in f fonksiyonunun (p, q)-

turevi z # 0 iken

Dpaf ) =L (p;; - g a2) @

ve z = 0 iken
Dp,qf(o) = f'(0)

olarak tanimlanir.
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Ayrica, hatirlatalim ki

D3af (2) = Dpg (Dpaf @)
veya daha genel olarak

Daf (2) = Dyq (D3 (2))
olur.

(p, q)-tiirevi ile bildigimiz tiirev arasinda

Jim (Dy,ef @) = £'(@)

p=1

seklinde bir bagint1 vardir.

Ornek 2. : h(z) = z* fonksiyonunun (p, q)-tiirevini bulunuz.

Coziim: Tanimi kullanirsak
Dy,q (h(z)) = Dy q(z")

_ (p2)* - (q2)"

pz —qz
(0" =q)7"
- PZ —qz
_ pk _ qk i
p—q z
k _ .,k
Y
p—q
elde edilir. Burada
[l g = o
P p—q
denirse
Dp,q (Zk) = [k]p,qzk_1
yazilir.

Ayrica h(z) = z* fonksiyonu i¢in (p, q)-tiirevi ile alisilmus tiirev arasindaki iliski de

qli_)r’{l_ (Dp,qh(z)) =kz¥"1 =h(2)
p=1
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seklinde goriiliir.

Yukaridaki 6rnegi goz oniine alarak

f@=z+ ) a,z*
kZZ .

fonksiyonunun (p, q)-tiirevini

olmak lizere

Dp.f(z) =1+ Z[k]p,q a,zk1
k=2

seklinde yazabiliriz.

D,qf(2), (p,q)-tirevini kullanarak 0 < a <1 icin a mertebeli (p,q)-yildizil

fonksiyon ve a mertebeli (p, q)-konveks fonksiyon siniflarini tanimlayabiliriz.

Tamm 39. (a Mertebeli (p, q)-Yildizil Fonksiyon) : Eger f € A fonksiyonu i¢in 0 <

a < 1 olmak tizere

ZDp_qf(Z)
e W >a

sartini saglarsa f fonksiyonuna a mertebeli (p, q)-yildiz1l fonksiyon denir.

a mertebeli (p, q)-yildizil fonksiyonlarin smifi S , () ile gosterilir ve bu sinif

zDy, of (2)

Spqla) = {f € A:Re [0

>a,zE[U}

seklinde yazilir.

Tamim 40. (a Mertebeli (p, q)-Konveks Fonksiyon) : Eger f € A fonksiyonu igin
0 < a < 1 olmak tizere
Dpq (ZDp’q f (Z))

Re >a

Dp,qf(z)

sartin1 saglarsa f fonksiyonuna a mertebeli (p, q)-konveks fonksiyon denir.

a mertebeli (p, q)-konveks fonksiyonlarin smifi C,, , (@) ile gosterilir ve
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Dy q (ZDp,q f (Z))

Cpq(a) =1{f € A:Re D, F @)

>a,z€U

olarak yazilir.

Dikkat edelim ki
fEC,q(a) & zD,,f €S, ,(a)

olmasidir. S, ; (@) smifi ile $*(a) sinifi arasinda

e : zDy of (2)
qll_)f{l_ Sp,q(a) =1{f EA: qll_gl_ RGW >a,z€U
p=1 p=1
olarak tanimlanirsa
qli_)ql_ Spql@) =S8 (a)
p=1
iligkisi vardir. Benzer sekilde
Dy q (sz’qf(z))

C}qu_ Cpq(a) =< f € A: qli_)rgl_Re >a,zeU;=C(a)

p=1 p=1

Dp,qf(z)

yazilir. Burada §*(a) ve C(a), sirasiyla, literatiirde bilinen U da a mertebeli yildizil ve a

mertebeli konveks fonksiyonlarin siniflarini gostermektedir.
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu boéliimde ¢alismalar siiresince elde edilen sonuglar ispatlariyla birlikte verilecektir.

Tamm 41. : Eger f € A fonksiyonu

1 [sz'q f(2) B

b f

<¢p(z) (beC =C\{0}; p€eP)

sartin1 saglarsa f fonksiyonuna S2,(¢) sinifindandir denir. Bu S ,(¢) smifina kompleks

mertebeli (p, q)-yildizil fonksiyon sinifi ad1 verilir (Yatkin ve Kadioglu, 2020).

Tamim 42. : Eger f € A fonksiyonu

D, q (ZDp,q i (Z))
Dp,qf(z)

% 1| <p@2) e =c\(0} ¢ €P)

sartin1 saglarsa f fonksiyonuna C’;,’,q (¢) smifindandir denir. Bu C’{,’,q (¢) smifina kompleks

mertebeli (p, g)-konveks fonksiyon sinifi ad1 verilir (Yatkin ve Kadioglu, 2020).

Teorem 7. : B; # 0 olmak iizere ¢p(z) = 1 + Byz + B,z? + -+ olsun. Eger f(z) = z +

Y- ax z* fonksiyonu S ; (¢) sinifina ait ise bu durumda

B, . Bib [3lpg—1 )‘}
By ¥ [z]p.q -1 <1 [Z]M - 1M

olur. Bu sonug kesindir (Yatkin ve Kadioglu, 2020).

|B1b|
lag — pa?| < ————max{1;

Ispat: f € S2,(¢) smifina ait ise

1[zDpqf (2)
AN 1] < ¢(2)
yazilir. Subordinasyon tanimindan
1 zDy, of (2) ~ l 3
by 1= ¢ @) ®

olacak sekilde U’da analitik bir w, Schwarz fonksiyonu vardir.

Once (3) esitliginin sagindaki qb(w(z)) ’nin uygun bir ifadesini bulalim.
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Lemma 2’de p(z) fonksiyonu U’da p(z) = 1+ ¢,z + c,z% + -+, Rep(z) > 0 olarak
verilmis olup |w(z)| < 1 oldugundan

1+
pE) = e @
seklinde de ifade edilebilir. Buradan
_p(2)—-1
W@ =
olur.
Boylece
_ (p2)—1
p(w(2) =¢ <m>

_ ¢ €1z + cpz% + -+
T\ 2+ 0z + 2% +

1 c? c3
= ¢<Elclz+ <cz —7>22 + <c3 — G+ z3 4 -

yazilir. ¢(z) = 1 + Byz + B,z% + -+ oldugu goz éniine alinarak

Bic, B, c2\ B,c?
-1 Dif. )22 oa
qb(w(z)) + > z+ > <C2 > + 2 ze +

elde edilir.

Simdi de (3) ifadesinin solundaki ifadeyi diizenleyelim. Buna gore

1 ZDp’qf(Z)_ l
+bl @

1 z+ Z?:Z[k]p,q akzk 1
b zZ+ Z]o(ozz aka

=1+ % [(1+ ([2]p4 — Dazz + [([31pg — Das — ([2],4 — 1)ad]z? + -+ ) — 1]

=1+ % [([21pq = Dazz + [([81pq — Das = ([21pq — 1)ai]z? + -]

([Z]nq - 1)‘12 7+ ([3]p.q - 1)‘13 - ([Z]p.q - 1)‘1% 22 4

=t b
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oldugu goriiliir.
Buldugumuz bu sonuglar (3) ifadesi olan

N 1 lZDp‘q f(2) B

ANON 1] = ¢(w(2))

esitliginde kullanilirsa

([Z]nq - 1)a2 ([3]p,q - 1)a3 - ([Z]nq - l)az 4

2
1 24 ..
+ - z+ - +
Bic, B, ct\  Bxcf| ,
1+ +I?<62_7 7 |77

yazilir. Buradan da

2
[3]p.q — 1 A [2]pq =1 Ry Bic; Bicf | Byt
b 3 b 27 2 4 4
veya
Byc,b
az =
2([2]p,q - 1)

elde edilir. Boylece

B.b 1 B B.b 3], — 1 )l }
2 1 2 1 p.g 2
az—pa; =—F——0—z|1——————"—|1—- c
TR 2([3]p.q - 1){ P2 I By [2]pq— 1( [2]p,q = 1# !
oldugu goriiliir. Burada

1 Il B, B.b <1 , >l
v = - _——_—— J—
2" B, R2lg-1 2], —1"

alinirsa yukaridaki esitlik daha sade bir sekilde

2

B;b
az — paz; = )(Cz —vcf)

2([3]p4 — 1
seklinde yazilir. Lemma 2’e gore

|B1b|
2([3]p.q - 1)

2

laz — pa3| = lcz — veg
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|B1b|
B 2([3]p.q - 1)

_|Bybl 1, (1[. Bz Bib [Blpe—1 D_ B
‘([3]p,q—1)ma"{1'2<2[1 B, m,,,q_l(l mp,q—l"> !

___IBibl B2 Bib [ Blpg—1
" (Blpe- 1) “‘a"{l' (1 1“)‘}

elde edilir. Bu da teoremdeki istenilen sonugtur.

2max{1; |2v — 1|}

Simdi de verilen sonucun kesin oldugunu gosterelim. Yani teoremdeki esitsizligi esitlige

dontstiirebilecek bir fonksiyonun varligini arastiralim.

p) = 1
olarak alinirsa
_p(x)-1
W(Z) = p(Z)T =Z
olur.
1[2Dyof @) _ l )
b r YT )

esitliginin sag tarafindaki qb(w(z)) ifadesi
dp(w(2)) = ¢p(2) =1+ Byz+ Byz% + -

seklinde yazilir. Bunu

Bic, B, c2\ B,c?
=1 — - 24 ...
qb(w(z)) + > z+ > <C2 > + 2 z° 4+

ifadesi ile karsilagtirirsak

ve

25



B,
7(02_2) =0

C2:2

bulunur. Buradan

_a__ Bib
as ua; = 2([3]p,q _ 1) {CZ UCl}
B,b
T E PR A
Bb
= 1-2
EED M

Bib {1_2<1[1_&_Lb<1_[3]L
(3]pq 1) 2 B, [2],,—1 [2],4—1

Bib B Bib 3, —1
L {1_1+ ~ ;<1_[]L

NEE

___ B (B Bb _Blpg—1 >}
4 ([31pq = 1) {Bl * [2]pq — 1 <1 [2]p,q — 1

ve dolayisiyla

|Blb| BZ Blb < [3]pq
a; —pas| = ——|—-+—---1 - ——"—
s = o2l = 1[5, T2, - 1
elde edilir.
Benzer sekilde
1+Z2
p(Z) - Zz
olarak alinirsa
_px-1_
W =1
olur.
zDyqf(2) l
+ PA = w(z
b[ 5 ¢ (w(2))

esitliginin sag tarafindaki qb(w(z)) ifadesi
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¢(W(Z)) =¢(z%) =1+ B;z%+ B,z* + -

seklinde yazilir. Bunu

Bic B c?\ B,c?
¢(W(Z))=1+%Z+l—1<c2——1>+ 2 1lzz+...

ifadesi ile karsilastirirsak

ve

bulunur. Buradan

B.b
az —paz; = ){Cz —vei}

2([3]19@ -1

— B;b{z}
- 2([3]p,q - 1)

ve dolayisiyla

|B1b|

2| —
[B]p,q -1

las — pa;

elde edilir.

Teorem 8. : B; # 0 olmak iizere ¢p(z) = 1 + Byz + B,z? + -+ olsun. Eger f(z) = z +

Y ax z* fonksiyonu €2, (¢) smifina ait ise bu durumda

E+ Bib <1 [3]p.q([3]p.q_1) M)‘}

By [ =1\ (121,,)(12], - 1)

B
la; — pa3| < |B1b) max{l;
[3]p,q([3]p,q - 1)

olur. Bu sonug kesindir (Yatkin ve Kadioglu, 2020).
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Ispat: f € CJ,(¢) sinifina ait ise

1 Dp,q (ZDp,qf(Z))

-1
N ) B I
yazilir. Subordinasyon tanimindan
1{Dpq (sz,q f (z))
— —1| = 5
t5 D, -(f@) ¢ (w(2)) (5)

olacak sekilde U’da analitik bir w, Schwarz fonksiyonu vardir.
Once (5) esitliginin sagindaki ¢(w(z)) *nin uygun bir ifadesini bulalim.

Lemma 2’de p(z) fonksiyonu U’da p(z) = 1+ ¢,z + c,z% + -+, Rep(z) > 0 olarak

verilmis olup |w(z)| < 1 oldugundan

() = 1+w(2)

p(2) = 1-w(2)
seklinde de ifade edilebilir. Buradan

_p@) -1

T

olur.

Boylece

_ (p(@)—1
p(w(2)=¢ <m)

3 c1Z + ¢z 4 -
=¢ 24+ ciz+cz2+ -

1 c? ci
= ¢ (E [clz + <cz —%)Zz + <C3 —¢165 +Zl>z3 + D

yazilir. ¢(z) = 1 + B;z + B,z% + -+, oldugu goz oniine aliarak

Bicy B, c?\ Byt
-1 Do )220t o2y
¢(W(z)) + > z+ > <c2 > + 7 |7 +

elde edilir.

Simdi de (5) ifadesinin solundaki ifadeyi diizenleyelim. Buna gore
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L1
b

Dyp,q (f(Z))

Dog (#Dpaf <Z>)_1 o ML EEalk
B b1+ Xr,lkl,qarzkt

=1+ 2 [(1+ (21,0 (12]pg = Doz + (81,0 (1350 = s = (121pq) ([2q — 1)ad) 22 + - ) = 1]

1
=1+ 7 [[Z]p,q([Z]P.q —1)ayz + [[3]p.q([3]p,q —1)az - ([z]p.q)z([z]p,q - 1)“%] z? + ]
=1+ [2]p.q([2b]p.q — 1)

2
4,7 + [3]p,q([3]p,q - 1)a3 _b([z]p,q) ([Z]WJ - l)aﬁ 22 4
oldugu goriiliir.

Buldugumuz bu sonuglar (3) ifadesi olan

+% Dyp,q (ZDp,qf(Z))

-1
Dp,q (f(z))

=p(w(2)

esitliginde kullanilirsa

yazilir. Buradan da

[Z]M ([2]19.61 B 1)
b

_B1C1
)
[3]p.q([3]p,q_1)a3_[Z]nqz([z]p,q_l)a%=ﬂ c _i +BZC12
b 2\ 2 4
veya
Bycib
az =
2[2]p4([2]pq = 1)
B,b { 1<1 B, B;b ) 2}
aAq = Cc, —— — = . —
’ 2[3]p.q([3]p,q_1) ? 2 B, [2]p,q_1 !
elde edilir. Boylece
an — pa? = B, b {C _1(1_§_Lb>cz}_ BZc2b?
P T Bl (Bl — D7 2 B [2lpg -1

u
4([2]17,61)2([2]1),61 - 1)2
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Bib 1 B, Bib [3]p,q([3]nq —1 ] 2)}
= r—=l1l-—————=|1- > 1
2[3]10,(1([3]10,(1 - 1) {C 2 ( B, [Z]M -1 [ g ([Z]p,q) ([2]p,q - 1) i

oldugu goriiliir. Burada

1 (1 B, B.b [1 _ ( [3]p,q([3]p,q - 1) ])

V== 5 u
[Z]nq) ([Z]nq - 1)

2 B, [2],4—1

alinirsa yukaridaki esitlik daha sade bir sekilde

B.b
az — paj; = - (c; —vei)
2[3]p,q([3]p.q - 1)

seklinde yazilir. Lemma 2’ye gore

|a3_,u—a%| = |(Blb| )|C2—UC%
2[3]p,q [S]p,q -1
< |B1b] 2max{1; |2v — 1|}
2[3]p,q([3]p,q > 1)
|B1b| B, Bib [31p,q([3]p,g — 1) )|}
= 18— — Skl —
[3]p,q([3]p.q P 1) maX{ B, [2]7"‘1 B 1( ([Z]p,q)z([z]p,q - 1)H

elde edilir. Bu teoremdeki istenilen sonugtur.

Simdi de verilen sonucun kesin oldugunu gosterelim. Yani teoremdeki esitsizligi esitlige

doniistiirebilecek bir fonksiyonun varligini aragtiralim.

14z
p(2)=1—
olarak alinirsa
p@—-1
W(Z) = m =Z
olur.
1{Dpq (sz,qf(z))
1+-— —1] =
5| D, @) $l)

esitliginin sag tarafindaki qb(w(z)) ifadesi
¢(W(z)) =¢(z) =1+ B;z+ Byz? + -

seklinde yazilir. Bunu
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p(w(z) =1+

ifadesi ile karsilastirirsak

ve

Bicq B, cf\  Bacf
> Z+I7<C2—? +T 7% 4

B
71(C2 —2)+B,=B5B,
By
7 (c;—2)=
Cy = 2
bulunur. Buradan
B,b
az — pa? = {c, —vc?}
’ ’ 2[3]p,q([3]p,q F— 1) ’ '
B.b
= ! {2 — 4v}
2[3]p,q([3]p.q - 1)
B,b
[3]p,q([3]p,q - 1)
B,b

B [3]p.q([3]p.q - 1)

4

B Bib [1 _ Bl (Bl = 1) #l
By [Z]M -1 ([Z]p,q)Z([Z]p,q - 1)

Bib B,  Bib [31,4([31p4 — 1) }
= 1-1+—+4+——(1-—
[3]p,q([3]p,q - 1){ * B, * [Z]p,q -1 [ ([Z]p.q)z([z]p.q - 1)M
_ B {@ L Bib (1 _Blya(Blpg —1) #>}
[3]p.q([3]p.q - 1) B, [2]1”‘1 -1 ([Z]p,q)z([z]p,q - 1)

ve dolayisiyla

|B1b]

B, B.b

las —,ua%| =

elde edilir.

Benzer sekilde

[S]p.q ([3]p,q - 1)

[3]p.q([3]p.q B 1) >‘
4+ —1(1- > u
B, [Z]p,q - 1< ([Z]p,q) ([Z]p,q - 1)
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1+ 22

p(2) =113
olarak alinirsa
_r@-1_
w(2) _p(z)+1 =z

olur.

1 Dy q (sz,q f (Z))

+ 5 Dp,q(f(Z)) -1l = qb(w(z))

esitliginin sag tarafindaki ¢ (w(z)) ifadesi
(l)(w(z)) =¢(z%) =1+ B,z?> + Byz* + -

seklinde yazilir. Bunu

Bic B c?\ Byt
p(w(z) =1+ %z + Ié <cz —?1) + Al z% 4 -

ifadesi ile karsilastirirsak

ve

bulunur. Buradan
B.b
2[3]p,q([3]p,q -1
B B;b 2
2[3]p,q([3]p,q - 1)

_ B,b
- [3]p,q([3]p,q - 1)

as — ,ua% = ) {CZ - vclz}

ve dolayisiyla
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|B1b|
[3]p.q ([3]p,q - 1)

las —,ua§| =

elde edilir.

Teorem 7’dep = 1ve q — 17 alinarak S;,’,q (¢) sinifina ait fonksiyonlar i¢in asagidaki

sonug elde edilir.

Sonug 1. : B; # 0 olmak iizere ¢(z) = 1+ Byz + B,z? + -+ olsun. Eger f(z) = z +

Y, ax z* fonksiyonu SP ; (¢) sinifina ait ise bu durumda

|B.b| B,

B,

laz — pas| < max{l; + (1 —-2u)B,b

}

olur. Bu sonug kesindir (Yatkin ve Kadioglu, 2020).

Teorem 8’dep = 1ve g — 1~ alinarak C{,’,q (¢) sinifina ait fonksiyonlar i¢in agagidaki

sonug elde edilir.

Sonug 2. : B; # 0 olmak iizere ¢(z) = 1 4+ Byz + B,z? + - olsun. Eger f € C5 ,(¢)

}

ise bu durumda

|B1b]

B,

i
max { Bl

las — pa3| <
olur. Bu sonug kesindir (Yatkin ve Kadioglu, 2020).

Teorem 9. : B; > 0, B, = 0 olmak iizere ¢(z) = 1+ B,z + B,z + --- ve

([21pq — 1)bB2 + ([2]pq — 1)"(B; — By)
([3]p,q - 1)b312

o, =

([z]p,q B 1)bBlz + ([2]19,61 B 1)2(32 + By)
([3]1),61 - 1)bB12

0'2:

([Z]p,q B 1)bB12 + ([Z]M B 1)232
([3]17,61 - 1)be

03 =

olsun. Eger f(2) = z + X3, aj z* fonksiyonu, b > 0 olmak iizere, S, (¢) sinifina ait ise bu

durumda
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( B,b N B%b? ( 1 B U ) i<o
[3]p,q -1 [Z]p,q -1 [3]pq -1 [Z]pq -1 ' -t
" B.b
|a3_ﬂa2|S< [3]—_1; 0-1S/1SO-2
P.a
_ Bb BE? < 1y ) o
\ [S]p,q -1 [Z]p,q -1 [S]pq -1 [z]pq -1)’ -
olur. Ayrica gy < u < g5 ise
2], — 1) B2b [3],, — 1 Byb
a—a2+( P4 B, — B, — 1— P4 a,? < ———
| 2H 2| ([3]p,q_1)312b ' ’ [2]pq — 1 [2]p,q 1# 22| [Blpq —1
ve oz < u < 0, ise
2
[2],4 — 1) B%b [3],0 — 1 B;b
a—a2+(p'q B, + B, + 1- P4 a,|? <
las = uaz] (81, — )B2b| * 2 [2pq—1 2]y —1" 4| Bl — 1
olur.
Ispat: Eger f(2) = z + X, a; z* fonksiyonu, b > 0 olmak iizere, S5, (¢) sinifina ait
ise
1[zDy,qf (2) l
SR ] < ¢z
4 @ %
yazilir. Subordinasyon tanimindan
1[zD,qf (2) l
+—-|— 1| = ¢p(w(z
4 @ ¢(w(2)

olacak sekilde U’da analitik bir w, Schwarz fonksiyonu vardir.

Lemma 2’de p(z) fonksiyonu U’da p(z) = 1+ ¢,z + c,z% + -+, Rep(z) > 0 olarak

verilmis olup |w(z)| < 1 oldugundan

(2) = 1+w(z)
PR =1 w(z)
seklinde de ifade edilebilir. Buradan
_pl2) -1
T E

olur.

Teorem 7’°nin ispatindan
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ve

oldugunu biliyoruz.

Once v < 0 olmas1 durumunu goz dniine alalim. Hipotezde

([21pq — 1)bBZ + ([2],q — 1)“ (B, — By)
([3]p,q - 1)bB12

0, =

olarak verilmistir. Buna gore

1[. B, Blb< 8], — 1 >l
vr<O0>-1--—-—(1———7"7""— <0
2[ B, [2pg—1 2], —1"
3 —
1—&— Hib <—[]pq u)SO
1 [z]p,q_l [Z]p
B B.b B.b 3 -1
:1__2_ 1 1 []P:q ﬂSO

B.b 3 -1 B B.b
1 [ ]p,q i < _2 + 1
[Z]p,q -1 [Z]p,q -1 Bl [Z]p,q -1

(121pq = 1)bBE + ([2lpq = 1) (B = By) _

> U <
([31,4 — 1)bB?

01

bulunur. Yani v < 0 olmasi
U= o0q

olmasin gerektirir. Dolayistyla v < 0 i¢in Lemma 3’e gore |c, — vc?| < —4v + 2 olacagindan

|B1b|
a, — uas| = ——|c, — vc?
| 3 ‘LI, 2| 2([3]p,q_1)| 2 1|
B.b
11D {(—4v + 2}

= 2(Blya 1)

35



|B1b]

_ |Blb| & Blb _ [S]p,q -1 >}
- (Blpg— 1) {Bl * [2]pq —1 <1 [2]p,q — 1"
B,b N B%b? _ B2b?
" Blog -1 2lyg - DBl -1 (2l - 12"
BB < 1 )
- [3]p,q -1 ([Z]p,q - 1) [3]p,q -1 [Z]p,q -1

elde edilir.

Simdi 0 < v < 1 ise bu durumunu goz 6niine alalim. Hipotezde

([21pq — 1)bB2 + ([2]pq — 1)"(B; — By)
([3]10,(1 - 1)bB12

(O

([Z]p,q r 1)b312 + ([Z]zﬂ,q T 1)2(32 + By)
([3]p,q - 1)bB12

0'2:

olarak verilmistir. Buna gore

0<v<lo0<—|1--2-_—"t7 (q_2Pa -
B, [2],,—1 2l,,—1"

=72

B Byb 3], —1

50<1——2———1 <1—[]p’q u)SZ
B, (2l -1 —1

<1

< + u<s?2
Bl [z]p,q -1 [Z]p,q -1 [Z]p,q -1

B B1b B1b 3 -1 B Bb
2+ 1 1< 1 []p,q 2 1

R R R TR Ly A TR R
olur. Gerekli islemler yapildiginda
([2lpq — 1)bBZ + ([21pq — 1)°(B; — By) s ([21pq — 1)bBZ + ([2]pq — 1)° (B, + By)
([3l,4 — 1)bB? -0 ([3],4 — 1)bB?
veya
oS U< 0,y

oldugu goriiliir. Lemma 3’e gore |c, — vc?| < 2 olacagindan
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|B1b| 2
Cy, —VCy

2Blpe—1)

|B1b| 2
B 2([3]p,q - 1)

__IBib|
[3]p,q -1

las —ua§| =

elde edilir.

Simdi de v = 1 durumunu g6z 6niine alalim. Hipotezde

([21p,q = 1)bB? + ([2]p,q — 1)2(32 + By)
([3]10,61 - 1)bB12

0, =

olarak verilmistir. Buna gore

B.b 3 -1 B B.b
b DBlog T T |
[z]p,q -1 [Z]p,q -1 Bl [z]p,q -1

([21pq — 1)bB2 + ([2],,0 — 1)° (B, + By)
([3]10,(1 - 1)b312

> U=

elde edilir. Yani v > 1 olmasi
U =0y

olmasini gerektirmektedir. Dolayisiyla v > 1 i¢in Lemma 3’e gore |c, — vc?| < 4v — 2

olacagindan
|B1 bl
— 2| — _ 2
las — ua;zl 2([3]p,q — 1) lcz — veq
- 2([3]p.q - 1)
|B1b]
=——{2v -1}
([3]10,(1 - 1)
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_ |Blb| {_& _ Blb <1 _ [B]p,q -1 )}
B ([3]p,q - 1) Bl [Z]Ihq -1 [Z]IJ,Q - 1-“

__Bb Bfb® L, BiY
B 3150 =1 ([Z]p.q - 1)([3]p.q - 1) (2lpq —D? 8
___Bb  Bip’ ( 1 >
Bl =1 ([2lpg — 1) \Blpg =1 [2lpq —1

elde edilir.

Ayrica0 <v < % durumunu g6z 6niine aldigimizda hipotezde

([21pq — 1)bB? + ([2]pq — 1) (B, — By)

T ([3]p,q - 1)bB12

_ ([21pq = 1)bBE + (121 — 1) 'Bo
([3]10,61 i 1)bB12

verilmis olup

v =0 = e — — < -
2|" B, 2l -1 2l,,—1")] =2
B B.b Bb 3 -1
N P [ A — Blyq p<1
Bl [Z]p,q -1 [z]p,q -1 [z]p,q -1

B Bib Bb 3 -1 B B.b
2, Bib L Bib Bl B Bib
B, [2]p,q -1 [Z]P,CI -1 [Z]P,q -1 B, [2]p'q -1

. ([21pq — 1)bB2 + ([2]pq — 1) (B, — By) ([21pq — 1)bB2 + ([2],q — 1)°B,

Sus

([3]p,q - 1)bB12 ([3]27,61 - 1)b312

. 1
olur. Yanio < v < > olmasi

olmasini gerektirir. Lemma 3’teki

lc, — ve2| + v|cy|? < 2

esitsizligini géz oniine alalim. Teorem 7’de buldugumuz

1 B B;b 3 -1
oot BB () Bhant)
2 By [2]p.q -1 [2]1),61 -1
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Bicib _2([2]p,q = V)a,

a,=—————<>¢ =
2 2([2l,,-1) B;b
|Blb| 2([3]pq - 1)|a3 - ,LlCl%l
lag — pa?| = ———|c, —vc?| = |c, — vc?| = ’
T T 2(Blye — 1) v |B1 b
ifadeleri |c, — v | + v|cq|? < 2 esitsizliginde yerine yazilirsa
2([Blpq — 1)|az — paj| 1[1_&_ B,b 1_[3 -1 ]4( -1)° |a2|2
|Blb| 2 Bl [z]p,q -1 [2] - 1 sz -
veya
gz + P =) [ B (1- ppemge) e = g
as — pa - B, — - a,|* <
3 :u 2 ([S]p'q _ 1)Blzb 1 2 [2]p’q _ 1 [2 2 [3]
elde edilir.

Benzer sekilde % < v < 1 durumunu go6z 6niine aldigimizda hipotezde

([Z]p.q — 1)b312 + ([Z]M B 1)2(32 + By)
([3]p,q 4 1)bB12

0'2:

([21pq — 1)bBZ + ([2],q — 1)°B;
([3]10,61 - 1)bB12

03 =

verilmis olup

1 1 1[. B Byb 3], — 1
—<v<ls -<-= 1——2—;<1—[]Lu> <1
2 2720 B 21 [2]pq — 1
B Byb Bib  [3ly, —1
51<1-—2-—— 12 41 Bl p<?2

Bl [z]p,q -1 [Z]p,q -1 [Z]p,q -1

B B.b B.b 3 -1 B B.b
B _Bb __Bib By HS 2 +1
Bl [Z]p,q -1 [z]p,q -1 [z]p,q 1

Bl [Z]p,q -1

([21,4 — 1)bB? + ([2],4 — 1) B, ([21,4 — 1)bB? + ([2]4 — 1)2(15’2 + B;)

” (1314 — 1)bB2 sH= (1314 — 1)bB?

.1
olur. Yani > < v <1 olmasi

03 S U< 0y
olmasimi gerektirir. Simdi Lemma 3’teki

lc, —ve2 |+ (1 —v)|¢y|? <2
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esitsizligini goz Oniine alalim. Teorem 7’deki

1 B Bib 3lpg— 1
TR YRR VR

2 B, [Z]p,q -1 [Z]p,q 1
Bic;b 2([2]pq — Day
az = Cl =
2([2lpg — 1) Bib
|B1b| 2([31p,q — 1)laz — a3l
la; — pai| = ————|c, —vc?| = |c, —vc?| = ’
3 — Uaz 2([3]p‘q_1) 2 1 2 1 |B,b|

ifadeleri |c, — vcZ| + (1 — v)|c¢y|? < 2 esitsizliginde yerine yazilirsa

2([31,4 — 1)las — pa3| N (1 1 [ B, Bib (1 8l - 1“)]) 4([2],,4 — 1)"1a, 2 3

-—1-=- <2
|B1b| 2 Bl [z]p,q -1 [z]p,q -1 B12b2
veya
2
([2],4 - 1) B?b [Bl,4 — 1 B,b
las — pas| + ’ B, + B, + 1 ——== plllaz)? € ———
’ 2 ([3]p,q —1)B2b Ny [2]pq—1 [2]p4 — 1 ? [Blpq—1

elde edilir. Bu teoremdeki istenilen sonugtur.

Teorem 10. : B; > 0, B, > 0 olmak iizere ¢(z) = 1 + B,z + B,z* + --- ve

([215,4) ([21pq = D[BB? + (2] — 1)(B; — By)]

= [3]19.61([3]1),61 - 1)b312
Yy = ([Z]p,q)z([z]p,q B 1)[b312 + ([z]p,q B 1)(32 + Bl)]
’ [3]10,61([3]17,61 - 1)b312
X3 = ([2]p,q)2([2]p.q — 1)[b312 + ([2]p,q B 1)32]
3 =

[3]p,q ([3]19.61 - 1)b312

olsun. Eger f () = z + X3, a z* fonksiyonu, b > 0 olmak iizere, C5 ,(¢) sinifina ait ise bu

durumda
B,b B2p? ( [31,4([3154 — 1) )
+ 1-— ; <
BloaBloa = 1) Blpa(Blog = D(2ha = D\ (121,0) (2lpg 1) ren
B1b ]
lag — pa3| < Bha(Bha—1)’ X1SUS X2
Byb Bfb? ( [31p,4([81p0 — 1) )
— - 1- ; =
Bla[Blg =1 BlogBlg— D(Zhg - D\ (12pe) (Zpe-1) ) 7

olur. Ayrica y; < u < x5 ise
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([Z]nq)z([z]nq B 1)2
[3]p,q([3]p,q - 1)Blzb

< Bib
B [3]p,q([3]p,q - 1)

3 B%b [31p,([31p.q = 1)

B, —By— = ——(1- ’
! ? [Z]P'q - 1( ([Z]p,q)z([z]p,q - 1) ll)] |a2|

as — ua3| +

Ve y3 S u < xyise

([Z]nq)z([z]nq B 1)2
[3]p,q([3]p,q - 1)812b

< B;b
B [3]p.q([3]p.q - 1)

|a3 —ua%| +

Blzb [3]p,q([3]p,q - 1) )] 2
Bi+By+————(1-
1+ B; 21, — 1( ([Z]p,q)z([z]p,q B 1)M la,|

olur.
Ispat: Eger f(2) = z + X5, a; z* fonksiyonu, b > 0 olmak iizere, C},(¢) smifina

ait ise

1 Dy q (sz’qf(z))

1 -1
B G2 I
yazilir. Subordinasyon tanimindan
1{Dpq (ZDp’qf(Z))
1+-— —1] =
5| () P2)

olacak sekilde U’da analitik bir w, Schwarz fonksiyonu vardir.

Lemma 2°de p(z) fonksiyonu U’da p(z) = 1+ ¢,z + ¢,z* + -+, Rep(z) > 0 olarak
verilmis olup |w(z)| < 1 oldugundan

(2) = 1+w(2)
PR =1 w(z)
seklinde de ifade edilebilir. Buradan
_p2)—-1
M GRS
olur.
Teorem 8’in ispatindan
Bb
2 1 2
asz —pa; = {2 —vei'}
’ 2[3]p.q([3]p.q - 1) '
ve
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V==

1— & _ Bib (1 _ ( [3]p,q([3]p,q - 1) )u)]

By [2]p,q -1 [Z]p,q)z([z]nq -1

elde etmistik. Lemma 3’ten
—4v + 2, v<0
Icz—vclzlz{ 2, 0<v<1
4v — 2, v=>1
oldugunu biliyoruz.
[lk olarak v < 0 olmas1 durumunu géz 6niine alalim. Hipotezde

([215.0)" ([21pq — D[BB? + ([2]pq — 1)(B; — By)]
[3]p,q ([3]10,61 - 1)b312

X1 =

olarak verilmistir. Buna gore

;1_&_B_1b<1_([3]p.q([3]p,q—1))“>]SO

B, [2]p4—1 [Z]p,q)z([z]p,q -1

B, B:b 4 B1b(3],,4([3]pq — 1)
By [2lpq—1 ([Z]nq)z([z]p,q - 1)2

Blb[S]p.q([S]p,q — 1) . BZ Blb
<=4 —-—
:\ (121pq)° (1210 — 1)° H=B  2lpg -1

Su< ([z]p,q)z([z]p,q B 1)[b312 + ([Z]p,q B 1)(32 B Bl)] = 1y

[3]p,q ([3]17,61 - 1)b312

u<o0

bulunur. Yani v < 0 olmasi

H=Xx1

olmasim gerektirmektedir. Dolayisiyla v < 0 i¢in Lemma 3’e gore |c, — ve?| < —4v + 2

olacagindan
Bib
|as — pa3| = Gl ([;]M —qyle- vei
< Bib (—4v + 2)
2[3]p,q([3]p.q - 1)
Bib (—2v+ 1)

B [3]p,q([3]p,q - 1)
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_ Byb (E L Bb [31,,4([3]54 — 1)Blb”>
[81pq([81p.g = D) \B1 * [2]pq —1 ([Z]p,q)z([z]p,q -1)

___Bb BZb? BBl (Blha =)
[381pq([81p.0 = 1) [8lpa([2lpqg = D([Blog = 1) [31,4([21pq) ([2pg — 1)

_ B,b .\ B2p? <1  Blpe(Blye -1 u)
[3]p,q([3]p.q o 1) [3]p,q([2]p,q o 1)([3]pq o 1) 3]p,q([2]p,q)2([2]p,q - 1)2

elde edilir.

Simdi 0 < v < 1 olmast durumunu g6z Oniine alalim. Hipotezde

1= ([2]p,q)2([2]p.q B 1)[b312 + ([Z]zﬂ,q B 1)(32 - B1)]
' (31,4 (31pq — 1)bB?

o = (2150) (121 = DIBEE + (2] = (B + 5]
’ [3]p,q([3]p.q > 1)bB12

olarak verilmistir. Buradan

1 B B,b
0<v<1$0<21—B—2—[2]+1<1— pq( ) >]<1
1 P4 ([2 p,q) ( pa—1)
B B;b
=>0§1—B—2—[2]1 1+ 131y.q(I3] )
1 pa ( pq) ( )
B B,b B,b
S22+ 1 1< (3154 (13] )u By Bb
By [2lpq —1 ( pq) (2] ) By [2lpq =1
 (1210)" (21pg = V(682 + (121 = B2 = BI] __ ([2pg) (2 = D[BBE + (12]pq = 1)(By +By)]
Bl (Blyg — 1057 sh= B1pa(Blyq — 1)bB?
elde edilir. Bu ise
X< u<

olmasi demektir. Dolayisiyla 0 < v < 1 icin Lemma 3’e gore |c, — vc?| < 2 olacagindan
| 2| Bib
az — paz| =
p q( Ipg = 1)

Byb

3]p,q([3]p,q - 1) ’

lc; — vey |
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_ Bib
- [3]p,q([3]p.q - 1)

elde edilir.

Simdi de v = 1 durumunu g6z 6niine alalim. Hipotezde

([215.4) ([21pq = D[BBZ + ([2]pq — 1)(B; + By
[S]p,q(B]p.q - 1)bBlz

X2 =

olarak verilmistir. Buna gore

[3]p.q([3]p,q — 1) >]
l—-———(1- ull=1
B [2lpq - 1< ([Z]p.q)z([z]p,q -1)

B,  Bib  Bib[3],0([3],0 — 1)
+ > 2
B, [2]pq—1 ([Z]p.q)z([z]p,q - 1)2 y

- Blb[3]p2,q([3]p,q w 1)2 u > ﬁ e Blb
([Z]p,q) ([Z]p,q — 1) Bl [Z]p,q F- 1

([21p.4) ([21pq = 1)[BBE + ([2]pq — 1)(B, + By)]
[3]p.q([3]p,q - 1)bB12

+1

> U=

yani

U2 X2

oldugu goriiliir. Dolayisiyla Lemma 3’e gore |c, — vc?| < 4v — 2 olacagindan

EE R o (e e
< Bib (4v —2)
2[3]p,q([3]p,q o 1)
Byb
) [3]p.q([3]p,q - 1) @v=1
_ Byb <_& __ Bib [1  [3lpq([3lpq — 1)Blb’u )
81pq(Blpg — D\ B [2lpg—1 ([2]p,q)2([2]p,q —1)
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. B,b _ B%b?
[3]p,q([3]p.q - 1) [3]p,q([2]p.q - 1)([3]p.q - 1)
Blzbz[S]p.q([S]p,q B 1)
+ 2 U
[3]p.q([2]p,q) ([3]p.q - 1)([2]p.q - 1)

B,b B%b?

[3]p,q ([3]p,q - 1)

= — — 1 —
[3]p,q([3]p,q - 1) [3]p,q([2]p.q - 1)([3]1141 - 1)< ([Z]p,q)z([z]p,q - 1)H

elde edilir.

Ayrica0 <v < % durumunu g6z 6niine aldigimizda hipotezde

([215,4)" ([21pq = D[BBZ + ([2]pq — 1)(B; — By)]

"o (3154 (1315 — 1)bB?
xs = ([Z]nq)z([z]p,q r 1)[b312 + ([Z]M r 1)32]
; [3]p,q([3]p,q - 1)b312
verilmis olup
1 1| B,  Bb [31p,4([3]pq — 1) )] 1
0<v<=-=20<-|1——- 1-— <=
v 2 = 2 By [2],4— 1( ([2]p’q)2([2]p_q — 1)11 2

B B B,b|3 3 -1
S50<1-—-—2-— 1b il [315,4([31pq = 1)

Bi [2lpq—1" ([21,)°([21p0 — 1)°

B, B,b L < B,b[3],4([3l,4 — 1) _B Byb

Bi Rhha=1 7 ([21,q) (121pq — 1)2” T B [2]p4-1

u<1l

([z]p,q)z([z]p,q B 1)[b312 + ([Z]nq B 1)(32 B Bl)]
= Su
[3]p,q([3]p,q - 1)be

< ([2]19.61)2([2]1),(1 B 1)[b312 + ([z]p.q B 1)32]
B [3]p,q([3]p.q - 1)bBlz

yani

oldugu goriiliir. Lemma 3’teki

lc, — ve2| + v|cy|? < 2

esitsizligini gdz Oniine alalim. Teorem 8’deki
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1| B,  Bib (31,4 ([8lpq = 1) )]
v==|1——F-— 1-— > U
2 Bi [2lpq - 1< ([Z]p,q) ([Z]nq - 1)
B Bic,b _2[2],4([2]p,q — 1)a;
T z[z]p.q([z]p,q - 1) Tas Byb
. 21 _ IBlbl _ 2 . 21 _ 2[3]p,q([3]p,q - 1)|a3 - ua§|
las — pas| = 2[3]p,q([3]p,q — 1) lc; —vei| = |ep —vei| = B,D]

ifadeleri |c, — vc?| + v|cy|? < 2 esitsizliginde yerine yazilirsa

2[3]p,q([3]p,q - 1)'(13 - ﬂa%| + 1

1 —& Bib (1 - [3]%!1([3]17,«1 — 1) )] 4([2]p.q)2([2]p,q — 1)2|a2|2
(

|B1b] 2|" 7B, 2l -1 2,0) (20 —1)" B,%b?
veya
(1215) " ([21pq ~ 1)’ B?b ( (3150 (3150 ~ 1) )] Bib
— ua? B, — B, — 1-— P ———
O o Bl ~ 0520 | T a1\ (@) (2hg — )N = BlaBlyy — D)
elde edilir.

Benzer sekilde % < v < 1 durumunu goz oniine alalim. Hipotezde

([Z]nq)z([z]p,q B 1)[b312 + ([Z]M - 1)(32 + Bl)]

* [3]p,q([3]p,q - 1)bB12

([2]p,q)2([2]p.q B 1)[b312 + ([2]p,q B 1)32]

o [3]p,q([3]p.q - 1)b312

verilmis olup

-5 B—1b<1 ~ LnalBho = 1) u)] <1
([z]p,q) ([2]19.61 - 1)

B, Bib n Blb[3]p,q([3]p.q — 1)

Br [2lha =1 ([2],,0) (12lpq — 1)

B, B.b B1b[3],,4([3],4 — 1) B, B.b
+ < e
Bi g1 (2, (12hg— 1) Bi [2lpq—1

us?2

+1

([Z]IO,q)Z([Z]p.q - 1)[bB12 + ([2]p,q - 1)32] <
[3]p,q([3]p.q - 1)bB12 B

< ([Z]nq)z([z]p,q B 1)[b312 + ([Z]nq B 1)(32 + Bl)]
B [3]p,q([3]p,q - 1)b312

=
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yani
X3S U=X2
oldugu goriiliir. Lemma 3’teki
lc, —ve2 |+ (1 —v)|cy|? <2

esitsizligini gdz Oniine alalim. Teorem 8’deki

. 1 B & B Bib (1 _ [3]p,q([3]p,q — 1) H)]
2 B, [2]p4—1 ([Z]p,q)z([z]nq - 1)
a, Byc,b >c = Z[Z]P'Q([Z]p,q — 1)a2

] Z[Z]nq([z]p,q - 1) Bib

2[3]p,q([3]p,q - 1)|a3 - ua%l
|B1 b

|B1b|
2 [3]p.q ([3]p,q - 1)

|Cz—77C12|:>|Cz—UC12|=

las — paj| =
ifadeleri |c, — vc?| + (1 — v)|cq|? < 2 esitsizliginde yerine yazilirsa

1-—

2[3]p,q([3]p,q—1)|a3—ua§|+<l_1 B, _ Bib (1 (314 ([3]pq = 1) )])4([21p,q)2([21,,,q—1)2|a2|2<2

|B,b| 2 B, B 2l =1 B ([2]1,”)2([2]1,_‘1 - 1)# B,*b?
veya
([21.0) (121 — 1) BZb ( [381.q([31pq — 1) )] Byb
_ 2 1-— 2 <— -
e Bl - 058 [ T =1\ (@) (@hg - 0 ' S BlaBlg - D)
elde edilir.

Teorem 9’dap = 1 ve g — 1~ alinarak S{,’,q (¢) smifina ait fonksiyonlar i¢in asagidaki

sonug elde edilir.
Sonug¢ 3. : B; > 0, B, > 0 olmak iizere ¢(z) = 1 + B,z + B,z% + --- ve

_ bB{ + (B, — By)

%= T 2bB?
bB? + (B, + By)
O =
> 2bB2
_ bB} +B,
% = T 2pB?

olsun. Eger f(2) = z + X3, aj z* fonksiyonu, b > 0 olmak iizere, S2,(¢) sinifina ait ise
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(B,b B?b?

T‘F > (1 —2p); U= o0y
Bb
|a3—ua%IS<%; o, <pu<os
B,b BZ?b?
e (1-2w; U =0s

olur. Dahasi eger 0, < 1 < a4 ise bu durumda

1 B.b
la; — pas| +TBE[31 — B, — B#b(1 - 2p)]la,|* < -

olur. Eger o4 < u < o5 ise bu durumda
1 Byb
las — paj| +TB12[B1 + B, + Bfb(1 = 2p)]|a,|* < N

olur. Bu sonu¢ kesindir.

Teorem 10’dap = 1ve g —» 1~ alinarak C’;,’,q (¢p) smifina ait fonksiyonlar igin agagidaki

sonug elde edilir.
Sonug 4. : B; > 0, B, > 0 olmak iizera ¢(z) =1+ B,z + B,z? + --- ve

Xa = bBlz )
_ 2[bB} + B, + By]
Xs = bB? )
2[bB? + B,]
Xe = 752

bB2

olsun. Eger f(z) = z + X, a, z* fonksiyonu, b > 0 olmak iizere, Czl;.q (¢) sinifina ait ise

( B,b B?b? 3
o 6 (‘5“); H=Xa
X Bib
laz — uas| < < - Yo < U< Xs
B,b B?b? 3
- e (1mgn) k=

olur. Dahasi eger y, < u < x, ise bu durumda
L2 , 3 , _ Bib
|a3_#a2|+@[31_Bz_31b(1_§#>]|a2| = o

olur. Eger y; < u < x, ise bu durumda
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2
3B2b

, 3 , _ Bib
I:Bl+B2+B1b(1_§‘u>:| |a2| S -

2
as; — uas| +
laz — pas| 6

olur. Bu sonug kesindir.
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TARTISMA VE SONUC

Bu tezde Geometrik Fonksiyonlar Teorisinde dnemli bir ¢alisma alani olan Fekete-
Szegd problemi, tanimlanan kompleks mertebeli (p, gq)-yildizil fonksiyon sinifi ve kompleks
mertebeli (p, q)-konveks fonksiyon sinifi {izerinde incelendi. Calismamiz boyunca elde etmis

oldugumuz sonugclar asagida verilmistir:

Teorem 7. : B; # 0 olmak iizere ¢p(z) = 1 + Bz + B,z? + -+ olsun. Eger f(z) = z +

Vi ax z* fonksiyonu 8P, (¢) sinifina ait ise bu durumda

B, Bib [Blpg—1 >|}
By ’ [Z]M -1 <1 [z]p,q - 1,u

olur. Bu sonug kesindir (Yatkin ve Kadioglu, 2020).

Bb
lag — pa3| < ﬁmax{l;
[S]p,q -1

Teorem 8. : B; # 0 olmak iizere ¢p(z) = 1 + Byz + B,z? + -+ olsun. Eger f(z) = z +

Vi ax z* fonksiyonu €5, (¢) simifina ait ise bu durumda

B, Byb <1_ [3]p.q([3]p.q_1) )‘}

|B1b] 2z U
By [2],4—1 ([Z]p,q)z([z]p,q - 1)

la; — pas| < max1{1;
’ : [3]p,q([3]p,q T 1)

olur. Bu sonug kesindir (Yatkin ve Kadioglu, 2020).

Teorem 9. : B; > 0, B, > 0 olmak iizere ¢(z) = 1 + B,z + B,z% + --- ve

([Z]M _ 1)b312 + ([z]p,q B 1)2(32 - By)
([3]19.61 - 1)b312

0-1:

([21p,q = 1)bBf + ([2]p,q — 1)2(32 + B;)
([3]29,61 - 1)bB12

0, =

(21, — 1)bB} + ([2]pq — 1) B,
([31,4 — 1)bB?

0-3:

olsun. Eger f(2) = z + X3, a, z* fonksiyonu, b > 0 olmak iizere, S5, (¢) sinifina ait ise bu

durumda
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( B,b B%b? ( 1 B U ) . i<o
[3]p,q -1 [Z]p,q -1 [3]p,q -1 [Z]p,q -1 ' -t
B;b
_ 2 < - - < <
las — paz| << Bl,—1' 01 S U0y
B,b B%b? < 1 u ) -
_ —_ — ; U= o
k [S]p,q -1 [Z]p,q -1 [S]p,q -1 [z]p,q -1 2
olur. Ayrica gy < u < g5 ise
2], — 1) B2b [3],, — 1 Byb
_ z+(p,q B. — B, — _ 2pg 2 <
|a3 Maz| ([3]qu — 1)812b 1 2 [2]p,q 1 [z]p,q 1# la| [3]p‘q 1
ve oz < u < 0, ise
2
[2],4 — 1) B%b [3],0 — 1 B;b
a—a2+(p'q B, +B, + 1— P4 a,|? <
R () 7 e T S L S PTES L Ll £

olur.

Teorem 10.: B; > 0, B,

> 0 olmak iizere ¢p(z) = 1 + Bz + B,z% + --- ve

([215.4) " ([21pq = 1[BBZ + (2] = 1)(B; — BY)]

X1 =

[3]p,q ([3]p.q - 1)bB12

([z]p,q)z([z]p,q B 1)[b312 + ([Z]M B 1)(32 + Bl)]

X2 =

[3]10,61([3]17,(1 - 1)b312

([2]p,q)2([2]p.q B 1)[b312 + ([2]p,q B 1)32]

X3 =

[3]p,q ([3]19.61 - 1)b312

olsun. Eger f(2) = z + X, aj z* fonksiyonu, b > 0 olmak iizere, C5 ,(¢) sinifina ait ise bu

#)Z U= )1

X1SUS X2

durumda
Byb 4 Bfb* (1 _ [8ly([Blpg — 1)
[3]p.q([3]p.q - 1) [3]p.q([3]p.q - 1)([2]17,61 - 1) ([Z]p,q)z([z]p,q - 1)
o __ Bb
Iz — paz] < [3]p.q([3]p.q - 1)’
~ B,b 3 B} b* (1 [381p,4([3]pq — 1)
[3]p.q([3]p.q - 1) [3]p.q([3]p.q - 1)([2]p.q - 1)

olur. Ayrica y; < u < x5 ise

([2]p.q)2([2]p.q — 1)2
[3]p,q([3]p.q - 1)Blzb

las — a3l +

Ve y3 S U< xpise

B,

B2b

— H >
([z1p,q>2([z1p.q—1>“> res

[31p,4([38]pq — 1) Bib

y —

(1

[Z]M -1
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2 2
las —lla§| + ([Z]nq) ([Z]M B 1) By + B, + Blzb (1 [3]p.q([3]p.q B 1) H)] |a2|2 < Bib

[31p.q (13150 — 1)B2D 2loa =1\ ((21) ([2]pq - 1) B EPEEY

olur.
Sonug 1. : B; # 0 olmak iizere ¢(z) = 1 + Byz + B,z? + -+ olsun. Eger f(z) = z +

Y, ax z* fonksiyonu SP ; (¢) sinifina ait ise bu durumda

|B1b]

2

B,

B,

laz — pas| < max{l; + (1 —2u)Bb

}

olur. Bu sonug kesindir.

Sonug 2. : B; # 0 olmak iizere ¢(z) = 1+ Byz + B,z? + - olsun. Eger f € C5 ,(¢)

}

ise bu durumda

|B1b| B,
— 2| < 1: |—
las — pas| < 6 max{ |5,

olur. Bu sonug kesindir.
Sonug¢ 3. : B; > 0, B, = 0 olmak iizere ¢(z) = 1 + Byz + B,z% + -+ ve

_ bB{ + (B, = By)
%= T 2bB?

_ bB{ + (B, +By)
%5 =T 2bB?

_ bB} +B,
% = " bB?

olsun. Eger f(z) = z + Y=, a, z" fonksiyonu, b > 0 olmak iizere, Szl;.q (¢) smifina ait ise

(B,b B%b?
——+——(1 - 2p); TEA
2 2
B.b
|a3—,ua§|S<%; 04 < U< oy
B,b B?b?
5 T (1—2uw); U = 0s

olur. Dahasi eger g, < u < g, ise bu durumda

1 B,b
las — pa3| +TBE[31 — B, — B{b(1 = 2)]la,|* < >

olur. Eger o5 < < 05 ise bu durumda
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B:b
un+&+3%u—zmwm2sﬁ;

1
+
las — pa3| 2bB2
olur. Bu sonug kesindir.
Sonu(; 4.: Bl > 0, BZ > 0 olmak iizera ¢(Z) =1+ B12 + BZZ2 + ---ve

X4 = bB? ’
_ 2[bBf + B, + By]
X5 - bB12 ]
2[bB? + B,]
Xe =757

bB2

olsun. Eger f(2) = z + X3, a, z* fonksiyonu, b > 0 olmak iizere, CJ ,(¢) sinifina ait ise

( B,b B2b? 3
o T 6( ‘?0; H= X
5 Byb
las — pas| < < 4 Yo < U< Xs
B,b B?b? 3
- e (17w wzx

olur. Dahasi eger y, < u < x, ise bu durumda

3
0z — a3l + =B, ~ B, = B2 (1~ 340,17 < 22

3BZb

olur. Eger y3 < u < y, ise bu durumda

las — pa3| + zb[B1+Bz+B1b(1__ll>] la,|? < —

olur. Bu sonug kesindir.

Elde ettigimiz bu sonuglar literatiirdeki ¢alismalarin bir genellestirilmesi olup bunlarin

bir kism1 asagida verilmistir.

» Teorem 7 de b = 1 alinmasi durumunda Srivastava et al. (2019) tarafindan verilen
Theorem 2.1 elde edilmektedir.

» Teorem 7 de p = 1 alinmasi durumunda Seoudy ve Aouf (2016) tarafindan verilen
Theorem 1 elde edilmektedir.

» Teorem 8de b = 1 alinmasi durumunda Srivastava et al. (2019) tarafindan verilen

Theorem 2.2 elde edilmektedir.
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Teorem 8 de p = 1 alinmasi durumunda Seoudy ve Aouf (2016) tarafindan verilen
Theorem 1 elde edilmektedir.

Teorem 9 da b = 1 alinmasi durumunda Srivastava et al. (2019) tarafindan verilen
Theorem 3.1 elde edilmektedir.

Teorem 9 da p = 1 alinmas1 durumunda Seoudy ve Aouf (2016) tarafindan verilen
Theorem 3 elde edilmektedir.

Teorem 10 da b = 1 alinmasi durumunda Srivastava et al. (2019) tarafindan verilen
Theorem 3.2 elde edilmektedir.

Teorem 10 dap = 1 alinmasi durumunda Seoudy ve Aouf (2016) tarafindan verilen
Theorem 4 elde edilmektedir.

Tanim 41 de p =1 ve q = 1~ olmasi durumunda Ravichandran et al. (2005)
tarafindan verilen S, (¢) sinifi elde edilmektedir.

Tanim 42 de p =1 ve g » 1~ olmasi durumunda Ravichandran et al. (2005)
tarafindan verilen Cp(¢) smifi elde edilmektedir.

Tanim 41 de p = 1 ve g — 1~ olmasi durumunda Ma and Minda (1992) tarafindan
verilen S (¢) smifi elde edilmektedir.

Tanim 42 de p = 1 ve ¢ = 1~ olmast durumunda Ma and Minda (1992) tarafindan
verilen Cp, () sinifi elde edilmektedir.

Tanim 41 de p = 1 ve ¢ —» 1~ olmasi durumunda Frasin (2006) tarafindan verilen
Sa(b) sinifi elde edilmektedir.

Tanim 42 de p = 1 ve ¢ = 1~ olmasi durumunda Frasin (2006) tarafindan verilen
C,(b) sinifi elde edilmektedir.

Tanim 41 de p =1 ve g = 1~ olmasi1 durumunda Nasr and Aouf (1985) ve
Wiatrowski (1970) tarafindan verilen S; (¢) smifi elde edilmektedir.

Tanim 42 de p =1 ve g = 1~ olmasit durumunda Nasr and Aouf (1985) ve
Wiatrowski (1970) tarafindan verilen Cj, (¢) smifi elde edilmektedir.
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