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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

YAPAY SINiR AGLARI iLE DIFERANSIYEL DENKLEM COZUMU UZERINE
YAPILAN BiR ARASTIRMA

Ashihan YILDIRIM
Danisman: Do¢. Dr. Mesut KARABACAK

Amag: Bu yliksek lisans tezi, yapay sinir aglar1 kullanarak diferansiyel denklemlerin ¢6zimii
konusunda literatiirdeki onemli calismalar1 derlemeyi ve analiz etmeyi amacglamaktadir.
Diferansiyel denklemler, bircok bilimsel ve miihendislik alaninda karsimiza c¢ikan
matematiksel modelleme zorluklarin1 igermekte olup, yapay sinir aglarinin bu alandaki rolii
biiyiik bir 6neme sahiptir. Geleneksel niimerik yontemlerin 6tesinde, yapay sinir aglarmin bu
alandaki potansiyelini anlamak ve degerlendirmek amaciyla gergeklestirilen bu ¢aligma, hem
teorik hem de pratik bir perspektif sunmaktadir.

Yontem: Yapay sinir aglari ile diferansiyel denklem ¢oziimii i¢in matematiksel yontemler
kullanilarak gdsterilmistir.

Bulgular: Bu tezde, ilk olarak yapay sinir ag1 ile diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii {izerine
yapilan ilk ¢alisma olan Hopfield sinir ag1 modelinden bahsedilmistir. Ardindan yapay sinir agi
ile lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii {izerinde durulmustur. Son
olarak yapay sinir agi ile adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii tizerinde genel bir yol
izlenmistir.

Sonug: Bu ¢alisma, yapay sinir aglarinin bir¢ok farkli alanda kullanildigini ortaya koymak i¢in
yapilmis bir igerik analizi Ornegidir. Caligma kapsaminda, yapay sinir aglart bir¢ok farkl
siniflandirma bashg: altinda tek bir kaynakta toplanarak incelenmistir. Bu sayede, yapay sinir
aglarinin hangi alanlarda ve hangi problemleri ¢6zmek i¢in kullanildig1 daha acik bir sekilde
ortaya konulmustur. Elde edilen bulgularin bu alandaki tezlerin niteligi hakkinda
arastirmacilara tek bir kaynaktan bir¢ok siniflandirma ile bilgi sunmasi agisindan énemlidir.

Anahtar Kelimeler: Yapay sinir aglari, Aktivasyon fonksiyonlari, Gradyan inis algoritmasi,
Temel fonksiyonlar, Lineer diferansiyel denklemler, Lineer olmayan diferansiyel denklemler,
Adi diferansiyel denklemler, Kismi diferansiyel denklemler.

Ocak 2024, 112 sayfa



ABSTRACT

MSC. THESIS

RESEARCH ON THE SOLUTION OF DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS

Ashihan YILDIRIM
Supervisor: Do¢. Dr. Mesut KARABACAK

Purpose: This master's thesis aims to review and analyze important works in the literature on
solving differential equations using artificial neural networks. Differential equations pose
mathematical modeling challenges in many scientific and engineering fields, and the role of
artificial neural networks in this field is of great importance. Beyond traditional numerical
methods, this study provides both a theoretical and practical perspective to understand and
evaluate the potential of artificial neural networks in this field.

Method: It is demonstrated using mathematical methods for solving differential equations with
artificial neural networks.

Findings: In this thesis, firstly, the Hopfield neural network model, which is the first study on
the solution of differential equations with artificial neural network, is mentioned. Then, the
solution of linear and nonlinear ordinary differential equations with artificial neural network is
discussed. Finally, a general path is followed on the solution of ordinary and partial differential
equations with artificial neural network.

Result: This study is an example of content analysis to reveal that artificial neural networks are
used in many different fields. Within the scope of the study, artificial neural networks are
analysed under many different classification headings in a single source. In this way, it has been
revealed more clearly in which areas and which problems artificial neural networks are used to
solve. The findings obtained are important in terms of providing information to researchers
about the quality of theses in this field with many classifications from a single source.

Keywords: Artificial neural networks, Activation functions, Gradient descent algorithm, Basis
functions, Linear differential equations, Nonlinear differential equations, Ordinary differential
equations, Partial differential equations.

January 2024, 112 pages
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GIRIS

Diferansiyel denklemler, farkli bilim ve miihendislik alanlarindaki problemlerin
¢Oziimii igin temel araglardir. Diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimleri, genellikle basit ve
idealize edilmis durumlar i¢in elde edilebilir. Ancak gergek diinyadaki pek ¢ok problem daha
karmasik denklemlerle modellendigi i¢in analitik ¢6ziim elde etmek zor olabilir hatta imkansiz
olabilir. Bu durumda ¢6ziime iteratif yontemlerle niimerik bir sekilde yaklasiimaya c¢aligilir.
Iteratif yontemler, denklemleri adim adim ¢dzerek yaklasir. Runge-Kutta, Sonlu Fark metodu
ve Atis metodu gibi metodlar, diferansiyel denklemlerin ¢dziimii igin tercih edilen yontemler
arasinda yer alir. Bunanla birlikte Lee ve Kang'in arastirmasi, diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢éztimlerini elde etmek i¢in, klasik iterasyon yontemlerine bir alternatif olarak Yapay
Sinir Aglar'nin (YSA) 6nerdigi oneriyi igermektedir (Lee ve Kang 1990). Bilgisayar biliminin
ilerlemesi ile birlikte yapay sinir aglari, diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in daha yeni ve
giiclli araglar haline getirildi. Yapay sinir aglari, biiylik miktarda veri ve karmasik ayrintilar
iceren denklemleri ¢ozmede etkili olabilirler. Bu yontem 6zellikle veriye dayali programlarda
ve tahminlerde yaygin olarak kullanilmaktadir. Sonug¢ olarak, diferansiyel denklemlerin
miimkiin olmayan analitik ¢Oziimleri, dijital yontemler ve yapay sinir aglar1 gibi modern
yaklagimlar ile farkli disiplinlerdeki arastirmacilara ve miihendislere genis bir arag yelpazesi

sunarak karmasik problemleri ¢ozme imkani saglar.

Ik olarak Lee ve Kang birinci mertebeden adi diferansiyel denklemleri ¢dzmek icin
Hopfield yapay sinir ag1 modelini 6nermistir (Lee ve Kang 1990). Daha sonra, Meade ve
Fernandez lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in ileri beslemeli
yapay sinir ag1 ve B1-spline’lar kullanmistir (Meade ve Fernandez 1994). Ardindan Lagaris
vd. yapay sinir ag1 igeren bir deneme ¢6ziimii olusturarak adi ve kismi diferansiyel denklemleri
¢ozmiistiir (Lagaris vd 1998). Bu deneme ¢oziimii iki bdliimden olusmaktadir. i1k bodliim
diferansiyel denklemin baslangi¢ ve sinir kosullarini saglar, ikinci boliimii ise kosullardan
bagimsiz olup ileri beslemeli bir yapay sinir agi icermektedir. Yazdi vd. adi diferansiyel
denklemleri ¢ozmek i¢in yapay sinir aglarina dayanan Kogan en kiigiik ortalama kareler (Kernel
Least Mean Squares) algoritmasini 6nermistir (Yazdi vd 2011). Kumar ve Yadav, diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan Cok katmanli alyilayici (Multilayer Perceptron) ve Radyal
tabanli fonksiyon sinir ag1 modellerini igeren kapsamli bir ¢alisma 6nermistir (Kumar ve Yadav

2011).



Yapay sinir aglarmin diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiindeki etkisi goriildiikge, farkli
tip yapay sinir aglar1 da bu amagla kullanilmaya baslanmustir. Ornegin, Fonksiyonel Baglantili
Yapay Sinir Aglar diferansiyel denklemleri ¢6zmek amaciyla kullanilan ag tiirlerinden biridir.
Bu ag modelinin hesaplama maliyeti az oldugu i¢in, uygulamada kolaylik saglamaktadir. Mall
ve Chakraverty, baglangi¢ deger ve sinir deger problemlerini ¢dzmek amaciyla Legendre yapay
sinir ag1 (LeNN) modelini gelistirmislerdir (Mall ve Chakraverty 2016). Hadian-Rasanan vd.,
Lane-Emden diferansiyel denklemlerini ¢6zmek i¢in kesirli Legendre yapay sinir agindan
faydalanmistir (Hadian-Rasanan vd 2020). Mall ve Chakraverty, adi ve kismi diferansiyel
denklemleri ¢ozmek i¢in fonksiyonel baglantili yapay sinir aginda Chebyshev polinomlarini
kullanmigtir (Mall ve Chakraverty 2014, 2015, 2020). Yang vd, Legendre yapay sinir agi
(LeNN) ile asir1 6grenme makinesi (extreme learning machine) algoritmasini kullanarak adi
diferansiyel denklem sistemlerini ¢6zmiistiir (Yang vd 2018). Chakraverty, Lane-Emden
denklemini ve Duffing osilatér denkleminin bir uygulama problemini ¢6zmek i¢in Laguerre
yapay sinir ag1 (LgNN) modelini 6nermistir (Chakraverty 2020). Chen vd., farkli bir Laguerre
yapay sinir ag1 modeli 6nermis ve bu model ile Black-Scholes diferansiyel denklemini
¢ozmiistiir (Chen vd 2021).

Bu galisma, yapay sinir aglarinin bir¢ok farkli alanda kullanildigini ortaya koymak i¢in
yapilmig bir igerik analizi 6rnegidir. Calisma kapsaminda, yapay sinir aglar1 birgok farkli
siniflandirma bagligr altinda tek bir kaynakta toplanarak incelenmistir. Bu sayede, yapay sinir
aglarinin hangi alanlarda ve hangi problemleri ¢6zmek icin kullanildig1 daha acik bir sekilde
ortaya konulacaktir. Elde edilen bulgularin bu alandaki tezlerin niteligi hakkinda

aragtirmacilara tek bir kaynaktan bir¢ok siniflandirma ile bilgi sunmast acisindan énemlidir.



KURAMSAL TEMELLER

Beyin ¢ok karmagik bir yapiya sahip olmakla birlikte; 6grenme, hatirlama, karar verme
gibi 6geleri gergeklestirebilen bir organdir. Canlilarin beyinleri araciligiyla 6grenme, saklama
ve farkli birgok yonde kullanma gibi testler yillar boyunca bilim insanlarinin ilgisini ¢ekmistir.
Bilim insanlar1 ¢evrelerindeki gbzlemlerinden ilham alma ve taklit etme istekleriyle birlikte;

yapay zeka ve yapay zekanin alt dali olan yapay sinir aglar1 ortaya ¢ikmustir.

Yapay Zeka

Yapay zeka ilk duyuldugu giinden giiniimiize kadar kisilerin ilgi alan1 ne olursa olsun
merak uyandirmistir. Bazi insanlar tehlikeli bazilari ise bulunmaz bir firsat olarak goérmiistiir.
Gegmiste bircok calisma yapilmis ve gliniimiizde de yapilmaya devam eden hizla gelisen bir

calisma alanidir.

Yapay zeka, insan zekasina 6zgii yetenek veya otonominin taklit edilmesini amaglayan
bir bilim ve teknoloji alanidir. Bu yetenekler arasinda algilama, 6grenme, diisiinme, fikir
yiiriitme, sorun ¢ézme, iletisim kurma, ¢ikarim yapma ve karar verme gibi yiiksek diizeydeki

yontemler bulunur.

Yapay zeka, bilgisayarlar ve makineler araciligiyla zeka ve gelisimi simiile etme veya
gergeklestirme amaci giider. Zorlu problemlerin ¢éziimiinii daha erisilebilir hale getiren bu alan,
optimizasyon problemlerinden, ses ve yiiz tanimaya, gilivenlikten rota planlamaya, kanser
hiicresi tespitine, siiriiciisiiz araglara, matematiksel islemlere kadar birgok farkli konuda etkili
¢oziimler sunuyor. Yapay zekanin farkli problemi ¢ézmek icin yararlandigi birgok teknigi

vardir bu da onu modern teknolojik yonde 6nemli bir arag¢ haline getirir.

Yapay Sinir Ag1 (ANN: Arficial Neural Network)

Literatiirde yapay sinir agimin farkli tanimlar1 yer almaktadir. Bu tanimlardan biri,
Simon Haykin’in (Haykin 2010) yapay sinir ag1 ile beynin benzerligine dikkat ¢ektigi tanimdir:
“Sinir ag1, basit islem birimlerinden olusan, deneyimsel bilgileri depolamaya yonelik dogal bir
egilimi olan ve bu bilgilerin kullanilmasini saglayan biiyiik 6l¢ekte paralel dagitilmis bir

islemcidir. iki yonden beyin ile benzerlik gostermektedir:

1. Bilgi, ag tarafindan 6grenme siireciyle ¢evreden elde edilir.
2. Elde edilen bilgileri biriktirmek igin sinaptik agirliklar olarak da bilinen néronlar arasi

baglanti giicleri kullanilir.”



Yapay sinir agi, insan beyninin ve sinir aglarinin ¢alisma prensiplerine dayanarak
matematiksel olarak modellenmis bir yapay zeka sistemidir, amaci ise bilgisayar sistemlerine
insan Ogrenme yetenegi kazandirmaktir. Insan 6grenme siirecini gdz oniinde bulundurarak
yapay sinir aglar1 bilgisayar i¢cin 6grenme yetenegini saglamayi hedefler. Bu yaklasimla
bilgisayarlarin elde ettigi bilgileri kullanarak deneyimlerini 6grenmelerini, bu bilgileri
gelistirmelerini, yeni bilgi olusturmalarini, bu bilgileri yorumlayip g¢alistirmalarint ve karar

vermelerini miimkiin kilmay1 saglar.

Yapay sinir aglari, insan beyninde milyarlarca olan sinir hiicrelerinin yapisini taklit
ederek yapilmistir. Bu modeller, beyin gibi adaptif olmustur. Yapay sinir aglari, biyolojik sinir
sistemlerinden esinlenerek tasarlandigi i¢in bu iki sistem birbirine benzer 6zellikler tasir. O
halde biyolojik sinir aglar1 sinir hiicrelerine sahip oldugundan yapay sinir aglarinin da yapay
sinir hiicrelerine sahip oldugunu diyebiliriz. Bu hiicreler, beynin sinir hiicreleri gibi ¢alisir ve
sinyalleri birbirleriyle paylasirlar. Bu sinyal paylasimi, beynin nasil calistigini anlamaya
yardimet olur boylelikle yapay sinir aginin nasil ¢alistigini anlamaya yardimci olur. Yapay sinir
aglari, biyolojik sinir aglarinin ¢alisma prensiplerine benzer sekilde yiiriittiigii sinyal paylasimi

ve bilgi isleme yoluyla karmasik problemler i¢in kullanilir.

Yapay Sinir Aglarimin Kullamim Alanlar:

Yapay sinir aglarinin hata toleransi ve 6grenme Ozellikleri sayesinde gercek hayat
problemlerinde kullanilabilir olmalar1 miimkiindiir. Yapay sinir aglari, veri girdileri ve
beklenen ¢ikiglar arasindaki iliskileri 6grenerek ve bu 6grenme siirecindeki hatalar1 diizelterek
caligirlar. Ayrica, 6grenme yetenegi sayesinde yapay sinir aglari, verilerdeki diizenlilikleri veya
kaliplar1 6grenerek gelecekteki olaylari veya sonuglari tahmin edebilirler. Bu 6zellikler, yapay

sinir aglarinin bir¢ok alanda kullanilmasini miimkiin kilar.

Tani: Yapay sinir aglar, hastaliklarin teshisinde ve tanisinda kullanilabilir. Ornegin,

kanser tespiti veya norolojik bozukluklarin teshisi gibi durumlarda kullanilabilir.

Tahmin: Yapay sinir aglari, gelecekteki olaylarin veya sonuglarin tahmin edilmesinde

kullanilabilir. Ornegin, hisse senedi fiyatlar1 veya hava durumu gibi alanlarda kullamlabilir.

Smiflandirma: Yapay sinir aglari, verileri simiflandirmak veya kategorize etmek icin
kullamlabilir. Ornegin, bir pazarlama kampanyas: i¢in hedef miisteri segmentlerinin

belirlenmesi gibi durumlarda kullanilabilir.

Kontrol: Yapay sinir aglari, makine veya cihazlarin kontroliinde kullanilabilir. Ornegin,
robotik kol gibi cihazlarin hareket kontrolii veya trafik akisinin yonetimi gibi durumlarda

kullanilabilir.



Dogal Dil Isleme: Yapay sinir aglar1, dogal dil isleme gibi alanlarda da kullanilmaktadir.
Ornegin, bir web sitesi kullanicilarin sordugu sorular1 anlamak ve dogru cevaplar1 vermek i¢in

kullanilabilir.

Optimizasyon: Yapay sinir aglari, karmasik problemleri optimize etmek igin
kullanilabilir. Ornegin, bir isletmenin satigim artirmak igin en iyi pazarlama stratejilerini
belirlemek, enerji tliketimini azaltmak veya lretim siirecindeki verimliligi artirmak gibi

konularda kullanilabilirler.

Verilen kullanim alanlarini genisletmek miimkiindiir. Yapay sinir aglari, sahip oldugu
ozellikler sayesinde ger¢ek hayat problemlerinde yaygin olarak kullanilmaktadir ve gelecekte

daha da yayginlagsmasi beklenmektedir.

Yapay Sinir Aglarimin Genel Ozellikleri

Yapay sinir aglari, bircok farkli 6zelligiyle 6ne ¢ikan matematiksel modellerdir. Yapay

sinir aglarinin baz1 genel 6zellikleri sunlardir:

Paralellik Ozelligi: Yapay sinir aglar1 genellikle paralel olarak calisirlar ve bu
ozellikleri, ayn1 anda bir¢ok islem yapabilme yetenekleri ile iliskilidir. Yapay sinir aglarin
paralel 6zelligi, her katmanin ayr1 ayr islem yapmast ve sonuglarin bir sonraki katmana
aktarilmasidir. Ayrica bazi yapay sinir ag modelleri 6zellikle; grafik isleme birimleri gibi 6zel
donanim cihazlar1 kullamlarak paralellestirilebilirler. Bu sayede, Yapay sinir aglarinin
hesaplama hiz1 ve verimliligi arttirilabilir. Sonug olarak, Yapay sinir aglarinin paralel 6zelligi,
biiyiikk veri kiimeleri iizerinde hizli ve etkili islem yapabilme yetenegiyle birlikte, egitim
sirecini hizlandirarak ve 06zel donanimlar kullanilarak yapay zeka uygulamalarmin

gelistirilmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir.

Dogrusal Olmama: Yapay sinir aglari, veriler icindeki hem dogrusal hem de dogrusal
olmayan iliskileri modelleyebilirler. Bu dogrusal olmama, yapay sinir aglar1 karmagsik

problemleri ¢ozmede giiglii kilan temel 6zelliklerden biridir.

Dogrusal modellerin verilerdeki karmagsik kaliplar1 yakalama yetenekleri sinirhidir
clinkii degiskenler arasinda sabit bir degisim hiz1 varsayarlar. Buna karsilik, Yapay sinir aglari,
ozellikle de ¢ok katmanli yapay sinir aglari, dogrusal olmayan islevlere yaklasabilir. Bu onlarin
goriintli ve konugma tanima, dogal dil isleme ve girdiler ile ¢iktilar arasindaki temel iliskilerin
genellikle dogrusal olmayan ve karmasik oldugu diger birgok gergek diinya uygulamas: gibi

gorevlerde basarili olmalarini saglar.



Yapay sinir aglarin dogrusal olmama o&zelligi genellikle her bir néronun ¢iktisina
uygulanan aktivasyon fonksiyonlar1 yoluyla ortaya ¢ikar. Sigmoid, tanh ve ReL U (diizeltilmis
dogrusal birim) gibi dogrusal olmayan aktivasyon fonksiyonlarinin yapay ndronlara dahil
edilerek girdiler ve c¢iktilar arasindaki karmasik eslemeleri modellemesine olanak taniyan
dogrusal olmayan déniisiimler saglar. Ozetle, bir yapay sinir aginin dogrusal veya dogrusal
olmayan sekilde tasarlanip tasarlanmayacagi, problemin dogasina ve karmagikligina baghdir.
Yapay sinir aglarinin dogrusal olmama 6zelligi onlar1 oldukca ¢ok ydnlii hale getirir ve dogrusal

modellerin yetersiz kalacagi ¢ok ¢esitli problemlerin iistesinden gelmek i¢in uygundur.

Hata Toleransi: Seri islemciye sahip sistemlerde, bir hata genellikle tiim sistem
birimlerine yayilabilir ve sistemlerin ¢alismasi ciddi sekilde bozulurken yapay sinir aglari
paralel yapisi sayesinde daha dayaniklidir. Noronlarda veya baglanti degerlerinde olusan
hasarlar, yapay sinir aglarinda genellikle sadece kiiglik sapmalara yol acar. Bu durum yapay
sinir aglarini hatalara kars1 daha toleransli hale getirir. Ayrica Yapay sinir aglari, verilerin eksik
veya hatali olmas1 durumunda, veriler arasindaki iliskiyi bularak giivenilir sonuglar iiretebilir.
Sonug olarak, yapay sinir aglar1 paralel yapisi ve veri isleme yetenegi sayesinde hatalara karsi
daha dayanakli ve sistem genelinde bir hatanin tiim sistemi etkileme olasilig1 daha diistiktiir.
Bu 6zellikler, pek ¢ok uygulama alaninda yapay sinir aglarini tercih edilen bir segenek haline

getirmistir.

Ogrenme, Genelleme ve Uyum Saglama: Yapay sinir aglarinda 6grenme, aga sunulan
ornek durumlar araciligiyla gerceklesir. Yapay sinir ag1 bir problemin 6rnek verileri arasindaki
iliskiyi kesfederek sinaptik baglanti degerlerini ayarlar. Uygun sinaptik agirlik degerlerinin
belirlenmesi ile yapay sinir aglarinda 6grenme gergeklesir ve bu siirece yapay sinir aginin
egitilmesi adi verillir. Egitim tamamlandiginda yapay sinir agi, egitildigi problemlerde
genelleme yetenegine sahip olur. Yani ayni1 problem ile ilgili farkli veriler ile karsilasildiginda
uygun ciktilar iiretebilir ve ayrica verilerde eksik veya hatali kisimlara ragmen uygun ¢iktilar
uretilebilir. Yapay sinir aglari, egitildigi bir problemde yapilan degisikliklere uyum
saglayabilirler. Yapilan degisiklige gore, Yapay Sinir Aglari agirliklarimni tekrar giincelleyebilir.

Yapay sinir aglari, bu 6zellikleri sayesinde bir¢ok farkli uygulama alaninda basariyla
kullanilmaktadir. Bu 6zellikler, aglarin genis bir problem yelpazesine uyarlanabilmesini saglar

ve bu da yapay zeka alanindaki hizli ilerlemeyi destekler.

Biyolojik Sinir Hiicresi

Insan beyninin bilgiyi biyolojik olarak nasil 6grendigini inceleyerek yapay sinir

aglarinin ¢aligmasi tasarlanmistir. Sinir hiicreleri, sinir sisteminin temel yap1 taglaridir ve bu



hiicreler néron olarak da adlandirilirlar. Insan merkezi sinir sisteminin yaklasik 100 milyar sinir
hiicresinden olustugu tahmin edilmektedir (Da Silva vd 2017). Sinir hiicreleri arasinda yapisal

degiskenlikler olmasina ragmen temel isleyis tarzlar1 genellikle benzerdir.

Temel bir biyolojik sinir hiicresi dentrit, hiicre govdesi, akson ve sinapslerden

olusmaktadir ve hiicre gévdesinde bir ¢ekirdek bulunmaktadir (Sekil 1).

Dendrit Gekirdek

S —

Hiicre &:\ 1

Govdesi = ) o Sinaps
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Sekil 1. Biyolojik sinir hiicresi

Hiicre govdesinden ¢ikan ve bir agacin dallarina benzeyen dendritler, diger sinir
hiicrelerinden veya dis ortamdan gelen elektrokimyasal sinyalleri hiicre govdesine iletirler.
Cekirdek ve plazma igeren hiicre govdesi, hiicrenin yonetimini saglamaktadir. Hiicre gévdesi,
dendritler araciligiyla siirekli olarak sinyaller alir. Gelen uyarilar o néronun esik degerine
ulagirsa bir elektriksel ¢ikti olusturulur ve aksona iletilir. Esik degeri, ¢ikti olusmasi igin
gereken minimum uyaran siddetidir. Her bir néronun spesifik bir esik degeri vardir. Esik

degerine ulasamayan uyarilara sinir hiicresi yanit vermez.

Hiicre govdesinden ¢ikan uzant1 akson olarak adlandirilir. Aksonlar, néronda olusan
ciktinin diger sinir hiicrelerine iletilmesini saglamaktadir. Aksonlar, son kisimlarinda ki
uzantilar araciligiyla diger hiicrelerle baglanti kurarlar. Aksonun uzantilar: ile diger bir sinir
hiicresinin dendritleri arasinda sinaps adi verilen bosluklar vardir (Sekil 2). Bu sinaptik

bosluklar da yeni tiretilen sinyalleri diger sinir hiicrelerine iletirler.

Sinaps
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Sekil 2. Sinir hiicreleri arasi sinaptik baglantinin gosterimi



Yapay Noron

Biyolojik sinir hiicrelerinde oldugu gibi yapay sinir hiicrelerinde de aralarinda bag
kurarak yapay sinir aglar1 olusturulur. Yapay sinir aglarinin temel eleman1 olan yapay sinir
hiicrelerine, islem birimi de denilmektedir. Sekil 3°de yapay sinir hiicresi yapisinin

basitlestirilmesiyle olusturulmus bir modelleme gosterilmistir.

Cikt

X

m

Sekil 3. Yapay néron modeli
Yapay noron asagidaki temel boliimlerden olugsmaktadir:

Agirliklar: Yapay sinir hiicresine gelen bilginin hiicre lizerindeki etkisini gosteren
degere “agirlik” denir. Agirliklar yapay sinir hiicresine gelen girdilere verilen 6nemleri gosterir
ve yapay sinir hiicresinin ¢iktisini etkileyen 6nemli bir parametredir. Agirliklar yapay sinir
agmin egitim sirasinda optimize edilir ve agin problemi nasil ¢ozecegine dair bilgi igerir.
Agirliklar sabit degerler alabilir veya degisebilir. Pozitif agirlik girdinin etkisini artirir iken,
negatif agirhik girdinin etkisini azaltir. Agirliklarin degisimi, yapay sinir aginin ¢iktisini
etkileyecektir. Sekil 3°de gosterilen wy,, agirlik degeri, j. yapay sinir hiicresinin x,, girdisinin

baglant1 degerini sembolize etmektedir.

Toplama Fonksiyonu: Yapay sinir hiicresine g¢evreden gelen net girdi toplama
fonksiyonu ile bulunur. Bunun igin farkli fonksiyonlar kullanilmaktadir. Genellikle agirlikli
toplam fonksiyonu kullanilir. Bu fonksiyon, her bir girdi degeri ile o girdi degerine ait agirlik
degerini ¢arparak toplanir ve aga gelen net girdi bulunmus olur. Sekil 3 esas alinarak, j. sinir
hiicresinin a; net girdisi;

m

a; = Z X;Wji (1)

i=1
esitligi ile ifade edilir. Bu esitlikte verilen; girdi degerleri (xq, Xy, ..., Xp,), agirlik degerleri
(le,wjz,...,wjm) ve hiicreye gelen toplam girdi sayisi ise m ile ifade edilir. Net girdiyi

hesaplamak i¢in agirlikli toplam fonksiyonu kullanilmustir.
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Aktivasyon Fonksiyonu: Hiicreye gelen net girdiyi kullanarak hiicrenin bu girdiye
iretecegi ¢iktiyr belirler. Aktivasyon fonksiyonu genis deger araligina sahip girdilerin daha
sinirlt bir deger aralifina aktarilmasini saglar. Ciktiyr hesaplamak igin farkli aktivasyon

fonksiyonlar1 kullanilmaktadir. Sekil 3 esas alinarak, j. sinir hiicresinin y; ¢iktist:

i = o(a)) 2)

Burada, j. sinir hiicresinin y; ¢iktisim1 hesaplamak igin net girdinin ¢ aktivasyon

fonksiyon degeri hesaplanmaktadir.

Tablo 1°de Literatiirde sik kullanilan bazi aktivasyon fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin

tiirevleri gosterilmistir.

Tablo 1. Aktivasyon Fonksiyonlar1 ve Tiirevleri

Aktivasyon Fonksiyonu Tiirev Aciklama

Lineer Fonksiyon ; Yapay noronun cikiisi net girdiye

) plx)=1 .

plx)=x esit olur.

Esik Fonksiyonu Net girdinin bilyiikliiine gore
x=0 noktasinda yapay noron 0 veya 1 degerini

(x)= 1, ifx=0 tiirevi yoktur. alir. Simiflandirma problemlerinde
=0, ifx <0 kullanilir.

Cok sik kullamlan bir aktivasyon
fonksivonudur. [0, 1] arahfinda
degerler alir. Siirekli ve lineer

Sigmoid Fonksiyonu
w'ilx) = e(x)1—¢(x)]

— 1
¥(¥) = T olmayan bir fonksiyondur.
Hiperbolik tanjant Fonksivonu

¢'(x)=1—=p*(x) [—1,1] arabginda deger alir
7(x) = tanh(x) = SEEL=ELY)
L explx preap{—x}
RelU [0, o) aralifinda deferler alir

, 1,ifx=0 Hesaplama kolayhi# nedeniyle
;-{r} = qu{ﬂ1 x:] ¥ (J.":I = {ﬂ. ifx=0 ::lk kullﬂﬂllan bir ﬂkti\."&ﬁ}’ﬁl‘l
fonksiyonudur.

Radyal tabanh fonksivon vapay

Gauss Radyal Temel Fonksiyonu , —2(x-e)p(x) sinir aglan (RBFNN) i-.?in sik
_ ol wlx)= — 3 kullamlan remel fonksiyonlardan
¢ (x) = exp(S-) biridir. ¢ ve 5 parametreleri

probleme gore belirlenmektedir.

Bias: Net girdi hesaplanirken bias degeri toplama fonksiyonu ile elde edilen sonuca
eklenebilir. Net girdiye eklenmesi, aktivasyon fonksiyonun sonucunu arttirir veya azaltir.
Agirlik degerleri gibi bias degerinin de ag i¢in en uygun degeri bulunmaya c¢aligilir. Her yapay
sinir hiicresine bias degeri eklenmek zorunda degildir.

m

aj = z xini + b] (3)

i=1

Burada, j. sinir hiicresine ait bias degeri b; ile gosterilmektedir.



Denklem (3)’de goriildigii gibi bias degeri toplam fonksiyonunun sonucuna
eklenmektedir. Bunun yerine bias degerini denklemde agin bir agirlik degeri gibi yazabiliriz:

m

a; = Z X;Wj; (4)

i=0
Burada b; = wj, olarak almmustir. Bias degerine ait girdi degeri ise x, = +1 olarak

almabilir.

Yapay Sinir Agimin Y apisi

Yapay sinir aglari, birbirlerine agirlik degerleri ile baglanan yapay sinir hiicrelerinden
olusmaktadir. Yapay sinir hiicreleri katmanlardan olusur ve bu katmanlar arasinda baglantilar
vardir. Genel olarak bakacak olursak; yapay sinir agi ii¢ ana katmanda incelenir: Giris Katmani,
Ara (Gizli) Katman/Katmanlar ve Cikti Katmani. Sekil 4’ de yapay sinir aglarinin katmanlari

gosterilmistir.

( K n Cilas Katmam

Giris Katmam BUITA
N LAYER) (OUTPUT LAYER)

(INPUT LAVER) (HI

Sekil 4. Yapay sinir ag1 katmanlari

Girdi katmani: Yapay sinir hiicresine ¢evreden gelen bilgilere “girdi” denir. Bu girdiler
yapay sinir hiicresine hesaplama yapmasi igin gereken verileri saglar. Bu katmanda yer alan
sinir hiicreleri, ¢evreden aldiklar1 verileri diger katmanlara iletirler. Girdi katmaninda bulunan
sinir hiicreleri gelen veriler tizerinde herhangi bir islem yapmaz. . Bu nedenle bazi aragtirmacilar
agm katman sayisin1 hesaplarken girdi katmanini bu hesaplamaya dahil etmezler. Girdi sayilari

ise tamamen probleme 6zglidiir.

Gizli katmanlar: Girdi katmani ile ¢ikti katmani arasinda bulunan tiim katmanlar gizli
(ara) katman denir. Bu katmanlar, girdi katmanindan gelen verileri alir. Gizli katmanlar, bu

verileri belirli bir aktivasyon fonksiyonu kullanarak burada islenip ¢iktilarmi bir sonraki
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katmana iletilirler. Bu katmandaki sinir hiicreleri, gelen bilgiler arasindaki iligkileri ortaya
cikarmak i¢in 6nemli bir rol oynarlar. Ara katman sayist ve ara katman néron sayilarinin
belirlenmesi i¢in genel bir kural olmadigr gibi bu durum eslemenin karmasikligina gore
degisebilir.

Cikt1 katmani: Herhangi bir hiicreden aktivasyon fonksiyonu ile ¢ikan deger o hiicrenin
cikt1 degeri olarak adlandirilir. Bu ¢ikti degeri ister yapay sinir aginin ¢iktist olarak direkt
cevreye aktarilabilecegi gibi tekrardan agin iginde bir bagka hiicreye girdi olarak da
aktarilabilir. Her hiicrenin birden fazla girdisi olmasina ragmen bir tek ¢iktist olmaktadir. Bu

cikt1 istenilen sayida hiicreye baglanabilir.

Yapay Sinir Aglarinda Ogrenme

Yapay sinir aglarinin en 6nemli avantajlarindan biri, agin 6grenme kapasitesidir. Yapay
sinir aglarinda, 6grenme siireci agin egitimiyle baslar. Sinir aginin egitimi, agirlik degerlerinin
belirlenmesiyle ilerler. Baslangicta, bu agirlik degerleri rastgele atanir. Optimal agirlik
degerleri bulunana kadar, aga ornekler gonderilir ve agirlik degerleri giincellenir. Agin dogru
agirlik degerlerini se¢mesi, temsil ettigi olay hakkinda dogru yorum yapabilme yetenegine
ulagsmas1 anlamina gelir. Sinir hiicresi, bu dogru yorum yapabilme 06zelligine ulastiginda
O0grenme siirecini basariyla tamamlamis olur. Agin egitilmesi sirasinda yapilan islemlerin
tamamina dgrenme algoritmasi denmektedir. Agin optimal agirlik degerlerini elde etmesine de

agin 6grenmesi denmektedir.

Ogrenme algoritmalarina gére yapay sinir aglari

Yapay sinir aglar1 6grenme algoritmalarma gore li¢ baslik altinda toplanmaktadir.

Bunlar;

e Denetimli Ogrenme
e Denetimsiz Ogrenme

e Destekli Ogrenme

Denetimli 6grenme

Bu 6grenme tiirline egiticili 6grenme, 6gretmen ile 6grenme adi da verilmektedir.
Egitici, sisteme 6grenilmesi istenen olay ile ilgili 6rnekleri girdi ve ¢ikti birimi olarak ogretir.
Girdi ve istenen ¢ikt1 degerleri bilindigi igin bu veriler, YSA tizerinde bir nevi 6gretmen gorevi
goriirler. Ag istenen ¢ikt1 degerlerine yaklagmak i¢in elde ettigi ¢ikti degerleri ile istenen ¢ikt1
degerleri arasindaki hatayr minimize etmeye calisir. Hata degerini minimize etmek icin agirlik

ve esik degerlerini siirekli olarak giinceller. Bu giincellemeler, optimal agirlik degerleri elde
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edilene kadar tekrarlanir ve 6grenme islemi gergeklesmis olur. Denetimli 6grenme yontemine

ornek olarak ¢ok katmanl algilayicilar verilebilir.

Denetimsiz ogrenme

Denetimsiz 6grenme sisteminde, denetimli 6grenmenin aksine girdilere karsilik gelen
cikti degerleri bilinmemektedir. Ag girdi degerleri arasindaki iliskiyi veya modelleri bularak
ciktilar1 olusturur. Model olusturulup 6grenildikten sonra ¢ikti degerlerinin yorumlanmasi,
kullanici tarafindan belirlenir. Bu yontem genellikle siniflandirma problemlerinde kullanilan

bir yaklagimdir.

Destekli ogrenme

Denetimsiz 6grenmeye benzer sekilde, bu O0grenme tiirlinde de ag istenen ¢ikti
degerlerini bilmemektedir. Sistem, 6gretici olarak dnceden belirlenmis bir giris ayar1 ve buna
karsilik gelen ¢ikt1 seti yerine, kendisine sunulan girilenlere karsilik ¢iktilar tiretmeyi 6grenir.
Destekli 6grenmede, genellikle agin egitilmesine yardimci olan bilgi, agin hata degeridir. Cikan

hata degerine gore agin agirliklarinda degisiklikler yapilir.

Katman Sayisina Gore Yapay Sinir Aglar

Yapay sinir aglari, katman sayisina gore iki baslik altinda bahsedilecektir. Bunlar;

e Tek katmanli Yapay Sinir Aglari
e Cok katmanli Yapay Sinir Aglar1

Tek katmanh yapay sinir aglar

Tek katmanli yapay sinir aglar1 sadece girdi ve ¢ikt1 katmanlarindan olusan ve dogrusal
problemlerin ¢dziimiinde kullanilan bir modeldir. Tek katmanli yapay sinir agi modellerinde
cikt1 fonksiyonu dogrusal olup bu ¢ikt1 degeri 1 veya —1 degerlerini almaktadir. Eger ¢ikt1 1
ise birinci simifa, —1 ise ikinci sinifa kabul edilmektedir (Oztemel, 2003). Sekil 5° te tek

katmanli yapay sinir ag1 modeli gosterilmistir.
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Sekil 5. Tek katmanli yapay sinir aginin yapisi
Cok katmanh yapay sinir aglari

Cok katmanli modeller yapay sinir aglarinin en yaygin ve en etkili olan modeller
arasinda yer almaktadir. Bunun nedeni, tek katmanli yapay sinir aglarinin dogrusal olmayan
problemleri ¢6zmek igin yetersiz kalabilen basit bir ag olmalaridir. Dolayisiyla ¢ok katmanl
yapay sinir aglari, daha karmasik ve dogrusal olmayan iliskileri 6grenmek ve modellenmesinde

oldukga etkili olan yapay sinir ag1 modelleridir.

Cok katmanli yapay sinir aglari, giris katmani, bir veya daha fazla ara katman ve ¢ikis

katmanindan olusur. Sekil 6’da ¢ok katmanli yapay sinir aginin yapisi verilmektedir.

77N\ Baglanti
R~ Hicre
/ \7:1,,- X \// \ ::/
/N \'S< - X ../’/_ N ”
yi 4 / \///JX /
O+ K
— AN 7o T
// /T~ I\ r I\//
/ o\ |/ AL /
—
oot —_—
Girig Katmani Ara Katmanlar Cilag Katmant

Sekil 6. Cok katmanli yapay sinir aginin yapisi

Dogrusal olmayan aktivasyon fonksiyonu igeren bir¢ok dagitimin birbirine baglandigi
yapt ¢ok katmanli yapay sinir ag1 olarak adlandirilir. Bu doniisiimiin dogrusal olmamasinin
sebebi, gizli katmanlarda kullanilan dogrusal olmayan aktivasyon fonksiyonlaridir. Dogrusal
olmayan aktivasyon fonksiyonu, karmasik ozellikleri dgrenmeye olanak tanir. Ornegin
sigmoid, ReLU, tanh gibi fonksiyonlar bu aktivasyon fonksiyonlarina 6rnek olarak verilebilir.
Bu fonksiyonlar, dogrusal olmayan davranisglar sergiler ve bu yapilar sayesinde ¢ok katl yapay

sinir aglar1 daha karmasik problemleri ¢ozebilir hale gelir.
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Yapilarima Gore Yapay Sinir Aglar1

Yapay sinir aglar1 yapilarina gore iki baslik altinda bahsedilecektir. Bunlar;

e ileri Beslemeli Yapay Sinir Aglari
¢ Geri Beslemeli Yapay Sinir Aglar

Tleri beslemeli yapay sinir aglari (Feed Forward ANNS)

Ileri beslemeli yapay sinir aglarinda her néron bitisik katmandaki tiim néronlarla
baglantilidir ancak aym1 katman ic¢indeki diger ndronlarla baglantis1 yoktur. Bu yapi, katman
icindeki baglantilarin yasaklanmasini saglar ve bdylece ag daha basit ve daha hizli ¢alisir. Bu
tip aglarda veriler giris katmanindan baslayarak ara katmanlara ve son olarak ¢ikis katmanina
ileri beslemeli olarak aktarilir. Bu yapida her bir katmanin sadece bir dnceki katmandan veri
almasi ve bir sonraki katmana veri gondermesi saglanir. Sekil 7°de ileri beslemeli yapay sinir

aginin yapisi verilmistir.

lleri Beslemeli Ag

-0 D -0
=R -0

Girdi Gizll Cikty
Katmani Katman Katmam

Sekil 7. ileri beslemeli yapay sinir aginin yapisi
Geri beslemeli yapay sinir aglar1 (Recurrent ANNS)

Geri beslemeli yapay sinir aglarinda, en az bir hiicrenin ¢ikis1 kendi girisine veya baska
bir hiicreye giris olarak atanir. Bu yapi, geri beslemeli yapay sinir aglarini dogrusal olmayan ve
dinamik bir davranis sergileyen bir form haline getirir. Geri beslemeli yapay sinir ag1, ¢ikis
katmani ve ara katmanlardaki giris birimlerine veya O6nceki ara katmanlara geri beslendigi bir
ag yapisini temsil eder ve bu, hem ileri yonlere hem de geri yonlere bir iletisimin oldugu
anlamina gelir. Bu nedenle, geri besleme yontemine bagl olarak farkli yap1 ve davranislarda
geri beslemeli yapay sinir ag1 modelleri elde edilebilir. Sekil 8, geri beslemeli yapay sinir aginin

bu yapisal 6zelliklerini gostermektedir.
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Sekil 8. Geri beslemeli yapay sinir aginin yapisi
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MATERYAL ve YONTEM

Cok Katmanh Algilayici1 (Multilayer Perceptron)

CKA, ileri beslemeli yapay sinir aglar1 icinde dnemli bir tiiriidiir. CKA’lar, en az bir

giris katmani, bir veya daha fazla gizli katman ve ¢ikis katmani igeren bir yapiya sahiptir.
Cok Katmanli Algilayicinin galismasini kisaca 6zetlemek gerekirse:

fIk olarak girdi katmanminda bulunan girdiler birinci gizli katmana iletilir. Gizli
katmandaki her bir gizli néron, girdi degeri ile her bir girdiye ait agirlik ve bias degerini hesaba
katarak gizli néronun ¢iktisint hesaplar ve daha sonra bu degerler ikinci gizli katmandaki
noronlara iletilir. Boylelikle bilgi, girdi katmanindan ¢ikt1 katmanina dogru ilerlemis olur. Bu
sebepden dolay1 ¢ok katmanli algilayicilara ileri beslemeli sinir ag1 da denilmektedir. Ogrenme
stireci ¢ok katmanli algilayicida ilerledikge gizli noronlar egitim verilerini karakterize eden
belirgin 6zellikleri agamali olarak "kesfetmeye" baslarlar. Bunu, girdi verilerinden nitelik uzay1
ad1 verilen yeni bir alana dogrusal olmayan bir doniisim gergeklestirerek yaparlar (Haykin
2010). Bu doniisiimiin dogrusal olmamasinin sebebi, gizli katmanlarda kullanilan dogrusal

olmayan aktivasyon fonksiyonlaridir.

CKA’nin ¢aligmasinin daha kolay anlasilmasi i¢in tek bir gizli katmana sahip ¢ok

katmanl1 algilayiciy: ele alalim.

Sekil 9. Tek gizli katmana sahip ¢ok katmanli algilayict modeli
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Sekil 9°da CKA modelinde verilen x;,x,,...,x,, agn girdi degerleri, wy; girdi katmanin
gizli katmana baglayan agirhk degerleri, z;,2,,...,zy gizli katmanin ndronlar1, vjy, gizli katman
cikti katmanina baglayan agirhik degerlerini ve yy,V,,...,y, 1S€ agin ¢iktt degerlerini
belirtmektedir. Burada verilen x, girdi katmaninin bias néronu, z, ise gizli katmanin bias

noronudur. Agm elde ettigi ¢iktiy1 su ifadeyle formiilize edebiliriz:

H m
yi=¢ (Z Vjho <Z WhiX; + Wh0> + Ujo) J=12,..,k (5)

h=1 i=1
Burada verilen o, gizli katmanda kullanilan aktivasyon fonksiyonunu, ¢ ise ¢ikti
katmaninda kullanilan aktivasyon fonksiyonunu belirtmektedir. Denklem (4)’de gosterildigi
gibi xo =1 ve zy =1 alinarak bias degerlerini agin agirlik degerleri kiimesinin igine

ekleyebiliriz. O halde denklem (5),

H m
yi=¢ <Z Vjno <z Whixi>> J=12,...k (6)
n i=0

=0

sekilde tekrar yazilabilir.

Cok katmanh algilayicinin 6grenme kuralh

Geri yayilim algoritmasi, ¢ok katmanli algilayicilart egitmek i¢in yaygin kullanilan
yontemlerden biridir. Geri yayilim algoritmasi genellestirilmis delta kurali olarak da
adlandirilir. Bu algoritma bir denetimli 6grenme tiiriidiir, yani istenen ¢ikt1 degerleri verilir ve
agn ¢ikt1 degerlerinin bu istenilen degerlere yakinsamasi amaglanir. Geri yayilim algoritmas,

ileri yayilim ve geri yayilim olarak iki ana asamadan olusur.

Ileri yayilum

Ileri yayilim, girdinin algoritmaya girmesinden giktinin elde edilmesine kadar yapilan
islemlere denir. 11k olarak ¢ok katmanl algilayiciya girdi degerleri sunulur ve ardindan agin
cikt1 degerleri hesaplanir. Bu hesaplama siirecinde agin agirlik ve bias degerleri degistirilmez.
Girdi katmanina iletilen bilgiler, herhangi bir degisiklik yapilmadan ilk gizli katmana iletilir.
Girdi degerleri, ilk gizli katmandaki noronlarda islenir ve bir sonraki katmana iletilir. Bilgi,

agin girdi katmanindan ¢ikti katmanina dogru ilerlemis olur.

Gizli katmanlarda ve ¢ikti katmaninda yer alan her bir ndron, bir 6nceki katmandan

gelen degerler ile agirliklar: hesaba katarak net girdiyi denklem (7) ile hesaplar:

vy = ) wy (i) @

17



Burada, y; (n)’ler, j.noronun girdilerini belirtmektedir. Eger j. néron ilk gizli katmanda
yer aliyorsa, y;(n)’ler agin girdi degerleri oldugunu sdyleyebiliriz. wj;(n) ise, i. néronu j.
norona baglayan agirlik degeridir. Daha 6ncede ifade edildigi gibi bias degeri ekstra bir ndron
kullanilarak net girdiye eklenebilmektedir. Dolayisiyla, bias degerini ayr1 bir sekilde
incelemeye gerek yoktur. j. néronun ¢iktisi ise, bir aktivasyon fonksiyonunda net girdinin

degeri hesaplanarak bulunur:
¥ = 95 (v;() (8)

Agin ¢ikt1 katmaninda yer alan néronlarin da ¢iktr degerleri hesaplandiktan sonra geri

yayilim algoritmasinin ilk agamasi tamamlanmis olur.

fleri yayilim ile tahmin yapildiktan sonra maliyet fonksiyonu ile hata hesaplamr ve
meyilli azalim ile maliyet degeri minimize edilir. Ancak meyilli azalim algoritmasinin
kullanilmasi i¢in maliyet fonksiyonunun parametrelere gore tiirevleri bulunmalidir. Bu islemi

geri yayilim algoritmasi yapmaktadir.

Geri yayilim

[k olarak toplam hata hesaplanir (Haykin 2010). Toplam hata, agm cikti degerleri ile
istenen ¢ikt1 degerleri arasindaki farktir. Cikt1 katmanindaki herhangi bir yapay néronda olusan

hata,

ex(n) = ti(n) — yx(n) 9)
seklinde hesaplanabilir. e, (n), k. yapay néronun hatasini belirtmektedir. Burada, k. nérondan
istenen ¢ikti degeri t;(n) ile, bu néronun ¢ikt1 degeri ise y,(n) ile gosterilmektedir. Cikti

katmanindaki biitiin islem birimlerinde olusan toplam hata,
1
E() =5 ) et (10)
k

sekilde ifade edilebilir. Denklem (10)’a maliyet fonksiyonu da denilmektedir. Maliyet
fonksiyonunu hesaplamak i¢in, denklem (10)’da belirtilen fonksiyondan farkli bir fonksiyon da
kullanilabilir. Toplam hatay1 en aza indirmek igin, hata agin agirlik degerlerine dagitilir ve
agirlik degerleri degistirilir. Agirliklar degistirilirken, agirliklarin yapay sinir aginda bulundugu

yere gore, iki farkli durum s6z konusu olur:

* Gizli katman ile ¢ikt1 katmani arasindaki agirliklarin degistirilmesi
* Gizli katmanlar arasindaki agirliklarin veya girdi katmani ile gizli katman arasindaki

agirliklarin degistirilmesi
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Gizli katman ile ¢cikti katmanit arasindaki agirliklarin degistirilmesi

Cikti1 katmanindan bir 6nceki katmanda yer alan i. noron ile ¢ikt1 katmanindaki j. ndronu

birbirine baglayan wy; (n) agirligini ele alalim (Sekil 10).

Sekil 10. Cikt1 katmanindaki j. ndronun sinaptik agirligin1 ayarlamak igin noral baglantilarin
gosterimi
Oncelikle, agirhikta yapilacak degisimden hata fonksiyonunun ne kadar etkilendigini

0E(n)
owji(n)

bulmak i¢in, kismi tiirevi hesaplanmalidir:

0E (n) _OE (n) dej(n) dy;(n) dv;(n) a1
owj; (n) B dej(n) dy;(n) dvj(n) dw;;(n)

Cikt1 katmanindaki néronu j notasyonu ile ifade ettigimiz i¢in, (9) ve (10) denklemlerini

su sekilde tekrar yazabiliriz:
E(n) =% ef (n) (12)
ej(n) = t;(n) —y;(n)

JE(n) dej(n)
6e]-(n) ayj(n)

O halde, kismi tirevleri,

0E(n) _
de,m ~ 6 (13)

aej (n) _
ayj(n)

seklindedir.

dyj(n) ov;(n)

kismi turevleride,
avj(n) dwji(n)

(7) ve (8) denklemleri kullanilarak,

s = 0j () (14)
dvj(n)
aw;; (1) =y;(n)
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seklinde hesaplanabilir.

(13) ve (14) denklemlerini, (11) denkleminde yerine yazdigimizda;

0E (n) ,
Ty~ ) () i) (15)

elde ederiz.

O halde (15) denklemini su sekilde yazabiliriz:

9E (n) 0E (n)

W = =§;(n)y;(n); §&;(n) = dv;(n)

(16)

Burada, §;(n) sembolii, j. ¢ikti ndronunun hata degerini belirtmektedir. Ayrica (16)

denkleminden goriilecegi lizere; toplam hatanin, ara katman ile ¢ikti katmani arasindaki agirliga

gore tirevi, ¢ikti katmanindaki néronun §;(n) hatasi ile o nérona gelen girdinin garpimina
esittir.

0E(n)
awﬁ(n)

Hata fonksiyonunun agirlik degisiminden etkilenme miktar hesaplandiktan

sonra; Aw;;(n) agirlik degerinde yapilacak degisim, gradyan inisi algoritmasi kullanilarak
hesaplanabilir:

0E (n)
owj; (n)

Awj;(n) = -7 (17)

Burada n 6grenme katsayisidir. Agirlikta yapilacak olan degisimin miktarin1 belirler.

Genellikle 0 ile 1 arasinda degerler alir.

Gizli katmanlar arasindaki agirliklarin veya girdi katmanui ile gizli katman arasindaki
agirliklarin degistirilmesi

Gizli katmanda yer alan bir néron ele alindiginda, bu nérondan istenen ¢ikt1 degeri ve
dolayisiyla bu noéronun hata degeri bilinmemektedir. Geri yayilim algoritmasinda; gizli
katmanlardaki noronlarin hatalari, kendinden sonraki katmanlardaki néronlarin hatalarina bagl
olarak hesaplanir. Gizli katmanda yer alan bir j. néronu ele aldigimizda, bu nérona gelen

agirliklardan birini wy; (n) sembolii ile gosterebiliriz, bu baglanti, i. néronu j. ndrona baglayan

agirlik degerini belirtmektedir (Sekil 11).
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Sekil 11. Gizli katmanda bulunan j. noronun sinaptik agirligim ayarlamak igin noral
baglantilarin gosterimi

Toplam hatanin wj;(n) agirhgina gore tiirevini, zincir kuralim kullanarak su sekilde
ifade edebiliriz:

0E (n) 3 0E(n) dy;(n) dv;(n)
dw;; (n) 4 dy;(n) dv;(n) dw;;(n)

(18)

Burada, j. noronun ¢ikti ve net girdi degerleri sirasiyla, y;j(n) ve v;j(n) ile

gosterilmektedir. Toplam hata, daha 6nce denklem (10) ile su sekilde ifade edilmisti:

1
E(n) = Ez ef(n) (19)
k
O halde 2E™ yismi tiirevini su sekilde yazabiliriz:
e SU S y :
IE (n) Z dey(n)
= ex(n (20)
dy;(n) - k() dy;(n)

Burada, k notasyonu ¢ikti katmanindaki noronlart belirtmek i¢in kullanilmaktadir.

Denklem (20)’de yer alan % kismi tiirevine zincir kurali uygulanirsa, (20) denklemini tekrar
j

su sekilde yazabiliriz:

0E(n) 3 Z 0. () de, (n) dvy (n)

9y, 2™ 30,0 33, @0

Burada vy (n), k. ¢ikti néronunun net girdisini belirtmektedir. Denklem (9)’da

belirtildigi gibi, ¢ikt1 katmanindaki k. néronunun hata degeri ey (n) ise,

ex(n) = t,(n) — y(n) (22)
seklindedir.

Ayrica, (7) ve (8) denklemleri kullanilarak, k. néronun ¢iktist su sekilde yazilabilir:
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Vie(n) = (v, () (23)

ve() = ) wiy (W)y; ()
=0

]

Burada m, k. norona gelen toplam girdi sayisini belirtmektedir. O halde (22) ve (23)
dex(n) vy (n)

denklemleri kullanilarak, o) 27, tiirevleri;
0 /
T = —gp (vi(n) (24)
dvg(n)
7y, my M

seklinde yazilabilir.

Denklem (24)’1, (21) denkleminde yerine yazarsak;

0E(n) r
0y; (n)

=) &) pp (v () wiy () 25)
k

elde edilir.

Daha &nce (15) ve (16) esitliklerinde belirtildigi gibi, j. ¢ikt1 néronunun hatasi 6;(n),

5(n) = e} (v;(n)) (26)

seklinde gosterilmektedir. Burada, ¢ikt1 katmanindaki ndron i¢in k notasyonunu kullandigimiz

i¢in (25) denklemi su sekilde yeniden yazilabilir:

OB - =3 st @ @27
= — n)wy; (n
53’;‘(") - * k]
(18) denklemindeki, 22 ve 2 irevieri ise,

ov;(n) owji(n)

Ziﬁi = 0j(vi(m); ¥ = 9;(v;(W) (28)
dv;(n) u
aw]]-i my = i vi(n) = ; wji (M)y; (n)

seklinde bulunur. Burada y;(n), j. gizli nérona gelen girdiyi belirtmektedir. O halde (27) ve
(28) denklemlerini, (18) denkleminde yerine koyarsak;

0E (n) ’
aWji (n) == Z O (n)ij (n)(Pj (Uj (’n)) yi(n) (29)
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elde ederiz. j. gizli néronun hatasim belirten §;(n) ise su sekildedir:

5() = ) 8w () 0} (,(m) (30)
k
Denklem (30)’u, (29) denkleminde yerine koyarsak;
OB, _ g () (3D
aWji(n) RACA

denklemini elde ederiz.

dE(n)
aWﬁ(TL)

hesaplandiktan sonra, denklem (17)’deki gibi gradyan inisi algoritmasi

kullanilarak agirlikta yapilacak degisimler hesaplanabilir.

16) ve (31) denklemlerinde goriildigi tizere; OE(n) toplam hatanin gizli veya ¢ikti
owj;(n)
Jji

katmanda yer alan bir néronun agirhigina gore tiirevi, o ndronun hatasi §;(n) ile o nérona gelen
girdinin ¢arpiminin eksi isaretlisine esittir. Ayrica, bir néronun hatasi §;(n), o noronun gizli

veya ¢iktl katmaninda yer almasina gore su sekilde bulunmaktadir:

* Eger j. néron ¢ikti katmaninda yer aliyorsa; &;(n), néronun giktisinin tiirevi ¢; (vj (n))

ile 0 néronun hata degerinin e;(n) ¢arpimina esittir.

* j. noron gizli katmanda yer alan bir noron ise; §;(n), j. néronun bulundugu katmandan

sonraki katmanda yer alan néronlarin hatalarinin agurhikli toplamu ile ¢} (vj (n)) ‘nin ¢arpimudir.

Denklem (30)’da goriildiig  gibi, gizli katmandaki bir ndronun hatasin
hesaplayabilmek icin, o ndéronun bulundugu katmandan bir sonraki katmanda yer alan
noronlarin hatalarinin bilinmesi gerekmektedir. Dolayisiyla ¢ikti katmanindaki néronlarin
hatalar1 hesaplandiktan sonra, hatalar ag lizerinde geriye dogru yayilir ve girdi katmanina kadar
olan ndronlarin hatalar1 sirastyla hesaplanir. Bu nedenle, algoritmaya geri yayilim algoritmasi

denmektedir.

(10) ile gosterilen hatayr minimize etmek i¢in, gradyan inisi disinda farkli iteratif
yontemler de kullanilabilir. Bu yontemlerde, iterasyona baglamak igin, ilk olarak baslangig
agirlik degerleri atanir. Ardindan hata minimize olana kadar agirlik degerleri degistirilir.

Asagida bazi gradyan inisi optimizasyon algoritmalarindan bahsedilecektir.
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Gradyan inisi (Gradient descent)

Gradyan inisi algoritmasi, uygulama kolaylig1 nedeniyle, en sik kullanilan tekniklerden
biridir. Diferansiyellenebilir E(w) fonksiyonunu minimize etmek i¢in, bu yontem fonksiyonun

w vektoriine gore gradyanini kullanmaktadir:

0E OE OE ]T

VE = , ey
W) dw; 0w, ow,

Algoritma w(® baslangi¢ agirlik degerinden baslayarak, gradyamn tersi yonde agirlik
degerlerini gilinceller (Sekil 12):

wD = w® —pvE(w®) (32)

Burada, t iterasyonun adim sayisin1 gostermektedir. Yukaridaki denklemde kullanilan
n ogrenme katsayisimin segimi Onemlidir. Ogrenme katsayist bilyiik bir deger secilirse,
algoritma hata fonksiyonunun minimum degerini asabilir ve bu minimum degere
yakinsamayabilir. Eger o6grenme katsayist kiiciik bir deger secilirse, minimum degere

yakinsamak ¢ok uzun vakit alabilir.

E{w)

Sekil 12. Gradyan inisinin geometrik gosterimi

Bir fonksiyonu minimize etmek i¢in, gradyan inisi algoritmasini hesaplarken, ne kadar
veri kullandigimiza bagli olarak ii¢ farkli gradyan inisi ¢esidinden bahsedebiliriz: Toplu
gradyan inisi (batch gradient descent), stokastik gradyan inisi (stochastic gradient descent) ve

mini-toplu gradyan inisi (mini-batch gradient descent).

Toplu gradyan inisi (Batch gradient descent)

Toplu gradyan inisi hesaplanirken egitim kiimesindeki tiim veriler kullanilir. Biitiin veri

kiimesi i¢in gradyan vektorii hesaplandiktan sonra, agirliklar giincellenir:

Wiy1 = W — nvwE(Wr) (33)
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Burada, 7 iterasyonun adim sayisim gostermektedir. V,, E(w;) ise E fonksiyonunun w

parametresine bagl gradyanini belirtmektedir.

Her seferinde tiim veri i¢in gradyan inisinin hesaplanmasi, bu algoritmanin ¢ok yavas
ilerlemesine sebep olur. Ayrica, bellege sigamayacak biiyiik veri kiimeleri i¢in uygulanmasi
zordur. Fakat her bir giincellemede tiim veri seti incelendigi i¢in uygun sartlar altinda, algoritma

hata fonksiyonunun minimum degerine yakinsamay1 garanti eder.

Stokastik gradyan inisi (Stochastic gradient descent)

Stokastik gradyan inisinde, aga rastgele bir egitim 6rnegi x; ve t; sunulur. Ardindan
sunulan 6rnek i¢in gradyan inisi hesaplanarak parametreler (agirlik ve bias degerleri)

giincellenir. Bu islem tiim egitim 6rnekleri i¢in gergeklestirilir ve drnekler rastgele secilir.
Wrp1 = Wy =V, E(wg; x5 t;) (34)

Parametreler giincellenirken her yinelemede bir 6rnek ele alindigi i¢in stokastik gradyan
inisi algoritmasinin hesaplanmasi hizlidir ve uygulanmasi kolaydir. Dolayisiyla biiylik veri
kiimeleri s6z konusu oldugunda; maliyet fonksiyonunun minimum degerine, stokastik gradyan
inisi toplu gradyan inisine goére daha hizli yakinsar. Fakat, tek bir Ornek {izerinden
parametrelerde degisiklik yapildig1 icin algoritma parametrelerde yiiksek varyansh

giincellemelere neden olur.

Mini-toplu gradyan inisi (Mini-batch gradient descent)

Mini-toplu gradyan inisi, diger iki gradyan inisi yonteminin de iyi Ozelliklerini
almaktadir. Her bir parametre giincellemesini, n tane egitim 6rneginden olugan egitim setinin

kiiciik boliimleri i¢in gergeklestirir:
Wiy = W — 77VWE(W‘L'; X (i:i+n); t(i:i+n)) (35)
Mini-toplu gradyan inisi, toplu gradyan inisine gore daha hizli, stokastik gradyan inigine
gore ise daha kararhdir.
Gradyan inisi optimizasyon algoritmalart

Gradyan inisi algoritmasinin dezavantajlarimt gidermek i¢in zaman iginde alternatif
algoritmalar gelistirilmistir. Bu boliimde bir fonksiyonu minimize etmek i¢in birinci dereceden
tirevini igeren bazi algoritmalardan bahsedilmistir. Verilen bu metodlar, hesaplama ve
uygulama agisindan ikinci dereceden tilirev igeren metodlara gore daha kolay oldugu

gozlemlenmistir.
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Momentum

Gradyan inisi algoritmasi, maliyet fonksiyonunu en aza indirmek icin oldukca
kullanighidir ancak bazi problemlerle karsilasilabilir. Momentumlu gradyan inisi, karsilasilan
bu problemlerin ¢6ziimii i¢in gradyan inisine dnceki gradyan degerlerini de eklemektedir. Bu
gradyan inisinin daha hizli ve daha diizgiin bir sekilde yakinsamasina yardimci olabilir.

Momentunmlu gradyan baslangici asagidaki gibi bir glincelleme kuraliyla ifade edilir:
Ve = YV + NV E(w) (36)
Wit1 = We = Veyr

Burada y semboliine momentum sabiti denir. Momentum sabiti, onceki gradyan
degerlerinin ne kadarinin giincelleme islemine dahil edilecegini belirler. Bu sabit, 6grenme
sonuglarini kontrol etmek ve gradyan gilincellemelerinin daha diizgiin ve hizli bir sekilde
ilerlemesine yardimci olmak i¢in kullanilir ve genellikle 0 ile 1 arasinda degerler alir. Yiiksek
momentum degeri, gradyan inislerini daha fazla diizlestirebilir, ancak ayni zamanda asiri
atlamalara neden olabilir. Bu nedenle genellikle 0.9 gibi orta bir deger tercih edilir ancak bu
deger belirli bir probleme ve veri setine bagli olarak degisebilir. Ayrica burada iterasyon
basamag sayisi t ile gosterilmektedir. v, ise momentum degerini belirtir ve baslangigta

genellikle 0 olarak alinir.

“Yapay sinir aglarinin farkli katmanlarinda yer alan agirliklarin kismi tiirevleri
genellikle farkl biyiikliiktedir” (Aggarwal 2020). Gradyan inisinde kismi tiirevi biiyiik olan
agirliklar, gradyanin biiyiik bir degere sahip oldugu bolgeleri temsil eder ve bu agirliklar daha
hizl1 glincellenir. Ayni sekilde kismi tiirevi kiigiik olan agirliklar, gradyanin kiigiik bir degere
sahip oldugu bolgeleri temsil eder ve bu agirliklar daha yavas giincellenir. Gradyan inisi, bir
hata fonksiyonunun minimum noktasinin bulunmasi igin kullanilan bir teknik olup kismi
tiirevler, onun bir agirlik parametresinin hata fonksiyonuna olan katkis1 6lger. Dolayisiyla
gradyan inisi algoritmasi hata fonksiyonunun minimum noktasini tespit etmeye calisirken asir1

salinim sorunlariyla karsilasilabilmektedir (Sekil 13).

Sekil 13. Momentum kullanilmadan gradyan Sekil 14. Momentum ile gradyan inisi
inisi
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Momentum sabiti, islemcilerin ardisik iterasyonlardaki kismi tiirevlerinin isaretine bagl
olarak gilincellenir. Bu, momentumlu grandyan inisinin davranisin1 sekillendiren 6nemli bir

faktordir.

Eger yapay sinir agindaki parametrelerin belirli bir kismi tiirevleri ardisik iterasyonlarda
ayni isarete sahipse momentum degeri artar. Bu parametrelerin giincellenmesinin daha biiyiik

olmasina ve hizl1 bir sekilde yakinsamaya katkida bulunmasina neden olur.

Eger yapay sinir agindaki parametrelerin belirli bir kismi tiirevleri ardisik iterasyonlarda
farkli isaretlere sahipse momentum degeri azalir, bu parametrenin gilincellenmesinin daha
kiiciik olmasi ve egimin azalmasinin daha yavas yakimsamasina neden olur. Bdylece,
momentum algoritmasi gradyan inisine gore daha hizli yakinsar ve daha az salinim yapar (Sekil
14).

Momentum sabiti (y) se¢imi dikkatli olunmalidir. Yiiksek bir momentum sabiti biiyiik
hizlanmaya neden olabilir, bu da yakinsama miktarini artirabilir ve asir1 sallanmalara yol
acabilir. Diisiik bir momentum sabiti ise daha yavas bir yakinsamaya ve daha diisiik frekansta
salinim yapmaya yol agabilir. Bu nedenle momentum sabiti problemi ve veri setine bagli olarak

uygun bir sekilde ayarlanmasi gerekir.

Nesterov hizlandiriimis gradyan

Momentum algoritmasi1 ge¢mis gradyan vektorlerini ekleyerek gradyan inisine gore
daha biiyiik adimlar atar ancak bu 6zelligi nedeniyle global minimum noktasini gegme riski
tagir ve salinim yapabilir. Momentum algoritmasinin bu eksikliklerini gidermek i¢in Nesterov

hizlandirilmis gradyan algoritmasi kullanilir (Nesterov 1983).

Nesterov Hizlandirilmis Gradyan Algoritmasi, momentum algoritmasinin iyilestirilmis
bir versiyonudur. Temel fikir gradyan vektoriiniin gelecekteki tahmini konumunu hesaplayarak
daha iyi bir yaklagim yapmaktir. Bu yaklasim momentumlu gradyan inisindeki yukari ivmeyi

diizeltmeye yardimci olur ve global minimumu ge¢me olasiligini azaltir.
Nesterov Hizlandirilmis Gradyan Algoritmasi’nin giincelleme kurali asagidaki gibidir:
Verr =y + NV E(w —yvp) (37)
Wit1 = W = Ve

Nesterov Hizlandirilmis Gradyan Algoritmasi, gradyan hesaplarken mevcut konumun
gradyan1 yerine bir sonraki konumun gradyanimi dikkate alir. Bu algoritmanin daha iyi bir

tahmin yapmasina ve daha iyi yakinsamasina yardimet olur. Dolayisiyla denklem (37)’de v, 4
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ile verilen terimi hesaplarken, mevcut konumun gradyani yerine bir sonraki konumun gradyani

dikkate alinmaktadir. Verilen y, momentum sabiti 0.9 olarak alinmaktadir.

Momentum algoritmast ve Nesterov Hizlandirilmis Gradyan Algoritmas: arasindaki
temel fark, gradyan gilincellemelerini hesaplarken hangi sirayr takip ettigidir. Momentum
algoritmasinda, mevcut konumun gradyani hesaplandiktan sonra dnceden hesaplanmis olan
tiim gradyanlarin toplami yoniinde parametrelerde giincelleme yapilir. Nesterov hizlandirilmus
gradyan algoritmasinda ise, 6nce gegmis gradyanlarin toplami yoniinde bir ilerleme sagliyor,
ardindan bu yeni konumdaki gradyan hesaplanarak parametreler giincellenir. Algoritmanin
gelecekteki konumunun gradyanini dikkate almasi, algoritmanin agir1 biiylik adimlardan
kacinmasina yardimci olur. Dolayisiyla performans daha dikkatli ve kontrollii bir sekilde devam

eder.

Adagrad

Gradyan inisi, momentum algoritmalarinda 6grenme katsayisi sabit bir deger olarak
belirlenir ve tiim iterasyon boyunca ayni kalir. Ancak Adagrad algoritmasi farkli bir yaklasim
benimser. Adagrad (Duchi vd 2011) algoritmasinda 6grenme katsayisi, her bir parametre ve her
bir iterasyon adimu i¢in degistirilmektedir. Adagrad algoritmasi bu 6zelligi, her bir parametre
icin farkli 6grenme katsayilarina izin vererek daha hizl yakinsama saglar. Adagrad algoritmasi,
O0grenme oranini parametrelere uyarlar, seyrek parametreler i¢in daha biiyiik giincellemeler ve
sik parametreler i¢in daha kiiciik giincellemeler gergeklestirir. Bu nedenle seyrek verilerle basa

¢ikmak i¢in ¢ok uygundur.

Agirlik vektdriindeki her bir agirhik degerini w; ile gdsterirsek, t. iterasyon adiminda ki

hata fonksiyonunun gradyan1 g, ; su sekilde ifade edilebilir:

gti = thE( Wei) (38)

Adagrad algoritmasi, her bir parametre icin 0grenme katsayisini belirlerken gegmis

gradyanlart da igermektedir. Adagrad algoritmasinin parametreleri giincelleme kurali su
sekildedir:

Y

Wt+1,i = Wt,i - \/ﬁgt,i
t,ii

Burada G, € R%*? ksegen matris olup G, ; bu matrisin (i, ) kdsegen elemanidir ve w;

(39)

parametresine gore t. adima kadar olan gegmis gradyanlarin karelerinin toplamina esittir. € ise

sifira boliinmeyi 6nlemek igin atanan bir sabittir ve genellikle 10~8 gibi kiiciik bir deger alinir.
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Adagrad algoritmasi 6grenme katsayisini kendi belirledigi igin, onceki algoritmalara
gore daha avantajlidir. Ancak Adagrad’in dezavantaji, gegmis gradyanlarin karelerinin paydasi
tarafindan toplandig1 ve bu toplaminin arttigidir. Bu nedenle siirekli paydanin degeri biiyiir ve

boylece 6grenme katsayisinin degeri giderek azalir.

Sonug olarak, 6grenme ¢ok kiiciik oldugunda parametre giincellemeleri de ¢ok kiigiik
olur. Bu programin yavaglamasina ve hatta durmasina neden olabilir. Bu sorunun asilmasi i¢in
Adadelta, RMSprop ve Adam gibi yeni yontemler gelistirildi. Bu degisiklikler, payda degerinin
daha etkili bir sekilde kontrol edilmesine yardimeci olur ve dgrenmenin hizli bir sekilde

kiiciilmesini onler.

Adadelta

Adagrad’in sahip oldugu O6grenme katsayisi problemini ¢ézmek igin, Adadelta
algoritmasi (Zeiler 2012) gelistirilmistir. “Onceki gradyanlarin karelerini verimsiz bir sekilde
depolamak yerine; gradyanlarin toplami, tiim ge¢mis gradyanlarin karelerinin azalan bir

ortalamasi olarak, 6zyinelemeli bir sekilde tanimlanir” (Ruder 2016).

Adadelta algoritmasimin parametreleri giincelleme kurali su sekildedir:

RMS[AW]p_4

Awe = == sigl. 9t

(40)

Wepr = We + Awg

Burada g;, t. iterasyon basamagindaki gradyan degerini, RMS|[g]; ise t. adima kadar

olan gradyanlarin karelerinin ortalama kareko6k hatasini hesaplamaktadir:

RMS[gl, = VE[g?*]: + € (41)

Burada verilen e degeri, paydanim sifira esit olmasini engelleyen sabittir. E[g?], ise
mevcut konumdaki gradyanin karesinin ve gegmis gradyanlarin karelerinin iissel olarak azalan

bir ortalamasidir ve su sekilde tanimlanir:

Elg%l; = vElg?]i—1 + 1 —y)g? (42)

Burada vy sabiti, momentum algoritmasindaki momentum sabitine benzerdir ve

genellikle 0.9 alinir.

Benzer sekilde, RMS[Aw], ve E[Aw?], ifadeleri sirasiyla, parametre degisimlerinin
karelerinin ortalama karekok hatasini ve parametre degisimlerinin karelerinin issel olarak

azalan ortalamasini belirtir:

RMS[Aw], = VE[AW?], + € (43)
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E[AWZ]t =YE [AWz]t—1 + (1 - V)AWtz (44)

RMSprop

RMSprop algoritmasi, Adadelta gibi, Adagrad algoritmasinin siirekli azalan 6grenme
katsayist sorununu ¢ézmek i¢in gelistirilmistir. Bu algoritma, Adadelta algoritmasi ile ayni

zaman araliginda, Geoff Hinton tarafindan ortaya konulmustur (Hinton vd 2012):

Elg®]l; = YE[g%];—1 + (1 — y) g2 (45)
w =w —Ag
t+1 t E[gz]t-l-e t

y sabitinin 0.9, n 6grenme katsayisinin da 0.001 olarak alinmasi Hinton tarafindan

onerilmistir (Hinton vd 2012).

Adaptif moment tahmin (Adaptive moment estimation - adam)

Adaptif moment tahmin algoritmasi (Kingma vd 2014), RMSprop ve momentum
algoritmalarinin 6zelliklerini tagir. Adam algoritmasi, gegmis gradyanlarin {issel olarak azalan

m, ortalamasini ve ge¢mis gradyanlarin karelerinin iissel olarak azalan v, ortalamasini kullanir:
my = Byme_y + (1= B1)ge (46)

Ve = Bove_g + (1 — Br) gt

Burada, m; gradyanlarin birinci momentini, v, ise gradyanlarin ikinci momentini
belirtmektedir. Baglangigta m; ve v, momentleri sifir vektorleri olarak alinirlar. Momentlere
baglangicta 0 degeri atandig1 igin, iterasyonun baslarinda momentler sifira yakin degerler alir.
Ayni zamanda f3; ile B,, 1’e yakin degerler aldiginda da, momentler sifira meyilli olurlar. Bu

nedenlerden dolay1, momentler normalize edilir:

e = h (47)
A~ U
T

m, ve ¥, degiskenlerini hesapladiktan sonra, parametreler denklem (48) kullanilarak

glincellenir:
7
JUrt+ €

Yazar (Kingma vd 2014), f; ve B, degerlerinin sirasiyla, 0.9 ve 0.999 olarak

Wt+1 = Wt - ‘fﬁt (48)

alinmasim &nermistir. Ayrica €, diger algoritmalarda oldugu gibi 1078 olarak alinr.

30



Radyal Tabanh Fonksiyon Sinir Ag1

Radyal tabanli fonksiyon aglari, ¢ok katmanli algilayicili sinir ag1 yapilarina benzer
sekilde girdi katmani, gizli katman ve ¢ikt1 katmanindan olusur. Girdi katmani girdi vektor
uzayl, ¢ikt1 katmani da ortintii siniflart ile iligkilidir. Boylelikle tiim yapi, gizli katmanin yapisi
ve gizli katman ile ¢ikti katmani arasindaki agirliklarin belirlenmesine indirgenir. Gizli
katmandaki noronlarin aktivasyon fonksiyonlar1 bir ¢; merkezi ve g; bant genisligi ile belirlenir.

Aktivasyon fonksiyonu;

— o2
|| cllll (49)

@;(x) = exp l— 207

esitligi ile tanimlanan bir Gauss egrisidir. Cikti katmanindaki j. N6ronun ¢iktisi i¢in genel

esitlik ise su sekildedir:
N
Y0 = D wypi) + by (50)
i=1

Burada w;j, i. gizli ndron ve j. ¢ikti néronu arasindaki agirhik degeridir (Verleysen vd

1994; Park vd 2002).

Tek Katmanh Fonksiyonel Baglantih Yapay Sinir Ag1 (Single-Layer Functional Link
ANN)

Tek katmanli fonksiyonel baglantili yapay sinir ag1 (FLANN), gizli katmani olmayan
bir sinir ag1 ¢esididir. FLANN modeli, Pao ve Philips tarafindan tanitilmistir (Pao vd 1995).
Fonksiyonel baglantili yapay sinir ag1 bir girdi néronu, bir ¢iktt néronu ve gizli katman yerine
bir fonksiyonel genisleme blogundan olusmaktadir (Sekil 15). Aga sunulan girdiler ortogonal,
trigonometrik, iistel gibi polinomlar kullanilarak genisletilir. Ardindan, fonksiyonel genisleme
blogu tarafindan iiretilen genisletilmis girdiler, agirlik degerleri ile carpilir. Elde edilen
carpimlar toplanir ve bu toplamin aktivasyon fonksiyonu degeri hesaplanarak agin ¢ikt1 degeri

elde edilir.
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Sekil 15. Tek katmanli fonksiyonel baglantili yapay sinir agi modeli

x = (x1,x2, ..., xh)7T girdi vektérii, (Uy, Uy, Uy, ..., U,,) genisletilmis girdi verileri ve
(Wg, Wy, Wy, ..., Wy,) agirhk degerleri olmak iizere, yapay sinir agi ¢iktisim su sekilde

yazabiliriz:
z = o w;U; (%) (51)

N(x,p) = ¢(2)
Burada, ¢ aktivasyon fonksiyonunu belirtmektedir. Yapay sinir aginin agirhik degerleri
ise p = [wgy, Wy, Wy, ..., Wy, ] vektorii ile gosterilmistir.

Tek katmanli fonksiyonel baglantili sinir aginin parametre sayisi, ¢cok katmanh
algilayicinin parametre sayisina gore daha azdir. Bu nedenle, FLANN daha hizli egitilir ve

islem kolaylig1 saglar. Dolayisiyla, uygulanmasi ¢ok katmanli algilayiciya gore daha kolaydir.

Tek katmanh fonksiyonel baglantili yapay sinir ag1 modelleri

Bu kisimda Laguerre, Chebyshev ve Legendre yapay sinir aglarindan bahsedilecektir.

Laguerre yapay sinir agi (Laguerre neural network)

Tek katmanli Laguerre yapay sinir ag1 modeli, geleneksel yapay sinir aglarindan farkl
bir yap1 kullanir ve Laguerre ortogonal polinomlarini kullanan fonksiyonel genisleme blogu
icerir (Sekil 16). Burada Laguerre polinomlari, girilen verileri daha yiiksek boyutlu bir uzaya

dontistiirtir.

32



Lgy(x)

Lg(x)

Lga(x) W

“‘m._l tanh(E)—— N(x,p)

e
Laguerre Genisleme Blogu

Lgf'l(r)

Sekil 16. Tek katmanli Laguerre yapay sinir ag1 modeli

Laguerre polinomlari, denklem (52) ile verilen Laguerre diferansiyel denklemini

saglayan ortogonal polinomlardir:
xy" (%) + (1 = x)y'(x) + ny(x) = 0 (52)

Asagida verilen rekiirans bagimtisi ile yiiksek mertebeden Laguerre polinomlar1 elde

edilebilir:
Lgo(x) =1
Lg(x) =—x+1 (53)
Lgni1(x) = 2n+1 - x)Lgp(x) —n’Lgn_1(x), (n = 1)

Sekil 16°’da, ilk m Laguerre polinomunu kullanan bir Laguerre yapay sinir agi
gosterilmistir. Burada, girdi olarak h boyutlu x = (x1,x2,...,xh)T girdi vektorii ele alinirsa,
Laguerre polinomlar1 kullanilarak elde edilen genisletilmis girdi degerleri su sekilde yazilabilir:

[Lgo(x1), LGy (x1), LGz (x1), o, Lgm (x1); LGo(x2),Lg1(x2), Lga(x3), oo, LGm (x2);
w3 Lgo(en), Lgy(xp),Lgo(xp), oo, Lgm (xp)] (54)

Laguerre yapay sinir ag1 modelinde, tanh aktivasyon fonksiyonu kullanilmistir. x girdi
vektorii ve p = [wg, Wy, Wy, ..., Wy, | agirlik vektoriine gore yapay sinir agmin ¢iktisi su sekilde

hesaplanabilir:

N(x,p) = tanh Z wjLg;(x) (55)
=0
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Chebyshev yapay sinir agi (Chebyshev neural network)

Tek katmanli Chebyshev yapay sinir ag1 modeli, Sekil 17 ile gosterilmektedir. Bir girdi
noronu, bir ¢ikt1 néronu ve gizli katman yerine fonksiyonel genisleme blogundan olusmaktadir.

Bu genisleme blogunda Chebyshev polinomlar1 kullanilmaktadir.

Tolx)

T(x)
Wy

vy
T:(r) Wy

~|tanh(T)—— N(x,p)

|

Chebyshev Genisleme Blogu

Tl'll{x)

Sekil 17. Tek katmanli Chebyshev yapay sinir agi modeli

Bu yapay sinir ag1 modelinde, Chebyshev polinomlar1 kullanilarak genisletilmis girdi
degerleri elde edilir. Yapay sinir agina girdi vektoérii olarak da h boyutlu x =

(x1,x2, ..., xh)Tvektorii verilmistir.
[lk iki Chebyshev polinomu su sekildedir:
Ty(x) = 1 (56)
T,(x) =x

Diger Chebyshev polinomlar1 ise asagida verilen rekiirans formiilii yardimiyla elde
edilebilir:

Tp1(x) = 2xT, (x) — Tyoq (%) (57)

flk m Chebyshev polinomu ile m boyutlu p = [wy, Wy, Wy, ..., w,,] agirlik vektorii

kullanilarak elde edilen, Chebyshev yapay sinir ag1 modelinin ¢iktisini su sekilde yazabiliriz:

N(x,p) = tanh w;T;(x) (58)
]Z:(; j4j
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Legendre yapay sinir agi (Legendre neural network)

Tek katmanli Legendre yapay sinir ag1 modeli, Legendre polinomlarini kullanarak girdi
hiicrelerini daha yiiksek boyutlu bir uzaya doniistiriir (Sekil 18). Boylece, gizli katmana ve

girdi katmanin1 gizli katmana baglayan agirlik degerlerine ihtiya¢ kalmaz.

W
¥ |tanh(E)—— N(x,p)

-
Legendre Genigleme Blogu

Im{x:]

Sekil 18. Tek katmanli Legendre yapay sinir agr modeli

Legendre diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii olan ortogonal Legendre polinomlari,

asagida verilen rekiirans bagintisi ile elde edilir:
Lo(x) =1

Li(x)=x (59)

1
Ly (x) = n—-l-l [(2n + DxL,(x) — nL,_1(x)]

h boyutlu x = (x1,x2,...,xh)T girdi vektorii yapay sinir agina sunulursa, Legendre

polinomlar1 kullanilarak olusturulan genisletilmis girdi verileri su sekilde yazilabilir:
[Lo(x1),L1(x1), Lp(x1), oy Lin(x1); Lo(x2), L1(x2), Lo (x2), wov, Ly (x2);
...;Lo(xh_), Ll(xh)l LZ(xh)r ---le(xh)] (60)

x girdi degerine ve parametrelere bagl Legendre yapay sinir ag1 modelinin ¢iktisi, tanh

aktivasyon fonksiyonu kullanilarak su sekilde hesaplanr:

N(x,p) = tanh w;L;(x) (61)
]Z:(; j i
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ARASTIRMA BULGULARI

Hopfield Sinir Ag1

Literatlirde yapay sinir aglar1 ile diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinin elde
edilmesi iizerine goriilen ilk ¢alismada, Hopfield Sinir Ag1 modeli ile sonlu fark denklemlerinin
¢oziimii gergeklestirilmistir (Lee vd 1990). Boylelikle yapay sinir aglari ile fonksiyonlara

niimerik olarak yaklasilabilecegi gosterilmistir.

Sinir minimizasyon algoritmalari
i. Sinir Aglarinin Toplu Hesaplanmasi

Sinir aglar1 bireysel islemcilerden ve islemciler arasindaki ara (gizli) baglantilardan
olusur. Ornek olarak basit bir sinir aginin sematik gosterimi Sekil 19°da gdsterilmistir. Her
islemciye, biyolojik sinir sistemlerinin de bir benzeri olan ndron denir. Her néron, 1 ve 0 (veya
1 ve —1) ikili sayilan ile temsil edilen agik ve kapali olmak tizere iki farkli duruma sahip
olabilir. Tiim néronlarin ¢alismasi aynidir. Tipik olarak, her néron agirlikli ara baglantilar
araciligiyla diger tiim noronlardan gelen tiim sinyalleri toplar, toplanan sinyali 0 veya 1 (veya
—1 veya 1) olarak esikler ve esikli ¢iktiya gore durumunu degistirir. Bu islem agdaki her
ndronda ayn1 anda veya rastgele gerceklesir. Bu nedenle, agdaki toplam noron sayis1 biiylikse
bireysel néron durumundan olusan tiim agin durumu dinamik olarak degisir ve ag isbirlik¢i

etkiler sergiler.

Yukarida agiklanan sinir ag1 hesaplama i¢in kullanilir. Noronlarin ikili durumlari, bazi
degiskenlerin ikili gdsterimi olarak tanimlanabilir. Noronlar arasindaki ara baglanti giicleri

belirli bir problemin bilgisini temsil edebilir.

Sekil 19. Basit bir sinir aginin sematik diyagrami. Tj;

ij Tik, Ve Ty (i,7),(i, k), ve (j, k) néron
ciftleri arasindaki baglanti giicleridir
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Ik deneme ¢oziimiinii temsil eden ag icin bir baslangic deneme durumu, sinir
dinamigine goére agin son durumuna yakinlasabilir ve sorunun ¢oziimiinii verebilir. Bu
hesaplama yontemi, ndronlar arasindaki kolektif etkilesime dayanir ve yliksek derecede
paralellik gdsterir. Sinir agmnin bir baska 6zelligi de her bir néronun islenmesinin son derece
basit olmasidir, bununla birlikte ¢ok sayida néron ve ara baglanti muazzam bir hesaplama giicii

saglar.
ii. Siirekli Sinir Minimizasyon Algoritmasi

Hopfield modeli (Hopfield 1982), birbirine bagli néronlar arasindaki dogrusal olmayan
dinamik etkileseme dayanmaktadir. Her bir néronun durumu, 0 ile 1 arasinda degisen V;
ciktilar1 ile belirlenir. Hopfield modelinde noronlarin dinamikleri, yani néron durumlarinin
giincelleme kurallar1 asagidaki gibi Ozetlenebilir. Siirekli modelde, noronlar durumlarini

asagidaki dinamik denklemlerine gore degistirirler:

dU;
ar ZTijVj (62)

J

V; = gUy) (63)

Burada ¢, giincelleme parametresine karsilik gelen siirekli zamandir. T;; ara baglanti
gliciidiir ve g(x) lineer olmayan bir fonksiyondur:
1 x
glx) = > [1 + tanh (x_o)] (64)
0 ile 1 arasinda simrlanan monoton olarak artan bir fonksiyondur. x, bir sabittir.
Hoplield, T;; = Tj; ise, siirekli modelde noronlar tarafindan tanimlanan bir enerji fonksiyonunu

minimize edecek sekilde durumlarini degistirirler;

()3 Sy
i

ve bu fonksiyonun minimum degerinde durur. Enerji fonksiyonu (65)’i minimize etmek igin
denklem (62), (63) ve (64) ile temsil edilen giincelleme kurali ile olduk¢a paraleldir (Psaltis vd
1985).

Yukarida agiklanan Hopfield modeli yalnizca simetrik T matrislere sahip ikinci
dereceden enerji fonksiyonlarinin minimizasyonuna uygulanabilir. Bununla birlikte keyfi enerji

fonksiyonlar1 i¢in Hopfield modeli de arastirilmistir (Koch 1986).

Asagidaki sekilde yazilabilen bir minimizasyon problemi igin enerji fonksiyonu

verilsin:
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E =F(,) (66)

Burada F, V; degiskenlerinin tekil olmayan ve sinirl bir fonksiyonudur ve V;’ ye gore
kismi tlirevlerin iyi tanmimli oldugu varsayilir. E’nin her zaman pozitif veya sifir oldugu
varsayilir, bu da E sinirli oldugu igin gegerlidir. Esitlik (66) ile tanimlanan enerji fonksiyonunun

zaman i¢indeki degisimi su sekilde verilmektedir:

dE JF dV; 67)
dt  ZuaV; dt
l
Giincelleme kurali su sekilde tanimlanir:
du;  0F 68)
dt  aV,
V; = h(U;) (69)

Burada h(x), 0 ile 1 arasinda sinirlandirilmis monoton olarak artan bir fonksiyon ve U;
ara degisken olmak iizere, esitlik (68) ve (69)’un enerji fonksiyonunu asagidaki gibi minimize

ettigi kanitlanabilir. Esitlik (69)’dan sunu elde ederiz:
. dU:
T =W (7)) (70)

Burada h', x’e gore tiirevdir. h'(x) her zaman pozitif veya sifirdir ¢iinkii 2(x) monoton
olarak artan bir fonksiyondur. Esitlik (68) ve (69) ve esitlik (70) ile temsil edilen giincelleme
kurali esitlik (67)’de kullanilirsa;

o - - (dd—li)z (71)

elde edilir. Esitlik (71) her zaman negatif veya sifirdir. Bu nedenle enerji fonksiyonunun esitlik
(68) ve (69)’daki giincelleme kuralina gore zaman igindeki degisimi, enerji fonksiyonunun

minimize edilmesini garanti eder.
1il. Ayrik Sinir Minimizasyon Algoritmasi

Cesitli enerji fonksiyonlarini minimize etmek i¢in ayrik sinir algoritmasi gelistirilmistir
(Lee 1989). Enerji fonksiyonunun, durum degiskenlerinin keyfi bir polinom fonksiyonu oldugu
varsayilir. 1 ve —1 degerlerine sahip ikili degiskenler durum degiskenleri olarak kabul edilir.

Enerji fonksiyonu su sekilde tanimlanabilir:
E = F({BllBZI""BN})' (72)

Burada B’ler durum degiskenleridir ve toplam durum degisken sayisi N’dir.
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En genel durum i¢in kismen es zamanli minimizasyon dikkate alinir. Tamamen es
zamanli veya tamamen eszamansiz minimizasyonlar genel durumun spesifik 6rnekleridir. Her
adimda M durum degiskeninin rastgele segildigini ve minimizasyon isleminin M durum
degiskenlerinin eszamanli olarak gilincellenmesi ve diger tiim durum degiskenlerinin
degismeden birakilmasiyla gergeklestirildigini varsayalim. M, 1’den N’ye kadar herhangi bir
tam say1 olabilir ve M, 1’e veya N’ye esitse minimizasyon algoritmasi tamamen eszamansiz
veya tamamen eszamanli hale gelir. Sec¢ilen durum degiskenlerinin indislerinden olusacak
sekilde bir P kiimesi tanimlanir. Degismeyen durum degiskenlerinin indislerini temsil etmek
tizere baska bir P’ ={1,2,..,N} — P kiimesi tammlanmstir. Giincellenmis B; durum

degiskenleri ve AB; durum degiskenlerinin degisimi su iliskiyi saglar:
B; = B; + AB; (73)

Burada i € P. Giincellenen durum degiskenleri de 1 ve -1 degerlerine sahip ikili

degiskenlerdir. Bu nedenle AB;’nin olas1 degerleri sunlardir:
AB; = —2,0,2 (74)

Esitlik (73) ile verilen giincellenmis durum degiskenleri nedeniyle AE enerjisindeki
artan degisim, esitlik (72) ile tamimlanan enerji fonksiyonunu en aza indiren bir algoritma

gelistirmek igin dikkate alinir. AE su sekilde tanimlanur:
aE = E[{8;,8,}] - E[{8, )] (75)
Burada i € P ve j € P’ ve esitlik (73) kullanilarak su hale gelir:
AE = E[{B; + AB;, B;}] — E[{By, B;}] (76)

Esitlik (76)’nin sag tarafindaki ilk terim, cesitli degiskenlerde Taylor serisi olarak
genigletilebilir ¢iinkii E, durum degiskenlerinin bir polinomudur. Bu nedenle artan enerji

degisimleri AE su sekilde yazilabilir:
1
AE= D Y ) (o) 1ABis - ABimIDIBs . B (77)
m=1ileP imeP )

Burada D[Bj; ... Bj,|E, tim i € P i¢in AB; = 0°daki B ... Bj;, durum degiskenlerine
gore kismi tiirevdir. Esitlik (77)’nin toplamindaki toplam terim sayis1 sonludur ¢iinkii E bir

polinomdur.

Esitlik (77)’deki degisim ¢arpimlarim1 lineer formlara indirgemek icin asagidaki
bagintilar tiiretilmistir. Rastgele bir B durum degiskeni ve pozitif bir n tamsayisi i¢in (AB)™ su

kosullar1 saglar:
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(AB)™ = (—2B)" 1AB (78)
Bu da su sekilde kanitlanabilir:

AB sifir ise esitlik (78) otomatik olarak saglamir. AB 2 ise B ve B’ esitlik (73)’e gore

—1 ve 1 olmalidir. Bu durumda esitlik (78)’in sag tarafi sol tarafla ayni olur:
[(=2)(=D]*'[2] = 2™ = (AB)" (79)

Diger taraftan AB —2 ise B ve B’ esitlik (73)’e gore 1 ve —1 olmalidir. Dolayisiyla
esitlik (78)’in sag tarafi su hale gelir:

[(=2)(D]*[-2] = [-2]" (80)
Buda AB = —2 durumunda esitlik (78)’in sol tarafi ile aynidir.

Simdi AABj; ... ABy;, tarafindan verilen ve keyfi bir A katsayisina sahip bir degisim

carpimini ele alalim; varsayalim ki m > 1, su sekilde yazilabilir:

1
ADB,, ... ABy,, = |A| (E) [—{S(A)AB;;, — Byy ... By} + (ABy)? + (AByy .. By)?]  (81)

< 141 (5) [(ABi)? + (8By; ... Bi)?] (82)

Burada S(A), A’nin isaretidir. Esitlik (81)’deki ilk terim her zaman negatif veya sifirdir
ve bunu esitlik (82) takip eder. Esitlik (82)’deki ikinci terim, esitlik (81)’deki sol terimden daha
az sayida degisikligin bir sonucudur. Bu nedenle bu teknik, esitlik (81)’deki degisikliklerin
carpimini bireysel degisikliklerin toplamina indirgemek igin iteratif olarak uygulanabilir ve su

sekilde verilir:
m—1 .
. j m—
AAB;, ...AB;, < |A| Z 277(8By)" + 2=V (B, " (83)
j=1

Denklem (83), {i1, ..., im} indislerinin m dongiisel siralamasi dikkate alinarak simetrik

hale getirilebilir. Denklem (83) su sekilde verilir:

m m-—1
1 . - -
AAB;; ...AB;,, < (E) |A| Z Z 271(ABy)? + 2-m-D(aB, )2 (84)
k=1|j=1

Esitlik (78) kullanilirsa, esitlik (84) su seklide yazilabilir:

m
ADBy, .. AB;, < |AlI(m) z B, ABy, (85)
k=1
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Burada,
1 m-—1
I(m) = — (E) Z 2(2/=j-1) 4 (2 V-m)| (86)
j=1

Esitlik (85) ve (86), esitlik (77)’de kullanilirsa, artan enerji degisimi su sekilde verilir:

AE < — Z G;AB; (87)
i
Burada
1
G, = —|B, Z Z Z (ﬁ>l(m +1) X ID[BBy .. By JEIV + D[BJE|.  (88)
m=1i1€P imeP
Esitlik (87)’den agik¢a goriilmektedir Ki eger,
G;iAB; > 0 Vi €P (89)

artan enerji degisimi her zaman negatif veya sifirdir. Bu nedenle esitlik (89) durum
degiskenlerini bir¢ok iterasyon simirinda enerji fonksiyonunu minimize edecek sekilde
giinceller. Pozitif G; igin AB; pozitif veya sifir ise esitlik (89) saglanir. B; =1 ise B =1
olmalidir ¢linkii AB; = 0 tek ¢6ziimdiir. Ancak B; = —1 ise B; = 1 olmalidir ¢iinkii bu artan
enerji degisimini AB; = 0 kosulunu kullanmaktan daha negatif hale getirir. Bu nedenle G;
pozitifse giincellenen deger 1 olur ve bu da G; degerinin isaretiyle aymdir. G; negatifse B;' i¢in
giincellenmis degerin -1 oldugunu gostermek i¢in yukaridaki argiiman uygulanabilir. Bu G;’nin
isareti ile aymdir. G; sifir ise B;' herhangi bir degere sahip olabilir. Yukaridaki sonucu

Ozetleyecek olursak giincelleme kurali su sekilde yazilabilir:
B; =T(G;) VieP (90)
Burada T, x > 0ise T(x) =1 ve x < 0 ise T(x) = —1 ile tanimlanan bir birim adim

fonksiyonudur. Denklem (90), durum degiskenlerinin keyfi polinom tiirlerinden olusan enerji

fonksiyonlarini kismen senkronize bir sekilde minimize eden genel ayrik sinir algoritmasidir.
Ornek 1: v’ = f(u) icin Siirekli Algoritma

Sinir minimizasyon algoritmalarin diferansiyel denklemleri sayisal olarak ¢6zmek ve
nasil kullanilabilecegini agiklamak i¢in basit bir 6rnek ile ele alinmustir (Lee vd 1990).
Diferansiyel denklem su sekilde segilir:

du

o =S (91)
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Burada f, u’nun bir polinom fonksiyonudur. Esitlik (91) i¢in sonlu fark denklemi su
sekilde verilir:

(Ua+1 - Ua—l)
2h

= fWU) (92)

Burada h ayriklastirma i¢in en biiyiik boyuttur ve U,, ag indeksi a’ya karsilik gelen ayrik

degiskendir. Siirekli sinir algoritmasi i¢in U, degiskeninin ikili gosterimi su sekilde verilebilir:

-z {()e -

s=—K

Burada K ve K’ pozitif tamsayilar ve V, ikili degiskenlerdir.

Siirekli model i¢in enerji fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

_ (Ua+1 F- Ua—l) 2
E = ZA[ ¢ 4 f(Ua)l (94)

Burada A pozitif bir sabittir ve giincelleme kurali zaman tiirevinden tiiretilmistir:

aUa+1 aUa—l
6Vbs 0V 0f (U (dVbs)
2h Wps dt

(95)

d_E [(Ua+1 a
dt
abs

D _ f(ua)]

Esitlik (68) ile verilen giincelleme kurali i¢in ara degiskenlerin ifadesi su sekilde olur:

d ( ) TS arwa
% _ Ua+1 - Ua—l . aVbs . aVbs . Ua
dt 24 [ h f (U“)l 2h 2h WVys (96)
[—(Ub Up-2) fUp- 1)] —(Ub+2 Un) _ f(Ub+1)]
2h 2h
(Up41 — Up—1) df (Up) ou,
- 2h -/ (U”)l < du, ) (avbs> ©7)

Bu nedenle esitlik (91)’in ¢dziimil i¢in siirekli sinir argoritmasi asagidakilerden olusur:
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AW, 1\2
= —24 oh (=Upyz +2U, — Up_3)

dt

1 T
i <E) If(UbH) — fWUp-1)Wps1 — Up—1) <%bb)>
df (Up) au,
+f(Up) ( du, )l} (avbs> o)
Vs = g(WbS) -

Burada g; esitlik (64) ile verilen esik fonksiyonudur ve ¢oziim V), (t = o) ile verilir.

Diferansiyel denklemlerin ¢oziimii icin genel formiil

Bu kisimda ele alinacak diferansiyel denklemlerin genel formu su sekilde gosterilir:
Fi(x,, uj, dpuy, Yiksek Mertebeden Tiirevier) = 0 (100)

Burada [, m = 1’den M’ye, x; bagimsiz reel degiskenler ve i,j,k = 1’den N’ye, u;
bagimli reel degiskenler ve d,,u; birinci dereceden kismi tiirevlerdir ve i ile indekslenen N
vardir. F; fonksiyonlarimn tekil olmadig1 ve x;,u;,dpuy’ya gore kismi tiirevlerin ve yiiksek
mertebeden tiirevlerin iyi tanimli oldugu varsayilir. Diferansiyel denklem (100)’t ¢ozmek igin
sonlu farklar yontemi kullanilmistir. Bagimsiz degiskenler i¢in M boyutlu uzaydaki sonlu alan,
birim hacim h" ile ayriklastirilir. Béyle bir uzayr tanimlamak icin a(l), [ = 1’den M’ye kadar
bilesenlere sahip ayrik indeks vektorii a kullanilir. Her bir a(1) bileseni, x; bagimsiz degiskeni
icin ayrik koordinati temsil eder. Daha sonra siirekli biiyiikliiklere karsilik gelen ayriklastirilmis

biiyiikliikler su sekilde yazilabilir:

Xig = X0+ a(Dh (101)

1
DmUka = (E) (Uk,a+m' — Uk,a—m’)
1
- (ﬂ)z(d‘”m’l’ ~ 8a-m'»)Ukp (103)
b

DynUra = (D1(DU))),,

- D, ((Uk,a+m’ - Uk,a—m'))

2h

1 2
= (ﬁ) Z{6a+m’+l’,b - 6a+m’—l’,b
b
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—8g-m'+1"p + Oa—m'—1" p}Ukp (104)

Burada & birim matris, x;9, x; koordinatinin baslangi¢c degeri, m’ ve " aksi takdirde
m'(m) =1 ve m' = 0 ve aksi takdirde I'(l) = 1 ve I’ = 0 kosullarim saglayan M boyutlu

vektorlerdir. Diferansiyel denklem (100) igin sonlu fark denklemi su sekilde verilir:
Fi, (Xla, Uja» DmUyq, Yiksek mertebeden ayrik tijrevler)
= Fia(Upp) = 0 (105)

Ik olarak siirekli algoritma ele almir. Ujp degiskenleri siirekli reel degiskenlerdir.

Bununla birlikte reel degiskenin farkli say1 gdsterim tiirlerini kullanabiliriz. Reel sayinin olasi

gosterimlerinden biri su sekilde verilsin:
Up = R(Bjp) (106)
Burada R temsil fonksiyonunu, r bitleri, Bj,, ise 0 ve 1 olmak iizere ikili degere sahip
bit degiskenleridir. Esitlik (106) kullanilirsa sonlu fark denklemi (105) su hale gelir:
Fi, (Xza» Uja» DmUgq, Yiksek mertebeden ayrik tﬁrevler)
= Fia(Ujp) = Fia(Bjpr) = 0 (107)

Siirekli bir algoritmadan yararlanmak i¢in O ve 1 arasinda simirlandirilmis siirekli
degiskenler Vjy,. , esitlik (107)’de By, ile degistirilir. Daha sonra esitlik (106) ve (107) su hale

gelir:
Uy = R(Vipr) (108)
Fy, (Xla, Uja» DUyq, Yiksek mertebeden ayrik tijrevler)
= Fu(Up) = Fa (V) = 0 (109)

Denklem (109), bir minimizasyon algoritmasi kullanilarak ¢6ziilebilir. Esitlik (109) i¢in

bir enerji fonksiyonu su sekilde verilir:
E(Vipy) = A z F,,2 (110)
ia

Burada A pozitif bir sabittir. Esitlik (110) ile verilen enerji fonksiyonu Vj,,.’ye gore
minimize edilirse, diferansiyel denklemin ¢oziimii esitlik (110)’u minimize eden Uj,(o0)

degerleri ile verilir. Esitlik (110)’un zaman tiirevi su sekilde verilir:
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) 3 ()

ias

Esitlik (68) ve (69)’dan minimizasyon algoritmasi su sekilde verilir:

Wias ___OF (112)
dt Vigs
Vias = G(Vvias) (113)

Burada W, ara degiskenlerdir ve G, 0 ile 1 arasinda sinirlandirilmis monoton artan bir

esikleme fonksiyonudur.

Esitlik (112)’nin sag tarafin1 géz oniine alirsak su sekilde yazilabilir:

0F oF,,”
=A (114)
aVias X aVias
c
Esitlik (109)°dan
n 2 '
0F. _ Z (aka) <aujb) (115)
aVias b anb aVias
Ve
<0Féc2> ach [ OFg, HO(D Upc)l Zl dFg, Ha(szUpc)
anb a(DmUpc) a(DmlUpc)
+ Yiksek mertebeden terimler (116)

yazilir. Esitlik (103) ve (104) kullanilirsa asagidaki denklemler elde edilir:

0t (1) 6= ) (32

- (zl_h) Sjp (8cm'p = 8c-m' p) (117)

ve

3 (DpuUpe) au
# (2]’1) Z{Sc+m "+1'e — c+m’—l’,e - 6c—m'+l',e + 6c—m'—l',e} <6U§:>
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2
= (ﬁ) 6jp{6c+m’+l’,b - 5c+m’—l’,b - 60—m’+l’,b + ac—m’—l’,b} (118)

Esitlik (117) ve (118)’i esitlik (116)’da yerine koydugumuzda;
OFy."\  0OF*
Uy ) 90Uy

[ OF? 1
+ Z G(TI;JCDC) (E) Sip (8erm’'p — Ocem’p)

2

ach 1
* Z O(D U ) (ﬁ) 6fp{6c+m'+l',b = Scim'—t'b — Ocem’+1' b
1 mlYpc

+ 5c—m’—z’,b} + Yiksek Mertebeli Terimler (119)

dF, >
AU,

[ OF? 1
o Z a(D—kc) <2h) (6c+m b — 6c—m’,b)
m

2

+Z_ OFic (1){5 -y 5 +6 }
a(Dml ) c+m'+U',b c+m —=U,b c—m +l'.,b c—-m -l,b

+ Yiiksek Mertebeli Terimler (120)

yazilir. Esitlik (115) ve (120)’den esitlik (114) su hale gelir:

o0E OFZ. z 0F, )
o) Op !
aVias bkc{ L’)(Dmch) 2h ( ctm’,b — Oc m,b)

JF? 2
Z Ia(Dmlc 2h> (8c+m "+U!.p — 66+m’—l’,b - 66—m’+l’,b + 8C—m'—l’,b)

. aUjp
+ Yiiksek Mertebeli terimler (121)
aVias

OFZ, 1 OFZ,
=4 Y+ 3 ) Gt =00 s
{aula 2h ( a-m',c at+m ,c) a(DmUic)

+Z(i) (6 =0 1. —0 .+ 6 ’ ,)[ aFkC l
- 2h a-m —-l',c a-—m'+1l'c a+m'—=1l',c at+m +1l'c a(DmlUlC)

aU;,
+ Yiiksek Mertebeli Terimler ( ) (122)
aVias
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Burada esitlik (108) j ve b iizerinde toplamak i¢in kullamlmis ve & birim
matrislerindeki a ve ¢ yeniden diizenlenmistir. Esitlik (122)’deki (103) ve (104) baglantilar

kullanilarak diferansiyel denklemin ¢oziimii i¢in algoritma son olarak su sekilde yazilir:

dVVias _ a(FkZa)

dt ‘AZ{ aU,,
d(FZ,

_;D la(D Ula)l

( kza) .. , , ana
+ Z D + Yiksek Mertebeli Terimler ( v ) (123)

a(Dml U; a) 0 ias

ve
Viem = G(Vviam) (124‘)

Diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in ayrik formalizm, ayrik sinir minimizasyon
algoritmasina dayanmaktadir. Diferansiyel denklem (100) i¢in sonlu fark denklemi esitlik (105)
ile verilmistir. Bununla birlikte U;, degiskenlerinin ikili gosterimi, 1 ve —1 degerlerine sahip
ikili degiskenler kullanilarak elde edilir. Bu nedenle ayrik algoritma igin enerji fonksiyonu su

sekilde verilir:
E(Bjns) = ) Fia(Bis)” (125)
ia

Burada Bjp,y,, 1 ve —1 degerlerine sahip ikili degiskenlerdir. Ayrik algoritma esitlik (88)
ve esitlik (90) kullanilarak elde edilebilir (Lee vd 1990).

Yapay Sinir Agile Lineer ve Lineer Olmayan Adi Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Meade ve Fernandez, ileri beslemeli yapay sinir ag1 ve B;-spline’lar kullanarak lineer
ve lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimiinii elde etmistir (Meade vd
1994).

Ileri beslemeli yapay sinir aglari ile lineer adi diferansiyel denklemlerin ¢éziimii
Fonksiyon yaklasimi

Stirekli, ¢ok degiskenli bir fonksiyonun yaklastirilmast veya enterpolasyonu
problemiyle ilgilenen fonksiyon yaklasimi teorisi, genel olarak denetimli 6grenme ve YSA
davranigini agiklamak i¢in arastirmacilar (Omohundro 1987; Girosi vd 1989) tarafindan dikkate
alinan bir yaklagimdir. Basit bir ileri beslemeli yapay sinir ag1 yapisinin yaklasim performansini

etkileyen dort parametre kiimesi vardir:
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1. Giris agirliklar

2. Bias agirliklar

3. Transfer fonksiyonlar1
4. Cikis agirhiklar

Her bir parametre kiimesinin matematiksel rollerinin yorumlanmasinda rehberlik

saglamak amaciyla fonksiyon yaklasimi teorisi incelenmistir.

¥, (x)
Cikas Diigiimii

Gizli Diigiimler

84= q. gizli diigiim i¢in bias agirlig1

aq= q. gizli diigiim igin giris agirhg

Cq= Q. gizli digim igin ¢ikis agirlig
Sekil 20. Standart ileri beslemeli yapay sinir ag1 yapist

Fonksiyon yaklagimmin en yaygin yontemi fonksiyonel temel agilimidir. Fonksiyonel
temel agilimi, x degiskeninin fonksiyonlar1 olan lineer bagimsiz temel fonksiyonlarin (Y)

agirlikli bir bileseni olarak keyfi bir y(x) fonksiyonunu temsil eder:
T
y() = ) Y, (0c, (126)
q=1

Burada T toplam temel fonksiyonlarin sayis1 Ve ¢, temel katsayilardir. ¢, katsayilarmin

degerleri secilen temel fonksiyonlara bagli olarak degisecektir.

Denklem (126) incelendiginde bunun temel fonksiyonlar ve genisleme katsayilarinin
skaler carpimi oldugu goriiliir. Sekil 20'deki basit ileri beslemeli yapay sinir ag1 tarafindan
gerceklestirilen matematiksel islemler, transfer fonksiyonlarinin temel fonksiyonlar olarak
hareket ettigi ve ¢ikis agirliklarinin temel genisleme olarak hareket ettigi bir skaler ¢arpim
olarak yorumlanabilir. Bu anlayis, sigmoidler gibi transfer fonksiyonlarinin sonlu toplamlarinin
keyfi siirekli fonksiyonlara yaklasmak igin kullanilabilecegini kanitlama girisimlerinin

cogunun temelinde bulunur (Cybenko 1989; 1t01991).
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fleri beslemeli yapay sinir ag1 ve fonksiyonel temel genislemesi arasindaki baglanti, agin
performansin etkileyen daha 6nce bahsedilen parametre setlerinden ikisine, ¢ikt1 agirliklarina

ve transfer fonksiyonlarina matematiksel bir rol atar.

Temel fonksiyonlar olarak transfer fonksiyonlart

Transfer fonksiyonlariin temel fonksiyonlar olarak kullaniglilig1 incelenmistir. Burada
transfer fonksiyonu olarak Sekil 21'deki hard limiti, transfer fonksiyonu olarak kullanilmistir.
Bu seg¢im, fonksiyonun basitligine ve yazilim-donanimda uygulanabilme kolayligina

dayandirilmistir (Chuo vd 1987).

T
1 ————
| l >
-1 L &
q
..1 ——
Sekil 21. Hard limit transfer fonksiyonu
Hard limit asagidaki denklemlerle modellenebilir:
Y, =-10, icin ¢, <-1.0
Y, =&,(x), icin —1.0<¢,<1.0 (127)

Y, = +1.0, igin &;>1.0
Burada ¢, bagimsiz degisken x'in bir lineer fonksiyonudur.

Bir fonksiyonun baz genislemesi ile yaklastirilmasinda, genisleme icin secilen bazlar ya
yaklastirilacak fonksiyonun yasadigi uzayi ya da bunun bir alt uzayimi kapsamalidir. Fonksiyon
yaklagimi literatiiriinde yaygin olarak kullanilan baz fonksiyonlarinin ya yerel (sadece alanin
sinirl bir kisminda sifir olmayan bir deger sergileyen) ya da global (alanin hemen hemen her

yerinde sifir olmayan) olarak kabul edilir.

Hard limit transfer fonksiyonlari, £, ; doniisiim yardimiyla pargali bir sekilde tanimlanan

global lineer polinom temel fonksiyonlari olarak goriilebilir. Hard limitlerin dagilimi, giris ve

bias agirliklar kullanilarak gergeklestirilir.
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Prenter (Prenter 1989) iyi bir polinom temelini, genisleme katsayisi problemine en

uygun ¢oziim saglayan bir temel olarak tanimlar:
fx) =pk), ((=01,..,N) (128)

Burada, yaklastirilacak fonksiyonu ifade etmek igin kullamilan N nokta genellikle
diigiim olarak adlandirilir. Iyi bir polinom temeli ayn1 zamanda diigiimler arasinda yaklastirilan
fonksiyonun diizgiin interpolasyonunu da saglamalidir. Bu o6zellikleri saglayan belirli bir

polinom ailesi Lagrange polinomlari ailesidir.

Lagrange polinom spline'lari

Global temel fonksiyonlarinin dezavantajlari nedeniyle, Lagrange polinomlarma dayal
parcal1 polinom spline'lar siklikla kullanilmaktadir. Spline'lar, sinirh sayida diigiim iizerinde
uzanan ve birlikte diiglimleri arasinda degisen derecelerde enterpolasyon saglayan polinom
egrileridir. En yaygin polinom spline, Sekil 22'de gosterildigi gibi Chapeau veya "hat (sapka)”
fonksiyonudur. Bu literatiirde birinci dereceden Lagrange polinomu olarak adlandirilir.

Formiili soyledir:

(x — xi—1)
b, =—") o <x<ux;
b= xmq) Sl N
(X471 — %)
= x; < x <X 129
i (xi+1 _ xi) i i+1 ( )
aksi takdirde D, =0, x<ux;_qYada x;>x;44
A
1 4
T T T F
xi-l xi X

Sekil 22. Chapeau veya "hat (sapka)" fonksiyonu

Sekil 23, N = 3 diigiim (x4, x, ve x3) ile ayristirilmus bir [x;, xy] problem alani, lineer
bir enterpolasyon saglamak i¢in hat fonksiyonlarinin nasil dagitilmast gerektigini
gostermektedir. Etki alanindaki herhangi bir x degeri i¢in, tiim hat fonksiyonlarinin toplaminin
1 degerine esit olacag: goriiliir. Bu, bu sekilde dagitilan hat fonksiyonlarinin bir sabiti dogru bir

sekilde temsil edecegi anlamina gelir ki bu da iyi bir enterpolasyon semasinin ilk ve en 6nemli
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testidir. Dagilimin hesaplama verimliligi agisindan ek bir faydasi da hat fonksiyonlarinin lineer

bagimsiz olmasidir. Bu, temel agilim katsayilarinin belirlenmesinde 6nemli olacaktir.

A
1 +

1 T |
*) *2 x5 X

Sekil 23. Problem alan1 boyunca hat fonksiyonlarinin uygun dagilimi (x; < x < x3)

Hat fonksiyonlarinin  dagilimi  tamamen  matematiksel gerekgelerle de
dogrulanmaktadir. Hat fonksiyonlarinin fonksiyonel bir temel olarak kullanildig1 ve temsil
edilen fonksiyonun N diigiimde ayriklastirildig: diisiiniildiigiinde, temsil edilen fonksiyon igin
N serbestlik derecesi oldugu agiktir. Bu, fonksiyonu temsil etmek i¢in kullanilan fonksiyon alt
uzayinda N boyut anlamina gelir ve etki alaninda her diigiimde bir tane olmak {izere N hat

fonksiyonu gerektirir.

Ag parametrelerinin kisitlanmasi

Daha once de belirtildigi gibi arastirmacilarin YSA'larin diferansiyel denklemlerin
¢oziimiine yonelik ¢alismalari, Hopfield tipi bir ag tizerinde diferansiyel denklemle ilgili bir
enerji fonksiyonunun minimize edilmesini i¢germektedir. Denetimli 6grenme ve diferansiyel
denklemlerin minimizasyon yoluyla ¢6ziimii, yavas yakinsama siireleri ve optimal olmayan bir
duruma yakinsama veya hi¢ yakinsamama olasilig1 icerir. Bu durumlarin yalnizca kullanilan
algoritmalardan kaynaklanmadigimi anlamak ¢ok Onemlidir. Sorunlarin bir kismi, verilen
problemin hala yetersiz belirlenmis olmasidir: sistemdeki parametreler {izerinde yeterli sayida
¢coziimii kabul edecek kadar kisitlama yoktur. Sonug¢ olarak, olusturulan hata yiizeyinin

karmagik olmasi muhtemeldir ve algoritmalar bu yiizeyde ilerlerken sorunlar yasayabilir.

Bu sorunlarin ¢6ziimii, parametrelere keyfi olarak ya da bazi gerekgeleri izleyerek
kisitlamalar getirmektir. Ancak yine de minimum hatada istenen fonksiyona yakin olan bir
yiizeye doniistiirmektir. Ideal olarak, parametrelerin optimizasyonun gerekli olmadig1 ve geri

kalan bilinmeyen parametrelerin en iyi sekilde belirlenebilecegi 6l¢iide kisitlanmasi istenir.

Girdi agirliklar: ve bias agirliklar
agnun giris agirhgm ve 6,'in bias agirhgim temsil ettigi Sekil (20)'deki gdsterim

kullamlarak, belirli bir g isleme elemaninin ¢ikist (04) denklem formunda yazilabilir:
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0q = Yy(agx +6,) =Y,(&,) burada &g =agx + 0, (130)

ag Ve 0, sabittir, &, ise giris x’e lineer bagimh bir degiskendir. Denklem (130)

q
incelendiginde giris agirhigt a,’mn x i¢in bir dlgekleme katsayisi gibi davrandigi goriiliir.
Alternatif olarak giris agirligi ve biasin, giris degiskenini q. islem elemanina 6zgii yeni bir alan
¢4 ye doniistirmekte olarak gortilebilir. Bu, x’in &,’ya lineer doniisiimii x'in dlgeklenmemis

kaydirilmig doniisiimlerine benzer (Ito 1991).
x-eksenindeki bir noktay1 Xq» transfer fonksiyonu Y, nin “merkezi” olarak tamimlanir:
agxq+ 60, =0 veya 6, =—agx,

Bu denklemden, bias agirligimin her transfer fonksiyonunun orijinini (§; = 0) x

bagimsiz degisken uzayinda ayarlanmasina izin verdigi goriilmektedir. Giris ve bias agirliklari,
her transfer fonksiyonunun farkli sekilde dl¢eklendirilmesine ve x bagimsiz degisken uzayinda

farkli konumlarda merkezlenmesine izin verir (Sekil 24).

'Y

1—t—

///
T

Sekil 24. Hard limitlerin x ekseni boyunca keyfi dagilimi

-1

Sinir agimin transfer fonksiyonlarmin spline'lara doniistiiriilmesi

Hard limitin, hat fonksiyonuna doniistiiriilmesi durumunda nemli bir dizi avantaj elde
edilebilir. Sekil 25°de, iki hard limit fonksiyonu komsu araliklarda merkezlenmis olarak
gosterilmistir. x; ve x;,, arasinda merkezlenmis olan fonksiyon —1 ile carpilir ve ikinci
degistirilmemis fonksiyona eklenirse (Sekil 26), sonucun maksimum degeri 2 olan bir hat
fonksiyonu olacagi agik¢a goriiliir. Ayrica, sekildeki hard limitler uygun ¢ikti agirliklariyla
—0.5 ve 4+0.5 arasinda olgeklendirilirse, sonugta ortaya ¢ikan hat fonksiyonu, fonksiyon
yaklagimi literatiiriinde kullanilandan ayirt edilemez. Hard limitlerin hat fonksiyonlarma

dontistiiriilmesi, asagidaki denklemle tanimlanabilir:
YA-YE =20, (i=12..,N) (131)

Burada hard limitlerin hard simgeleri A ve B, sirasiyla bitisik araliklar x;_; < x < x;

ve x; < x < x;,,’iifade eder. Y/ ve Y? fonksiyonlari, kendi araliklarimin orta noktalarinda sifir
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olarak tanimlanmistir. Bu formiilasyonun bir sonucu, hard limitlerin sayisi istenen hat
fonksiyonlarmin sayisina baglanabilmesidir. Hat fonksiyonlarindan iki kat daha fazla hard

limite ihtiya¢ duyulacaktir (T = 2N).

1
I 1 7 1
X1 X X1 x
’
1) o — 7’

Sekil 25. Giris ve bias agirliklarini kullanarak x ekseni boyunca hard limitlerin kisitlanmig
dagilimi

1
I 1 \ I
X -1 / xi \\:ri-l-l xX
Y
=1.0 == S

Sekil 26. Sag taraftaki hard limit (kesikli ¢izgi), negatif ¢ikt1 agirligi ile garpilarak ters ¢evrilir.
Iki hard limitin toplanmas: bir hat fonksiyonu olusturur. Sekil 22’e bakiniz.

Girdi, Bias ve ¢ikti agrliklarinin kisitlanmasi

Hard limit fonksiyonu gosterimini denklem (126) hat fonksiyonlarin1 kullanan bir

gosterime esitlemek i¢in gereken 6zel kisitlamalar tiiretilir ise;
T N
Y () = D Yy(0)q = ) diGw;. (132)
q=1 i=1

yazilir. Burada &; hat fonksiyonlari, denklem (129)’a gore, x; diiglimiinde 1 degerine sahip

olarak tanimlanir ve w;, hat fonksiyonlariyla iligkilendirilen temel katsayilardir.
Problem uzayini x; diigiimlerini kullanilarak asagidaki sekilde ayriklastiralim:
a=x1<x2<-"<xN_1<xN=b

Bu ayriklastirma problem agi olarak adlandirilir. Sinirlardaki uygun hat fonksiyonlarini

olusturmak i¢in, x, < a Ve xy,q > b olacak sekilde iki yardimer diigiim x, ve x4 gereklidir.

T = 2N kisitlamasini kullanarak denklemi (126) su sekilde yeniden yazilir:
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T=2N

Z Y, ()¢, = ZY (X)cy + Z Y, (), (133)

q=N+1

Burada sag taraftaki toplamlar, genellik kaybi olmaksizin su sekilde yeniden yazilabilir:

N N
Z Y,cq = z Yo,
q=1 i=1

Z Y,cq = Z Y8,

q=N+1

T N N
ZYq(x)cq = ZY{“ui + ZYtii (135)
q=1 i=1 i=1

(134)

Buradan

yazilir. Burada

Y.iA = =1.0, icin x < x;_4
EA(x), icinxi_, < x < x
Y/ = 1.0, icin x > x;
Xi—1t+Xx;
Y/ =0, = % (136)
ve
YL'B = —-1.0, icin x < x;
= &1 (%), icin x; < x < xj44
Yy = 1.0 icin x > x;41
x; + x;
yazilir. Eger cikis agirliklart su sekilde kisitlanirsa
Wi
wmThTy (138)

ve daha sonra bu bagint1 denklem (135)'de yerine konuldugunda;

N N

w
ZYg“ui+ZYtii=(ZYA ZYB>‘ Z(YA YB)
i=1 i=1

olarak yazilir. Ancak, denklem (131)'den, Y/ — Y? = 2d;; bu nedenle,
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N N N
w; w;
Y- T = e S= ) ew
i=1 i=1 i=1

bu da denklem (132)’den y, (x)’in hat fonksiyonlari cinsinden temel agilimidir.

Denklem (134) ve (138)’den, ¢ikt1 agirliklart su sekilde verilir:

(i=12,..,N) (139)

Ci+n = Vi = ——

Ileri beslemeli yapay sinir agindaki T = 2N ¢ikt1 agirhklariin i. ¢ifti, (i = 1,2, ..., N)

S . , 1 1, .
icin i. temel genisleme katsayisi w; nin u; ve v; sirasiyla S Ve -o degerlerine ayarlanir.

Girdi ve bias agirligi formiillerini tiiretmek igin, Sekil ((22),(24)-(26))’ya ve denklem
((129), (136) ve (137)) 'ye tekrar bakilirsa, Sekil 25'den de anlasilacag: tizere, hard limitler
problem uzayina, lineer davramslar1 (sirastyla &7 (x) ve £5(x)) uygun aralikta gergeklesecek

sekilde yerlestirilmelidir. Bu nedenle,

2(x —x;_1)
E{‘(x)=ﬁ—1, xi_1Sxle-

i i-1

2(x — x;)

i=12,..,N (140)

yazilir. E2(x) =af'x + 0 ve 8 (x) =aPx + 6P oldugundan, denklem (140) kullamlarak giris

ve bias agirliklarinin degerleri hesaplanabilir:

2 2X;_
a{4=—, 9{“:——11—1 (141)
(x; — xi1) (x; — xi-1)
ve
2 2X;
B B i
a =—, 0 = ——-7-—-—1 (142)
' (xi+1 - xi) ' (xi+1 - xi)

Ciktt agwrliklarinin belirlenmesi: Agwhikly kalanlar yontemi (Method of weighted
residuals)

Genisleme katsayilarin1 bulma problemi, baglanticilara olduk¢a asina olan terimlerle
ifade edilebilir: ¢oziimii y fonksiyonu olan bir diferansiyel denklem ve ¢oziime bir temel

genislemesi olarak ifade edilen bir yaklasim verildiginde, y, genisleme katsayilari bulunur, 6yle
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ki yaklagimin hatas1 D alanindaki bazi normlar agisindan kiigiik olsun.Yani alansal degiskenler

s vektori ile tanimlaniyorsa ve L(y) bir diferansiyel operatdr ise 0 zaman denklem (143);

N
Vo (s, t) = Z ®,;(s)w;(t), (burada ®;(s)temel fonksiyonlardir) (143)

i=1
zamana bagli diferansiyel denklem L(y) = g(s,t), L(y,) — g(s,t) = R(wq,...,wy, s, t)
denklemiyle sonuglamir. Burada R, hata veya diferansiyel denklem kalan1 olarak
tanimlanabilecek sifir olmayan bir deger fonksiyonudur. Ek olarak, denklem (143), diferansiyel

denklemin baslangi¢ ve sinir kosullarina bagli ise,

I(ya) = R[(Wl, ...,WN, S) ve B(ya) = RB(W1’ ""WN' t)

yazilabilir. Temel olarak, w;(t) temel katsayilar1 bulunabilir, boylece R, problem alani D

lizerinde N — oo kadar bazi normlar agisindan kiigiik olur.

R, = R = 0 olacak sekilde y, ’nin baslangi¢ ve smir kosullarini saglamasini isteyelim.
Diferansiyel denklemi saglayan w;(t) temel katsayilari, denklem kalani R'nin bir f(s)
fonksiyonu (genellikle agirlik fonksiyonu veya test fonksiyonu olarak adlandirilir) ile
carpilmasi, problem alanmi D iizerinde integre edilmesi ve sifira esitlenmesini gerektirerek

belirlenebilir:

ffR dD = (f,R) =0 (144)
D

Burada (f, R), f ve R fonksiyonlarinin i¢ ¢arpimidir. Agirlikli kalanlar yontemi adim
(144) numarali denklemden almaktadir. Denklem (144)"in yonetim denkleminin zayif formuyla
yakindan iliskili oldugu belirtilebilir:

ffR dD = ff(L(ya) —g(s,t))dD =0 (145)
D D

Zayif formla olan bu iliski, kesin ¢6ziimde siireksizliklere izin verme avantajina sahiptir
(Lax vd 1960), bu da ozellikle biiyiik gradyanlara veya siireksizliklere sahip problemlerin

¢coziimiine yaklasirken avantajlidir.

Denklem (144)'in temel katsayilarim1 ¢6zmek igin lineer bagimsiz iliskilere ihtiyag
duyuldugundan, f 'nin lineer bagimsiz f; fonksiyonlarindan olugsmas: gerektigi aciktir. k =
1, ..., N olmak iizere, temel katsayilar igin N denklem sistemi olusturulur. Zamana bagl bir
durum igin, t cinsinden bir adi diferansiyel denklem sistemi ortaya ¢ikar. Kararli durum igin,

temel katsayilar sabittir ve bir cebirsel denklem sistemi olusturulur.
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Agirlik fonksiyonu fj, icin farkli se¢imler, MWR'nin alt siniflar1 olan farkli hesaplama

yontemlerine yol acar. Bu yontemlerden bazilar1 sunlardir:

(1) Alt alan yontemi. Hesaplama alani, asagidaki durumlarda iist iiste gelebilen N adet

D, alt alanina ayristirilir:
fx = licinde D, ve f, =0disinda Dy, icin k=1,..,N

Alt alan yontemi, (144) denklemini degerlendirirken sonlu hacim yontemiyle aynidir.
Alt alan yontemi ile (143) ve (145) denklemleri, hem yerel hem de kiiresel olarak yonetim

denkleminde koruma 6zelliklerini zorlamak i¢in uygun ¢ergceveyi saglar.
(2) Siralama yontemi. Agirlik fonksiyonlari su sekilde ayarlanmustir:
fi =6(s—sy), icink=1,..,N
Burada § Dirac delta fonksiyonudur. Bu bagintinin denklem (144)'de yerine konulmasi

sunlar1 verir:

fc?(s —sp) RdD = R(wy,wy, ...,5,) =0
D

Sonlu farklar yontemi diferansiyel denklemin sadece diigiim noktalarinda ¢6ziilmesini
gerektirdiginden, sonlu farklar yontemi yaklasik bir ¢6ziim y, kullanilmadan bir kollokasyon

yontemi olarak yorumlanabilir.

(3) Momentler yontemi. Agirlik fonksiyonlari, denklem kalintisinin ardigik olarak daha
yiiksek momentlerinin sifir olmasi gerekecek sekilde lineer bagimsiz fonksiyonlar kiimesinden

secilir. Tek boyutlu bir problem i¢in,
fi = x%, icink =0,..,N— 1.

Bu bagmtinin denklem (144)'in tek boyutlu formunda yerine konulmasi sunu verir:
b
] x¥Rdx =0, icink=0,..,N—1
a

(4) En kiigiik kare yontemi. Agirlik fonksiyonlar su sekilde ayarlanmigtir:

OR
fx==—, icink=1,..,N
aWk

Burada wy, temel katsayilardir. Denklem (144)'e f; uygulanmasi, problem alani

iizerinde toplanan kalintinin karesinin minimumunu bulmakla aynidir:
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d
— | R?dD =0
aWk

D

(5) Genellestirilmis Galerkin yontemi. Agirlik fonksiyonlari su sekilde ayarlanmistir:
fo =¥ (s)icink=1,..,N

Burada W, (s) bazlara benzer analitik fonksiyonlardir, ancak sinir ve/veya baslangic
kosullarini karsilamak i¢in ek terimlerle degistirilmistir. Sonlu elemanlar ve spektral yontemler,
genellestirilmis Galerkin yonteminin alt smiflart olarak diisiiniilebilir. Galerkin tabanli
yontemler, temel fonksiyonlar tam bir kiimenin ilk N iiyesi ise 6zellikle dogru olarak kabul
edilir. Sonu¢ olarak, N sonsuza yaklastikca y, yaklasitk ¢ozimii y kesin ¢oziimiine

yakinsayacaktir.

MWR'in baslangic ve sinir kosullarinin tam olarak saglandigi (R; = Rg = 0)
durumlarla smirl olmadigi da unutulmamalidir. Eger sadece diferansiyel denklemin tam olarak
saglanmasi (R = 0) istenirse, MWR, panel ve sinir elemani1 yontemleri gibi sinir yontemlerini
tiretmek i¢in kullanabilir. Agirlikli kalanlar yonteminin gesitli alt siniflar1 Finlayson (Finlayson
1972) ve Fletcher (Fletcher 1984) tarafindan uzun uzadiya tartisilmis ve karsilastirilmastir.

Ciktr agirliklarinin belirlenmesi, agirlikli kalanlar yontemiyle yaklasarak bilimsel ve
mithendislik hesaplama alanlarinda en yaygin kullanilan tekniklerden hem teorik hem de
hesaplama sonuglarina ulasilir. Her yontemin 6zel uygulamaya bagli olarak avantajlart ve
dezavantajlar1 vardir. Fletcher tarafindan yapilan gozlemi takiben genellestirilmis Galerkin

'

teknigini kullanacagiz. "...Galerkin yontemi siirekli olarak yiiksek dogrulukta sonuglar {iretir

ve agirlikli kalanlar yontemi kadar genis bir uygulama alanina sahiptir." (Fletcher 1984).

Ozellikle, fi (%), ¥, yaklastmim tanimlamak i¢in kullanilan temel fonksiyonlarla ayni

olacaktir. Bu, Bubnov-Galerkin teknigi olarak bilinir (Fletcher 1984):
fii(x) = &, (x), burada k =1,2,..,N (146)

f(x) bu sekilde tanimlandiginda, integrallerin degerlendirilmesi, yaklastirilacak
diferansiyel denklem lineer ise genellikle lineer olan bir cebirsel denklem sistemine yol agar.
Aksi takdirde, cebirsel denklemler lineer degildir. Bu denklemler, standart teknikler (Strang
1980) araciligiyla tek bir ¢6ziim i¢in degerlendirilebilir ve hem lineer hem de lineer olmayan

diferansiyel denklemlerin degerlendirilmesine izin verir.
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Ornek 2: Birinci Dereceden Lineer Adi Diferansiyel Denklem

d
d_y_yzo, y(x=0)=1, 0<x<1 (147)
X

Bu denklem (Lee vd 1990) tarafindan 6rnek olarak kullanilmistir. Denklem (147)'nin

¢Oziimiine yaklasmak i¢in basit bir ileri beslemeli ag olusturulmustur (Meade vd 1994):

(1) Bagimsiz degisken x i¢in lineer bir transfer fonksiyonunu kullanan tek bir girdi
isleme elemani.

(2) Bagimli degisken yaklagimi y, icin lineer bir transfer fonksiyonu kullanan tek ¢ikislh
bir isleme elemani.

(3) Hard limit transfer fonksiyonunu kullanan bir dizi gizli katman isleme elemani.

(4) Gizli katman isleme elemanlarinin her birine baglh tek bir bias diigiimii.

Problem alanindaki diigiim sayis1 N seger ve sirastyla af , a?, 04 ve 6F giris ve bias
agirlik degerlerini belirleriz. Hat temel fonksiyonlarim1 @ Kkullanarak bagimli fonksiyonun

yaklasimini temsil edilebiliriz:

N
Va = Z D, (x)w; (148)
i=1

Ag tamamlamak i¢in geriye c¢ikis agirliklarmmin  degerleri ve dolayisiyla w;

katsayilarinin degerleri kalmaktadir.
Denklem (148)'in model denkleminde yerine konulmasiyla asagidaki sonuglar elde
edilir:

dy,

— =Y, =R 149

Bubnov-Galerkin teknigi (f, = ®;) denklem (149)'a uygulanir:

d
(O, R) = (q:k,d—fca) —(®y,) =0, icink=1,..,N (150)
N
d 4,
e el (s

=1

Denklem (150) su hale gelir:

do, o
<q)k,EWi) - Zl(q)k,q)iwi) =0
i=

N
—y

i
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Problem sabit oldugu igin w; sabittir ve su sekilde yazilabilir:
N d®; N .

(‘Dk,E) w; = E(CD,(,CDL-)WL- icink=1,..,N
=1 i=1

i

I¢ carpimlar1 kullanarak asagidaki lineer cebirsel denklem sistemine ulasiriz:

N
sziwi =by, icink=1,..,N (152)
i=1

Burada

do; .
Mki = <CDk,E— Cbl> ve bk = O, cin k= 1, ,N

Model denklemi (147)’nin bir ¢6ziimii i¢in baslangi¢ kosulu gereklidir. Yaklasik y,

degerini kullanilarak,

N
ya(o) = Z (Di(O)Wi — y(O) =1
i=1

bu denklemi saglar:
w; =y(0) = 1.

Bu denklem, M katsay1 matrisine ve denklem (152)'deki b vektoriine dahil edilebilir ve

bu nedenle,
My;=1 ve Mj; =0, icini=2,..,N ve by =y(0) =1.

Degistirilmis cebirsel sistemin ¢oziimii, yaklastirilan diferansiyel denklem i¢in w; temel

acilim katsayilarini saglar.

Agirhikli kalan yontemi (veya oOzellikle Bubnov-Galerkin yontemi) tarafindan
olusturulan katsay1 matrisinin tiiriiniin kullanilan temel fonksiyonlarin tiiriine bagli oldugu daha
once belirtilmisti. Denklem (152)'nin M Katsay1 matrisini olusturan integralin analizi sunu

gostermektedir:

dd,
Mii = <CDk' dx

—CIDi>=O cini<k—1 ve i>k+1

Bunun nedeni hat fonksiyonlarmin problem alanmindaki dagilimlari ve lineer
bagimsizliklaridir. Denklem (152)'nin M matrisi bu nedenle pozitif tanimli ve ¢ koselidir.
Baslangi¢ kosulunun dahil edilmesiyle matrisin degistirilmesi bu avantajlar1 degistirmez. Sonug

olarak, degistirilmis cebirsel sistem Thomas algoritmasi (Anderson vd 1984) ile O(N) islemde
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¢oziilebilir. Agilim katsayilar1 bilindiginde, sinir agimin ¢ikis agirliklari denklem (139) ile

kolayca hesaplanabilir.

Cikis agirliklarinin belirlenmesi, denklem (147)'yi modelleyen ileri beslemeli ag igin
parametrelerin de belirlenmesini saglar. Ciktinin dogrulugu, problem alanindaki diigiim sayisini

artirarak ve boylece ek hat fonksiyonlar1 olusturarak kontrol edilebilir.
Ornek 3: ikinci Dereceden Lineer Diferansiyel Denklem

Pratikte ilgi ¢eken biraz daha zorlu bir problem de 6zdeger problemidir (Trim 1990).
Dinamik sistem analizi alaninda ¢alisanlarin asina oldugu 6zdeger problemi, sinir kosullariyla
birlikte asagidaki ikinci dereceden lineer adi diferansiyel denklemle tanimlanir (Meade vd
1994):

2
Y _2y=0 0<x<1 (153)

dx?
y(0) =y(1) =0
Burada 6zdegerler (4;) su sekilde verilir:
A = (m)?, iginj =123, ... (154)

Ozdegerlere karsihk gelen y(4;) ¢ozimleri o6zfonksiyonlar olarak bilinir.

Ozfonksiyonlara uyguladigimiz bir ek kosul da i¢ carpim kullanilarak tanimlanan

ortonormallestirilmis olmalaridir:

(y(/lj),y(/lk)) =1, egerj=kve (y(/lj),y(/lk)) =0, egerj+k (155)

Ozdeger problemi, sadece yiiksek tiirev mertebesi nedeniyle degil, ayn1 zamanda
homojen sinir kosullarinin ¢6ziimii (y, = 0) zorlayabildiginden yinelemesiz yontem i¢in iyi bir

testtir.

Bubnov-Galerkin yonteminin probleme uygulanmasi sonucunda;

d?y,
<fk:#> + (fk»/lea) =0, icink=1,..,N. (156)

Kullanilan temel fonksiyonlar lineer oldugundan ikinci tiirev sifirdir. Bu nedenle
parcalara ayirma yontemini kullanarak tiirevlerin mertebesi disiiriilmelidir. Denklem (156) su
sekilde yeniden yazabilir:

(45 s
dx’ dx

dya 1 ..
—4i(fi,va) = f"E L icink=1,..,N (157)
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Pargalarla integrasyon kullaniminin sinir tiirev bilgisini (Neumann kosullar1) getirir. Bu
ornekte, bagimli degiskenin degeri smirlarda bilinmektedir (Dirichlet kosullarr). Hat

fonksiyonlar1 kullanildiginda sinir tiirev terimi yalnizca k = 1 ve N i¢in sifir degildir.

Ornek 2'den farkl olarak 6zdeger probleminin yaklasik ¢dziimii y,, bagimsiz degisken
x'l kullanan bir temel genisletmeyi gerektirir. Bunun nedeni ilgili sinir kosullartyla birlikte
problemin denklem (148) gibi basit bir agilimin yerine konmasinin sifir bilinen vektore (b) yol

acacagl ve tekil olmayan bir matris igin yalnizca 6nemsiz bir ¢6ziim verecegi sekildedir (Strang
1980).

Yo i¢in asagidaki acilim kullanilir:

N N
Va(x) = ) ®;(x)w; =C1 ) ®;(x; — 1) (158)
2 2
Burada
w; = Cl(xl- — Ti)' (159)

x; digiimlerin konumlar1 oldugundan ve ®; lineer enterpolasyon fonksiyonlari olarak

hareket ettiginden;

N
z Dix; =x
i=1

olarak yazilir. Dolayisiyla denklem (158) su hale gelir:

N N N
Cc1 (Z (I)ixi - Z q)l'Ti) =C1 (x - Z cDiTl') (160)
i=1 i=1 i=1

Burada C1, denklem (155)'de oldugu gibi yaklasik ¢6ziim ortonormallestirildiginde

belirlenecek bir 6l¢geklendirme katsayisidir. Bu genigleme ile,

N N
y,(0) = C1 (O — CDL-(O)TL-) =0 ve y,(1) = C1 <1 — CDL-(l)rl-) =0 (161)
2 2

ve bu nedenle,
T1:0:b1 ve TN:]‘:bN

olur. Bu sifir olmayan bir b vektorii olusturmaktadir. Sonug olarak, tekil olmayan bir katsay1

matrisi tek bir ¢6ziim iiretecektir.

Acilimlar denklem (157)'e uygulandiginda asagidaki lineer sistemi elde edilir:
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Z M,T; = by, icin k=1,..,N (162)

i=1

Burada

do, dd,
Mg; = W(l_ dx) — (@, (x — @)  ve

b, =0, icin k=2,..,N—1, (163)

My =1 ve My; =0, icin i =2,..,N, ve by=17,=0

ile
Myy =1 ve My; =0, igcini=12,..,N—1 ve by =1y =1.
Denklem (162)'nin ¢6ziimii 7; degerlerini verir.
Bubnov-Galerkin ¢6ziimiine ortonormalizasyon sart1 uygulandiginda asagidaki formiil
elde edilir:
) N N
0 i=1 i=1
veya

1 N 2
0 i=1

Integral yaklasik bir toplam ile degistirilebilir:

N N 2
12 Z h <Z dbi(xr)wl) dx = 1 (166)
r=1 i=1
Fakat

®;(x,)=1, icin r=1i. (167)

Boylece €1 i¢in ¢ozdiiglimiizde sunu buluruz:

thl G — 12

7; Ve C1 biliniyorsa w; belirlenebilir. Ag ¢ikis agirliklarinin w;'den hesaplanmasi agin

yapisini tamamlar.
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Ileri beslemeli yapay sinir aglari ile lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin
¢cOziimii

Fonksiyon yaklagimi

Siirekli, ¢ok degiskenli bir fonksiyonun yaklastirilmast veya enterpolasyonu
problemiyle ilgilenen fonksiyon yaklastirma teorisi, genel olarak denetimli 6grenme ve YSA
davranigini agiklamak igin arastirmacilar (Omohundro 1987; Girosi vd 1989) tarafindan dikkate
aliman bir yaklasimdir. En yaygin fonksiyon yaklagimi yonteminin fonksiyonel baz ag¢ilimi
oldugu varsayalim. Fonksiyonel baz a¢ilimi, keyfi bir y(x) fonksiyonunu, bagimsiz degisken
x'in fonksiyonlari olan lineer bagimsiz baz fonksiyonlarinin (Y) agirlikli bir kombinasyonu

olarak temsil eder:

T
y() = D Yy (168)

q=1
Burada T toplam temel fonksiyon sayisi ve ¢, temel katsayilaridir. ¢, katsayilarmin

degerleri secilen temel fonksiyonlara bagl olarak degisecektir.

Denklem (168) incelendiginde bunun temel fonksiyonlar ve genisleme katsayilarinin
skaler carpimi oldugu goriiliir. Benzer sekilde, Sekil 27'deki basit ileri beslemeli yapay sinir ag
tarafindan gerceklestirilen matematiksel islemler, transfer fonksiyonu ¢ikis degerleri ile ¢ikis

agirliklarinin skaler carpimi olarak yorumlanabilir.

¥, (x)
Cikis Diigimii

Gizli Diigiimler

84= q. gizli diigiim igin bias agirlig

aq= q. gizli digiim i¢in girig agirhg

Cq= Q. gizli diglim igin ¢ikis agirhig:
Sekil 27. Standart ileri beslemeli yapay sinir ag1 yapisi

Fonksiyon yaklagimi teorisine bagvurarak ileri beslemeli yapay sinir aginin fonksiyonel
iligkileri temsil etme performansini optimize edecek transfer fonksiyonlarini ve agirlik

degerlerini en iyi sekilde segebiliriz. Ayrica, agdaki cesitli parametrelere roller atayabiliriz.
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Ornegin, cikis agirhiklar: temel igin genisleme katsayilari olarak hareket edebilir ve prensipte

bir dizi geleneksel teknikle hesaplanabilir olmalidir (Cybenko 1989).

Gizli katman i¢in aktivasyon fonksiyonu olarak Sekil 28'deki pargali lineer haritayi
(Maren vd 1990) segilir, ¢linkii hem dijital bilgisayarlarda hem de elektronik donanimda
uygulanmasi en basit fonksiyonlardan biridir (Chua vd 1987).

.

q

Sekil 28. Aktivasyon fonksiyonu olarak kullanilan pargali lineer harita

Pargali lineer aktivasyon fonksiyonu asagidaki denklemlerle modellenebilir:
Y, =-1.0, igin &, <-1.0

Y, =¢&,(x), icin —1.0<¢,<1.0 (169)
Y, = +1.0, icin §; > 1.0

Sekil 27 incelendiginde transfer fonksiyonunun agirlikli giris ve bias degerlerinin
toplamu (&, = agzx + 0;), yani bagimsiz degisken x'in lineer bir doniisiimii {izerinde galistig
goriilmektedir. Bu gosterim Ito'nun dlgeklenmemis kaydirilmis rotasyonlarina benzer (Ito
1991).

Fonksiyon yaklagimi literatiiriinde temel fonksiyonlarm ya yerel (sadece alanin sinirl
bir kisminda sifir olmayan bir deger sergileyen) ya da global (yayilacaklari alanin ¢ogunlukla
her yerinde sifir olmayan) oldugu ifade edilir. Pargali lineer aktivasyon fonksiyonlari, &, 'ya
doniisiim yardimiyla pargali bir sekilde tanimlanan global lineer polinom temel fonksiyonlari
olarak goriilebilir. Tiim global baz fonksiyonlari, genisleme katsayilarim g¢ozerken koti
kosullandirma ve ayriklastirma noktalar1 ("diiglimler") arasinda zayif yaklasim gibi benzer

zayifliklara sahiptir (Prenter 1989).

FFANN temsili ile ilgili yaygmn sorunlarin bir¢ogunun sadece matematiksel olarak
uygun olmayan bir temel yaklasgiminin kullanilmasindan kaynaklanabileceginden
stiphelenilebilir. Fonksiyon yaklastirma teorisinde, parcali polinom spline'lar kullanilarak

global baz fonksiyonlarinin dezavantajlarindan kaginilir.
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*-1 * X1
Sekil 29. Chapeau veya "hat (sapka)" fonksiyonu

En yaygin polinom spline, Sekil 29'da gosterildigi gibi Chapeau veya "hat (sapka)"
fonksiyonudur. Bu fonksiyon su sekilde tanimlanir:

(x — xi-1)
O, =———, icin x;_1 < x < Xx;
i (xi _ xi—l) -1 i
(xi11 — x)
b, =2 " cinx; < x < Xpyq (170)
(g1 — x0)
o; =0, icin x < X;j_q veya x > Xj4q
A
1 ——
| !
I [
| !
I I
1 1 —1 >
1 2 00N X

Sekil 30. Problem alani boyunca hat fonksiyonlarinin uygun dagilimi (x; < x < x3)

Sekil 30, N = 3 diigiim (x;, x, ve x3) ile ayriklastirilmis bir [x,,x,] problem alani,
diiglimler arasinda lineer bir enterpolasyon saglamak igin hat fonksiyonlarinin nasil dagitilmasi
gerektigini gostermektedir. Bu 6zel polinom spline i¢in genisleme katsayilarini degerlendirmek
iizere olusturulan cebirsel sistem ¢ok seyrek ve iyi kosulludur. Spline''n maksimum degeri 1
oldugundan, genisleme katsayilarinin degerleri diiglim noktalarindaki yaklasik fonksiyonun

degerleriyle aynidir. Ancak bir dezavantaji, yaklasimin birinci tiirevde siireksiz olmasidir.

Agwhk kisitlamalart ile parcali lineer aktivasyon fonksiyonlarinin Spline'lere
doniistiiriilmesi

Hat fonksiyonlarinin tim matematiksel avantajlari, pargali lineer harita ileri beslemeli

yapay sinir ag1 bir sekilde hat fonksiyonu tabanli bir temsile doniistiirmenin avantajli olacagin
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gostermektedir. Aktivasyon fonksiyonu olarak parcali lineer haritanin se¢ilmesi bunu

basitlestirmektedir.

1 'l P 1
j = 7 ; >
X1 / 1 ’_,’ X1 xX
_l.a B e ,

Sekil 31. Giris ve bias agirliklarin1 kullanarak x ekseni boyunca pargali lineer aktivasyon
fonksiyonlarinin kisitli dagilimi

[l
1 L -~ LI
X1 * N X
N
-1.0 4 Me————

Sekil 32. Cikig agirhik isaretinin degistirilmesiyle dondiiriilen sag taraf aktivasyon fonksiyonu
(kesikli). Iki aktivasyon fonksiyonunun toplanmasi bir hat fonksiyonu olusturur. Sekil 29°a
bakiniz.

Sekil 31'deki gibi tek boyutlu bir alan i¢in x; ve x;,, arasinda ortalanmis fonksiyon —1
ile carpilir ve degistirilmemis ikinci fonksiyona eklenirse (Sekil 32), sonu¢ maksimum degeri
2 olan bir hat fonksiyonu olacaktir. Parcali lineer aktivasyon fonksiyonlarinin hat

fonksiyonlaria doniisiimii asagidaki denklemle tanimlanabilir:
YA-YP =20, i=12,..,N (171)

Burada A ve B aktivasyon fonksiyonlarinin {ist simgeleri sirasiyla x < x; ve x; < x <
X4+, araliklarim ifade eder. Y/ ve YP fonksiyonlar, ilgili araliklarinin orta noktalarinda sifir
olarak tanimlanir. Bu formiilasyonun bir sonucu, aktivasyon fonksiyonlarinin sayisinin istenen
hat fonksiyonlarinin sayisina baglanabilmesidir. Bizim yaklagimimiz hat fonksiyonlarinin iki

kat1 kadar pargali lineer fonksiyon gerektirmektedir (T = 2N).

Girdi, Bias ve Cikti agirliklarimin kisitlanmasi

Aktivasyon fonksiyonu gosterimini (denklem (168)) hat fonksiyonlar1 kullanarak 1’e
esitlemek i¢in gereken diger kisitlamalar1 belirleyecegiz. Problem alanini [a, b] x; digiimlerini

kullanarak asagidaki sekilde ayriklastiralim:

a=x1<x2<-"<xN_1<xN=b
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Bu ayriklastirma problem agi olarak adlandirilir. Uygun hat fonksiyonlarini olusturmak
icin siirlarinda, x, < a ve xy,;1 > b olacak sekilde iki yardimer digiim x, ve x4 gereklidir.

T = 2N kisitim kullanarak denklem (168) su sekilde yeniden yazilabilir:

T=2N

Z Y, (x)cg = ZY (x)cq + Z Yo (x)cq (172)

q=N+1
Burada sag taraftaki toplamlar, genellik kayb1 olmaksizin su sekilde yeniden yazilabilir:
ZY g = ZYAu ve z Y,cq = ZYB (173)
q=N+1

Dolayistyla,

T N N
Z Y,(x)c, = z You; + z YPv;. (174)
qg=1 i=1 i=1

Daha sonra, Sekil 27'deki FFANN agirliklar i¢in asagidaki degerler secilerek pargali
lineer aktivasyon fonksiyonlari cinsinden temel agiliminin hat fonksiyonlar1 cinsinden bir temel

acilimina doniistiiriilebilecegi gosterilebilir (Meade vd 1994). Giris agirliklari ve bias agirliklar

i¢in,
A _ 2 B _ 2
a = (xi—xi—1) Y= (Xip1—2x) (175)
2X;_ 2X;
eiA:_—l 1 —1, HlB:——l _1
(x; — xi-1) (X1 — ;)

yazilir. Burada a, 6/, a? ve 68 denklem (171)'deki aktivasyon fonksiyonlarina karsilik gelir.

Cikis agirliklari igin,
(176)

Q+N':‘Ui:'—§—, i = LZ,m,AL

Burada agirliklarin ag yapisina gore numaralandirilmasi herhangi bir sirada olabilir.
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Gruplamalar 3 diigiim iizerinde 3 hat
fonksivonu (I, IL, III) olusturur

Sekil 33. Kisitli agirliklara sahip tek gizli katmanli ileri beslemeli yapay siniragr (T = 6,N =
3)

Denklem (171)-(176)'min uygulanmasi asagidaki denkligi saglar:
T N
100 = ) Yy(eq = ) &,(w, (177)
q=1 i=1

Hat fonksiyonlar1 ®;, denklem (170)'te oldugu gibi x; diigiimiinde 1 degerine sahip

olarak tanimlanir ve w;, hat fonksiyonlariyla iligkili temel katsayilardir.

Bu yaklasimda agirliklar kisitlanmis olsa da agin yapisi korunmustur. Sekil 33, Sekil
30'da oldugu gibi ti¢ diigiim ve iki yardimcr diigiim igin {i¢ hat fonksiyonu olusturmak iizere

kullanilan alt1 islem elemani i¢in ortaya ¢ikan yapiy1 gostermektedir.

Bu yaklasimda "egitim" s6z konusu degildir. Girdi ve bias agirliklarinin degerleri,
problem alanindaki belirli bir diiglim sayist1 i¢in sabittir ve ¢ikt1 agirliklarinin belirlenmesinden
etkin bir sekilde ayrilmaz. Agin yapisi, w; katsayilarinin uygun degerlerinin bulunmasi ve
ardindan w;'yi kullanarak u; ve v; ¢ikis agirlik degerlerini belirleme sorununa indirgenmistir.
Genisleme katsayilar1 w;'nin hesaplanmasi ¢esitli sayisal yontemlerle yapilabilir. Agirlikli

kalanlar yonteminden elde edilen bir prosediir uyguluyoruz (Finlayson vd 1966).

Cikti agirliklarimin belirlenmesi: Aguwlhikli kalanlar yéontemi (Method of Weighted
Residuals)

L(y) = g(x) seklinde temsil edilen bir diferansiyel denklem verildiginde, burada L(y)
bagimli degisken y’de etkili olan bir diferansiyel operatordiir, y yerine yaklasik bir y, agilimi

yazilir:

N
Va(x) = Z d; (0w (178)
i=1
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Burada @, (x) temel fonksiyonlardir. Bu nedenle L(y,) — g(x) = R(wq, ..., wy, x) olup
R, hata veya diferansiyel denklem kalani olarak tanimlanabilecek sifir olmayan herhangi bir

fonksiyondur.

Agirlikli kalanlar yonteminde, kalan bir F(x) fonksiyonu (test fonksiyonu) ile ¢arpilir,

problem alani [a, b] {izerinde entegre edilir ve sifira esitlenir:
b
f FRdx = (F,R) = 0 (179)
a

Burada (F,R), F ve R fonksiyonlarmin i¢ carpinudir. Integral sifira esitlenmis olsa da,
R kalan diferansiyel denkleminin sadece ortalamada ve sadece x;,; — x; sifira yaklastik¢a sifira
yaklastigina dikkat edilmelidir. Baglantic1 bir semada bu, gizli katmandaki islem elemani
sayisinin (T') sonsuza yaklasmasina izin vermekle esdegerdir. Esitlik (179) o zaman su anlama

gelir:
(F.Lyw) —g(x)) =0 veya (F,L(y))= (F,9) (180)

Sonlu farklar, alt alan yontemleri, sonlu elemanlar, kollokasyon ve spektral yontemler
gibi daha popiiler fonksiyon yaklasimi yontemlerinin ¢ogu F(x) fonksiyonunun uygun se¢imi
ile denklem (180)'den tiiretilebilir (Fletcher 1984). Fletcher tarafindan yapilan Petrov-Galerkin
teknigi (Fletcher 1984) kullanacagiz; burada F(x), y, yaklasimini tanimlamak i¢in kullanilan

temel fonksiyonlarin bir modifikasyonudur:
F(x)=F(x)=ax)®,(x), k=12,..,N (181)

Burada a(x), s6z konusu problemin sinir kosullarini saglamaya yardimer olmak igin
secilir. Cikis agirliklarinin belirlenmesi i¢in Petrov-Galerkin teknigi segilmistir ¢linkii bu teknik
yiiksek derecede lineer olmayan veya siireksiz problemlerin ele alinmasini kolaylagtirmaktadir.
Petrov-Galerkin tekniginin yalnizca kullanilacak temel fonksiyonlarin hat fonksiyonlar1 gibi

lineer bagimsiz olmasi1 durumunda galisacaktir.

F(x) bu sekilde tanimlandiginda integrallerin degerlendirilmesi bir cebirsel denklem
sistemine yol acar. Eger yaklastirilacak diferansiyel denklem lineer ise bu sistem genellikle
lineerdir. Aksi takdirde cebirsel denklemler lineer degildir. Bu denklemler standart tekniklerle

tek bir ¢6ziim igin degerlendirilebilir (Strang 1980).
Ornek 4: Falkner-Skan Denklemi

Asagidaki lineer olmayan adi diferansiyel denklemin ¢dziimiine ve ¢dziimiin birinci ve

ikinci tiirevlerine yaklasmak i¢in tek girisli ¢ok ¢ikish bir FFANN olusturulur (Meade vd 1994):
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d*f = d*f df\* y
d—773+ d_772+ﬂ[1_(%>l=0' icin0 <n (182)

ilgili sinir kosullari ile,

f=g,=0 n1=0 (183)
af
— -1, n —> ©
dan
olup sinir kosullarindan;
a4 1 de 0 (184)
—_— > — 00 — > — 00
a , n , 0 zaman dn? , N

yazilir. Denklem (182) Falkner-Skan denklemi olarak bilinir ve sabit, iki boyutlu ve
sikistirilamaz bir momentum sinir tabakasini modelleyen kismi diferansiyel denklem sisteminin
benzerlik doniisiimiinden tiiretilmistir. Benzerlik doniisiimiiniin merkezinde asagidaki

kisitlamalar yer almaktadir:

_ . & B / 7
0<xve0<y, ulxy) = U(x)%(n), Ulx)=Kx2-P, n=y m (185)

Burada x ve y sirasiyla akis yoniinde ve yiizey normal yonlerinde alansal boyutlardir.
Degisken i (x,y) boyutsal akis yoniinde sinir tabaka hiz1, U(x) boyutsal dis tabaka hiz1, K, +1
degerine sahip bir oranti sabiti, v akiskanin kinematik viskozitesi ve n(x,y) benzerlik
degiskenidir. Denklem (182)'nin tiiretilmesi ve ozellikleri hakkinda kapsamli bir tartigsma
(White 1974) referansinda bulunabilir.

Denklem (182)'nin ¢oziimleri, gii¢lii elverisli gradyanlar, sinir tabaka ayrilmasi, hiz
asimi1 ve benzersizlik gibi bir¢ok sinir tabaka fenomenini gostermektedir. § parametresi basing
gradyaninin bir 6l¢iistidiir ve 8 doniis agilarinin kamalari ve genisleme koseleri hakkindaki sinir

tabakasiyla dogrudan iliskilendirilebilir:

6="—
2

Denklem (182)'yi fiziksel olarak gegerli akiskan akislarini modelleyebildigi ve

#(x,y)'nin y ile monoton olarak arttig1 durumlarla sinirlandirirsak, o zaman —0.19884 < g <

+00. Denklem (185) ve #(x, y)'nin bir sonucu olarak Z—z, kisith B araligi i¢in n ile monoton

olarak artar. Stewartson'mn (Stewartson 1954) —0.19884 < B < 0 i¢in, herhangi bir £ igin

(182) denkleminin en az iki ¢6ziimii oldugunu ancak ¢oziimlerden yalnizca birinin monoton
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olarak artan #(x, y) degerini verdigini gosterdigine dikkat edilmelidir. Bu 6rnek problem i¢in

p 'min li¢ degerini inceleyecegiz:
f =—0.15: 6 = 13.5" doniis agisma sahip bir genisleme kosesi etrafinda akis
p = 0: diiz bir plaka boyunca akis
f = +0.5: 6 = 45" yari agih bir kama etrafinda akis

Falkner-Skan denklemini ¢ozme yaklasgimimizda, denklem (182)'deki bagimsiz
degisken n'nin yari-sonsuz oldugunu ve denklemin kendisinin sonsuzda uygulanan son

kosullara sahip oldugu ve bununla birlikte, S'nin kisith degerleri i¢in (182) numarali denklemin
basit bir asimptotik analizi, monoton olarak artan % kisitlamasini kullanarak, bagimli degisken

f'nin yani sira ikinci ve {iglincii tiirevinin 7 ile monoton olarak degistigini belirler. Bu nedenle
denklem (182)'yi bagimli degiskenin veya tiirevlerinin bagimsiz degisken olarak hareket ettigi
bir forma doniistirmek miimkiin olmalidir. Daha 6nce de belirtildigi gibi, yaklasik ¢oziimde
taban olarak kullanilan hat fonksiyonlari lineerdir, bu da tabanlarin ikinci, li¢iincii ve daha
yiiksek tlirevlerinin ayni sekilde sifir oldugu anlamina gelir. Bir ¢6ziim elde etmek i¢in, sadece
bagimsiz degiskeni n'den u'ya degistirmekle kalmiyoruz, ayni zamanda bagimli degiskeni de

f'den t'ye degistiriyoruz.

df d2f
u=—, ile0<su<lvert=—7 (186)
dn dn?

Denklem (186) ve zincir kuralinin uygulanmasiyla Falkner-Skan denklemi asagidakine

indirgenir:

dr (1_u2)—0 187
Tt = (187)

Denklemdeki en yiiksek dereceli tiirev indirgenmis olsa da denklem (187) hala acik
formda f icermektedir. f'yi ortadan kaldirmak i¢in denklem (187)'nin u'ya gore tiirevini alir ve
zincir kuralin1 uygulariz bu da degistirilmis bir Falkner-Skan denklemi ile sonuglanir:

d*t 1

u d
—+(1—2[3)—+,8(1—u2)—(—)=0, icin0<u<1 (188)
du? T du\t

Denklem (183) ve (184)'deki simir kosullari doniistiiriilmiis degiskenler cinsinden

yeniden yazilir:
u=0 icinn=0veu— ligcinn — oo,

=0 icinu=1
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Denklem (179) denklem (188)'e uygulandiginda zay1f form elde edilir:

d? d (1
(Fk'd_uz> =—(1-28) (Fk,%) .y (Fk, (1-u?) E(?))’ k=12.,N  (189)

Burada, 6rnegin,

v d?t j 1F d*t p

=] = ——du

© du? o Fdu?

T 'nin tlirevinin mertebesini azaltmak i¢in denklem (189)'un sol tarafina pargalara gore

integral uygulanmalidir. Bu da su sonuglar1 verir:

(dFk ﬁ) =(1-2p) (Fk:%) + B <Fk' (1—u?) %(%) + [Fk Zl_ﬂ: (190)

du ' du T
Simdi de 7, yaklasik ¢oziimiinii inceleyelim. u bagimsiz degiskeni i¢in problem alani
N diiglime ayrilmistir;
0=u1<u2<-~-<uN=1

ve problem alaninin disinda iki yardimci diigiim. Giris ve bias agirliklart kullanilarak
FFANN'nin parcali lineer aktivasyon fonksiyonlari, problem alanindaki her diiglimde
merkezlenen hat fonksiyonlar1 olusturacak sekilde kisitlanir. Ancak, t 'yi denklem (178)'de

oldugu gibi basit bir baz acilimi ile yaklastirmak yerine,
N
Tg = (1 - U)z q)ibli (191)
i=1

kullanacagiz. T yaklasimi, (u = 1)'de sifir ve bdylece doniistiiriilmiis sinir kosulunu saglar. %

yaklagimi i¢in denklem (191)'in karsiligini kullanmak yerine, ¢arpim yaklasimi yontemini

(Christie vd 1981) kullanacagiz ve ayr1 bir yaklagim uygulayacagiz:

1 1 <
—_ = b b2; 192
T, (1—u); L (192)

% icin temel acilimi (u = 1)'de siursizdir ve denklem (191)'de oldugu gibi, sinr

kosulunu saglamak igin temel katsayilarina gerek yoktur.

Temel katsayilar kiimesi arasindaki iliski, j = 1, ..., N i¢in her bir Uj diigimiinde Ti ve

T,'nin tersi esitlenerek belirlenebilir:
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! ! zN:db (u;)b2 ! (193)
() (A-w)& 7 (1-w) B @i(y)bl
Hat fonksiyonu i¢in,
d(w)=1 j=i ve @(w)=0, j*i (194)
Dolayistyla, (193) numarali denklemde j alt simgesini i ile degistirdikten sonra,
1
b2, =—, icini=1,..,N (195)

b1;
yazilir. Bu da gerekli ek denklem sistemini saglar.
Carpim yaklasimi yontemi, her bir ¢arpimsal degisken grubuna ayri1 temel agilimlar
atayarak birden fazla bagimli degiskene sahip problemlere de uygulanabilir. Carpim yaklasimi
yonteminin uygulanmasi, problem ¢odziimiiniin dogrulugunu olumsuz yonde etkilememekle

birlikte hesaplama verimliligini artirmakta ve lineer olmayan problemlerin agirlikli kalanlar

yontemiyle ele alinmasini biiyiik 6lciide basitlestirmektedir (Fletcher 1984).

Yaklagimlarin ve tiirevlerinin zayif formiilasyonda yerine konmasi su sonuglari verir:

L /dF, do, o u
1(%;(1—'&) du —ch)bll = (1—2ﬁ)zl(Fk,mq)l)bzl
= i=

L

(1-u?)
i <F o (a2

((1 —u) 2oy q>i>> b2, +|F, Z—;]z (196)

o terimi mevcut oldugundan bu terim bir sekilde ortadan kaldirilmadig: siirece i¢

carpimlarin degerlendirilmesinde zorluklara neden olacaktir. Bu, denklem (196)'ya Petrov-

Galerkin teknigi uygulanarak yapilabilir. Diyelim ki,
Fe=(1—-w)d,
olsun. Dolayisiyla denklem (196) su hale gelir:

N dd,
Z <(1 —wW e, (1-w)
du

i=1

Ao, A
du — q)i bll = (1 — 2,8) Z(Cl)k,ucbi) b21
i=1

dd; dar1l
Lt q>i)) b2; + (1 — ), a]0 (197)

4RIV, ((Dk, (1+w) ((1 —w)

Eger agagidaki matrisleri tanimlarsak;
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dd, do,
Ml:Mlki: (1—U)_—q)k,(1—U) _cDi
du du

M2 = M2y,; = (&, ud;) (198)

)

0 zaman denklem (197) tarafindan olusturulan cebirsel sistem su sekilde yazilabilir:

M3=M3ki= (Dk:(l-l'u)(

N N N
dryt
=1 i=1 i=1 o
ilek=1,..,N icin
b2; = p it =1N. (200)

Taban olarak hat fonksiyonlarinin 6zelligi, M1, M2 ve M3 matrislerinin pozitif tanimli
ve ti¢ koseli oldugunu ve bu nedenle depolamada N(O(N)) mertebesinde oldugunu ortaya

koymaktadir (Fletcher 1984). Simdi aki1 terimini ele alalim:

om0 2] [ w2,

u=0=u, veu =1 = uy oldugundan, denklem (194)"in uygulanmasi sunu gdosterir:

[(1 )b dT] — 0, (0 ) =0, icink=2 .. N (201)
u kduo— k du =V, ieink = 4, ...,
Fakat
a-wo, Y =Y 0, icink =1 (202)
[ W% quly T au 7 T
ve
drt
[(1—u)<1>k—] —0 icink=1,.,N. (203)
du 1

Denklem (187) (u = 0)'da degerlendirilir ve £(0) = 0 oldugundan,

(1- uz)l B

dTO
0 =" [f B R0}

olur. Bu nedenle aki terimi su sekilde yazilabilir:
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dr1t B = ..
[(1 — Wb, %]O =" [f; ®,(0)b2; = Bb2,, icink =1 (204)

Oyle bir M4 matrisi tanimlayalim ki;
M4y, = (1= 2B)M2y; + BM3y; + B, icin k=1 ile i=1,..,N
ve
M4y, = (1 —2B)M2;; + BM3y;, icin k=2,..,N ile i =1,...,N. (205)

Burada M4 pozitif tammli ve ii¢ koselidir. Denklem (199), (200), (204) ve (205)'in

kullanimi1 cebirsel sistemle sonuglanir:

N N

1
ZMlkibli _ ZMALME =0, icin k=1,..,N (206)
i=1 i=1 ‘

Bagimli degisken 7 'nin yaklasimi denklem (206)'nin ¢oziimii ile tamamlanacaktir.

Coziim Prosediirii

Denklem (206) ile tanimlanan sistem, standart lineer olmayan denklem ¢oziiciilerden
herhangi biri ile ¢oziilebilir. Bir hesaplama yontemine, Ozellikle de Powell''n yontemine
basvuruyoruz. Bu, IMSL sayisal kiitiiphanesinden DNEQNJ rutini kullanilarak uygulanmistir
(IMSL 1991).

Algoritma skaler fonksiyonu minimize eder.

N

e(bll, b12, ey blN) = Z(ek)z

k=1

Burada

N N 1
e = z Mlkibli - z M4kib_1i
i=1 =1

Tiim ¢ok boyutlu algoritmalarda oldugu gibi Powell'in yontemi de sistemin Jacobian
matrisini gerektirir. Bu 6rnek problemde hesaplama verimliligini artirmak i¢in Jacobian J

algoritmaya analitik olarak verilmistir. Jacobian asagidaki sekilde hesaplanmaktadir:

]=].=—de"=M1-+M4-iz (207)
kj dblj kj kj blj

M1 ve M4 matrisleri gibi Jacobian da pozitif, belirli ve ii¢ kdselidir.
Cozim prosediirii su sekilde 6zetlenebilir:
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1. M1, M2 ve M3 matrislerini olusturmak i¢in denklem (198)'in integralleri hesaplanir.
2. [ i¢in bir deger secilir ve M4 matrisinin bilesenleri hesaplanir.

3. b1, i¢in baslangic degerleri secilir. Bu 6rnek i¢in, i = 1, ..., N i¢in b1;= 1.

4. Her iterasyonda Ji; ve ey'y1 degerlendirerek e'yi minimize etmek i¢in Powell yontemi

algoritmasi uygulanir.

Coziimiin Son Islenmesi
b1; degerleri bilindiginde denklem (191)'de verilen 7 agilimi tamamlanmis olur. T ve u

2
kullanilarak f, n ve Z—n]; bilinmeyenleri i¢in temel agilimlarinin olusturulmasi oldukca basittir.

f'nin yaklasimimin asagidaki gibi yazilabilecegini varsayalim:

N
fa) = fa(w) = z O (Wwly, (208)
k=1

Burada N ve @, t 'nin yaklastirilmast i¢in kullanilanlarla aynidir.

Denklem (186)'nin koordinat doniisiimiinii kullanarak sunu gosteririz:

_a ; _ _du ; _1
u—dn, bu ylizden df = udn ve T= bu ylizden dn—Tdu

Bu nedenle sunu yazabiliriz:
u
df = (=) du (209)
T

Diigiimleri kullanarak denklem (209)'u entegre edebiliriz:

Up Uk Ly
af = Fu) = fu) = [ (5) du = fulw) = falu) (210)

U4 1

Sinir kosullarindan f(u; = 0) =0 = f,(0) ve hat fonksiyonlarinin ozelliklerinden
fa(uy) = wiy, denklem (210) su hale gelir:

wl, = jouk (E) du (211)

T

Uygun acilimi yerine koyduktan sonra,

Uy u N N Uk u N
wl, = o _u);fbibzidu = Z (fo m@du) b2; = ; Glb2;  (212)

icink =1,2,..,N—1,

77



burada

Uk u

o (1—uw)

Gl = d;du, icin k=1,2,..,N—1. (213)

Eger k = N'de uy = 1 digiimiini kullanirsak w1y'in degeri sonsuz olur. Bu nedenle
ornegimiz i¢in,
Nosr099 N
i=1 \0 i=1

yazilir. w1, 'nin degerlendirilmesiyle f i¢in temel genisletme tamamlanmis olur.

Bagimsiz degisken n'yi u degiskeni cinsinden yaklasik olarak ifade etmek i¢in sunu

yazariz:

N
Ng =Ng(w) = z O (Ww2y (215)
k=1

Hatirlayacak olursak:

_ iz d—<1>d
T—dn, uylizden dn = (=) du

dn integralini alarak ve n(0) = 0 = n,(0) oldugunu kabul ederek;

Uk 1
maw) = [ () du= w2
0o \T
yazilir. Bu ytizden,
N
w2 = z G2y;b2; , icin k=12,..,N (216)
i=1

olup burada

Uk 1
G2y = —®;du, icin k=12,..,N—-1 v
ki -fo 1w u, igin e

0.99
G2 :j " b (217)
Ni o (1 _ u) 1

olarak hesaplanir.
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Gruplamalar 3 diigiim iizerinde 3 hat
fonksiyonu (LILIII) olusturur

Sekil 34. Ornek 4 icin tek girisli ve cok cikisl ileri beslemeli yapay sinir ag1 (T = 6, N = 3)

Geriye f'nin n'ye gore ikinci tiirevini u bagimsiz degiskeni cinsinden yaklasik olarak

hesaplamak kaliyor. Séyle yaziyoruz:

N
d*fa
(@ =) @ (w3, (218)
dn?
k=1
2
w3'y1 belirlemek i¢in, T 'nin yaklagimini problem alanindaki diigiimlerde z—njzc'nin
yaklagimi ile esitlenir:
N &2f, N
Ta(u) = (1= 1) ) @bl = —2(w) = ) @u(w w3y
. n
i=1 k=1
Bu da su sonuglar1 dogurur:
W3k = (1 — uk)blk (219)

Ayriklastirma tiim temel agilimlari i¢in ayni oldugundan denklem (176)nin wl,, w2,
ve w3i'va uygulanmasi Sekil 34'deki tek girisli ve c¢ok c¢ikisli ileri beslemeli agin

2
olusturulmasini saglayacaktir. Belirli bir Z—; degerii¢inag n, f ve Z—n/: degerlerini ¢ikaracaktir.

Ornek 5: Baglantili Lineer Olmayan Adi Diferansiyel Denklemler

Tek girisli, ¢cok cikisli bir FFANN ve asagidaki lineer olmayan ikinci ve {igiinci

dereceden baglantil1 adi diferansiyel denklem sisteminin tiirevleri olusturulur (Meade vd 1994):

43 f d2f
d—ng— (A f +A29)W= 0 (220)
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d3g d’g  dfdg dg\’ df\?
s (A f +Ayg)— —Ag——— A, (=) —A (=) -4 —4, = 221
dn? (ALf +4A29) By 4(d77> 5<d77> 6 ;=0 (221)
d?1 dA d2f\? df d*f
anz Pr(A:f + A29) an Ag an?) ~ Ag(ALf + Azg)%d_nz =0 (222)

Burada 0 < 7. A4, ..., A; sabitlerdir ve gesitli fiziksel parametrelerin kombinasyonlarini
temsil eder ve Ag katsayis1 Pr parametresinin bir fonksiyonudur. (220)-(222) denklemleri i¢in

ilgili sinir kosullar1 sunlardir:

f=0 —d =0 =0 —d =0, A=0, igi =0 —d — 1,0larak n » oo (223)
' , g arr , , gin n ve an ,olarak n

Ek olarak, sinir kosullarindan dolayi;

df d2f
— > 1, olarakn - o, o0zaman — — 0, olarak n — oo. (224)
dn dn?

(220)-(222) denklemleri akiskanlar mekanigi alaninda pratik agidan ilgi konusudur. Adi
diferansiyel denklemler, siipersonik akista egimli bir dik dairesel koni etrafinda hem ii¢ boyutlu
momentum hem de termal sinir tabakasini modelleyen kismi diferansiyel denklem sisteminin

benzerlik doniisimiinden tiiretilmistir (Moore 1951;Reshotko 1957). Eger (220)-(222)

denklemleri anlamli durumlar1 modelleyecekse, Z—];, n ile monoton olarak artmalidir. Bu,

A;'den Ag'e kadar kisitlamaya esdeger olan parametrelerin degerlerini kisitlayarak
gerceklestirilebilir. Yar1 agis1 15° olan bir koni igin serbest akis Mach sayis1 7 ve serbest akis
Reynolds sayis1 5 X 10° olan havada 10°'lik bir hiicum acisiigin A4;'den A,'ye kadar asagidaki

sayisal degerlere ulasilmaktadir:
A; = —0.960428, A, = —0.395063,
A; =0.640285, A, = 0.395063, (225)
Az = 0946661, Ay = —0.665229,
A; = —0.665229.

Ayrica 0.7 < Pr < 1.0 kisit1 da kullamilmalidir, bu da 0 < Ag < 0.86 'e karsilik gelir.

(220)-(222) denklemlerinin tiiretilmesi, monoton olarak artan % gerekliligi ve A, ile Ag

arasindaki katsayilarin degerlendirilmesine iliskin ayrintili bir tartisma (Meade vd 1989)

referansinda bulunabilir.

Baglantili sistemi modelleyen FFANN"' olusturmak igin gecerli denklemler daha
uygulanabilir bir forma déniistiiriilmelidir. Denklem (220)-(222)’yi ¢6zme yaklagimimiz
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Falkner-Skan problemi i¢in kullanilan yaklasima olduk¢a benzer olacaktir. Daha 6nce belirtilen
A, 'den Ag'e kadar olan kisitlamalar i¢in %, n ile monoton olarak degistiginden tiirev, bagimsiz
degisken olarak kullanilabilir. Asagida degisken degisimi veriliyor:

daf d*f

u=—, ile0<u<l 71=—7 (226)
dn an
_dg _da _dr _dr
Tay T Ta Py 1T

Baglantili denklemler doniistiiriiliirken f ve g'ye olan baghilik ortadan kaldirilmalidir.
Denklem (220) yeniden diizenlendiginde,
d3f (d2f\
(A1 f + Azx9) = dn? \dn? (227)

olarak yazilir. Denklem (227)'nin denklem (220)'nin tiirevinde ve denklem (221), denklem

(222)'de yerine konmasi sirasiyla su sonuglari verir:

4 2 3 2.\ "1 33
ﬂ_< df dg)df df<df> d°f (228)

E +A—)—+
dn* Ldn 2dn)dn? " dn3\dn?) dn3

d*g d3f (d*f\ " d’g df dg dg\> df\?
= @) (@) *4s(

+ A, = 4 —) + A+ A 229
dn3 dn3\dn?) dn? 3dn dn * dn . 7 (229)

ve

2 3 2.\ 1 2.\ 2 3
C1_p CLEN B (S W Y

——=p —+4 —~
dn? r dn3\dn?) dn 8 8 dn3 dn

Doniigtiiriilmiis  bagimli  degiskenlerin  yerine konmasi ve zincir kuralinin

kullanilmasiyla, (228)-(230) denklemleri igin,

dp 12%

To= At Apr + (;) (231)
= OO e @)on(7) e Qe a()em) @

ve
E =B+ as+an(®) )

yazilir. Denklem (226)nin degiskenleri iizerinde zincir kuralinin uygulanmasi, ii¢ adet
baglantili lineer olmayan ikinci ve tiglincii derece diferansiyel denklemden olusan sistemi, alti

adet birinci derece denklemden olusan bir sisteme indirgeyerek doniisiimii tamamlar:

81



Z—Z—Alu—Azr—(g) =0

a = (D) - au(?) - au(7) - 452 () = 46 () - 4, () =0 (234)
Epr(®) () - ter - (Z) =0

dt p dr q di /s
——(-)=0, ——(—-)=0, ——(-)=0
du (T) du (T) du (T)
Simdi geriye doniistiiriilmiis sistem i¢in yeni sinir kosullarin1 bulmak kaliyor. Denklem

(220)-(222), n = 0 ve n — oo 'da denklem (224) ve denklem (226) ile birlestiginde su sonug

ortaya ¢ikar:
p=r=21=0, icihnu=20 (235)
T=q=5=0, iginu=1

Artik dontistiirilmiis bagimli degiskenleri yaklasik olarak hesaplamak igin temel
acilimlar kullanilabilir. Carpim yaklasimi yontemi kullanilarak bagimli doniisiim degiskenleri

icin asagidaki yaklagimlar yazilabilir:

N N

r, = (1— u)z ®bl;, 1, = Z ®,b2;
i=1 i=1
N N

A, = z ®;b3;, Py = Z O, b4,
i=1 i=1

N
da = (1 — U) Z CDl-bSi , Saq = (1 - U) Z (Dib6i
i=1

ve ¢arpimsal gruplar i¢in,

N

Pa 1 da 1

—=—E ®,;b7;, 1a_ E ®,;b8;

T, (1—u)_1 et 1, (1—1u)< et
i=

s 1 < Pa\? 1 <

a a

e _ ®;b9;, (—) =—E ®,;b10;

Tq (1—71).21: o Tq (1—-u)?« ; e
1= 1=

N N
pa) (qa> 1 Z T2 1 Z
2(ZE)=—)) d,p11;,, —= ®;b12; 236
(Ta o/ (1-w)?& SR NG 7)) = o (236)

a
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t__1 zN:CDbB fa_ 1 EN:CDbM
Ta_(l—u)i=1 et Ta_(l—u)i=1 L

N N
") () = = =)
)22 = —— D op15,, L= ®.b16.
(‘L’a T, (1—u)?s . et 1, (1—u)cs . et
L= 1=

Burada N, problem alanindaki diigiim sayisidir.

Temel katsayilardan sadece b1;'den b6;'ye kadar olanlar lineer bagimsizdir. Kalan temel

katsayilar kiimesi arasindaki iliski denklik argiimanlar1 kullanilarak belirlenebilir:

b7; = b4;b13;, b8; = b5;b13,
b9; = b6;b13;, b10; = (b4;b13;)?
b11; = b4;b5;(b13,)?,  b12; = (b2;)?b13; (237)
b13; = & b14; = b3;b13;
b1,

b15; = b4;b6,(b13;)?, b16; = b2;b13;
icini =1,...,N.

Coziimii doniistiiriilmiis problem denkleminin (234) acilim katsayilarin1 verecek
cebirsel sistemleri formiile etmek igin, Fj, (u) = (1 — u)?®, (u) ile Petrov-Galerkin yontemini

uyguluyoruz:

N N N
leki b4l —Alvk _AZZMgki b21 —ZM4ki b101 =0
i=1 i=1 i=1

N N N
z M7,; b5; — Z M2,; (A,b12; + A,b13; + Agh14;) — Z M4,; b11;

i=1 i=1 =1

N N
— 4, Z M5,; b16; — Aq Z M6,; b13; = 0

i=1 =1
N N N N
Z M7,; b6; — Prz My, b15; — Ag (Z M8, b1; — Z M5, b7i> -0 (238
i=1 i=1 i=1 i=1

N
z M7, b1; — M2,;b7; = 0

=1
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N
ZMlkini - MZkib8i = 0

=1

N
lekib3i - MZkib9i =0

=1

Burada M1, ..., M8 matrisleri ve v vektorii asagidaki gibi tanimlanir:

L doy
M3ki = ((1 - u)ZQDk,CDL-), M4ki = (q)k:(bi)
M5kl— = (U(l - U)q)k, CDl'), M6ki = (u2(1 - U)q)k,cbi) (239)
Ao,
M7ki = (1 — u)ZCI)k, (1 - U) du - cDi ) M8ki = ((1 e U)gcbk,q)i)

v = (1 —w)? Py, uw)
Denklem (235)'in sinir kosullar1 sunlari verir:
b2, = b3, =b4; =0, (u=0) (240)
bly = b5y =b6y =1, (u=1)

Bu kisitlamalar matrislerin uygun satirlarinin degistirilmesiyle cebirsel denklem

sistemine dahil edilir.

Coziim Prosediirii

Denklem (238)'deki alt1 denklem kiimesi b1;, b2;, ..., b6; katsayilari i¢in ¢oziilmelidir.
Lineer olmayan denklemleri ¢6zmek i¢in Powell''ln yontemine basvuruyoruz. Bu durumda

algoritma asagidaki skaler fonksiyonu minimize eder:

N
e(bly, .., b1y, b2y, o, b2y, s b6y o) DOy = z ((e,ﬁl))2 4 (3,52>)2 - (e,ﬁ“)z)

k=1

Burada

N N N
e = M1y bt — Ayvy — Ay ) M3, b2 = » My b10,
i=1 i=1 i=1
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e® = 2M7klb5 ZMZkle (A4b12; + Asb13; + Agh14;) — ZM4klb11

i=1 i=1 i=1

_ 4, Z M5, b16; — ASZ M6,; b13;

im1 i=1
N N N N

e® = z M7,; b6; — Prz Méy; b15,—Ag (Z M8, b1; — Z M5, b7l-) (241)
i=1 i=1 i=1 i=1

e® = Z M7, b1; — M2,;b7,

i=1

e = z M1,; b2; — M2,;b8;

i=1

3’56) = Z Mlki b3l = MZkl-b9l-

i=1
Jacobian (J) hesaplama verimliligini artirmak i¢in analitik olarak degerlendirilir. Bu

durumda Jacobian (6N) x (6N) boyutundadir. Her biri N x N alt-Jacobian olarak

diisiiniilebilecek 36 bdliimden olusmaktadir. Ornegin, bir bdliim su sekilde tammlanmissa;;

de®

e
J(4B) = dbl;.? , burada A,B =1,...,6
j
sonra
jan .. jae
](61) ](66)

Jacobian matrisinin her bir boliimii, hat fonksiyonunun ozellikleri nedeniyle iig

koselidir. Sonug olarak, tiim Jacobian matrisi seyrektir.

Coziimiin Son Islenmesi
b1;,b2;,...,b6; Katsayilar1 biliniyorsa, b7; b8;,...,b16; hesaplanabilir. Bagiml
af

doniisim degiskenlerinin yaklasimlari tamamlanmistir. Aga giris degiskeni olarak u = an

2
49 2°9 A ve — 1(;1n cikis agirliklarii belirlemek

kullanildiginda geriye degiskenler 7, f i 2, Yan’ an?

kaliyor.

Yaklasimlarin temel ac¢ilimlar1 asagidaki gibi yazilabilir:
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N N
dzf
Ta= ) ®Wl,  fo= ) @,0w2, = ) @wws;

2
dT] i=1
C dga N g, <
Jo = z PWwh, —t= Z DOwS;,  — = Z o,w6;,  (242)
i=1 T’ i=1 T] i=1
N di, N
da= Y @@, =) dwws,
i=1 N i=1

wl;, ...,w8; temel katsayilarini belirleme yaklasgimimiz 6rnek 4’de kullanilanla ayni

olacaktir. Bu nedenle, (209)-(219) denklemlerinden hemen sunu yazabiliriz:

N N
Wlk = Z sziblgi B W2k = Z leiblgi ) W3k = (1 - uk)b].k,

i=1 i=1
N

W4k = z szib16i 5 W5k = b2k, W6k = (1 — uk)b5k, (243)
i=1

N
W7k = Z szibgi p W8k = (1 - uk)b6k
i=1
Burada k = 1, ..., N. wl,’dan w8, ’ya kadar olan ¢ikis agirliklarinin belirlenmesi ve
denklem (176)’nin uygulanmasi ile denklem (220)-(222)’deki FFANN modeli tamamlanmis

olur.

Yapay Sinir Ag1ile Adi ve Kismi Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Diferansiyel denklemlerin niimerik ¢dziimlerini elde etmek icin bir¢ok farkli yontem
gelistirilmistir. Lagaris vd. (Lagaris vd 1998), adi ve kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek
icin ileri beslemeli yapay sinir agimin kullanildig: bir yontem one siirmiislerdir. Bu yontemde,
baslangic ve sinir deger problemlerini ¢ézmek igin, yapay sinir ag1 igeren bir deneme ¢oziimii
kullanilmaktadir. Ileri beslemeli yapay sinir aglari fonksiyon yaklasimi amaciyla da kullamldig
icin ag1 igeren deneme ¢oziimii gercek ¢oziime yakinsayabilmektedir. Bu deneme ¢oziimii
diferansiyellenebilir ve kapali analitik bir formdadir. Coziim iki terimin toplamindan
olusmaktadir; ilk terim baslangig/sinir deger kosullarindan olusmaktadir. Tkinci terim ise ileri
beslemeli yapay sinir agini icermektedir. Deneme ¢oziimiinii gercek ¢oziime yaklastirmak igin,

ogrenme algoritmalari kullanilarak ag egitilmektedir.

S6z edilen yontemi agiklamak igin, belirli sinir kosullarina sahip genel bir diferansiyel

denklem ele alalim:
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F(2,¥(X),V¥(X), V2¥(%),.., V'¥(¥)) =0, X€D (244)

Burada, X = (x, x5, ...,x,) € R™ ve W(X) denklemin ¢oziimiinii belirtmektedir. D c

R™ tamim kiimesi, V ise diferansiyel operatordiir.

D tanim bdlgesi ve S bu bolgenin sinir1 olmak iizere, tanim boélgesinin ve sinirinin

ayriklastirilmis hali D ve S ile gosterilmektedir. O halde, denklem (244) su formda yazilabilir:
F(2, W(E), VW(X), V2¥(Z), .., V"W(X)) =0, V% €D (245)

Bu denklemin ¢oziimiinde kullamlacak deneme ¢oziimii W, (X, p) ile gosterilmektedir.
Burada, p vektorii yapay sinir aginin belirlenmesi gereken parametrelerinden olusan bir

vektordiir.
Deneme ¢oziimiinii denklem (245)’de yerine konulup sinir kosullarini da dikkate
aldigimizda, denklem (245) su sekilde bir optimizasyon problemine doniismektedir:

. - - > > > > > S 2
min > F (&, W P), VW G P), V20, (i ) o, V) (246)

xiEE
Deneme ¢6ziimii, iki terimin toplami olarak su sekilde ifade edilebilir:
W, (%) = A@) + f(%, N(X, D)) (247)

Burada, A(X) baslangi¢/sinir deger kosullarimi belirtir. Optimize edilmesi gereken
herhangi bir parametre igermez. Ikinci terim f ise, sinir kosullarina etki etmeyecek sekilde ileri
beslemeli yapay sinir agimim N (¥,p) ciktisini igerir. p vektorii agirlik ve bias degerlerinden

olusmaktadir.

Problem (246)’y1 minimize etmek icin her bir X; vektoriine karsilik gelen hatanin yani
F (X;)’nin sifir olmasi gerekmektedir. Bunun i¢in yapay sinir ag1 egitilmelidir. Ag1 egitmek i¢in
farkl1 algoritmalar kullanilabilir. Ornegin, geri yayilim algoritmasi bu amagla en sik kullanilan

algoritmalardan biridir (Lagaris vd 1998).

Gradyan Hesaplama

N(X,p)’yi iceren deneme ¢oziimiinii diferansiyel denklemde yerine koymak igin
deneme ¢oziimiiniin x’e gore tiirevleri gerekmektedir. Bu nedenle agin ciktisinin x’e gore
tirevleri bilinmelidir. Ayrica deneme ¢oziimii, denklemde yerine koyulduktan sonra (246)
probleminin minimize edilmesi gerekmektedir. Bu amacla kullanilacak bir¢ok algoritma igin,

deneme ¢oziimiiniin ve tlirevlerinin, agirlik ve bias degerlerine gore tiirevleri gerekmektedir.
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Gradyan hesaplamalarini gostermek igin n girdi birimine, bir gizli katmana ve bir ¢ikti
birimine sahip bir¢ok katmanli algilayici ele alalim. Gizli katmandaki yapay néron sayisinm1 H
ve ¢ikt1 biriminde kullanilan aktivasyon fonksiyonunu dogrusal fonksiyon alalim. Girdi vektorii

X = (x4, %5, ..., x,) olmak lizere, ¢ok katmali algilayicinin ¢iktist su sekilde yazilabilir:

H
N = Z v,0(z;) (248)

Burada, o(z;), i = 1,2, ..., H gizli katmanda yer alan néronlarin ¢iktilarini, o ise gizli
katmanda kullanilan sigmoid aktivasyon fonksiyonunu belirtmektedir. Ayrica, gizli katmani
cikt1 katmanina baglayan agirlik degerleri de v; ile gosterilmistir. Gizli katmandaki néronlarin

ciktilar1 ise su sekilde yazilabilir:

n
O-(Zi) =0 Z WijXj + u; i=1,2,..,H (249)
j=1
Yukaridaki denklemde w;;, girdi katmanini ¢ikti katmanina baglayan agirlik degerlerini,

u; ise gizli katmandaki ndronlarin bias degerlerini gostermektedir.

[k olarak, agin ¢iktismin girdi degerlerine gore tiirevlerini hesaplayalim. Yapay sinir
ag1 ¢iktisinin, x; girdisine gore tiirevi;

H
ON _ Z vow oD (250)
ax]' : a
=1
seklindedir. Denklem (250)’de yer alan, o; = o(z;) dir. ¢ sembolii ise, aktivasyon

fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevini belirtmektedir. Benzer sekilde agin ¢iktisimin x;

girdi vektoriine gore k. mertebeden tiirevi ise su sekilde gosterilir:

H
kN

_ x)
ax}‘ = E viwikjai (251)

i=1
Yukaridaki denklemde o, aktivasyon fonksiyonunun k. mertebeden tiirevini

belirtmektedir. wi""j ise, w;; agirhik degerinin k. kuvvetini gostermektedir.

Genel olarak, agin ¢iktisinin herhangi bir girdiye gore herhangi bir mertebeden tiirevi

de ayn sekilde ifade edilebilir:

oM 9t 9
dx,;M x4 T 0x

An n
— w _ >
AnN = E viP;o;"™ = Ny(X) (252)
n i=1
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Burada,

n
po=] [wir (253)
k=1
ve
n
A=) 2 (254)
i=1
dir.

Agin herhangi girdilere gore tiirevi alindiginda, sonucun tek gizli katmana sahip ileri
beslemeli bir agin giktisina N, (¥) esit oldugu denklem (252) ile goriilmektedir. Bu ag, ilk basta
ele aldigimiz agin parametrelerini icermektedir. Burada ilk basta ele aldigimiz agin v;
parametresinin yerini v; P; almistir. Ayrica gizli katmandaki néronlarin aktivasyon fonksiyonu

olarak A. mertebeden sigmoid aktivasyon fonksiyonu alinmstir.

Agm ¢iktisinin girdi degerlerine gore tirevleri hesaplandiktan sonra N 'nin agin agirhk

ve bias degerlerine gore gradyant;

JN,

L= Pio;" (255)
L

dN,

au‘? = UiPiO'l-(A+1) (256)
L

dN, A+l Ai—1 y) A

OW‘-g- = x}-viPial.( g vi/ljwl.j’ 1_[ Wit al-( ) (257)
Y k=1k#j

seklinde yazilabilir.

Hatanin agirlik ve bias degerlerine gore gradyam belirlendikten sonra (246) ifadesini

optimize etmek i¢in geri yayillim algoritmast veya farkli minimizasyon yontemleri

kullanilabilir.

Adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii

Yontemi gostermek igin birinci mertebeden adi diferansiyel denklemini ele alalim:

W) _ w 258
I =f(x,¥) (258)
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€ [0,1] ve baslangi¢ kosulu W(0) = A olmak iizere (258) probleminin iki kisimdan

olusan deneme ¢6ziimii su sekilde yazilabilir:
Y. (x) =A+ xN(x,p) (259)

(259) esitliginde yer alan N(x, p), ileri beslemeli yapay sinir aginin ¢iktisidir. Burada,
x = (xq, %3, ..., xp) girdi degerlerini, p ise agirlik degerlerinden (agin bias degerleri de agirhk

vektoriine dahil edilmistir) olusan agirlik vektoriinii belirtmektedir.

Deneme ¢o6ziimiinii (258) denkleminde yerine koyabilmek i¢in, (259) deneme

¢Oziimiiniin x’e gore birinci mertebeden tiirevi;

d¥, (x dN(x,p
(0 _ N(x,B) + xM (260)
dx dx

seklinde hesaplanir. Daha sonra, deneme ¢6ziimiinii ve tiirevini denklem (258)’de yerine

koydugumuzda, hata fonksiyonunu su sekilde yazabiliriz:

2
E(p) = > z { #elx) F f(xi, ‘Pt(xi))} (261)

Burada x; degerleri, x’in tanimli oldugu [0,1] araligindaki noktalardir.

(261) denklemi ile verilen hata fonksiyonu elde edildikten sonra, bu fonksiyonu
minimize etmek icin farkli algoritmalar kullanilabilir. Burada, gradyan inisi algoritmasinin
uygulanisi gosterilecektir. Tek gizli katmana sahip ileri beslemeli bir yapay sinir ag1 diisiinelim.

Girdi katmanim gizli katmana baglayan agirliklar wy ile, gizli katmani ¢ikti katmanina baglayan

agirliklar ise vy ile gosterilsin. O halde, agirlik degerleri su sekilde giincellenir:

OE@) _ 9 (Z {dtpé(xl) f(xﬂ&(x))}) (262)

aWj 6wj
OE(p) 0 d¥,(x;)
v, - TW(Z{ - f( Xis LI"t(-xl))} ) (263)
OE(3
Wit = wi - —aEM(,i) (264)

(265)
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Burada, k iterasyon sayisim belirtmektedir. Hata fonksiyonu minimize edilene kadar

agirlik degerleri her iterasyon adiminda giincellenir (Lagaris vd 1998).
Ayni prosediir ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem i¢in de uygulanabilir:

d’¥(x) B ( w d‘{’) (266)
dx? " dx
Baslangi¢ deger problemi igin; x € [0,1], ¥(0) = A ve %‘P(O) = A" olmak tlizere
deneme ¢oziimii su sekilde yazilabilir:

W.(x) =A+ A'x + x%2N(x,p) (267)

Burada x girdi degeri ve p agirlik vektorii olmak iizere, N(x,p) yapay sinir aginin

ciktisini belirtmektedir.

Deneme ¢oziimiiniin x’e gore birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri;

d¥, (x dN(x,p
() = A +2xN(x,p) + sz (268)
dx dx
d*W, (x dN(x,p d?N (x,p
(&) _ 2N (x,7) +4xﬂ+ 2 &N ®P) (269)

dx? dx X dx?
seklindedir. (268), (269) denklemleri ve deneme ¢6ziimii, (266) ikinci mertebeden baslangig
deger probleminde yerine yazildiktan sonra, hata fonksiyonu su sekilde yazilabilir:

d* W (x; d¥, (x)\)
E®) = > z{ t(x ) <xi' lpt(xi)'%x))} (270)

Hata fonksiyonu belirlendikten sonra, yapay sinir aginin parametreleri giincellenir. Bu

glincelleme hata fonksiyonu minimize edilene kadar tekrarlanir (Lagaris vd 1998).
Ikinci mertebeden diferansiyel denklem icin Dirichlet simir deger problemi:

d?¥(x) B ( w d‘{’)
dx? =/ " dx

(271)
Dirichlet sinir deger problemi icin; x € [0,1], ¥(0) = A ve ¥(1) = B olmak iizere

deneme ¢oziimii su sekilde yazilir:
Y. (x) =A(1 —x) + Bx + x(x — 1)N(x,p) (272)

Deneme ¢6ziimiinii, (271) denkleminde yerine koyabilmek i¢in, deneme ¢6ziimiiniin x’e

gore tiirevleri alinir:

() _ B—A+ (x—1)N(x,p) + xN(x,p) + x(x — DM (273)
dx dx
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Az2N(x,ﬁ)+2x£+2(x—1)%+x(x—1)%

274
dx? dx (274)

Deneme ¢Oziimiiniin x’e gore tirevleri (271) siir deger probleminde yerine

koyulduktan sonra, hata fonksiyonu;

2
15 (D (e B

seklinde hesaplanir (Lagaris vd 1998).

K tane birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemi igin,

dv,
ke file, ¥y, ¥y, ..., k) (276)

€ [0,1] ve W;(0) =4;, (i=1,..,K) ile her bir i =1,..,K igin W, , bir ileri
beslemeli yapay sinir ag1 igeren deneme ¢oziimii belirtmektedir. ileri beslemeli yapay sinir
aglarinin ¢iktilar ise, N; (x, p;), r = 1,2, ..., K ile gosterilmektedir. Burada p; her bir yapay sinir
agimin agirlik vektoriinii, x ise girdiyi belirtmektedir. O halde, deneme ¢6ziimlerini su sekilde

ifade edebiliriz:
W (x) = A; + xN;(x, ;) Vi=12,..,K (277)

Deneme ¢oziimlerinin x’e gore tlirevleri;

S = N B MG 12,..,K (278)
dx dx

seklindedir. Deneme ¢Oziimleri ve tlirevleri elde edildikten sonra hata fonksiyonu

hesaplanabilir (Lagaris vd 1998):
K 2
S 1 dW¥ (x;)
HOEEDY {T — (o We, W, ...,lvt,()} (279)
k=1 i

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii
Burada sadece iki boyutlu problemleri ele aliyoruz (Lagaris vd 1998). Ancak yontemi
daha fazla boyuta genisletmek kolaydir. Ornegin Poisson denklemini ele alalim:
2 2

9
Sz Ty + o3 377 ~W(x,y) = f(x,y) (280)

€ [0,1],y € [0,1] ile Dirichlet simr kosulu: ¥(0,y) = fo(y),¥(1,y) = f;(y) ve
P(x,0) = go(x), ¥(x,1) = g, (x). Deneme ¢oziimii su sekilde yazilir:
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Y (x,y) = ACx, y) + x(1 = x)y(1 - y)N(x,y, ) (281)
Burada A(x,y) siir kosulunu Karsilayacak sekilde segilir:
Al y) =1 =0)fo() + xf1(y) + (1 = y){go(x) — [(1 = x)go(0) + xgo (D]} +
y{g1(x) = [(1 = x)g,(0) + xg, (D]} (282)
Formun karigik sinir kosullari igin: W(0,y) = fo(y), Y(1,y) = f1(y), ¥(x,0) = go(x)
ve W(x,1) = g,(x) (yani sinirin bir kisminda Dirichlet ve diger kisimlarinda Neumann),

ay

deneme ¢oziimii su sekilde yazilir:
> - a -
Y. (x,y) =B(x,y) + x(1 —x)y|N(x,y,p) = N(x,1,p) — @N(x, 1,p) (283)

ve B(x, y) yine sinir kosullarini karsilayacak sekilde segilir:

B(x,y) = (A —x)fo(y) +xf1(y) + go(x) — [(1 = x)go(0) + xgo (D] + y{g, (x) —
[(1—x)g,(0) + xg, (D]} (284)

Deneme ¢6ziimiiniin ikinci teriminin Dirichlet sinir kosullarinin uygulandigi sinirin bir
kisminda yok oldugu ve sinira normal gradyan bileseninin Neumann sinir kosullarinin
uygulandigl sinirin bir kisminda yok oldugu i¢in siir kosullarini etkilemedigine dikkat

edilmelidir.

Yukaridaki tim PDE problemlerinde minimize edilecek hata su sekilde verilir:

2

IO (02 G ’
E(p) = EZ {ﬁq’(xi;yi) + W‘P(xi; Vi) — f(xilyi)} (285)

Burada (x;,y;) [0,1] x [0,1] i¢indeki noktalardir (Lagaris vd 1998).
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TARTISMA ve SONUC

Yapay sinir aglar;, matematiksel olarak karmasik bir gelisim siirecinden ge¢mistir. Ilk
basta basit matematiksel modellemelerle baslamis ancak zaman i¢inde daha karmasik yapilar
ve 6grenme algoritmalar: gelistirilmistir. Yapay sinir aglarinin matematiksel gelisimi hakkinda

genel bir bakis:

Perceptron Modeli (1957): Yapay sinir aglarinin temelini atan ilk model, girisleri

agirliklarla carpar, toplar ve bir aktivasyon fonksiyonu ile ¢ikti iiretir.

Cok Katmanli Algilayici (1960-1970): Perceptron modelinin tek katmanli olmasi ve

sinirli 6grenme yetenekleri nedeniyle aragtirmacilart ¢ok katmanli yapilara yoneltti.

Geri Yayilim Algoritmasi (1980): Cok katmanli yapilardaki 6grenme siiregleri igin
temel olan geri yayilim algoritmasi, matematiksel olarak daha karmasik bir yapt sunar. Bu

algoritma, hatay1 geri yayarak agirliklar1 glinceller ve sinir aglarini egitmek icin kullanilir.

Radyal Tabanli Fonksiyon Sinir ag1 (1990): Yapay sinir aglarina alternatif olarak,
ozellikle Radyal tabanli sinir ag1 modellerinin popiilerlesmesi, matematiksel modellendirme

agisindan gesitliligi artirmistir.

Bu siire¢ icinde, matematiksel modellemelerin karmasikligr arttikga, yapay sinir aglari
daha genis uygulama alanlarina ve daha iyi performansa sahip modellerin gelistirilmesine

imkan tanimustir.

Yapay sinir aglariyla ilgili diinya ¢apinda ¢esitli arastirmalar mevcuttur. Yapay sinir
aglarin1 egitmek, uzun bir zaman siireci gerektirdiginden dolayi, bu alandaki arastirmalar
ozellikle egitim siirecinin etkinligi lizerinde odaklanmistir. Bu baglamda, daha verimli ve yeni
ogrenme algoritmalarini kesfetmek amaclanmaktadir. 1943 yilindan itibaren giinlimiize kadar
yasanan gelismelerde, yapay sinir aglarinin egitimi konusu temel bir odak noktasi olmustur.
Yapay sinir aglarinin evrimi, gelecekte 6zellikle robotlarin giinliik hayatin kalitesini artirmada

ne kadar 6nemli bir faktor olabilecegine isaret etmektedir (Efe ve Kaynak 2000).

Yapay sinir aglari, genellikle egitim sirasinda diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in
kullanilan giiclii araglardir. YSA, 6zellikle geri yayilim algoritmasi kullanilarak egitildiginde,
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii konusunda etkili olabilirler. Geri yayilim algoritmasi,
ogrenme siireci sirasinda agirliklar: giincellemek igin tlirev hesaplamalarini igerir. Bu siireg,
ozellikle regresyon ve siniflandirma problemlerinde diferansiyel denklemlerle modellemeye

dayal1 bir yaklagimin temelini olusturur.
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Geri yayilim algoritmasi, yapay sinir aglarinin egitiminde kullanilan bir tekniktir. Bu
algoritma, agin ¢iktilarinin gergek degerlerle olan farkini minimize eden bir gradyan inis
yontemi kullanarak agirliklart giinceller. Bu siireg, zincir kurali gibi matematiksel konseptleri
icerir. Zincir kurali, bilesik fonksiyonlarin tiirevini hesaplamak i¢in kullanilir. Yapay sinir
aglar1 genellikle karmasik fonksiyonlar olarak diisiiniilebilir, bu nedenle zincir kurali, bu

fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplamak i¢in kullanilir.

Bu bilgiler, yapay sinir aglarinin diferansiyel denklemleri ¢6zme konusunda genel bir
cergeve sunar. Ancak bu alanda kullanilan yontemler ve teknikler hala aktif bir arastirma

konusudur ve spesifik uygulamalara bagl olarak farkli yaklasimlar benimsenebilir.
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