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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

MODIFIiYE EDILMIS h-KONVEKS FONKSIYONLAR UZERINE
YENI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Biisra YERGOZ
Danisman: Doc¢. Dr. Cetin YILDIZ

Amag: Bu ¢alismada modifiye edilmis h-konvekslik tanimi ve esitsizlik teorisinin ozellikleri
kullanilarak yeni esitsizlikler elde edilmesi amaglanmugtir.

Yontem: Teorem ve sonuglar elde etmek amaciyla integraller i¢in iiggen esitsizligi, Holder,
Power-Mean, Holder-Iscan Integral Esitsizlikleri ve Gelistirilmis Power-Mean Integral
Esitsizligi kullanildi.

Bulgular: Modifiye edilmis h-konveks fonksiyonla ilgili yeni teoremler yazilmistir. Ayrica
ti¢ farkli lemmaya uygulanan esitsizlikler ve modifiye edilmis h-konveks fonksiyon
yardimiyla yeni teorem ve sonuclar elde edilmistir.

Sonug: Bu tezde elde edilen tiim teoremlere modifiye edilmis h-konveks fonksiyonla ilgili
cesitli sonuglar yazilmistir.

Anahtar Kelimeler: modifiye edilmis h-konveks fonksiyon, Holder Esitsizligi, Power-Mean
Esitsizligi, Holder-Iscan Esitsizligi, Gelistirilmis Power-Mean Esitsizligi.
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ABSTRACT

MS THESIS

NEW INTEGRAL INEQUALITIES ON MODIFIED h-CONVEX FUNCTIONS
Biisra YERGOZ
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Cetin YILDIZ

Purpose: In this study, it is aimed to obtain new inequalities by using the modified h-convex
function whole and the properties of the inequality theory.

Method: Triangle inequality, Holder, Power-Mean, Holder-Iscan Inequalities and Improved
Power-Mean Inequality are used for integrals in order to obtain theorems and results.

Findings: New theorems have been written about modified h-convex function. In addition,
new theorems and results are obtained by using inequalities and modified h-convex function
applied to three different lemmas.

Results: Diverse results related to modified h-convex function are written in all theorems
obtained in this thesis.

Keywords: maodified h-convex function, Holder Inequality, Power-Mean Inequality, Holder-
Iscan Inequality, Improved Power-Mean Inequality.

January 2023, 86 pages



ICINDEKILER

KABUL VE ONAY TUTANAGI ..ottt ettt i
ETIK BILDIRIM VE INTIHAL BEYAN FORMU .......cccooviiiniiiiinieineeisisse s sessssens i
TESEKKUR ..ottt sttt ettt sttt ettt s sttt b e st st st et e st st tebesn s ii
OZET ..ottt ettt ettt bbbttt bttt iv
N S I ¥ 3 TR v
ICINDEKILER .....cocvviiiieceete ettt ettt ettt s s et et es s ea st s s s sesesas s e, vi
SEKILLER DIZINT ...ttt ettt ettt vii
KISALTMALAR ve SIMGELER DIZINT ....cooiiiiiiiieeeeeee e viii
GIRISY . ... oo o ... ... ..o, 1
KURAMSAL TEMELLER ...ttt et e e 3

GENEL TEIIMIET ..ttt bbb b enes 3
Pozitif Reel Sayilar Igin Bazi Ozel Ortalamalar.............cccovvcveiieerinceissciesesce s 8
MATERYAL VE YONTEM ...ttt ettt ee et e en et naan e enenseeesn s e aeanenneneens 10

Konveks Fonksiyonlar Igin Temel ESitsizIiKIer.........oco.ovevrvereriviceesiesieseseeeeeeseneeeiens 10

Modifiye Edilmis h-Konveks Fonksiyonlar I¢in Elde Edilmis Teorem ve Sonuglar.....12
ARASTIRMA BULGULARI ...ttt e e e e rrae e e e e 16
SONUC VE ONERILER ......ocoiuitiiiieisiee s s ettt 73

OMCIILET ..ottt ettt et e et e et et et e et e e e et e e et e et eee e ee e e enene 73
KAYNAKLAR .ttt e e e ettt e e s st e e e e s tae e e e asssaeeeeennteeeeessneeeeans 74
(0746 ) 10)1Y 1 15T 76

Vi



SEKILLER DiZiNi

Sekil 1. Konveks kiimeler

Sekil 2. Konveks olmayan kiimeler

Sekil 3. Araliklar iizerinde (yani R* da) konveks fonksiyon (B(x) = |x|)

Sekil 4. Konveks fonksiyonun incelenmesi

vii



KISALTMALAR ve SIMGELER DIiZINi

< Kiigtiktiir

> Biiytiktiir

< Kiiciik veya Esittir
= Biiyiik veya Esittir
N Dogal Sayilar Kiimesi
R Reel Sayilar Kiimesi
I R’de bir aralik

I° [ araligmin i¢i

c Alt kiime

c Alt kiime veya esit
B Beta Fonksiyonu

A=A ») Aritmetik Ortalama
G=6G¢ @) Geometrik Ortalama
H =H (& @) Harmonik Ortalama
L= L(§ @) Logaritmik Ortalama

L[ w] [¢, @] araliginda integrallenebilir fonksiyonlarin sinifi
B’ B Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Tiirevi

B B Fonksiyonunun ikinci Mertebeden Tiirevi

max Maksimum

min Minimum

viii



GIRIS

Matematiksel ifadeler arasinda #, <, >, < ve = sembolleri kullanilarak olusturulan
iligkilere esitsizlik denir. "#" sembolii disindaki semboller biiyiiklik kiiciikliik iliskisi
olusturmak i¢in kullanilir. Kisacasi esitsizlikler iki ¢oklugun birbirlerine gore kiyaslanmasini
ifade eder.

Esitsizlikler konusu matematikte Onemli bir yer tutmaktadir. Esitsizlik "#"
semboliiniin ilk olarak kim tarafindan bulundugu bilinmemekle birlikte, 18. yiizyilda ilk
olarak Leonhard Euler tarafindan kullanildig1 diisiiniilityor. Biiytlktir (>) ve kiiciiktiir (<)
isaretleri ise Ingiliz matematik¢i Thomas Harriot’un "Artis Analyticae Praxis ad Aequationes
Algebraicas Resolvendas" baslikli kitabinda ilk olarak 1631 yilinda kullanilmistir. 18. ve
19.’yy. da P.L. Chebyshev, K.F. Gauss ve A.L. Cauchy gibi {inlii matematikgilerin esitsizlik
konusunda g¢alismalar1 var olsa da Littlewood, Hardy, ve Polya tarafindan 1934’te yazilan
“Inequalities” adl1 kitap, bu alanda yazilan ilk yapittir. Bu ¢aligmadan sonra E.F. Beckenbach
ve R. Belmann da esitsizliklerle ilgili bir eser ortaya cikarmistir. Bu calismalar birgok
matematik¢inin dikkatini ¢gekmis ve sonraki siirecte esitsizlikler a¢isindan bir doniim noktasi
olmustur. Bunlardan bir kismi1 “Analytic Inequalities” (Mitrinovi¢ D.S., 1970), “Inequalities
Involving Functions and Their Derivates” (Mitrinovi¢ D.S., 1991), “Classical and New
Inequalities in Analysis” (Mitrinovig D.S., 1993), ‘‘Differential Inequalities” (Szarki J.,
1965)tir.

"Neden Matematiksel Esitsizlikler?" sorusunu 1978 yilinda Richard Bellman su
sekilde cevaplamistir: “Esitsizlik c¢alismak i¢in baz1 nedenler vardir. Pratik agidan
bakildiginda, bir¢ok arastirmada bir niceligi diger bir nicelikle sinirlandirmak karsimiza
cikmaktadir. Klasik Esitsizliklerde bu sekilde ortaya ¢ikmistir. Teorik agidan bakildiginda ¢ok
basit sorular sorularak tiim temel teoremler olusturulabilir. Son olarak estetik agidan
bakildiginda genel olarak resim, miizik ve matematigin bazi parcalarinin uyumlu oldugu
goriiliir. Elde edilen esitsizliklerin géze hitap etmesi de esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.” Son
yillarda esitsizlik ¢aligmalart matematigin bir¢ok farkli alanlardaki uygulamalarina katkilar
cok biytktiir. Bunlardan bazilari: Griiss, Hadamard, Jensen, Ostrowski ve Chebyshev tipli
esitsizlikler seklinde siralanabilir.

Klasik esitsizlikler konusunda 6nemli bir yere sahip olan konveks fonksiyon teorisi
oldukca eskiye dayanmakta olup son zamanlarda da konveks fonksiyonlarin farkli siniflart

tizerinde bir¢ok yeni tanim ve Ozellikler bulunmustur. Bunlar h-konveks, s-konveks, iistel



tipli konveks, modifiye h-konveks vs. gibi fonksiyon siniflaridir. Ayrica tamsay1 olmayan bir
basamaktan tiirev veya integral alma fikri 1695 yilinda ortaya atilmis ve esitsizlige farkli bir
boyut kazandiran kesirli integraller ortaya ¢ikmistir. Bu alanda calismalara baslanmistir.
Onciileri ise Liouville, Wely, Euler, Riemann, Lagrange, Abel gibi bircok degerli
matematikgilerdir.

Bu tez calismasmin ilk boliimiinde Esitsizlik Teorisinin tarihi gelisiminden,
giiniimiizde bu konu ile ¢alisma yapan bilim insanlarindan ayrica konvekslik kavraminin
tanimindan ve kullanim alanlarindan bahsedilmistir. Calismanin ikinci bolimiinde konveks
fonksiyonlarla ilgili tanim, teorem ve konveks fonksiyonun geometrik olarak incelenmesi
ayrica iki pozitif say1 igin baz1 ortalamalara iliskin bilgilere yer verilmistir. Ugiincii béliimde
konveks fonksiyonlar i¢in temel esitsizliklerden ve modifiye edilmis h-konveks fonksiyonlar
icin daha Once elde edilmis teoremlerden bahsedilmistir. Dordiincii boliimde literatiirde var
olan lemmalar kullanilarak modifiye edilmis h-konveks fonksiyonlar ile ilgili yeni

esitsizlikler elde edilmistir. Tezin besinci boliimiinde ise Onerilere yer verilmistir.



KURAMSAL TEMELLER

Genel Terimler
Tamm 1. (Konveks Kiime) L bir lineer uzay K € L ve {,w € K keyfi bir kiime
olmak iizere
B={PeLd=0+1—-0)w, 001} Cc K

ise K kiimesine konveks kiime denir. Eger 9 € Bise 9 = ¢¢ + (1 — o)w esitligindeki &
ve @’nin katsayilar1 i¢in ¢ + (1 — ¢) = 1 bagintist her konveks kiime i¢in gegerlidir. Bu
nedenle konveks kiime tanimindaki 1 — ¢ = f yazilrsa o + f = 1 sart1 saglanir.
Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalari § ve @ olan dogru pargasini gosterir. Dolayisiyla
konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden

kiimedir (Bayraktar 2000).

i

Sekil 1. Konveks kiimeler

Bir kiime konveks kiime degil ise bu kiime konkav kiime olarak ifade edilir.

& X

Sekil 2. Konkav kiimeler




Tammm 2. (Konveks Fonksiyon) I € R de bir aralik ve B:1 — R bir fonksiyon

olmak tizere her {,@ € [ ve ¢ € [0,1] igin
B(e¢ + (1 —0)w) < 0B + 1 — ¢) B(w)
esitsizligini saglayan B fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).
Eger o € (0,1) agik araliginda segilirse buradan
B(e¢ + (1 — 0)w) < 0B(§) + (1 — 0)B(w)
olur. Bu B fonksiyonuna da kesin konveks fonksiyon denir.

Konveks fonksiyon taniminda eger -B konveks fonksiyon (kesin konveks fonksiyon)

ise B’ye konkav fonksiyon (kesin konkav fonksiyon) denir.

Ornek 1. B:1 € R — R i¢in B(x) = |x| fonksiyonu I kiimesi iizerinde konveks bir

fonksiyondur.

Coziim: Her £, @ €[ ve o € [0,1] olmak iizere B fonksiyonunun konveks oldugunu

gostermek icin
B(eé¢ + (1 —o)w) < 0B(¢) + (1 — 0)B(w)

oldugu gosterilmelidir. Buna gore

B¢ + (1 — o)w) lo€¢ + (1 — o)w]|
< |¢€é] + |1 — o)w]| ‘Teorem 1. kullanilarak’

= ol + 1 = o)|w| = ¢B() + (1 — 0)B(w)

elde edilir. Tlk ve son terimden B fonksiyonunun konveksligi goriilmiis olur.

L 4
e

Sekil 3. Araliklar iizerinde (yani R* da) konveks fonksiyon (B(x) = |x|)

4



Konveks fonksiyonlarin geometrik olarak anlami, Sekil 4.’teki gibi agiklanabilir:

&

B(z)

0B(z) + (1 = @) B(§)f-—rrmmmmr

Bloz + (1 = 0 )8 |

.B(‘f} ____________________ i

Y

E s=cz+(1—-0)E z

Sekil 4. Konveks Fonksiyonun Incelenmesi

Sekil 4.’te goriildiigii gibi konveks fonksiyon geometrik olarak soyle ifade edilir:

&'mn B fonksiyonu altindaki goriintiisii B(¢), @w’nin B fonksiyonu altindaki
goriintlisii B(w) olmak iizere (£,B(§)) ve (w, B(w)) noktalarni birlestiren dogru pargasini
ele alalim. s = ow + (1 — ¢)¢ noktasinin B fonksiyonu altindaki goriintiisii ayn1 ¢ degeri

icin dogru tizerinde olusan degerden kiigiik veya esit kaldigi igin fonksiyona konvekstir denir.

Tanmm 3. Eger B fonksiyonu hem konveks hem de konkav fonksiyon ise B’ye afindir
(lineerdir) denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonu¢ 1. / c R igin bir B fonksiyonunun [ kiimesinde konveks bir fonksiyon

olabilmesi igin gerek ve yeter sart her &, @ € I ve her p, g > 0 reel sayilari i¢in

B<p€+qu) <pB(E)+qB(ZU)
p+q / p+q

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).



Tamm 4. (J-Konveks Fonksiyon): I € R bir aralik olmak tizere ve her §, @ € [ igin

B(Ezw) - B(E); B(w)

ifadesini saglayan B fonksiyonuna I € R araligi iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J-
konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Sonug 2. Her konveks fonksiyon ayni zamanda ] —konveks fonksiyondur.

Tamm 5. (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her &, @ € [ ve { # @ igin

B(E;w>< B(E)w; B(w)

sartin1 saglayan B fonksiyonuna I € R araligi iizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir

(Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 6. h # 0 olmak tizere h: ] — R, negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger B

negatif degilse &, @ € I ve o € [0,1] igin
B¢+ (1 —-0)w) <h(e)B(¢)+h(1-0)B(w)

esitsizligi saglaniyorsa B:I — R, bir h-konveks fonksiyondur. Bu durumda B fonksiyonu
SX(h, I) smifina aittir (Varosanec 2007).

Tamim 7. B, h:] € R — R, negatif olmayan birer fonksiyon, her é,@ € ] ve o € [0,1]
i¢cin
B(oé+(1—-0)w) <h(o)B()+ (1 —-h(0)) B(w)
esitsizligi saglanirsa B: 1 € R — R’ ye modifiye h-konveks fonksiyon denir (Toader 1984).
Ozel durumlar:

i h(o) = o igin modifiye h-konveks fonksiyonun tanimi klasik konveks
fonksiyon tanimina doniisiir.
ii. h(¢) = ¢ i¢in a € [0,1] olmak {izere modifiye h-konveks fonksiyonun

tanimi1 (@, 1) konveks fonksiyon tanimina doniisiir.
Tamm 8. Her ¢, @ € [ igin B:1 c R — R fonksiyonu (a, 1) konveks fonksiyon ise
B¢+ —-0)w) <o*B)+(1—-0% B(w)

esitsizligi gecerlidir (Toader 2009).



Tamm 9. Her ¢, @ € D ve ¢ € [0,1] igin B: D c R — R fonksiyonu Wright-konveks

fonksiyon ise
B((1-0)¢ +ow) + B(oé + (1 — )w) < B(§) + B(w)
esitsizligi gecerlidir (Wright 1954).

Tamm 10. Her ¢{,@ € D ve ¢ € [0,1] igin B: D < R — R, fonksiyonu Wright tipli

carpimsal konveks fonksiyon ise
B(¢1=9 + @) + B(¢” + w™) < B(§) B(w)
esitsizligi gecerlidir (Guan 2015).
Tamm 11. Her ¢, @ € ] i¢in h: ] — R fonksiyonu siiper toplamsal fonksiyon ise
h(¢ + @) = h(¢) + h(®)
esitsizligi gecerlidir (Alzer 2009).
Tanim 12. Her ¢, @ € ] i¢in h: ] — R fonksiyonu siiper ¢arpimsal fonksiyon ise
h(§w) = h(§)h(w)
esitsizligi gecerlidir (Pecaric et al. 1992).
Teorem 1. (Uggen Esitsizligi) £, @ € R olmak iizere
1§+ @] < [$] + |ol,
161 - 1@l < 1§ - @],
|1§1 = lwl]| < 1§ + @,
ve tiimevarim metoduyla
1§14 -+ &nl < 161+ - IS0l
esitsizlikleri elde edilir (Mitrinovic et al. 1993).

Teorem 2. (Ucgen Esitsizliginin integral Formu) B, [¢, @] araliginda siirekli ve reel
degerli bir doniisiim ise bu durumda asagidaki esitsizlik gegerlidir (Mitrinovic et al. 1993).

w

JB(x)dx < le(x)Idx (¢ <w)
§ §



Pozitif Reel Sayilar icin Bazi1 Ozel Ortalamalar

¢, w € RY olmak iizere

(1) Aritmetik ortalama:

A=aGw) =7,
(2) Geometrik ortalama:
§=6¢ o = /¢w,
(3) Harmonik ortalama:
_ _ 2§w
:]-[ _}[(Erw) - €+w_;
(4) Logaritmik ortalama:
$) §=w
L=L¢wm)=3 @T—E
o —inz. 77
(5) Identrik ortalama:
$) §=w
1
f]:g(f,ZD'): 1/@® w_—f
(7). gz
(6) p-Logaritmik ortalama:
$, §=w
L, =Ly )= wPtl — gpil %
(p+1)(w—f)l - Sre

gegcerlidir.
Bu 6zel ortalamalar arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir:

H<G<L<T<A.



Tamm 13. Beta fonksiyonu

1

B, @) = f 011 - 0)® o, §w>0

0

seklindedir. Bu esitlik Euler tipli Beta integral fonksiyonu ya da birinci ¢esit Euler integrali

olarak adlandirilir. Beta fonksiyonu

V) BED) =B,
(2 BE+1®) =ooBE®)

ozelliklerini saglar (Dragomir et al. 2000).



MATERYAL VE YONTEM

Konveks Fonksiyonlar i¢in Temel Esitsizlikler

Teorem 3. (Hélder Esitsizligi) p > 1ve %+% =1 olsun. Eger Bve g, [¢,@]

araliginda tammli ve integrallenebilen iki fonksiyon ve |B|? ,|g|? [, @] araliginda
integrallenebilen fonksiyonlar ise

1 1
f |B(x)g(x)|dxs(f |B<x>|pdx) (f |g(x)|qu>
'3 ¢ ¢

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Teorem 4. (Holder-Iscan Esitsizligi) p > 1 ve %+% = 1 olsun. Eger B ve g [¢, @]
araliginda tanimh reel fonksiyon |B|? ve |g|9, [&, @] araliginda integrallenebilir fonksiyon
ise
1

q

1
f “Bgldr s —— ( f (- x)|1fz<x)|pdx)5 ( f " x)|g(x)|qu>
£ @ —$ | \Ug £

1
+ < L (x - S)IB(x)Ipdx>p ( L x

1

- e)|g<x)|wx>q

< ( L wm(x)wdxf ( L wlg(xwx)a

esitsizligi elde edilir (Iscan 2019).

Teorem 5. (Power Mean Esitsizligi) g > 1 olsun. B ve g, [¢, @] araliginda tanimli
reel fonksiyonlar, | B | ve |g|?, [¢, @] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

f BGOgCO)ldx < f 1Bl dx f B9 |9dx
'3 '3 '3

1
q

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).
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Benzer sekilde iki kath integraller icin Power Mean esitsizligi

ff@(x)g(X)ldxdyS fle(x)Idxdy N fle(x)Hg(qudXdJ’
¢ ¢ 3 Ff

1
q

seklinde ifade edilir.

Teorem 6. (Gelistirilmis Power-Mean Integral Esitsizligi) q > 1 olsun. Eger B ve
g, [& @] araliginda tanimli reel fonksiyonlar |B| ve |B||gl|?, [¢, @] araliginda
integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

q

(o) w 1_1 (o)
[ megeatar < (L (@~ 0IBCIdx ) q(L (@~ 0By

+ ( L - E)IB(x)IdX> 4 ( L .

1

- f)IB(X)Ilg(x)qux>q

w . :
< ( | |B<x>|dx> ( | |B(x)”g(x)|qu>
¢ 3
esitsizligi elde edilir (Kadakal et al. 2019).

Teorem 7. (Hermite-Hadamard Esitsizligi) I, R’de bir aralik, {, w € Ive { < @

olmak tizere B:1 < R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

(t+w@ 1 @ B(&) + B(w)
B( j )Sw—fL B(x)dy < ———

esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Pecaric¢ et al. 1992).

Teorem 8. (Simpson Esitsizligi) B:[¢, @] — R, (&, @) lizerinde siirekli ve dort kez

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve ||B®|| = supye(,m)|B™ (x)| < o olsun. O halde

1
< 5a50 1B (@ - O*

1[B() + B(w) (+w 1
H + 2B ( )l = 2880

w
3 > 5 R . B(x)dx

esitsizligi elde edilir (Dragomir et al. 2000a).
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Teorem 9. (Ostrowski Esitsizligi) B:1 c [0,0) - R, [° (I’nin igi) tizerinde
diferansiyellenebilen bir fonksiyon, B'€ L[¢,w] ve & w €1 igin & <@ olsun. Eger
|B'(x)| < M ise

1 7 M [(x—8)?2+ (@ —x)?
B(x —w—_le(a)da Sw—f >

esitsizligi elde edilir. Burada x € [&, @] dir. Bu esitsizlige Ostrowski Esitsizligi denir
(Ostrowski 1938).
Modifiye Edilmis h-Konveks Fonksiyonlar i¢in Elde Edilmis Teorem ve Sonuclar

Noor et al. 2014 yilinda yapmis olduklar1 ¢aligmalarinda modifiye edilmis h-konveks
fonksiyonlarin 6zelliklerini incelemislerdir. Ayrica bu konvekslik ¢esidini kullanarak
literatiirde var olan bazi1 6nemli esitsizlikleri de elde etmislerdir.

Sonug¢ 3. Eger B ve g modifiye h-konveks fonksiyonlar ise her &, @ € R igin {B +

wg de modifiye h-konveks fonksiyondur.

Sonu¢ 4. h; ve h,, [ tlizerinde negatif olmayan fonksiyonlar olsun. Eger

B modifiye h, -konveks fonksiyon, B modifiye h; -konveks fonksiyon ve ¢ € [0,1] ise
h2(0) < hy(0)
olur.

Sonu¢ 5. g dogrusal fonksiyon ve B, modifiye h -konveks fonksiyon ise Bog

modifiye h -konveks fonksiyondur.

Sonu¢ 6. B;:I c R— R modifiye h-konveks fonksiyon ve pu,...,u, pozitif

degiskenler olmak iizere, g : R = R fonksiyonu i¢in

969 = > wBi()
i=1

dir. g fonksiyonu ayni zamanda modifiye h-konveks fonksiyondur.

Teorem 10. B ve g modifiye h-konveks fonksiyonlar olsun. O zaman B ve g ayni
monotonluga sahip fonksiyonlar ise B ve g’nin g¢arpimi, modifiye h-konveks fonksiyon

olacaktir.

Teorem 11. h siiper ¢arpimsal fonksiyon ve B: I — R modifiye h-konveks fonksiyon

olmak tlizere xq, x5, x3 € I, x; < x5 < X3 V€ X3 — X1,X3 — X3, X5 — X1 € ] i¢in

h(x3 — x2)B(x1) — h(x3 — x1)B(xz) + [h(x3 — x1) — h(x3 — x2)]B(x3) = 0

12



esitsizligi gecerli olur.
Teorem 12, modifiye h-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligidir.

Teorem 12. B:1 - R fonksiyonu [¢, @] tizerinde modifiye h-konveks fonksiyon,

o € [0,1] ve ¢ < @ olmak lizere

¢+ w 1 @ 1
f( . )Sw—EL B(x)deB(E)-i—{B(w)—B(f)}JOh(a)d&

esitsizligi elde edilir.
Sonu¢ 7. Eger Teorem 12°de h(o) = ¢ olarak alinirsa o zaman klasik Hermite-
Hadamard esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 8. Eger Teorem 12’de h(o) = ¢® olarak alinirsa o zaman a konveks

fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 9. B: I » R fonksiyonu [&, @] tizerinde a-konveks fonksiyon ve a € [0,1] ve

¢ < w olmak iizere

t+w 1 @ aB(¢) + B(w
B (f ) < j B(x)dx < ©) ()
2 w—=$J; a+1
esitsizligi elde edilir. @ = 1 olarak alinirsa klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

Ayrica asagidaki sonug kolayca elde edilir.

Sonu¢ 10. Y7, B;:[{,w] » R toplam modifiye h-konveks fonksiyon ve
o € [0,1]oldugundan
¢+
B"( 2 )

n
i=1

<

wl_ fiznl: LwBi(x)dx < ZBi(f) + (Z B;(w) —ZE-(E)) folh(v)da

sonucu elde edilir.
Teorem 13. B ve g modifiye h-konveks fonksiyonlar olsun. O zaman B ve g ayni

monotonluga sahip fonksiyonlar ve h G) (1 +h G)) * % ise
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)1+ 2h (%)2 lB (5 ;w> g (E ;w> h (%) <1 " @)) o a)l

L B(x)g(x)dx < BE)g(©) + [B@)g(®@) — BE)g(©)] f h(o)do
0

N| =

1—2h(

1
<
w =

dir. Burada

0. m,0) = ME ) [ [1-h(e) + h(e)]do
0

Ve

M, @) =B($)g() + B(w)g(w)
dir.
Lemma 1. B modifiye h-konveks fonksiyon olmak iizere her x € [, @] i¢in
B¢ +w@—x) <B()+ B(w) —B(x)
dir. Burada x = ¢¢ + (1 — )@, ¢ € [0,1] dir.
Lemma 1 kullanilarak modifiye h-konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir.

Teorem 14. B:[¢,@w] —» Rmodifiye h-konveks fonksiyon, w:[é,w] > R,w >0

integrallenebilir ve — f

B (“Tw) L " wlodx < L * Bwx)dx < w L C w()dx

‘ye gore simetrik olmak iizere

dir.

Teorem 15. B: [¢,w] — R fonksiyonu (¢, @) tizerinde iki kere diferansiyellenebilen
bir doniisim olsun. B": (§,@w) - R fonksiyonu smirli ve ||B"|, = sup|B"(¢)| < oo,

o € (&, @)’dir. O halde asagidaki esitsizlik gegerlidir:

|73(x)——f B(o)do — (x—f— B( )‘
1 1
<[z @- 00 +3 (- 559 ]MB"MOO
(@w—-8)*
ST”B Il co-
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Burada x € [§, @] ve & < w’dir (Set et al. 2014).
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde literatiirde mevcut olan lemmalardan faydalanarak modifiye edilmis
h —konveks fonksiyonlar i¢in yeni esitsizlikler elde edilmistir. Bu esitsizlikleri elde etmek
icin modifiye edilmis h —konveks tanimi1 ve &zellikleri, Holder, Power-Mean, Hélder-Iscan
ve Gelistirilmis Power-Mean Integral Esitsizlikleri kullanilmistir.

Teorem 16. B: [, @] — R fonksiyonu [¢, @] lizerinde modifiye h-konveks fonksiyon
olmak tizere ¢ < w, B € L[, w] ve g: [¢,w]| — R negatif olmayan, integrallenebilir, GTTU ‘ye

gore simetrik bir fonksiyon ise

ng(x)g(x)dxgwf;[h(w_ )+h<x_§

X
w—¢ w —

)| 9codx +2(3.9)
esitsizligi elde edilir. Burada
w
2(8.9) = B@) | g(dx
3

dir.

Ispat: B:[¢,@w] » R fonksiyonu [&,@] iizerinde modifiye h-konveks fonksiyon

olmak tlzere ¢ <w ve BEL[§,w] olsun. Ayrica g:[&,w] > R negatif olmayan,

integrallenebilir ve &Tw ye gore simetrik bir fonksiyon i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:

w

]wB(x)g(x)dx = %UwB(x)g(x)dx +J Bél+w—x)g¢+@— x)dx}
¢ ¢

§

=3 [ B + 3¢ + o - lg0oax
2 )¢

_ ljw[ﬂs(x) +B(E + @ — 0]g(x)dx
2 )¢

:%Lw[B<Z:§€+x_fw>+B(x_i,E+Z:§w)]g(x)dx

w—¢& w —
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1
< -
2

Lw h (Z—:;)‘B(E) + (1 —h (Z—:’;)>B(m) +h (;;_i()e(g)

+ (1 —h (g)) B(w)

= wf: [h (zzr _ ) +h (%)] g(x)dx + B(w) ng(x)dx.

g(x)dx

x
w—¢
Boylelikle ispat tamamlanmais olur. |
Sonug¢ 11. Teorem 16’da

I. h(¢) = o olarak alinirsa Fejer esitsizliginin sag kismi elde edilir.
ii. h(o) = o ve g(x) = 1 segilirse Hermite-Hadamard esitsizliginin sag kismi elde
edilir.
Sonug 12. h bir siiper toplamsal fonksiyon olsun. Teorem 16’nin varsayimlari altinda

asagidaki esitsizlikler gegerlidir:

ij(x)g(x)dx < w
3

h(1) + B(w)l f;g(x)dx.

Ayrica g(x) = 1 alinirsa

B($) - B(w)
2

%_fJ:UB(x)dx < h(1) + B(w)

olur.

Teorem 17. B, g: [, w] — R fonksiyonlar1 ayn1 monotonluga sahip iki modifiye h-

konveks fonksiyon olsun. Eger B, g € L[, @] ise

1 (® B(§)g(§) —B(@yg(@) (7 (w—x
w——E,L B(x)g(x)dx < B(w)g(w) + — . h(w— )dx
dir.

Ispat: B ve g modifiye h-konveks fonksiyonlar olsun. Buradan

s =2(E5¢ +2bo)s (e ko)

e )\t T ="
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< [h (Z—:’;) B(E) + (1 —h (Z—:i;)) B(@)

[h (5=F)s®

X

=1 (Z=2) B9 +h(o—) (1 —h (Z—j’é)) (B()g(@) + B(@)g ()}

w—¢& w—¢

+ <1 —h (Z—:;))Z B(w)g(w)

dir. B ve g ayn1t monotonluga sahip fonksiyonlar olmak iizere

B)g() < 1 (2 =) B9 (®)
+h(=) (1 ~h (Z—:iﬁ)) (BOG® + B(@)g() + (1 ~h (Z—:’g)) B(@)g(@)

= B(@)g(@) +{B(§)g(§) — B(@w)g(w)}h (w S x)

w—¢
dir. Yukaridaki esitsizligin x € [, @]’e goére integrali alinirsa istenen sonug elde edilir.
Boylelikle ispat tamamlanmis olur. [

Sonug¢ 13. Teorem 17°de,

i h(o) = o olarak alinirsa

B9 +B@)g(@) _ME, @)
2 2

;FB dx <
7=F), B9 <

ii. h(o) = 1 olarak alinirsa

1 w
w——ffg B(x)g(x)dx < B(§)g($),

iii. h(o) = o olarak alinirsa

B(£)g(&) + sB(w)g(m)
s+1

LFB()()UM
) x)g(x)dx <

esitsizlikleri elde edilir.
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Teorem 18. B ve g aynit monotonluga sahip iki modifiye h-konveks fonksiyon olsun.

Eger h G) #* % ise

1 5 §+wg f-;w
<1—2h(%))2 ( 2 ) (

elde edilir. Burada

>—Q(B,g,h,x) S

1 w
: L B(x)g(x)dx

Q) s "G

(1 —2h (%)) (@—¢) (1 —2h (%))

Q(B,g,hx) =

x [{B(E) + B(a)) L 9(Odx + {g(©) + g(@)) L B(x)dx]

ve
M @) =B()g () + B(w)g(w)
dir.
Ispat: B ve g modifiye h-konveks fonksiyonlar olmak iizere
t+w §+w\ _+twtx—x {+twm+x—x
B( 2 )g( 2 )_B< 2 )g( 2 )
< h(%)B(f+w—x) + <1 —h(%))‘B(x)l
[ /1 1
X h(i)g(f +w—x)+ <1 - h<§)>g(x)l
elde edilir.

Lemma 1’i ve B ile g’nin ayn1 monotonluga sahip fonksiyonlar olma 6zelligi kullanilirsa
$+w $+w
2(5)o(57)
2 )92

h G) (B(?) + B(w)} + <1 —2h (%)) B(x)l

<

x [h (3) (0 + 9@ + (1 - 2h (%)) g(x)]
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1
= 2 (5) (B©)g(®) +BEOg@) + B@)g(&) + B(w)g(w))

1 1
+h (z) (1 _2h (z)) [(B() + B@)}g(x) + {9 (&) + g(@)}B(x)]

12
+ <1 —2h (E)) B(x)g(x)

elde edilir. Bu esitsizligin x € [, @]’e gore integrali alinirsa gerekli sonu¢ elde edilir.

Boylelikle ispat tamamlanmis olur. [

Sonug¢ 14. Teorem 18’de h(¢) = 1 olarak segilirse

5(552)s ((12) - M. + v

y A [ 5 d
*o—t), (x)g(x)dx
olur. Burada
¥(B,g) = (BE) + B(@)} L 9G)dx + {g(®) + g(@)) L B(x)dx

dir. Yukaridaki esitsizlige ek olarak, g(x) = 1 olarak alinirsa

¢+

zA_IL_{J:;:/;(x)dx <[B() +B@)] - B (T)

elde edilir.

Teorem 19. B ve g aynit monotonluga sahip iki modifiye h-konveks fonksiyon olsun.
O halde

(570 (47 @)1 ()lwoao

< [1 - h(%)rwi_gjjj%w']s(x)g(x)dx + [h (%) zwi_ff:_wili’(x)g(x)dx

esitsizligi elde edilir. Burada

Y(B,g,0) = M @) fol [1 —h(%) + <h (%)) ]da

ve
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M, @) =B()g(§) + B(@m)g (@)
dir.

Ispat: B ve g modifiye h-konveks fonksiyonlar olsun. Buradan

5(5)e ()

2—0 o o 2—0 2—0 o o 2—0
5 f+7 +7E+ > w TE+7ZD'+7€+ > w
<®B > )

)] 3G+ 252 0)a (564 257 w) + 1 5)[1-n(3)
X@(%“E“ﬁ@“%“)”3(%“7“)9( 7 +50))

5(57)e (5)
<[1-n(3)] B2 %e+5a)a (576 +50)
+[1G)] =56+ 5 m)o 56+ 55a) +n(3)[1-1(3)
(-1 @)z +n(G)2@) (1(G) 90 +[1-n(5)] s

(20 + -z ) (-1 Gls0 +4 oo
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“[1-a () 356 o) 56+ )

e e e RO | 6

x{h(5)[1-1(5)] @B + 2B@)9(@)

2
=) | [(B®g@) + B(w)g(f))}

@] G w2 75 0w) e ()

5) | [{B()g() + B(w)g(@)}

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafin o € [0,1]’ye gore integral alinirsa istenilen

sonuca ulagilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur. [

Teorem 20. Bve g ayn1 monotonluga sahip fonksiyonlar, B, modifiye h;-konveks
fonksiyon ve g, modifiye h,-konveks fonksiyon olsun. Bg € L[¢, @] ve hih, € L[0,1] olmak

uzere
1 w 1
— L BEg)dx < [ME ) = NE @] [ ha(hale) dor+ 9(B,g, . o)
0

S (,b(B, g; hll hZ)

elde edilir. Burada

B(B,9.10,1) = B@)g(@) [ [1=h(0) = hp(@do +BEG(E) [ hu(e)der
0 0

+B@)g(©) [ ha()do
0

ve

M, @) =B()g&) + B(@g@), N @) =BE)g@)+B@)g(§)
dir.

22



Ispat: B, modifiye h,-konveks fonksiyon ve g, modifiye h,-konveks fonksiyon olarak

almsin. Her o € [0,1] igin

B(o€ + (1 — 0)@) < hy(e)B(&) + (1 — hy(e))B(@)

90§ + (1= 0)w) < hy(0)g(§) + (1 = hp(0))g(@)
esitsizlikleri gegerlidir.
Buradan
B(e¢+ (1 - 0)wg(e + (1 - 0)w)
< hi () (0)B(E)g(§) + hy () (1 = hyo())B() g (@)

+(1 = h1(0))ha()B(@)g(§) + (1 = hy(0))(1 = ha () B(w) g(w)

= B(@)g(@)h,(e)h,(e){M(§, @) — N, @)}

+hy (0){B(§)g (@) — B(@w)g(@)} + hy(o){B(@)g(§) — B(w)g (@)}

dir. Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafin o € [0,1]’ye gore integrali alinirsa istenen sonug

elde edilir.

B ve g aymt monotonluga sahip iki fonksiyon oldugundan N(&, @) < M(¢, @) ifadesi

yazilabilir. Bu nedenle ikinci esitsizlik kolaylikla goriiliir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
|

Sonug¢ 15. Teorem 20°de h,(¢) = h,(¢) = o olarak alinirsa
— [ Bwgeix < uE ) + N ED)
o—¢), x)g(x) X<z ¢, @ c (@

esitsizligi elde edilir (Pachpatte 2003).

Teorem 21. B ve g ayni monotonluga sahip fonksiyonlar, B, modifiye h;-konveks
fonksiyon ve g, modifiye h,-konveks fonksiyon olsun. Bg € L[¢, @] ve hih, € L[0,1] olmak

luzere

1 § & 1 @
2h, (%) h, (%)B( -;w)g ( -;w) e E-ff B(x)g(x)dx

N =

<

{[M(f, @) — N, @)] J [2hq(0)hz(0) = hy(0) — hy(0)]do — N(E, 6)}
0
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1
— {[M(f,m—zv(f,wn [ @) = 2m @Iy do

2hs (3

1
+[B(g(©) - B(lﬂ)g(f)]f [2hy(0) — 1] dv}

+

: {[M(E,w)—N(E,ZU)] fo [h1(0) — 2hy (0 By ()] dov
2hy (3)

1
+[B(g(©) - B(E)Q(W)]f [2hz (o) — 1] dv}

+

2h, (%) h, (% {[M(f,w) - N(E,w)]jo hy(0)hy(0) do

1
HB@)g(©) - BEg©)] f hi(o) do
0

HBE®g(@) - BEg(©)] ] hy(o) do + B(f)g(f)}
0

dir. Burada
ME @) =B()g@) +B(@g@), NE @) =B(E)g@)+B@)g()
dir.

Ispat: B, modifiye h,-konveks fonksiyon ve g, modifiye h,-konveks fonksiyon olarak

alinsim. O halde asagidaki esitsizlik elde edilir:

¢+ (+ow
B( 2 )g( 2 )
_ B<0€+ (lz—a)w_l_ (1—0)25+0w>g<a€+(12—0)w+ (1 —0)2§”+(rw>

< {h1 (%) B(of+(1—0)w) + <1 — hy @)) B((1-0)¢+ (rw)}
x {hz (%) g€+ (1— 0)w) + <1 —h, (%)) g(1—0)E + (rw}

=y (3) 2 (3) (Blet + (1 - Iw)g (0% + (1 - 0))

+B((1 - 0)¢ + ow)g((1 — 0)¢ + ow)}
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—h, (%) hy (%) (B(o€ + (1 - )@)g((1 - )¢ + 0w)
+B((1 - 0)¢ + ow)g(oé + (1 — )w)}
+hy G) (B(o€ + (1 — 0)@)g((1 — )¢ + o)
—B((1 - 0)¢ + ow)g((1 — 0)¢ + ow)}
+h, (%) (B((1 - )¢ + 0w)g(c€ + (1 — 0)w)

—B((l —0)é+ ovw)g((l —0)é+ aw)}
+B((1 —0)é+ ovw)g((l —0)é+ (rw).

Tekrar modifiye h;-konveks fonksiyonun ve modifiye h,-konveks fonksiyonun tanimi

kullanilirsa
1 1
< h (5) h, <§> {B(e¢+ (1 —-0)w)g(eé+ (1 - o)w)
+B((1 - 0)é + ow)g((1 — 0)¢ + ow)}

1 1
11 (5) 2 (5) (@) + ha(@) = 20 @AM, @) = NG, @)] + N, @)

+hy (5) (Tha(@) — 2hy (Dha(@IM(E @) ~ NE @] + [2h1(0) 1]
X [B()g() ~ B@)g(O))

1
+h (5) {12 (0) = 20 (@M E, @) = NG, )] + [2ha(0) — 1]

x [B(§)g(§) = B g@)} + B((1 - )¢ + ow)g((1 - 0)¢ + ow)

olur. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin [0,1] tizerinden integrali alinirsa asagidaki sonug

elde edilir:

)hz (1)3(6 -;zzr)g (f -;zzr) _ wl_ fLwB(x)g(x)dx

< %{[M(f, @) — N, @)] J [2h1 ()2 (0) = by (0) = hp(0)]do = N(§, w)}
0

+

: {[M(f,w)—zv@,w)] [ the@) = 2h (@m0
2h (3) ’
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+[B($g() - B(W)g(f)]f [2h,(0) - 1]d0}
0

1
¥ {[M(E @) - N, )] f [hy () — 2hy () hy (0)]do
2h, (2
1
HBO9E) ~BOg@) [ [2h,(0) - 1]dcr}
1 1
F—— {[M(f, @) = NG @) | h@)hy@)do + [B@)gE) ~ BE ()
2y (2) 12 (3 :
1 1
Xf h,(o)do +[B(§)g(w) —B(f)g(f)]f hz(ff)dCf+B(€)g(€)}-
0 0
Boylelikle ispat tamamlanmis olur. [ ]

Sonug¢ 16. Teorem 21°de h,(¢) = h,(0) = o olarak alinirsa

2B (f ;ZU)g (f ';ZU) < wl— SzjjB(x)g(x)dx +%M(€,w) +%N(E,w)

esitsizligi elde edilir (Pachpatte 2003).

Lemma 2. B, € R = R taniml1 [° {izerinde siirekli bir donilisiim olsun. ¢, @ € I,

¢ < wve o € [0,1] olmak iizere eger B' € L[¢, w] ise

B(f) + 4B 5 +'B(zzr) rB(x)dx
2 f

_w— gj ___ 1+0w+1;0€>+<%—g>3’(1-‘2—0$+1gaw>]d0

olur (Sarikaya et al. 2010).

Ispat: Esitligin sag tarafina kismi integrasyon ydntemi uygulanirsa

4 _f1<(r 1)3,(1+o~ +1—a >d
1= ), \273 y Tt

_(0 1) 2 <1+0 +1—0>1 1 1B<1+(r L 1-o )d
A VIE) eyl G E RS S )| My ) g @t s)de

B(w)+3(wz_5)3<§;w>_w1_€f013<1;aw+1;0€>d0

_ 2
-~ 6(@—§)
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1+ 1- -
olur. Burada x = Taw + TOE vedx = wada olarak alinirsa

B 2 2 (+ow 2 @
b= 5 i p? (5) T kO
elde edilir. Benzer sekilde
Y1 oy (140 1-0
AZ:L(§_E)B( 2 St w)‘i”
1 o\ 2 1o 1-0 ' 1 (' 14e¢ 1-0
:<§_E)f—w3< 7 ¢T3 w>0_.§—w08( 7 ¢T3 w)‘l"
¢t+w
B 2 2 A 2 =z
5" mp? (7)), P@
olur. A; ve A, toplanirsa asagidaki sonug elde edilir:
& B)+Bw) 2 (é+w 1 @
G z)Z[f%B( =) ==5 ) BW’C]-

Ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki teoremler Lemma 2’ye bagl olarak tiirevlenebilen fonksiyonlar i¢in Simpson tipli

yeni esitsizliklerdir.

Teorem 22. B:I c R—- R, I° iizerinde diferansiyellenebilen bir donilisiim ve

B' € Li[¢,w]olsun. é,w €1, § <@ ve o € [0,1] olmak lizere eger |B'|, [¢, w] lizerinde bir

modifiye h -konveks fonksiyon ise

‘%[B(€)+4 (fz )+B(w)] f B(x)dx
<7 K @IB O] + K@) B @]
-3 [ B3-S

5 1 140
Kz(v)—%+f h(

esitsizligi elde edilir.
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Ispat: Lemma 2’ye integraller i<;in licgen esitsizligi uygulanirsa

Fh@+w€£)+mm] B dx

@—§&J;
=l

IA

140 1—0¢
- alp (e e e

2
1
.[-
0

35l (5 e ) o)

olur. |B’| modifiye h -konveks fonksiyon olmak tizere

@ —¢ g

-3 m @i+ (1-n(52) )
+§-g{ p(F22 yB@N+< (?;S)y@ﬂﬂda
= T @I @) + Ko@) IB @)
o= &o [ B3 Y

o= [ -3

esitsizligi elde edilir.

Fhm+w@£)+mm] B dx

Sonug 17. Teorem 22’nin sartlar1 altinda, asagidaki sonuglar elde edilir:

. h(o) = 1 alinirsa

w

‘h@+@f€)+mm] o), B

IA

5@=9) .., ,
e LAGIREAC

olur (Ozdemir et al. 2010).
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ii. h(¢) = ¢ i¢in

+
‘ [B(E) 4+ 4B (ér - )+B(w)] E B dx
211(@w —¢) ., ,
e AGIEN A
olur.
Teorem 23. B:1 c R—- R I° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisim ve
B' € L[¢, @], ¢wel é<w olsun. Eger |B'|4, [¢, @] lizerinde

bir modifiye h-konveks fonksiyon, o €[0,1] ve p>1, %+%=1 olmak {zere

‘1[3(5) + 4B (EJ; )+B(m)] " B)dx

E
1

w — 2Pt2 1 2 \p
: ) (Ks + Ky)

<
P <6p+1(p+1)

K, = <f01 _<1 _ h(%)) 1B'()]7 + h(lz >|73 @1 dcr)
K, = <J01 :h (”T‘y) 1B'(6)]7 + <1 - h(“%)) ITB’(w)Iq: dcv)

esitsizligi elde edilir.

Q-

QR

Ispat: Lemma 2’ye integraller ig:in iiggen esitsizligi uygulanirsa

‘1[‘13({) + 4B (‘“; )+B(w)] " B)dx

=

f

1+ ¢ 1—0¢
Al (e )| ae

2
1
f
0

1+o0o 1-
ol (T )| e
2
ve Holder integral esitsizligi uygulanirsa
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([l ) ([ (e (57)=)

yazilir. |B'|? modifiye h -konveks fonksiyon olmak iizere

w—3
2

‘1[B(E)+4B<E; )+B(w)] " Bx)dx| <

5

1 ) 1
v {(%Y < fo <1 _h (HT”» 1B ()|9do + j h (”T”) IB’(w)qua)q

0

1

+ (%Y U"l () Jol <1 R <1+To)> |B’(w)lqdo)q}

(@—§&) ([ 2P*2 +2
=773 <6p+1(p + 1)) (K3 +Kq)

S

K, = <f01 <1 - h(l%)) 1B'()]7 + h(1 ro >|B (@) d(y)%
K, = <f01 :h (HT") 1B'(£)]7 + <1 —h (HT"» B ()7 d(y)%

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 18. Teorem 23’iin sartlar1 altinda, asagidaki sonuglar elde edilir:

I. h(o) = 1igin

‘1[73({) + 4B (EJ; )+B(w)] "B dx

f

1

w—&( 2P*2 42 P ,
<2 <6p+1(p+1)> IB'©)] + B/ @)])
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ii. h(o) = o igin

‘ [B(€)+4B(E-; )+B(w)] E B dx

_mg( 242 N [(IB@I+ 3B @I (3B QI+ B @)
=72 (6P+1(p+1)> ( 7 ) +< 7
iii. h(o) = ¢ i¢in

) + B(w)] E B(x)dx

t+w

‘1[B(€)+4B( -

_o—g( 242 V[(@G6 D+ DIBFEI + @ - DB @7
<) | rs) )

(251 — DIB'(&)]1+25(s — D|B' (@)1 %
+< G+ 1) )

olur.

Teorem 24. B:I c R—- R, I° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisgim ve
B' € lLlé w]|, &wel &€ <w olsun. Eger |B'|9, [, w] lizerinde bir modifiye h -konveks

fonksiyon, ¢ € [0,1] ve g = 1 olmak tizere
1

< wz_ j (%)1_q (Ks + K,)

@

‘I[B(E) + 4B (*“; )+B(w)] | B

o
([

esitsizligi elde edilir.

:<1—h(1%>> B’ (g)|q+h( ro )|B (@) da)a

(52)m 1+ (1-1(5) )@ ao )

N R
|
Wl =

N R

Ispat: Lemma 2’ye integraller i¢in iiggen esitsizligi uygulanirsa
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‘%[B(f) + 4B (E J; ) + B(w)]

=

B (x)dx

f

33l (Fe e

1 140 1-0
o -l (e e e
0 2
ve Power-Mean esitsizligi uygulanirsa
{t+w
[B({) 4 4B ( > ) + B(w)] 5 "B dx
1 1

Q|

Swz_f{(f“ sslee) (sl (59w + (59 )
([ B-e) (B3 B’(<1:“>s+<1;">w>qda>;}

yazilir. |B'|? modifiye h -konveks fonksiyon olmak tizere
1
1__
STE(S)
-2 36

{<0 “‘H( 1M)I‘B (f)lq+h(1+ )us (w)|qlda>3
+<fo _“H 1+ —)1® (5)|q+<1 h<1+ ))lB (w)'qld"ﬂ

-1
w—f(i) q(K5+K6)

36
:(1 H(7 ))IB @17 + (22 15 @) d(,f

([
K6=<j01%_ :h(l;r )IB (f)lq+<1 h( er ))lB(w)Iq_d(y)E

(o)

= f B(x)dx

‘1 [B(E) + 473( . ) + B(w)]

W =

N

32



elde edilir. -

Sonuc 19. Teorem 24°{in sartlar1 altinda, asagidaki sonuglar elde edilir:

I. h(o) = 1i¢in
1 5(c0 —
‘[ma+4ﬂf; 222) 4 B@)] - = 5 “sedx| =« XL m @)+ 15 @)
olur (Ozdemir et al. 2010).
ii. h(o) = ¢ icin
‘ [B(E) + 4B (5 J; ) + B(w)] E B dx

e f 1-2 29I73'(E)Iq+61|B’(W)I°’% 61|TB’(€)|"+29IB’(?D)I"%
e I

olur (Ozdemir et al. 2010).
iii. h(o) = ¢° i¢in

(-5
@5

HB@)HB (E; )+B(w)] Bdx| < 23—532

f

1
y |B’(E)|q(2+3565+35+1)+|B’(w)|q[2—5(7.35“+25+335+1—2.55+2)+3565(2—5—1)])3
35(s+1)(s+2)

1
4 (|B’($)|q[2‘5(7.35“+2S+33S+1—2.55+2)+3565(2—S—1)]+|73’(w)|q(2+3565+35+1)>5
35(s+1)(s+2)

olur.

Teorem 25. B:I c R— R, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisim ve

B' elLl¢éw], é&wel § <w olsun. Eger |B'|4, [¢, @] iizerinde bir modifiye h-konveks

fonksiyon, ¢ € [0,1] ve p > 1, %+ i = 1 olmak tizere

‘1[B(€)+4B<€-; )+B(w)] 5 “B)dx
< {(6p+8)pU (1-0)

2:37p (p2+3p+2)p
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1

<1 h(lz ))|B(5nq4-h(1: >|B(aﬂﬁld0>q

(- p5mons (-1 e

+= (210+2 +3p + 5)10

X[( <1 (- +(y))IB @1+ 1 ()12 (w>|q]d0)‘*
U [ IB(€)|q+<1 n(Lre >>|B(m)|qlda>%n

esitsizligi elde edilir.

S —|

1
1

0

Ispat: Lemma 2’ye integraller i<;in licgen esitsizligi uygulanirsa

@

Fhm+@f;)+mm] o), B0

===/

140 1—0¢
AP (e 5o

2
1
f
0

5l (e ) e

ve Holder-Iscan esitsizligi uygulanirsa

+w
2

s

w—¢

B(x)dx <

1ma+w<

) ]

f
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(B (e )

olur. |B'|? madifiye h -konveks fonksiyon olmak iizer

¢+

[B({) 4 4B ( > "B dx

) ]

'f

1

([ao[o-s5)mor s mere)
;-;rwm:cr<1-h<1+ff>>w
0 (T

([a=o 5 mons (s mor]

([ >;<L>1h<1:”>w'<w+<1—h<“%>>w<wwlf]}

= Tz {(6p + 8)P U (1-0)
3P (p?2+3p+ Z)P

1+o
+h( IB (zzr)lq d(r

1 off

1

<|(1-1(52)) B+ h(52) B@ao )
<] (1- a)[ IB (f)lq+<1 h( ; ))lB (w)'ql‘““)a

S —
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1 1
+§(2P+2 +3p +5)P

1

l(f Kl‘ >|B(E)Iq <1ZU>IB’(w)|q]d(y>°’
<f [ %) 1z (€)|q+< h(HTU»IB'(W)I"lda);B

elde edilir.

Sonug¢ 20. Teorem 25’in sartlar1 altinda, asagidaki sonuglar elde edilir:

I. h(o) = 1 i¢in
1
‘[B@y+u%f; )+B&®] E Bodx
< 7 A+ 2@ 43+ 52| (B O+ B @)D)]
2q+131+v( 24 3p+2)p
ii. h(¢) = o igin
‘ [B(E) + 4B (E; ) + B(w)] 5 " B0)dx

< @

142 1
2:3 P(p?2+3p+2)p

{(6 8y

1
N (2P*2 + 3p 4+ 5)p
2

6 6

1 1
<|B ©17 + 2/’ (w)|q>ﬁ <2I‘B’(€)I" + |B'(w)|q>6]

12 12

1 1
(ua'(f)w 4 5|B'<w)|q>ﬁ . <5IB’(E)I" + |B'<w)|q>6”

iii. h(o¢) = o7 igin

‘1[73({) + 4B (EJ; )+B(w)] " B)dx

f

w—¢
< T (6p+8)p

2-3" P(p2+3p+2)p
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1

(s+D(s+2) s+1 (s+1D(s+2)

275252 =5 = 3)\ ,_, 254275 275 -2 1\ a
+<< G+ D +2) )'B (€)|q+((s+1)(s+2)+ SH1 +E>|B (a’)lq”

1
L@ 4345
2

1 2s+27S , 2s+27S , a
X I((E TGEDGT 2)) BN+ ((s TG+ 2)) IB (w)|q>

1
2s + 27 , 1 25427 , a
G <<(s +1D(s + 2)) BN + (E B (s+D(s+ 2)) IB (w)|q> H

olur.

Teorem 26. B:I c R - R, I° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisim ve
B' elLléw]| é,wel, §<w olsun. Eger |B'|?, [¢,w] arali@i lizerinde bir modifiye
h-konveks fonksiyon, q=1 ve o €[0,1] olmak lizere

L1

=)

x|(fra =z =Y[(1- 1 () B @1+ r (22) 1/ @)1] do )’

B (x)dx

‘I[B(E)+4B (E; )+B(w)] f

(== (E) @ +(1-1(5)) lB’(a)lq]da)%]

1

+@) @ - ) mr () )
(e -3l ) m o (1-0(2) par]a) |

esitsizligi elde edilir.
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Ispat: Lemma 2’ye integraller igin licgen esitsizligi uygulanirsa

‘1[73(5) + 4B (‘“; )+B(w)] B dx

=l
==,

140 1—0¢
- alp (e e e

2
| e e

ve Gelistirilmis Power-Mean esitsizligi uygulanirsa

@

)+B(w)] _—5 | B

¢+
2

swz_f <f1(1—0)|———|dcr>
([a-o - Y () ar (52)0)
([ oY) (oY (52 (52))

‘1[3(5) +4B(

([a-o -2 (599)
([ oB-geo) T ([ e B-gl e (5)e+ (52)0)

olur. |B'|? modifiye h-konveks fonksiyon olmak tizere
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x <f01(1 — o) |%—%| l<1 —h(%)) 1B/ (£)] +h(1’; )|73 (m)|ql dcr>q

X (]010 %—%| l<1—h(1%)> 1B'(6)]7 +h( to %) iz (w)lql daﬂ

1

<([ - a>|———[ Dz orr+(1-1(57)) B @] o)

x(fa———” e )|B<f)|q+<1 h(52 ))IB(ZU)lqldcrf]}

x|(fra-o =Y [(1-r ()@l +n (22) 12 (w>|q]do)1

+(fa-o -3 (EZ) @+ (1-n(59)) |B'(w>|q]da)3]
@ e k-0 -n ) o a2 m] )
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' (f()l ’ E ) %| [h (1;_0) BON+ (1 —h (Ho)) | B’ (zH)Iq] dv)ll}

elde edilir.

Sonug¢ 21. Teorem 26’ nin sartlar altinda, asagidaki sonuglar elde edilir:

I. h(e) = 1i¢in
5 —_
‘ B +43(57) 4 B@)] - = 5 "] < XL p @)+ 15 @)
olur (Ozdemir et al. 2010).
ii. h(o) = o igin
1
‘ [B(E) + 4B (E; )+B(w)] E "B dx

<@ { [(137|B (O + 211[B (@)1 +Q11[B' ()] + 137/B'(@)|0)0 ]
3243484

&

[(37|B ()19 + 1551B/(@)|)7 +(155[B' )1 + 37/ @)|)1]
3

iii. h(¢) = o7 igin

+w

‘ 5@+ 43 (57 + 5] -7 g "B
(ZD' E) 29 1_% 35+29¢ + 3s+3 +2 ,
3" q65 [<T) << 2(s+2)(s +3) >|B €K

1

35+2(25%25 — 25%29 — 252 — 155 — 33) + 55*2(2s + 26) ) , q
+ |B' (@)1
2+ D(s+2)(s+3)

4 1—% 35t25 + 25+ 8 B q
+(4) <(s+1)(s+2)(s+3))| )

35*2(s + 6 + 255% — 352° + 2°*1) + 55+2(2s + 26)\ ,_, a
+< G+DGE+2)(+3) )'B (w)|q> ‘
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29 1_% 3°+2(25%2s — 25729 — 252 — 155 — 33) + 5°*%(2s + 26)\ |
* (T) (( 2(s+ D(s+2)(s+3) )lB @l

1

35225 + 35%3 + 2 q
+< 2(s+2)(s+3) ) IB (w)|q>

)IB’(s‘)Iq

e 35%2(s + 6 + 2552 — 3525 + 25*1) + 5572(2s + 26)
(s+D(s+2)(s+3)

1

3°*2s + 25438 AL
+<(s+1)(s+2)(s+3)>| (w”)

olur.

Lemma 3. B:I°c R — R ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. é,w e I°, ¢ <wvei€{1,2,..,n— 1} olmak lizere eger B"' € L[¢, w] ise

In(Bn: [5” ZD']) — _2? 01 21n[ ((n_l)#) +B ((n—i—l)i+(i+1)w)] _ — f)zf B(x)dx
§ i (n—DE+i (n—i-1)§+(i+1)
:Lolz:ng [f 0)3 (Un Ln+1w+(1_a)n i n+ i+ w)dO’]

dir. Burada ¢ € [0,1]’dir (Y1ldiz and Yergoz 2023).

Ispat: n € N olmak iizere i € {1,2, ...,n — 1} icin asagidaki esitlige kismi integrasyon

yontemi uygulanirsa asagidaki sonug elde edilir:

I :f10(1—a)3”<(7(n_0#+(1_0)(n_i—1)5+(i+1)w>d(r
0

n

I, = n (a_(yz)B,<U(n—i)f+iw+(1_0)(n—i—1)E+(i+1)w>
{—w n n

_file (1_2&)B,<(y(n—if+iw+(1_0)(n—i—1)€+(i+1)w>d(r
0

n

Ii=—n jl(l—Z&)B'<0—(n_i)€+iw+(1—0)(n_i_1)€+(i+Dw)da
w_fo n

n

0

Buradan

(0(n—izlg+zm+(1_a)(n—i—1)i+(i+1)w>‘1
0
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+

2n f13<0(n—if+iw+(1_0)(71—1'—1)€+(i+1)w>dal
0

{—w n

I = n ln <B<(n—i)§+iw>+B<(n—i—1)f+(i+1)w>)
w—§¢|lw—¢& n n

(n-i-1)é+(i+)w
27’12 n B d
T (f —@)? Ja-iétim (x)dx
n
elde edilir. Burada
n—i)+iw n—i—1)¢+(+1)ow
_ o dsrim )i (+1

*dxzf_—mda
n

(o}
2

degisken degisimi yapilip I;, T_j ifadesi ile ¢arpilirsa

w—§ 1 n n-i)é+iw n—-i—-1D)¢é+((+D)w
2n3 Ii_anlw—E(B< n >+B< n ))

(n-i-1)é+(i+1)w

2n?
(¢ — )2 Jo-Détiw
n

B((n—izlf+iw>+3<(n—i—1)f+(i+1)w>l

n

B(x) dx‘

w—fl_ 1
2n3 ' 2n(w — &)

n-i-1)é+(i+1)w
1 n

(@ — §)2 (n—Dé+im

B(x)dx

olur. Son olarak her iki tarafa toplam sembolii uygulanirsa

n_lw—gl_ 1 n11 3 (n—i)¢+iw 3 n—-i—-1)¢é+(+D)w
R L S

i=0 i=0

n-1 m—-i-D)é+(i+Dw

1 n
NEEsT Z (e +io B(x)dx
i=0 n

1 O ((=DE+iw m—i-1DE+(i+ Do
e () e ()

=0

1 w
- L B(x)dx

bulunur. Bu sekilde
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n-1

2 fU o(1—o B”( (n l)f+1w+(1_a)(n—i—1)€+(i+1)w>dcyl
i=0

n

= L yn-1t [B (mﬂ#) +B (<n—i—1>i +<i+1>“’)] J¢ BGx)dx

(w- f)z
esitligi elde edilir. |
Teorem 27. B:1 - R tanimli, [° tizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen

bir doniisiim olmak lizere & w€l°, ¢ <w, B'€L[é,w] ve o €][0,1] olsun.

Eger |B”|, [¢,w] aralign tizerinde bir modifiye h-konveks fonksiyon ise

I8 <Bn,€w)|<z( —5)2[3,,<w>

2n3 n

fla(l — o)h(o)do
0

N ‘B” ((n —i—-1DE+ 0+ 1)w>

n

J o(1 = 0)(1 — h(e))do
0

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Lemma 3’ten ve integraller icin mutlak deger 6zelliginden

il 2 1
(B | ab>|<z( o U o= 07
0

B ((y (n— i)nf + iw mn—i—-1D&+ 0+ 1)w>‘ d”l

X +(1-0) -

olur. |B”| modifiye h-konveks fonksiyon oldugundan

_ 2 1 . .
1y (B, [, D) <Z( $) U Icr—crzllh(a) ‘,B,, (M#N
0

+(1 = h(0)) ‘B”(

B ((n —0)¢é+ L(D')

N ‘B" ((n —i—1DE+(+ 1)w>

n

mn—i—1&+ G+ 1)w>H l
do

n

O
ul o —o0?)h(o)do

2n3

i=0

Jl(a —o)(1- h(a))dal
0

elde edilir. -

Sonug¢ 22. Teorem 27’nin sartlar1 altinda h(¢)’lara uygun degerler verilirse asagidaki

sonuclar elde edilir:
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I. h(o) = 1 igin

By [§, 0D < ) %[
i=0

B <(n —Dé+ iw)H
n

ii. Yukaridaki esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa

olur.

2
B(x)dx‘ < —(wlj) 1B (£)]

B(¢) + B(w) 1
‘ 2 @&

esitsizligi yazilir.

iii. h(o) = o i¢in
|1 (Bn, [§, @]
n—-1 . . . .
< (w — &)? l - <(n —i)é+ LZD')‘ N ‘B" <(n —i—1DE+ G+ 1)w>H
24n3 n n

i=0
olur.
iv. h(o) = ¢ alindiginda bulunan esitsizlikte n = 1ve i = 0 igin asagidaki sonug
Sarikaya ve Aktan’in 2011°de elde ettigi sonug olur:
‘B(f) +B@) 1 _(@=9r lIB"(f)I + IB”(?D)II_
2 w—¢ - 12 2

V. h(e) =07 icin

< (w—&)*? ((n=DE+im
| (B, [§, @D < ; 12n3(s + 2)(s + 3) I6 ‘B <7>|

n—i—1&+((+ 1)w>”

n

B(x)dx

+(s2 4 55— 5) “B”(

olur.

vi. Yukaridaki esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa

B(¢) + B(w) 1
2 _w—f

B(x)dx

(@ —§)?

= 12(5 + 2)(5 + 3) [6|B”(E)| + (52 4+ 55 — 5)|Bll(w)|]

esitsizligi yazilir.
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Teorem 28. B: 1 — R tanimli, I° iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir
fonksiyon ve ¢, @ € I°, ¢ < w, B" € L[¢,w] ve ¢ € [0,1] olsun. Eger |B”|9, [¢, @] aralig1
tizerinde bir modifiye h-konveks fonksiyonve p > 1 ise
8 — D¢+ iw) !

n

1By £, D) <Z(

BP(p +1, p+1)H (

1

J (1—h(0))do !
0

n

1 L _ ‘
<) h(a)d0+‘B”<(n i - 1§ +<l+1)w>
0

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Lemma 3’ten ve integraller icin mutlak deger 6zelliginden

_ 2 1
(B €, >|<Z( | [l
0

B <cr (n— i)nf + iw m—i—1D&+ G+ 1)w>‘ d”l

X +(1-0) "

yazilir. Integraller icin Hélder Esitsizligi ve |B’'|2 nun bir modifiye h-konveks fonksiyon

oldugu kullanilirsa

1

_ 2 1 n
(B [ sw>|<z( 2 U |a—02|pda]p
0
1
)
1
C@-O (L, TP[(? - DE+ iw
S [

i=0
q
l do

1

q q
dal

X +(1—-0) "

( (n—¢+iw (n—i—1)€+(i+1)w>
B\l —

Q

I
Q=

+(1 = h(0))

- <(n —i—DE+(+ 1)w>

n

_ )2 » o
Z( $) ﬁp(p+1 p+1) ”g((ﬂl)#)

1

(1- h(a))d(rr

y J-1 ho)do + ‘B" <( —i—DE+(+ 1)217)
0

n

elde edilir. -
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Sonug¢ 23. Teorem 28’in sartlar1 altinda h(¢)’lara uygun degerler verilirse asagidaki
sonuclar elde edilir:

I. h(e) = 1i¢in

(B [§, @ )|<Z( _E)Zﬁ”(p+1p+1)H (ﬂ)

n

[=Y

'

olur.

ii. Yukaridaki esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa

B()+B 1 —§&)?
OB 2 FBOOdx| < @8 i+ 1+ 01BN
esitsizligi yazilir.
iii. h(o) = o igin
n-1 _ 2 — i q
(B [£, D] < Z( 2 b’”(p +Lp+1) H B" (W)
i=0 2‘1
1
N ‘B,, <(n —i—DE+ G+ 1)w> "r
n
olur.
Iv. h(o) = ¢ alindiginda bulunan esitsizlikte n = 1 ve i = 0 igin
B(¢) + B(w) 1 B(x)dx
2 w—¢
(w §)? 1

” —5— P+ 1Lp+ DIB" I+ IB”(w)Iq]
2it

esitsizligi yazilir.

V. h(o) = o* igin
n-1 _ 2 . . :
(B, [, ]| < %ﬁ ) p+1)H ((nz)#>
=0

[y

'

s ‘B” <(n —i—DE+ (G + 1)w>

n

olur.
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Vi. Yukaridaki esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa
B(&) + B(w) 1

5 p— S(B(x)dx
G 6)25 P(p+1,p+ DB ()| + sIB”(w)Iq]
=26+ WwTLP

esitsizligi yazilir.

Teorem 29. B: I — R tanimli, I° lizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir
fonksiyon, &, @ € I°, ¢ < @w ve B"” € L[¢,w] olsun. Eger |B”|9, [¢, @] aralig1 lizerinde bir

(n— )&+ iw\|?
(=)

x [ /(o' = oPh(e)do + |B" (== 1’“““’w)| INCRY Dl h(a))da]

modifiye h-konveks fonksiyon ve g > 1 ise

1
2@ - 02 1\ [
|1n(Bn,[fw]>|<l=0 O lB

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ € [0,1] dir.

Ispat: Lemma 3’ten ve integraller icin mutlak deger 6zelliginden

_ 2 1
(B, [, >|<Z( - U o= 07
0

o BH("(n_if—i_iw"‘(1_”)(n_i_1)€+(i+1)w>|dal

n

yazilir. Integraller i¢in Power-Mean Esitsizligi ve |B”|? nun bir modifiye h-konveks

fonksiyon oldugu kullanilirsa

|1, (B, [§, @D < Z( _5)2 (jollcr—&zldcr>1_a <J01|&—02

< (n—i)¢+iw (n—i—1)€+(i+1)w>
X |B 0’7

1

a4\ q
)d(r

+(1-0) -

<y [(fol(ov - o2d0) (2o - 0?)

 [h(0) [B" (E2252)[" 1 (1 — (o)) | (B2t d(,)%]
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n—1 _ 2 1__
- % (6) l B

i=0

n—i)é+iw
(===

X fol(a—az)h(a)da+ |B” ((n - 1)€+(l+1)w)| f (¢ —c?H)(1 -

h((r))da]a
elde edilir. u

Sonug¢ 24. Teorem 29’un sartlar1 altinda h(o)’lara uygun degerler verilirse agsagidaki
sonuglar elde edilir:

i h(e) = 1i¢in

2
1 (B [E, D) <Z( ek 2 %

n-ié+im
(=)

olur.

ii.  Yukaridaki esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa

B(¢) +B@) 1 (@ - 6)2 "
e — §B<x>dx‘ = 1B @)
esitsizligi yazilir.
iii. h(o) = o igin
|1,(By, [§, @]
n—-1 _ . i q e . q 2
< (z? §)? [ 'B"<(n )&+ LZD'> N ‘B”<(n i— 1+ (I + 1)w> lq
- =42 n n
i=0 29 “3n3

olur.

iv.  Yukaridaki esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa

‘B(a +B@) 1 @-§* 1

B(x)dx| <

———[IB"I? + |B"(@)|]4
2 w=s 27723
esitsizligi yazilir.

V. h(o) = o°igin
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n-1

L@ oDl < Y — o
i=0 12n3(s2 + 55 + 6)4

8 l6 ‘B” ((n —i)é+ izzr) 1
n

olur.

ey

(n—i—1)§+(i+1)w>

n

'

+ (s*+5s—05) ‘B"(

Vi. h(¢) = 0% alindiginda bulunan esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa

B(x)dx

B(¢) + B(w) 1
‘ 2 _w—f

2
< T 6@ + (52 + 55— 5)[B" (@)

12(s? + 5s + 6)‘1

esitsizligi yazilir.

Teorem 30. B:I — R taniml, I° {izerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir
fonksiyon ve &, w € I°, § < w, B"” € L[¢,w] olsun. Eger |B"|%,[¢,w] aralig1 lizerinde bir

modifiye h-konveks fonksiyon ise

(B, £, 0D] < 510 (86 + Lo+ D)

2n3

1

y (fol(l — ) [h(cr) |B” ((n_l)%)rl 4 (1 _ h(O’)) |B” ((n—i—l)g;+(i+1)w)|q] d(r)E

+(Bp+2,p+ D)

1

y (fola [h(a) |B” (M#)r + (1 B h(a)) |73” ((n—i—l)i+(i+1)w)|q] dw)a

esitsizligi gegerlidir. Burada ¢ € [0,1],p > 1 ve % +3 = 1 dir.

Ispat: Lemma 3’ten ve integraller icin mutlak deger 6zelliginden

(B €, >|<Z( _E)ZU:M—M

y B”<0(n_i)n€+iw+(1_”)(n_i_1)i+(i+Dw)‘d"l

yazilir. Integraller i¢in Holder-Iscan esitsizligi ve |B’'|2nun bir modifiye h-konveks

fonksiyon oldugu kullanilirsa
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1

i@ 16,001 < 515 S ([0 - o - 2o

2

1

) (n—i—l)i+(i+1)w)|q da)ﬁ

x (fol(l —0) |B” (0,(”_‘)% +(1—
1
q

+ (fol olo — 02|Pd(y)% (fol o |B" (Ow +(1-0) (n—i—1)i+(i+1)w)|q d&)

1

< ypp e {(fo1 o (1~ o)P*do )’

2n3

1

X (fol(]. - 0’) [h(O’) |B” ((n_l)%)r + (1 _ h(O’)) |B” ((n—i—l)i+(i+1)w)|q] da)q

1

+ (f01 oPt1(1 - cr)’deGV)5

y (f()lU [h(ov) |B” (M#)r + (1 B h(cr)) |B” ((n—i—l)i+(i+1)w)|q] da)a

— Z?=_01 (w-§)? {(,B(p +1,p+ 2))5

2n3

1
q

X (fol(l —0) [h(cy) |B” (m‘ﬂ%)r +(1 - h()) |B" ((n—i—l)i+(i+1)w)|q] da)

+(Bp+2,p+ 1))

1

y (f010 [h((y) |B” (%)lq + (1 B h(a)) |‘B” ((n—i—l)i+(i+1)w)|q] da)a

elde edilir. Ispat tamamlanmus olur. n

Sonug¢ 25. Teorem 30’un sartlar1 altinda h(¢)’lara uygun degerler verilirse asagidaki

sonuclar elde edilir:
. h(o) = 1igin
[1n(Bn, [, @]

Sni(w—f)z{

i=0 25 n3

B" <(n—z)#)‘ [ﬁ%(p +1,p+2)+ ,B%(p +2,p+ 1)] }

olur.

ii. Yukaridaki esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa
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B(¢) + B(w) 1
> —w_fB(x)dx
_@-0
< @I [+ 10+ 2+ Frp 420+ D)

Zq
esitsizligi yazilir.

iii. h(¢) = ¢ i¢in

11(Bn, [§, @D

- Z?;ol( 1 {B”(P +1,p+2) [|73” (OH)#)F +2 |B,, ((n—i_1)5+(i+1)w)|q]3

264n3 n
1
) o . _ 1
= o ((n=DéE+im\ |4 o {((n=i—DE+(+Dw\ |97
+Bp(p+2'p+1)[2|B ( n )| +|B ( n )| ]
olur.
iv. Yukaridaki esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa
B() +B(@ 1
O+B@ 1 oo
2 w—¢
5 1
w — B" (&)1 + 2|B"(w)|1]a
( f) ﬁp( L1 +2)[| ) . |B" (w)| l
261
1
1 2|B" (&) + |B"(w)|]a
+Bﬂp+lp+14| OI+17'C nl
esitsizligi yazilir.
V. h(e) = ¢° i¢in
n-1
(@ —§)°
(B [E, DI < ) 1

i=0 2a 'n3(s2 + 3s + 2)7

1

x {3%@ +1,p+2) 2B (TEH)|" 4 (52 4 35) | (B EDD) e

n

1 » o

1

|

+(s? +5s)

B ((n —i—1DE+(+ 1)?17)

n

51



olur.

Vi. h(o) = ¢ alindiginda bulunan esitsizlikte n = 1 ve i = 0 igin
B(&) + B(w) 1
5 b EB(x)dx
(ZD' — 5)2 l " 2 " l
S 7167 (p + L, p + 2)[2|B"()|? + (s* + 35)|B" (w)|?]4

2a (52 + 35 + 2)7

+ ﬁ%(P +2,p+ DI2(s + DIB"()IT + (s* + S)IB”(ZU)I"]%}

esitsizligi yazilir. Burada

1
f o?(1—0)Pldo=B(p+1,p+2)
0

1
f oPt 11— 0)Pdo =B +2,p+1)
0

dir.

Teorem 31. B:1 = R tanimli, [° iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir
fonksiyon ve ¢, w € I°, §¢ <w, q =1, B" € L[¢,w] olsun. Eger |B”|4, [¢,w] lizerinde bir

modifiye h-konveks fonksiyon ise

11(Bn, [§, @D

n—-1

—&)2 1-2
R I

i=0

a .1
f o(1—0)?h(o)do
0

B ((n —0)é+ izzr)
n

N ‘B" <(n —i—1DE+(+ 1)w>

n

1

a .1 q
J o(1—0)?(1— h(a))da)
0

1

()

N ‘B" ((n —i—1DE+(+ 1)w>

n

a 1
f o?(1 - o)h(e)do
0

B <(n —0)é+ izzr)
n

1

q .1 q
J 0?1 - 0)(1— h(a))da)
0

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ € [0,1]dir.
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Ispat: Lemma 3’ten ve integraller i¢in mutlak deger dzelliginden

_ 2 1
1B e, )|<Z( e I
0

BH(g(n—i)nE+iw+(1_0)(n—i—1)i+(i+1)w>‘dal

X

yazilir. Integraller igin Gelistirilmis Power-Mean esitsizligi ve |B’'|9 nun bir modifiye

h-konveks fonksiyon oldugu kullanilirsa

—_ &2 1 1-2
|In(BnJ ; )l <z( E) {(f (1_0’)|0'—0'2|d0’> !
0

X (fol(l —)|o — ?| |B” (0H#+ (1-

) (n—i—l)f+(i+1)w)|q da)%

n

1

+ (folcrlov - crzldcr) 1

1
v, (fol 0/|0, _ 0'2| |B” (0’ (n lfﬂw + (1 r 0’) (n—i 1)i+(1+1)w) dO’)q}

, D
sz(wmf) { ( j (1-0)(o —0?) [h( )‘ "(—lfﬂw)

1

dcr)a
q d(r)},}

o)?h(0)do

i ((n— i—1DE+ G+ 1)zzr> q

n

1
\'Ta/ t (=D& +iw)|?
+ (E) (jo o(o0—co?) lh(cr) ‘B <—n )

B ((n —i—1DE+(+ 1)zzr>

+ (1 - h((r))

+ (1 - h((r)) -

. <(n —)E+ iw) 1

n

S @-92( 1\
=) (3 (B

i=0
1

J o) (1 - h(a))da)q
0

N ‘B”<(n— i—1DE+(+ 1)w> 1

n

1

. . q
<w> 02(1 — 0)h(0)do

n

1
+( 1 )1‘5 B
12

0
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1

o?(1—0)(1— h(a))da)q

1

N ‘B”<(n— i—1DE+ G+ 1)w> a

n

0

elde edilir. u

Sonug¢ 26. Teorem 31’in sartlar1 altinda h(o)’lara uygun degerler verilirse asagidaki
sonuglar elde edilir:
I. h(e) = 1i¢in

_ 2
(B [, ]| < Z(un?

L ((n—=1)¢ + iw
= (=)

ii. Yukaridaki esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa

olur.

2
B(x)dx‘ & E) ——|B"(&)|

‘B(E) + B(w) 1

2 w—¢&
esitsizligi yazilir.

iii. h(o) = ¢ icin
N @-4)°

(B [§, 0D < )
i=0 5424n3

y (2 "B" ((n —0)é+ izzr) 1
n

43 |B” <(n— i—1DE+ (i + 1)zzr>

n

N <3 ‘B” ((n —0)¢é+ iw) 1
n

1
Q>a

5 ‘B” <(n —i—-DE+(+ 1)w>

1

¥y

n

olur.

iv. Yukaridaki esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa

BE)+B@) 1

> — S‘?B(x)dx
( _5)2 " 17 " "
<— [(ZIB 17 +3|B (w)lq)q + BIB"(§)7 +2|B (?U)lq)q
5q24
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esitsizligi yazilir.

V. h(o) = ¢ i¢in

n-1

2
(B [ @Dl < ) @) 1
i=0 24n3(s3 + 952 + 265 + 24)4

1

% {(24 |B” ((n—i)nf+iw)|q + (3 + 952 + 265) |B” ((n—i—1)f+(i+1)w)|q)5

n

QR

+ ((125 +24) [ (Z2HD) 4 (5 4 952 + 145) | B (("-i—1)5+(i+1)w)|Q>

n

olur.
vi. Yukaridaki esitsizlikte n = 1 ve i = 0 alinirsa
B()+B(w 1
O+B@ 1 oo
2 w—¢
(w - 5)2 " q 3 2 17 q %
< 71(24|B" (&)[? + (s° + 9s* + 265)|B" (w)|?)

24(s3 + 9s2 + 26s + 24)4
1
+((125 + 29)|B"(E)|9 + (s® +9s + 145)|B”(w)|q)q}

esitsizligi yazilir.

Lemma 4. B:1 € R - R, [° tizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir

fonksiyon, ¢ < @ ve B" € L[¢, @] olmak lizere

E+@

w;_ELwB(u)du —B(x) + (X - T) B'(x)

—M ! 2@ _ (w—_x)3 1 Py B
=2@=0 ), o*B"(ox + (1 cr)f)dcr+—2(w_€) Oa B"(ox + (1 — ¢)w)do

esitligi elde edilir. Burada x € [¢, @] ve ¢ € [0,1] dir (Set et al. 2014).

Ispat: Kismi integrasyon yontemi kullanilirsa

1
I, = f o?B"(ex + (1 —0)8)do
0

1 1

, -9l

2

log ) B
= (x—f)B (ocx+ (1 -0)E)

oB'(ox+ (1 —0)é)do
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B'(x)

2 o !
o) (= Bl (L= edde

B(ox+ (1 —0)&)

1
. -0,

B'(x) 2B(x) N 2

1
ICE INCE AN CEE fo Blox + (1 - 0)9)de

bulunur. Degisken degistirme islemi yapilirsa u = ox + (1 — ¢)& olur. Burada ¢ € [0,1] dir.

(x—§)3
2(w-§)

Ayrica her iki taraf ile ¢arpilirsa
(x—=§)7° (*

20! _
—Z(zv— D), 0“B"(ox + (1 —0)&)do

_G-9® (- 9BE)
2@-0 | o-¢

+ ! JXB()d
m—E); u)du

sonucu elde edilir. Benzer sekilde I, = fol 0?B"(ox + (1 — ¢)w)de olmak iizere I,’ye

w—x)3

2(w-§)

kismi integrasyon uygulanir ve degisken degisimi yapilir ardindan ile carpilirsa

asagidaki sonug elde edilir:

(w—x)3 (!

2(23——5) . 0*B"(ox+ (1 — 0)w)do

_ @-%’B'(x) (@-x)B®K)
- 2(w —§) w—¢

+ wl_é,J:UB(u)du.

I; + I, ifadesinden Lemma 4’iin sol tarafi elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
[ |
Teorem 32. B: [ c [0,0) - R, I°iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen
bir fonksiyon ve B" € L[¢, @] olsun. §,w €1, § < wve x € [§,w] olmak ilizere |B"'| bir

modifiye h-konveks fonksiyon oldugundan

ftw

1 @
‘w——f . B(u)du—'B(x)+<x— >

>B’(x)|

_ G- (1B"©)
T 2@ —-§) 3
N (@ —x)* (I1B" (@)]
2@-¢)( 3

+ f o2h(o)[|B" ()] — IB”(f)I]da}
0

+f o?h(e)[IB" (x)] — IB”(HF)I]dO}
0

esitsizligi elde edilir. Burada ¢ € [0,1]dir.
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Ispat: Lemma 4’¢ integraller icin iiggen esitsizligi uygulanirsa

E+w@

‘%_(SI:IB(u)du —B(x) + (x -

)B'(x)‘
_ G-
_Z(ID'—f) 0

(@ —x)3 (1

Z(ZD'—E) 0

o?|B"(ex+ (1 — 0)&)|do

+ o?|B"(ox + (1 — 0)w)|de

yazilir. |B" (x)| bir modifiye h-konveks fonksiyon oldugundan

_ G-

< 2@-9J, o2[R(N)IB" ()| + (1 = h(0))IB"(&)|]do

(@ —x)3 (!

2@-9),

o?[h()|B" ()| + (1 — h(e))|B" (@)|]do

=9

1 1 1
_Z(W——f){.l; o“h(0)|B (x)|d0+j; o“|B (f)lda—fo o“h(0)|B (E)Id(y}

(@ —x)°

1 1 1
+2(w——f){fo o“h(o)|B (X)Idc'+f0 o?|B (w)ld"_j; o%h(0)|B (w)|da}

=9 {IB”(E)I

= 2w@-9| 3 +J o?h()[IB" (x)| - IB”(f)l]da}
0

(@ —x)° {IB”(GF)I

T 2@ 3 +j0 crzh(cr)[lB"(x)I—|B”(w)|]dcr}

elde edilir.

Sonug¢ 27. Teorem 32’nin sartlar1 altinda:

. h(¢) = 1i¢in
1 @ §t+
‘w—_éff B(w)du — B(x) + (x - T) B (x)|
- (x—8&)* (IB" ()| N (@ —x)* (|B" (%)
T 2(w—-¢) 3 2(w— &) 3
_ B (%)l
- a5 (= + @ ="

57



ii. h(o) = o icin

1 ? $t+m _,
‘w——s‘ ¢ B)du =BG+ (x =) 3 00‘

< 31t =5 (&~ OB O+ 313" (D + (@ = 0*(B"@)| + 313" ()}

iii. h(o) = ¢ icin
¢+

1 @ o
|w——€ . B(u)du—B(x)+(x—T>B (x)|

< 5o =0 5 3) (& T GIBOI+3[B" (D)

+(@ — x)*(sIB" (@) + 31B” ()}

olur.
iv. h(o) =1, h(0) =0, h(o0) =05 alindiginda  bulunan  esitsizliklerde
|B"(x)| <M, (M > 0vex € [, w]) olarak segilirse
1 27 +w
‘— B(uw)du — B(x) + (x - 5—) B'(x)
M 1 1 ¢+ @\’
oo i3
S e@-9|2a @ T x— l
M —
< (@ —$)
36
yazilir.
V. h(¢) =1, h(o) =0, h(0) =05 alindiginda  bulunan esitsizliklerde
IB"|leo = sup|B’'(¢)| < o, o € (&, @) olarak almirsa
1 @ +w w —
—J B(uw)du — B(x) + (x - 5_) 30| < Z=2 5.
@ —&); 2 36
bulunur.
vi. h(o) =1, h(0) =0, h(0) =0° alindiginda  bulunan esitsizliklerde
X = &Tw olarak segilirse
1 @ Et+o M(w — &)
- —B(2—= <
w—fL Blwdu B( 2 >+‘ =" 144
yazilir.
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Teorem 33. B: [ c [0,00) = R, [°iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen
bir fonksiyon ve B € L[¢,w], é,@w € I, ¢ < w olsun. Eger x € [¢, @] segilirse ve |B"'|? bir
modifiye h-konveks fonksiyon oldugundan

‘w;_gf:jB(u)du —B(x) + (x - HTZU> B’(x)‘

1 1
D

Sk ) OFKQW+ij@nFTmH—4F%awwaf

<35\
2@ -8 \2p+1

1

2 1
<2p1+ 1)p <|B”(w)|q " fo h()[IB" ()7 - IB"(W)Iq]dc~>q.

(w —x)*

2@-9

esitsizligi bulunur. Burada ¢ € [0,1], p > 1 ve % +$ = 1’dir.

Ispat: Lemma 4’e integraller icin iiggen esitsizligi uygulanirsa

1 @ ¢+ ,

‘w——f , B(u)du — B(x) + (x - T)B (x)‘
< C2D T miox + (1 - D) ldo + L [ 2B (ox + (1 - )
—z(w_f) . o ox (og (0 2(@__5) 00’ ox o) (0

ve Holder integral esitsizligi uygulanirsa

1 @ §t+m _,
‘w——f g B(u)du—B(x)+<x—T>‘B (x)|

[uny

1

x=8°((", )5( t _ )5
S—Z(w—f) (jocr Pdo JOIB (ox+ (1 —-0)é)|%do

@-x)°((', b " _ a
+2(w——§)<jo"pd"> <J0 |B" (ox + (1 cf)w)lqd0>

yazilir. |B" |4 bir modifiye h-konveks fonksiyon oldugundan

$+w

‘%—E}:B(u)du - B(x) + (x -

)B’(x)‘

1
q

= (1*, 5/ (1 ) B )
S—Z(w—f) (fo o Pda) (fo [h((r)lB (x)|q+(1 h(a))|73 (§)|q]d0>
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1
(w —x)? q

1
2w - €)<f zpd”)p(fo 1[h(0)|3"(x)|q+(1—h(a))|B”(w)|CI]da>q

1

1
s §)? » . 1 ) ) L
2@ - ) (Zp T 1) (lB 11 +J;) h(A)[|B"(x)|? — |B (f)l‘ﬂd&)
( ) ; 1 1
w—x)?/ 1 \of ) ) !

esitsizligi elde edilir. Burada

1 1
f B (ox + (1 — 0))|9do < f [R(@)IB" (17 + (1 — h(0)|B"(©)]9]do
0 0

1

] |B"(0x + (1 — 0)w)|%do < J [R()|B" (x)|? + (1 — h(0))|B" (w)|]do
0

0

dir.

Sonug 28. Teorem 33’iin sartlar altinda:

I. h(o) = 1 i¢in

$+w@
2

1 w
‘w——f . B(u)du — B(x) + (x — >B (x)|

1

- ) 1B Il ~ £ + (@ )7

1
<
_2(w—f)<2p+1

ii. h((r) = ¢ igin

g+_w

‘ B(u)du —B(x) + (x - B’(x)‘

1
< T {(x =B " ()17 + IB”(f)Iq)q

2" (@-9Hp+1)P

+(@ — x)*(IB" (017 + IB”(GF)I")E}
iii. h(o) = ¢° i¢in

‘ B(u)du—B(x) + (x—HTw)B’(x)‘

1
= 1 1{(96—5) (IB" (x)|4 +s|73"(,,r)|q)q
2(w —&)(2p + 1)P(s + 1)4
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+@ = 0)*(1B" @I + 518" (@) )7}

olur.
iv. h(¢) =1, h(¢) =0, h(0) =05 alindiginda  bulunan  esitsizliklerde
|B"(x)] < M,(M > 0ve x € [¢,w]) olarak segilirse
1 @ +@
‘— B(w)du — B(x) + (x - f—) B'(x)‘
M 1 1 +@\°
< 1[%“”‘9”5("‘57)]
2@—-H2p+ 1P
M —
- (@ 5)1
12(2p + 1)P
yazilir.

V. h(¢) =1, h(0) =0, h(0) =0 alindiginda  bulunan esitsizliklerde
IB"|lc = sup|B"(¢)| < 0, o € (§,w) olarak alinirsa

1 o +w w —
’w—_{: B(w)du — B(x) + (x - ET) B’(x)‘ < (—f)l IB" [l o
¢ 12(2p + 1)P
bulunur.
Vi. h(o) =1, h(0) =0, h(o0) =0° alindiginda  bulunan esitsizliklerde
x = &Tw olarak secilirse

%fw'B(u)du—‘B(f-;w |S M(w—f)l
@ =& 48(2p + 1)P

yazilir.

Teorem 34. B: [ c [0,0) = R, [° iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen
bir fonksiyon ve B" € L[¢,w], §,w € 1, ¢ <w olsun. Eger x € [¢,w] segilirse ve |B" |7 bir

modifiye h-konveks fonksiyon oldugundan

1 @ ¢+ @y,
‘w——f E B(u)du—B(x)+<x—T>B (x)‘

1

1 1 q
+J 02h(ov)|B”(x)|qdov—f azh(a)IB”(f)qua>
0 0

(x —§)° (IB"(s‘)Iq
3

11
2:3" 4@~ §)
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1

1 1 q
+ +J. azh(a)IB”(x)qua—f azh(a)IB”(w)qucr>

(@ —x)* (IB”(w)I"
23 i@ °

esitsizligi elde edilir. Burada ¢ € [0,1] ve g = 1’dir.
Ispat: Lemma 4’c integraller icin iiggen esitsizligi uygulanirsa

1 @ ¢+ _,
‘w——f . B(u)du—B(x)+<x—T>B (x)‘

<(x—€)3 !
_Z(ZD'—f) 0
(w—x)3 (1
T2@-0 ),

o?|B"(ex + (1 — 0)d)|do
o?|B"(ox + (1 — 0)w)|de

ve Power-Mean integral esitsizligi uygulanirsa

1

1
(x_€)3 L 2 1_6 ! 2 i a
SZ(w——E)<fOO dcr) <j; o“|B (crx+(1—(r)§)|qdcr>

1 1

(w—x)3 ! 2 1_E< : 210! _ )a
+—2(w_€)<jocr da) LGV |B" (0x + (1 — 0)w)|9do

yazilir. |B"'|? bir modifiye h-konveks fonksiyon oldugundan

1 @ {+wy_,
‘at?é_B@Mu—B&}+@—~7r»B(@‘

1

1 1 7
+f azh(cr)IB”(x)qucr—f crzh((r)I‘B”(f)qucr>
0 0

(x —&)? <|B"(f)|q
2.3 i@

1 1 q
+f (rzh(a)I‘B”(x)qua—f crzh(cr)IB”(zzr)chw)
0 0

(w —x)3 <|B"(w)|q
2.3 @) O

elde edilir. Burada

1

f o?|B"(ox + (1 — 0)§)|%do < f o?[h(0)|B" (0|7 + (1 — h(e))IB"()|]do
0 0

1

j o?|B" (ox + (1 — 0)w)|%do < J ?[h(e)|B" ()7 + (1 = h(o)|B" (w)|9]de
0 0

62



dir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Sonuc 29. Teorem 34’{in sartlar1 altinda:

I. h(o) = 1 igin

$+w
2

1 w
‘w——f . B(u)du — B(x) + (x — )B (x)‘

IB”( )| 3 3
i h(¢) = o igin
1 @ {+w
LD'——E ; B(u)du - B(X) + (X - T)B (.X')‘

<G G1Br )]0+ [B(O)1)1 + —2 (318 ()1 + B (@)Y

2! ‘13(w &) 2 43(w-$§)

iii. h(o) = ¢° i¢in

1 @ §t+m_,
‘w——f . B(u)du—B(x)+<x—T>B (x)|

(x_§)3 17 17 l (w_x)3 "
<————=Q@IB"(M)I|? +s|B" ()1 + —————=BIB" ()7 +

6(w—£)(s+3)4 6(@—£)(s+3)
1
s|B" (@)| 1)

olur.

iv. h(¢) =1, h(0) =0, h(0) =05 alindiginda  bulunan esitsizliklerde

|B"(x)| <M, (M > 0vex € [, w]) olarak segilirse

‘w;—f wB(u)du —B(x) + (x — HTw>

= 5@ - E)l_(w 2 1(’6_“7@)]

_M@-9)
o 36

yazilir.

V. h(¢) =1, h(0) =0, h(0) =05 alindiginda  bulunan esitsizliklerde

IB” || = sup|B"'(¢)] < o, ¢ € (¢, ) olarak alinirsa

{+w

‘L B(w)du — B(x)+<x—— B (x )| _5)
w—¢

BII -
. I3
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bulunur.

Vi. h(¢) =1, h(¢) = ¢, h(¢) = ¢° alindiginda bulunan esitsizliklerde x = fro

olarak secilirse

[ B a (5T < EEEE

yazilir.

Teorem 35. B: I c [0,0) - R, I° lizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen
bir fonksiyon ve B" € L[¢,w], §,w €I, § < w olsun. Eger x € [¢, w] segilirse ve |B"'|? bir

modifiye h-konveks fonksiyon oldugundan

—&)3
2L [ B - B0 + (x - £2) (o] < 2
2" P(@-§)(p+1)P

1
q

x [( L) ('B”@'q + (1 = DR(IB" (0)|9do — [F(1 — a)h(a)IB”(E)quO)

2p+1 2

1

+ (IB"@)F’ + [ oh(IB"Wdo — [} oh()IB"©ldo )’

(w-x)3

T T
2P (@-8)(p+1)P

2

1

x [( LY (B9 4 26 - )h@)IB" ()l ~ [1(1 ~ )h() B (@)|de )

2p+1 2

+ (M + [ oh()B"(®)|7do — [ m(a)ua"(w)wdaﬂ.

esitsizligi bulunur. Burada ¢ € [0,1], p > 1 ve % +$ = 1’dir.

Ispat: Lemma 4’e integraller icin {icgen esitsizligi uygulanirsa

1 @ §t+m _,
‘w——f f B(u)du—B(x)+<x—T>B (x)|

(X_E)S ! "
SZ(w——f) : 0?|B"(ox + (1 — 0)&)|do

(w—x)3 1

+ 20 o?|B"(ox + (1 — 0)w)|do

ve Holder-Iscan integral esitsizligi uygulanirsa
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¢+

1 w
‘w—_{ E B(wdu — B(x) + (x - T) B (x)‘

e (R )
SZ(w—E)I(L(yp(l o)do J;)(l ?)|B"(ox + (1 — )|

[u=y

. 1 7
+<f 02p0d0> <f 0|B"(0X+(1—0)f)|qd0)
0 0

1 1

+ gz;‘_xg [(folazp(l — a)da>5 (j:(l — )|B"(ox + (1 — cr)w)|ngv>q

; 3/ 1
+ <f 02p0d0> <f o|B"(ox+ (1 — cr)w)lqd(r>
0 0

yazilir. |B" | modifiye h-konveks fonksiyon oldugundan

1 @ §t+m_,
‘w—_g E B(u)du—B(x)+<x—T>B (x)|

1

<(”{F[( ) (J; (1 = R@)IB"()]7 + (1 = h(e)D[B"(©)|]de )’

T 2(w-8) [ \@p+1)(2p+2)

+ ( : )5 (fol o[h(a)|B" ()1 + (1 — h(a))|B"(5)|Q]d¢)El

2p+2

() (10— B @I+ (1 - hDIB" @)I7do )’

+( : )% (folc“[h(v)li’%”(x)lq +(@1 —h(cr))I’B”(w)lq]dcr)%l

2p+2

(x — &)3
2" (@ - &)+ 1)P

1

X [( : )Z ('Bu(mq + [(1 = )h()B" (0)|9do — [ (1 - (r)h((r)IB”(f)qu(r)q

2p+1 2

+<|B”§)|q+f 0’h(0’)|3"(x)|qd0_f 0h(0)|75’”(§)|qd0>q]
0 0
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(@ —x)°

+ 1 1
2@ - §(p+ 1P

1

X [( L) ('B”(‘“’)"’ + [} = IR(@IB"@de — [} (1 = Ih()|B" (@)|do)'

2p+1 2

" 1 1 2
+ (lB @)I* +f oh(e)|B" (x)|9do —f ah(ov)IB”(w)qucv>q]
2 0 0

elde edilir. Burada
1
f A1-)|B"(ox+ (1 —0)E)|%do
0
< ] (1 =) [h(a)|B" ()7 + (1 — h(c))|B"()|]do
0
f (1= 0)[B" (ox + (1 — )w)|Udor
0
1
< f (1-=a)[h(a)IB"(x)]|? + (1 = h(o)|B" (w)|?]de
0
1 1
f o|B"(ox + (1 —0)8)|%do < f o[h(a)|B"(x)|? + (1 — h(e))IB"()|]do
0 0

J o|B"(ox+ (1 —0)w)|do < j o[h(a)|B"(x)|? + (1 — h(0))|B" (w)|?]de
0 0

dir. Ispat tamamlanmus olur.

Sonug 30. Teorem 35’in sartlar1 altinda:
I. h(o) = 1 i¢in

1 @ §+w _,
‘w_—f ; B(w)du — B(x) + (x —T>B (x)‘

< Bl (1 LA 1)’)) [ — &) + (@ — %)°]
4@-Op+ 1P\ (@p+1)P

ii. h(o) = o i¢in
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f+o

1 @
‘w——f . B(u)du—‘B(x)+<x— >

)B’(x)‘

1 1 1
< (x—§)3 ( 1 )5 <|B”(x)|q+2|B”($)|q>q N (z|sg"(x)|q+|za"(g)|q>q
— 1 1

22" @-)p+p [ P ¢ °

+ 1

1
25+1(m—$)(p+1)5

1 1
(@—x)3 ( 1 )% |B" ()| +2|B" (@)|? E+ 2|B" (0| +|B" (@)|"\4
2p+1 6 6

e—

iii. h(e) = ¢° i¢in

(+w

1 w
‘w——f . B(u)du — B(x) + (x — T)B (x)‘

1

1
(x=8)3 [( 1 )% (2|B"(x)|q+(sz+3s)|B”(f)|q)E + (2|B"(x)|q+s|B”(E)|q>E]

= 2%+1(w—f)(p+1)% 2p+1 2(s+1)(s+2) 2(s+2)

+

1
(w—x)3 [( 1 )%(2|B”(x)|q+(52+3$)|B”(w)|q>5
+
2p+1 2(s+1)(s+2)

1 1
20 (@-&)(p+1)P

1

(z|73"(x)|"+s|za"(w)|q)5]

2(s+2)

olur.

iv. h(¢) =1, h(0) =0, h(0) =05 alindiginda  bulunan esitsizliklerde
|B"(x)| < M,(M > 0 ve x € [¢,w]) olarak secilirse

1 @ §+w
‘w_—{ | BOdu=B() + (x - T) B (x)‘
(1+@+ 1)
M{1+@@p+1)P 1 1 2
L) e ]
4@ —§)(p+1P(2p + 1P
M (1 +(2p+ 1)%) (@ - &)
S 1 1
24(p + DP(2p + 1)P
yazilir.
V. h(¢) =1, h(0) =0, h(0) =05 alindiginda  bulunan  esitsizliklerde

IB"||o = sup|B"'(¢)| < o0, ¢ € (¢, w) olarak alinirsa
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1 @ $+ @y,
‘w_—f f B(w)du — B(x) + (x —T>B (x)‘

(1+ @+ 07) @ -0
13"l
24(p+ DP(2p + 1)P

<

bulunur.
Vi. h(o) =1, h(0) =0, h(0) =0 alindiginda  bulunan esitsizliklerde
X = &Tw olarak secilirse
1
1 @ E+w M(w—f)(1+(2p+1)1’>
LD'_—E B(u)du—B( ) )‘S 1 1
§ 96(p + 1) (2p + 1)P

yazilir.

Teorem 36. B : 1 c [0,0) = R, I° tizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen
bir fonksiyon ve B"” € L[¢, @], é,@w € I, § < w olsun. Eger x € [§,w] segilirse ve |B"'|? bir
modifiye h-konveks fonksiyon oldugundan

1 @ §t+w _,
‘w——f . B(u)du—B(x)+<x—T>B (x)|

(x — &)3 g (1B"(§)l "
Sz(“—‘f)l(l ) ( j( 2—0)h(0)B" ()| 9do

1

- j (&2—03)h(a)lB”(€)qua>q
0

1__ n 1 1 l
+(‘11-> <|B Ef)lq j;)()’gh((f’)lB”(x)lqu’—j; 03h(0)|B’,(E)|qd0>q]

[
— 3 1—— B q
N —

1

_ J (&2—03)h(0)|B”(w)|qdov>q
0
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1

1-2 /1 . ) L
+<i) q<|B (46)_|q+.[; a3h(0)|3"(X)|qda—j; 03h(0)|B"(w)|qd(y> }

esitsizligi bulunur. Burada ¢ € [0,1] ve g = 1’dir.
Ispat: Lemma 4’¢ integraller icin iiggen esitsizligi uygulanirsa

1 @ ¢+ _,
‘w——f . B(u)du — B(x) + (x — T)B (x)‘
PECE 2

Z(Zv $)Jo
(w—X)3

T2 -0 ) Jo

o?|B"(ox + (1 — 0)é)|do
2IB”(ovx + (1 - 0)w)|do
ve Gelistirilmis Power-Mean integral esitsizligi uygulanirsa
t+w

1 w
‘w_—f ) B(u)du — B(x) + (x _ T) B (x)‘

1

R ()

1 1‘% 1 %
+ <f 002d0> <f oo?|B"(ox + (1 — a)f)lqdcr>
0 0

l(] (1- cr)crzdcr> ! (J (1= 0)0?|B"(ox + (1 — 0)w)|qd(r>q
0 0

1 1‘% 1 %
+ <f 002d0> <f oo?|B"(ox+ (1 — (r)zzr)lqdcr>
0 0

yazilir. |B"' |4 bir modifiye h-konveks fonksiyon oldugundan

(w—X)3

WCED)

1 @ ¢+ @y,
‘w——f E B(u)du—B(x)+<x—T>B (x)‘

(X—f)g 1__ IB”(f)lq "
Sml(l ) < J( 2=0*)h(e)|B" (x)|?de

69



1

1
~ f (02—03)h(a)IB”(€)I"da>q

1—1 " 1 1 1
+@ q<|B f)lq+ fo o h()B" ()| do ~ fo 03h(a)|B”(f)|qd0>q‘

<w—x)3[ 1\a (1B @)1 [ ’
+2(w—f)l(ﬁ> < 1z T fo (0*=o)R()IB" ()|*de

1

_ f (02—03)h(a)|B”(w)|qdcy>q
0

QR

———

T SR 1 1
+(3) q('B @, [ ooz corao - | 03h(c7)IB"(w)|qdff>

elde edilir. Burada

1
f (¢? = 0®)|B"(ex+ (1 —0)8)|%de
0
< ] (02 = 0*)[h(a)|B" ()7 + (1 = h(e))|B"(&)|]do
0
f (¢?=0®)|B"(ex+ (1 — 0)w)|%de
0
1
< f (02 = o)[h()IB" ()7 + (1 = h(e)|B" (@)|]do
0

j *B"(0x + (1 — )E)|do < j 3 [h(0)|B" (01 + (1 — h(e))|B"(E)|9]do
0 0

J 3|B"(ox + (1 — 0)w)|do < J 3[h(o)|B" ()7 + (1 — h(¢))|B" (w)|9]de
0 0

dir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Sonug 31. Teorem 36’ nin sartlar1 altinda:
. h(¢) = 1i¢in
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1 @ $+ @y,
‘w_—f f B(w)du — B(x) + (x —T>B (x)‘
_ IB'@

~6(w =)

[(x =& + (@ —x)°]

ii. h(¢) = ¢ i¢in

1 @ $t+w_,
‘w——f . B(u)du—B(x)+<x—T>B (x)

- &3 1 1 1
) [@Im ol + 2B ()11 + 354IB Ol + B 1]

M U150(w — &)
(@ —x)*

2 1
2154 (w — §)

iii. h(e) = ¢ i¢in

[(3IB”(x)Iq + ZIB”(ZD)I‘?)% + 3%(4IB”(x)I" + IB”(w)I")%]

1 b $+wy
‘w_—f g B(u)du—B(x)+(x—T)B (x)‘

< G =4’ (1218 (O + (52 + 75)[B"(©)|0)a
1

- 24(w — &)(s2+ 7s + 12)4

+(12(s + 3)|B" (x)|? + 3s(s + 3)|B”(§)|q)%]

(w —x)3 1
+ T |(12]B" (x)[7 + (s2+79)|B"(w)|4

24(w — &)(s2+ 7s + 12)4

+(12(s + 3)IB" (x)|? + 3s(s + 3)|.‘B”(w)|q)%]

olur.
iv. h(o) =1, h(0) =0, h(o0) =0° alindiginda  bulunan esitsizliklerde
|IB"(x)]| <M,(M >0vex € [¢m]) olarak secilirse
1 @ {4+ w
[ Bwdu-3B0) + (x - —) B'(x)
w—<J; 2
M 1 1 &+ @\’
< (o —&)2 + =[x —>2——"
—6(w—f)lz4(zzy $) +2(x 2 )l
_M@-9)
- 36
yazilir.
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V. h(o) =1, h(0) =0, h(0) =0° alindiginda  bulunan esitsizliklerde
IB"||leo = sup|B"(0)| < 0, o € (¢,w) olarak alinirsa

w;_ff:B(u)du B + (2 - “Tw) B'(x)| < (w3_6 Dz
bulunur.
Vi. h(o) =1, h(0) =0, h(0) =0° alindiginda  bulunan esitsizliklerde
X = &Tm olarak secilirse
R P TS
yazilir.
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SONUC VE ONERILER

Oneriler

Bu tezde modifiye h-konveks fonksiyonlar i¢in Holder, Power Mean, Holder-Iscan ve
Gelistirilmis Power Mean integral Esitsizlikleri ile ilgili yeni teoremler ve sonuglar elde
edilmistir. Farkli konveks fonksiyon cesidi kullanilarak ayni esitsizlikler ile ilgili yeni
teoremler elde edilip bulunan esitsizlikler ile tezde bulunan esitsizlikler arasinda kiyaslama
yapilabilir. Ayrica modifiye h-konveks fonksiyonlarla ilgili bulunan esitsizliklere uygun yeni
uygulamalar yazilabilir. Her modifiye h-konveks fonksiyonun h-konveks fonksiyon olup
olmadig ile ilgili calismalar yapilabilir. Eger modifiye h-konveks fonksiyon diger konveks

fonksiyon cesitleriyle kiyaslanabilirse bu konudaki ¢aligma alan1 daha da genisletilebilir.
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