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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

DESIGKEN KATSAYILI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN MOHAND
DONUSUMU IiLE TAM COZUMLERI

Sevket VURMAZ
Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Mesut KARABACAK

Amag: Bu tezde, degisken katsayili diferansiyel denklemlerin ¢dziimii i¢in bir metot
sunulmustur.

Yontem: Bir integral doniisim metodu olarak Mohand déniisiimii tanitilmistir. Tiirevlerin
Mohand doniistimleri elde edilmistir. Daha sonra tiirevlerin ve Oniine gelen degisken katsayili
terimlerin Mohand Doniigtimleri elde edilmistir. Ardindan bu doniisiimler kullanilarak degisken
katsayili diferansiyel denklemler Mohand doniisiimii altinda ¢oztilmiistir.

Bulgular: Dort farkli degisken katsayili diferansiyel denklem ele alinmistir ve Mohand
doniisiimii metoduyla ¢oziilmiistiir.

Sonu¢: Mohand doniisiimii metodunun degisken katsayili diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii
icin etkili bir metot oldugu gorilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: diferansiyel denklem, degisken katsayili diferansiyel denklem, Mohand
doniisiimii, Integral doniisiimler
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

THE EXACT SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH VARIABLE
COEFFICIENTS WITH MOHAND TRANSFORM

Sevket VURMAZ
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Mesut KARABACAK

Purpose: Inthis thesis, a method for solving the differential equations with variable coefficients
IS presented.

Method: Mohand transform is introduced as an integral transform method. Mohand
transformations of derivatives are obtained. Then, Mohand Transforms of derivatives and terms
with variable coefficients are obtained. Then, using these transformations, differential equations
with variable coefficients are solved under the Mohand transform.

Findings: Four differential equations with variable coeefficients are considered and solved
exactly by the Mohand transform method.

Results: Mohand transform method has been found to be an effective tool for solving the
differential equations with variable coeefficients.

Keywords: differential equation, differential equation with variable coeefficients, Mohand
transform, integral transform

January 2022, 38 pages



ICINDEKILER

KABUL VE ONAY TUTANAGI ..ottt ettt i
ETIK BILDIRIM VE INTIHAL BEYAN FORMU ......cccooviiiniiiiinieineeiesse e i
TESEKKUR ..ottt ettt ettt sttt sttt et sttt eb st ettt b e st st es s s sttt asn s ii
OZET ..ottt ettt ettt bbbttt bttt iv
N S I ¥ 3 TR v
ICINDEKILER .....cocvviiiieceete ettt ettt ettt s s et et es s ea st s s s sesesas s e, vi
TABLOLAR DIZINI.....coiiiiiiicceece ettt ettt ettt ettt ss s ese s renns vii
Y23 Q1 50 30 20 X D) 171 1N R viii
SIMGELER DIZINI ..ottt iX
GIRIS ettt ettt ettt s et 1
KURAMSAL TEMELLER .......ooiiiiiiiie ettt ane e 4
GamMMA FONKSIYONU .......coiviiiiiicie ettt ste et e e e sreesresnnesreeee s 7
BEta FONKSIYONU .....oiiiiiiiiiieie ettt ene s 9
Laplace DONUSUMIL .........ooeiieiiiieiieiieee e 10
MATERYAL VE YONTEM ....ocviiitiicieieiee e sie ettt ettt sttt ettt st esssssssesesesns 14
Mohand DOntiSimil Y ONTEIMI......uvveiiiiiieeeiiiiie e e ciiie e e e ssere e e s e e e s snre e e e essareeeeanneeeas 14
Mohand Doniismunin OZeIlKIETi...........cveevirrcreierereeeceeee et es st eseeee s 15
Tirevlerin Mohand DONUSTMIETT.........cocviiiiiiiiiiiciic e 16
Integrallerin Mohand DONUSHMIL...........cccovveveiiieriiereieieseees e 17
Ters Mohand DONUSTIMIL......c.vveiiiieiiiie i e e e e nreeeans 19
Mohand Doéniisiimii i¢in Konvoliisyon Teoremi.........ccovviiiiiiiiiieiiiieesiee e 19
ARASTIRMA BULGULARI ..ottt e nra e ennne e e 20
TeSEPIODIEMI L. et eneas 20
TESEPIODIEMIE 2 ...t 21
LIS 0] 0] (=10 0T SRR 22
LIS o 0] 0] (=10 0SSR 23
SONUGC VE TARTISMA ...t s eee e ee et s st n s eees s s s seen s 25
KAYNAKLAR ...ttt sttt b et et s et e sa e s e besbe b e seebesbe e eseenenrs 26
OZGECMIS ..ottt e et ee e se e 27

Vi



TABLOLAR DiZiNi

Tablo 1. Baz1 Fonksiyonlarin Mohand Doniistimleri

vii



SEKILLER DIiZiNi

Sekil 1. Gamma fonksiyonunun rafifi ........ccceeirieiiiiiiieiiieese e

viii



SIMGELER DiZiNi

€ Epsilon

é Delta

T To

r Gamma Fonksiyonu

B Beta Fonksiyonu

L{f} f fonksiyonunun Laplace doniisimii
L7Yf} f fonksiyonunun ters Laplace doniisiimii

MA{f(t)} f(t) nin Mohand doniistimii

MHf@®} f(t) ninters Mohand doniisiimii



GIRIS

Integral doniisiimler, uygulamali matematik, matematiksel fizik ve miihendislik
biliminde bir¢cok problemin ¢dziimiinde uzun zamandir etkili ve basarili bir yontem olarak
karsimizda durmaktadir. Laplace ve Fourier dontistimlerini igeren integral doniistimlerin temel
dayanagi 1822 yilinda yayinlanan Joseph Fourier (1768,1830)’nin La Theorie Analytique de la
Chaleur isimli bilimsel eseri ve 1780 lerde P.S. Laplace (1749-1827)’ in olasilik teorisi iizerine
yazdig1 en bilinen caligmasi olarak gosterilebilir. Aslinda Laplace’nin klasik La Theorie
Analytique des Probalities isimli kitabi, Matematik alanyazininda gegerli en eski ve ¢ok yaygin
kullanilan integral doniisiimlerinden biri olan Laplace doniisiimlerinin bazi temel sonuglarini
icermektedir. Hesaplamalarda sembolik yontem fikrini ortaya ¢ikaran ilk kisi G.W. Leibniz
(1646-1716)’ dir. Ardindan, J.L. Lagrange (1736-1813) ¢alismalarinda Laplace operasyonel
hesap olarak bilinen sembolik metotlar i¢in biiyiik katkilar saglamistir. Her ne kadar 19.
Yiizyllda hem Laplace hem de Fourier doniisiimleri kesfedilmisse de, elektriksel devre
sistemlerinin adi diferansiyel denklemlerini ¢ozmede kullanilarak ve daha sonra modern
operasyonel hesabir gelistirerek Laplace dontisiimlerini ¢ok popiiler hale getiren Oliver
Heaviside (1850,1925) ingiliz bir elektrik miihendisidir. Fourier ve Laplace ddniisiimleri
disinda Mellin, Hankel, Hilbert, Stieltjes doniisiimleri gibi bir¢ok integral doniisiim mevcuttur.
Bunlar adi ve kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmede kullanildiklar1 gibi matematik, fen ve
miithendislikteki diger problemleri igeren baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin ¢oziimiinde

de yaygin bir sekilde kullanilirlar. (Koklii, 2018)

Integral déniisiimler, gogunlukla belirli sinir kosullarina tabi diferansiyel denklemlerle
ugrasirken getirdikleri basitlestirme icin tercih edildiklerinden dolayr etkili ve degerli
yontemlerdir. Uygun integral doniisiimlerin se¢imi, karmagsik diferansiyel denklemleri ve
integral denklemleri, kolayca ¢6ziilebilen basit bir adi diferansiyel denkleme yahut ¢oziimii
kolay elde edilebilen bir cebirsel denkleme doniistiirmeye yardimci olur. Elbette elde edilen
¢Ozlim, orijinal diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin doniisiimiidiir ve ¢oziimii tamamlamak i¢in

bu doniistimii tersine ¢evirmek gerekir.

Son yirmi y1lda Matematik alanyazininda Laplace integral déniisiimii siifinda Sumudu,
Elzaki, Natural, Aboodh, Tarig, Pourreza, Mohand, G-Transform, Sawi, Shehu ve Kamal
doniistimleri gibi birgok integral doniisim tamitilmistir. Biz bu tezde ismi zikredilen

doniisiimlerin hepsine deginmek yerine ana kategori bashg olan Laplace Integral



doniistimiiniin 6zelliklerine deginip sectigimiz doniistim metodu olan Mohand Déniistimiinii

inceledik.

Bu dontiistimler, farkli tipteki integral denklemlerin (IE), adi diferansiyel denklemlerin
(ODE), kismi diferansiyel denklemlerin (PDE) ve kesirli diferansiyel denklemlerin (FDE)
¢Ozlimii i¢in kullanildig1 gibi, ayrica bu tiir doniisiimlerin diger yontemlerle kombinasyonu gibi
birlesik ¢ok adimli ydntemlerin de yukarida bahsettigimiz denklemlerin ¢oziimiinde
kullanildig1 goriilmiistiir. Integral doniisiimlerine eslik eden ¢ok adiml1 yontemlere drnek olarak
Adomian Ayristirma ve Homotopi Pertiirbasyon Yontemi verilebilir. (Lokenath et.al 2006)
(Jafari, 2021)

2017 yilinda Mohand M. Abdelrahim Mahgoub tarafindan Mohand doniisiimii
tanimlanmis ve bazi temel Ozellikleri ispatlanarak alanyazina girmistir. Kisa siirede
arastirmacilarin ilgisini ¢ekmeyi basarmis ve bazi integral denklemler icin uygulamalari

yapilmistir.(Mohand, 2017)

Tezimizde ele aldigimiz degisken katsayili diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in sabit
katsayil1 diferansiyel denklemlerde oldugu gibi genel metotlar bulunmamaktadir. Bu
denklemlerin baz1 6zel halleri i¢in gelistirilmis baz1 yaklagimlar mevcuttur ki bu yaklagimlar,
mertebe diisiirme, parametrelerin degisimi, sabit katsayili hale getirme ve bazi 6zel metotlar

olarak siralanabilir.

Degisken katsayili diferansiyel denklemlerin ¢dziimleri {izerine birgok matematikg¢i
calismis ve yeni metotlarin uygulanabilirligini belirtmislerdir. Bu tezde bahsi gegen
denklemlerin ¢6ziimiinde integral dontistimlerden biri olan Mohand déniislimiiniin etkinligi

incelenecektir.
Tez bes boliimden olugmaktadir.

- Birinci béliimde yani giris boliimiinde, Laplace Integral déniisiim Metodu, Mohand
doniistimii ve degisken katsayili diferansiyel denklemlerinin tarihgesinden

bahsedildi.

- lkinci béliimde yani kuramsal temeller béliimiinde, tezimizde kullandigimiz bazi

temel tanim ve teoremler verildi.

- Ugiincii béliimde yani materyal ve yontem kisminda, Mohand déniisiimii, Mohand
doniisimiiniin 6zellikleri, tiirevlerin ve Oniine gelen katsayilarla olusan denklem

terimlerinin Mohand doniisiim formiilleri elde edildi.



- Doérdiincii boliimde yani Arastirma Bulgular1 kisminda, dort tane degisken katsayil
lineer diferansiyel denklem ¢oziimiine Mohand dontisiimii uygulanarak ¢oziimleri
elde edildi.

- Besinci bolimde yani Sonu¢ kisminda, Degisken katsayili lineer diferansiyel

denklem ¢o6ziimiine uygulanan Mohand doniistimiiniin etkinligi tartigildi.



KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tamm 1 (Diferansiyel Denklem): Bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerini ihtiva eden

denkleme diferansiyel denklem denir.

Genel olarak y bilinmeyen fonksiyon olmak tizere, diferansiyel denklem
fey v,y y™) =0 (1)

seklinde gosterilir. Burada y™, y’ nin x’e goére n’ inci tiirevidir. (1) denklemi y™ ye gore

¢oziilebilirse;

y® =g(xyy,y" ...y V) (2)
formu elde edilir. Bu ise (1) ifadesinin agik formudur.

Tamm 2 (Degisken katsayil lineer diferansiyel denklem): x bir reel degisken olmak

uzere
Pn()Y™ + Py ()Y + o+ ()Y + po(x)y = 7(x)

seklindeki denklemlere lineer diferansiyel denklem denir. Burada, esitligin sag tarafindaki r(x)
ve sol tarafta ki  po(x),p1(x), p2(%), ..., D(n-1) (%), Pn(x) Kkatsayilar1 x’e baghdir. Eger
Po(x), 1 (%), 2(X), ..., P(n—1)(X), Pn(x) katsayilar1 sabit ise denkleme sabit katsayili lineer
diferansiyel denklem denir. En az biri degisken ise denkleme degisken katsayili lineer

diferansiyel denklem denir.
Tanmm 3 (Limit): D c R, f:D — R bir fonksiyon ve ¢, D nin y1gilma noktasi olsun.
Ve>0i¢in0 < |x —c| <& oldugunda |f(x) — K| < € olacak sekilde

& = 6(e) > 0 sayisi varsa x, ¢ ye yaklasirken f(x) fonksiyonunun limiti K dir denir

ve
limf(x) =K
X—C

olarak yazilir.

Bu tanimda



lim f(x) = K

olmast 0 < [x — ¢| < § esitligini saglayan V x i¢in |f(x) — K| < € esitsizliginin saglamasi
gerektigini vurgulanmaktadir. Ayrica € > 0 ne kadar kiigiik olursa, ona bagli olan, § da o kadar
kiiciik olacaktir (Kadioglu, 2005).

Tamim 4 (Siireklilik): D c R, f: D — R bir fonksiyon ve ¢ € D olsun. ¥ € > 0 igin
|x — c| < & oldugunda |f(x) — f(c)| < € olacak sekilde & = &(¢,¢) > 0 sayis1 varsa

f fonksiyonu ¢ noktasinda siireklidir denir. Burada & = &(¢, ¢), 6 nin hem € hem de ¢
ye bagli olarak degisecegini gosterir. Siirekliligin bu sekildeki tanimi ¢, § teknigi ile siireklilik
tanim1 olarak adlandirilir. ¢ € D, D nin yigilma noktast olmast durumunda limitin
tanimlanacagi bilinmektedir. O halde, ¢ € D, D nin yigilma noktast olmast durumunda

stirekliligin tanimin1 su sekilde verebiliriz. D € R, f: D — R bir fonksiyon ve ¢ € D olsun.
lim f(x) = f(c)
X—C

oluyorsa f fonksiyonu c noktasinda siireklidir denir. Buna gore: Dc R, f:D - R

fonksiyonunun verilen bir ¢ € R noktasinda siirekli olmasi igin

1. f fonksiyonunun ¢ noktasinda tanimlidir.

2. lim f(x) mevcuttur.
X—C

3. 1im f(x) = f(c)
X—C
sartlarini saglamasi gerekir.
Tamim 5 (Siireklilik Cesitleri): f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimlansin
i.c € [a,b) igin
g lim _f(x) = f(c)
X—C
oluyor ise f fonksiyonuna c noktasinda sagdan siireklidir denir.
ii. ¢ € (a,b] igin
lim f(x) = f(c)
X—C
oluyor ise f fonksiyonuna c noktasinda soldan siireklidir denir.

Bir f fonksiyonunun [a, b] arahginda siirekliliginden soz ettigimiz zaman. a

noktasinda sagdan , b noktasinda soldan siirekli oldugu anlasilacaktir.



Tamm 6 (Siireksizlik ve Siireksizlik Cesitleri):
i. Eger f fonksiyonunun bir ¢ noktasinda limiti var ve siireksiz ise bu fonksiyon

¢ noktasinda
f(c) =lim f(x)
X—=C

olarak tanimlarsak, bu noktada, siirekli bir fonksiyon elde ederiz. Bu tip siireksizlere
kaldirilabilir stireksizlik denir. Eger fonksiyonun siireksiz oldugu noktada limiti yoksa bu

stireksizliklere de kaldirilamaz siireksizlik denir.
ii. xlg}”n+ f(x) ve xllgl— f(x) limitleri var ve birbirinden farkli ise f fonksiyonu c
noktasinda sigramali siireksizlige sahiptir denir ve
Jim /) im0
sayisina f nin ¢ noktasindaki sigramasi denir.
iii. ,}LT+ f(x) ve gir?_f(x) limitlerden en az biri +oo0 veya —oo ise veya mevcut
degilse, bu fonksiyon c noktasinda sonsuz siireksizlige sahiptir denir.

Ornek 1 :

i. f(x) = sinx fonksiyonunun x = 0 noktasinda siireksiz oldugunu biliyoruz. Ciinkii

bu noktada tanimsizdir. Yine biliyoruz ki

sin x
=1

lim
x-0 X

dir. O halde, f(x) fonksiyonunun x = 0 noktasinda kaldirila bilir bir siireksizligi vardir. Bu

fonksiyon

sinx

g(X)={x ) x#0
1, x=0

seklinde tanimlandigin da, siirekli bir fonksiyon olur.

ii. f(x) fonksiyonu

f(x)={|§_l' o
0, x=

olarak veriliyor. x = 0 noktasinda



Jig /00 =1

Jig /00 = -1

oldugundan, f fonksiyonunu bu noktada sigrama siireksizligi vardir ve sigrama

lim f(x) — limf(x) =1—-(-1)=2
x—-0+ x—0~
olur
lim f(x)
x—0
olmadigindan dolay1 kaldirilamaz siireksizlik vardir.

iii. f(x) = % fonksiyonunun sifir noktasinda sagdan ve soldan limiti olmadigindan bu

noktada kaldirilamaz bir siireksizlik vardir. (Kadioglu, 2005)

Gamma Fonksiyonu

Diferansiyel hesaplamalarinda kullanilan en temel fonksiyon, Gamma fonksiyonudur.
Bu fonksiyon n! hesabindaki n sayisini, tamsayr olmayan sayilart ve karmasik sayilari da

icerecek sekilde genellestirir. Gamma fonksiyonu,

I'(z) = f e 't ldt zeR (3)
0
integral yardimiyla tanimlanir. Bu fonksiyonun en énemli 6zelliklerinden biri,
[(z+1) = 2['(2) 4)

esitligidir. Boylece

[o9] o

e~tt?dt = [—e 't?)LZy + Zf e 't 1dt = zT(2) (5)
0

I'(z+ 1)=f

0
esitligiyle gosterilir. (4) esitliginden goriilecegi gibi I'(1) = 1 olup z = 1,2,3 ..., i¢in
re)=1r1)=1=1!
r(3) =2.1(2) = 2.1! = 2!
F'z+1)=2z2T(2)=z(z—1)! =2z

seklinde genellestirilebilir (Podlubny 1999).



z > 0 i¢in (3) denklemi ile verilen gamma fonksiyonu yakinsaktir. Boylece a > 0 ve V

[a,b] sonlu araliginda foooe_ttz_ldt integrali diizgiin yakimsaktir. O halde gamma

fonksiyonunun diger 6zellikleri asagidaki gibidir:
I'[z] nin tanim bolgesi {z: z > 0}
I'[z] fonksiyonu z > 0 i¢in siireklidir.

I'[z] igin verilen integral, her sonlu [a, b] € R* araliginda diizgilin yakinsak oldugundan

['[z] nin tiirevide elde edilebilir.
Ayrica I'[z] nin diger tamsayilt mertebeden tiirevleride benzer sekilde hesaplanir.
Ornegin,
I'[z] = f t? n(t)e tdt, Id@r= J t? In(t)])?e"tdt ,--
0 0

seklinde yazilir (Podlubny, 1999).
Tamim 7 (Genellestirilmis Gamma Fonksiyonu):
Gamma fonksiyonunun tanim kiimesi tiim reel eksendir.

')
P

-
J,_
=

1
Ly

1
)

1
=
=
—
tr]

o

e

o
s

Sekil 1. Gamma fonksiyonunun grafigi
(4) esitliginden faydalanilarak 1 < z < 2,z < 2ve V z € R i¢in I'(2) elde edilebilir. Negatif z
degerleri icin diisiniildiginde, —1 <z <0,z<0 igin [(z) =—2= de 0<z+1<1

olacagindan I'(z + 1) degeri bilindiginden z € (—1,0)(—1,0)I'(2) ler bulunabilir. Genel olarak
—n<z<-n+1lise0<z+n<1olup,



['(z+1)

I'(z) = zz+1D)(z+2)...(z+n-1)

(6)

esitliginden gamma fonksiyonunun degerleri hesaplanabilir. Gamma fonksiyonun tanim
kiimesi tiim Reel eksen oldugundan, gamma fonksiyonunun sifir ve negatif tamsay1 degerleri

sonsuzdur. Boylece,

1 1

1
tZ le~tdt > f tZ ldt = —
0 e’

I'(z) > f

0

olup,

1
lim I'(z) > lim — - o
z-0t z-0t e?

olur. Faktoriyel 6zelliginden,

limI'(z) = lim(z— 1l (z—1) - o
Z—00 Z—00

olur.
Tanim 8: Gamma fonksiyonunun limit gosterimi Re(z) > 0 olmak tiizere,
nln*
[z) = zz+1)(z+2)..(z+n) ()
seklindedir.
Beta Fonksiyonu
Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 olmak lizere T = % olmak iizere
1
B(z,w) = j; 7711 -1Vt (8)

integrali ile tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir.

Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasinda
t

h,w(t) = f 7711 - 1)V ldr
0

seklinde bir bagmti vardir. Burada h,,,(t) fonksiyonunun ¢~ ile t*~1 in konviilasyonu
oldugu ve h,,,(1) = B(z, w) esitliginin oldugu goriilmektedir.

H,,,(s), h;,(t) fonksiyonunun Laplace fonksiyonu olmak iizere,

['(z)T(w) T(2)'(w)

SZ SW SZ+W

HZ,W (S) =



seklindedir. Ayrica,

r'(z)r'(w)

hz,w(t) = SZT arwet

esitligi ters Laplace doniistimiiyle de elde edilir. Bu durumda t = 1 i¢in,

_I@rw)
T T(z+w)

B(z,w)
olur. Buradan da B(z, w) = B(w, z) oldugu goriiliir (Podlubny 1999).
Tanim 9: f , [0, ) araliginda taniml bir fonksiyon olsun. Eger tiim x > x, ler igin

If ()] < Me™

olacak sekilde, xy, M ve a pozitif sabitleri mevcut ise, f fonksiyonuna a iistel mertebedendir

denir.

Eger f , [0, ) araliginda artan bir fonksiyon ise |f(x)| < Me** kosulu geometrik
olarak f nin [x,, ©) araligindaki y = Me®* iistel fonksiyonundan daha hizli artmadigini ifade

eder.

Omegin f(x) =x, g(x) =x ve h(x) =2cosx fonksiyonlar1 x > 0i¢ina =1
tistel mertebedendir. Clinkii bu fonksiyonlar igin sirasiyla |x| < e*, |e™*| < e* ve |2cosx| <

2e* dir.

Omegin  f(x) = e*” fonksiyonu ise [0,0) — aralizinda iistel mertebeden degildir.
Ciinkii bu fonksiyon x > x, > 0 i¢in e* den daha hizl artar.

Tamm 10 (Laplace Doniisiimii)

f , [0,00) araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. Eger f0°°e—sx f(x)dx integrali

mevcut ( veya yakinsak) ise, s nin bir fonksiyon olan

F(s) =f e S*f(x)dx 9)
0

ifadesine f nin Laplace doniistimii denir.
f fonksiyonunun Laplace doniistimii
L{f(x)} = F(s) veya L{f}=F

bi¢iminde gosterilir. (9) da s reel veya kompleks bir degiskendir. Burada s nin reel oldugunu

varsayarsak (9) daki integral has olmayan integraldir. Bilindigi gibi, eger

10



A
limf e % f(x)dx
A—oo 0

limiti mevcut ise (9) daki has olmayan integral mevcuttur (veya yakinsaktir) denir. F(s) nin
tanim climlesi siiphesiz (9) daki integralin mevcut oldugu s degerlerinden ibarettir. (Aggarwal
et.al, 2019)

Ornegin  f(x) = 2 ve (x = 0) fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii bulalim.

Tanimdan

o A e~ SX x=A 1 54
L{1} = f e *2dx =2 lim | e S*dx = 2lim — =2 lim [— - l
0 A- Jo A—o00 s g Ao | S S

yazilabilir. Dikkat edelim ki s > 0 icin —sA < 0olup A - o ikensA <0 A—o iken

e 5S4 5 0 drr.

—sA

es ] s>0

s <0 icin —sA > 0olup A - o iken e™54 - oo dir. Buradan 2lim %—
icin mevcuttur. Ve % ye esittir. Yani L{1} = % (s > 0) dir.
Ornegin f(x) = e?*, (x = 0) fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii bulalim.
L{e?*} = foooe‘sx e?Xdx = foooe‘(s‘Z)xdx = 5%2 : s>2
bulunur.

Teorem 1 (Laplace doniisiimiiniin varhigi): f , [0, ) — araliginda parcali siirekli ve
X > xo i¢in a — Ustel mertebeden bir fonksiyon olsun. Bu takdirde s > a i¢in L{f(x)}

mevcuttur.
Ispat: [ 000 e S*f(x)dx integralinin s > a ig¢in yakinsak oldugunu gosterecegiz. Bunun
i¢in integrali
X0 0
j e"sxf(x)dx+f e *f(x)dx (10)
0 X0

bigiminde iki ayrik integralin toplami olarak yazalim. f(x) ve dolayisiyla e™*f(x) , tespit
edilmis herhangi bir s i¢in [0, x,] araliginda pargal siirekli oldugundan , (10) daki birinci
integral mevcut yani yakinsaktir. (10) daki ikinci integralin yakinsak oldugunu gostermek igin,

has olmayan integraller i¢in karsilastirma kuralin1 kullanacagiz.
f , a - istel mertebeden oldugundan x > x, i¢in

|f ()] < Me™

11



ve dolayisiyla tiim x > x, lar i¢in
le™*f(x)] = e™|f(x)| < Me™ (s~
yazilabilir. Ote yandan s > a igin

Me—G-a)xo

f Me~G-axgy = Mf e G- Dxgy =" <
0 0 s—a

dir. x > x, i¢in e *f(x)| < Me~G~®* oldugundan ve daha biiyiik bir fonksiyonun has
olmayan integrali s > a igin yakinsaktir. Boylece (10) daki her iki integral mevcut

oldugundan, s > a i¢in L{f (x)} mevcuttur.(Cagliyan ve d. 2016)
Tamm 11 (Ters Laplace Doniisiimii): Bir F(s) fonksiyonu verilmis olsun. Eger
L{f ()} = F(s)

olacak bigiminde bir f (x) fonksiyonu var ise, f ye F nin Ters Laplace Déniisiimii denir. F nin

Ters Laplace Doniistimii
f=LTHF} veya f(x) =L HF(s)}
biciminde gosterilir.

Bir F fonksiyonunun ters Laplace doniistimii tek olmayabilir. Yani L{f (x)} = L{g(x)}
iken f(x) # g(x) olabilir. Ornegin

LYF(s)}=L1 {s-l-%} (s >-3)

fonksiyonunun ters Laplace dontigiimii

0 x=1
— p—3x — ’
fw=eve gw={% = 17

fonksiyonlaridir. Ters Laplace doniisiimiiniin tek olmasi i¢in hangi kosullarin saglanmasi

asagidaki teoremle verilmektedir.
Teorem 2 (Ters Laplace doniisiimiiniin tekligi):

f ve g, [0,00) — araliginda pargali siirekli ve iistel mertebeden iki fonksiyon olsun.
Eger tim s > s, larigin L{f} = L{g} olacak sekilde bir s, sabiti mevcutsa, bu takdirde
sonlu sayida siireksizlik noktalart hari¢ tim x > 0 lar i¢in f(x) = g(x) dir. (Cagliyan ve d.
2016)
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Integral Denklem

Integral denklem, integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyonlardan meydana gelen bir
esitliktir. Bu bir veya daha fazla integral isareti altindaki bilinmeyen fonksiyonun, fonksiyonel

esitlige dahil oldugu anlamina gelmektedir. Ornegin,
1
y(x) = f () +5[ e y(t)dt (11)
0

bir integral denklemdir. integral denklemler lineerlige, bilinmeyen fonksiyonun sinirlarina,

homojenlige ve bulundugu yere gore ¢esitli sekilde siniflandirilmaktadir.

Tamm 12 (Lineer ve Lineer Olmayan Integral Denklemler):
Bir integral denklemde u(x) bilinmeyen fonksiyon olsun. u(x) = f(x)+fK(x,t)u(t)dt

yapisindaki integral denklemde, u(t) lineerse integral denkleme lineer integral denklem, u(t)

lineer degilse yani U" (t) seklinde ise integral denkleme lineer olmayan integral denklem denir.

Lineer olan ve olmayan integral denklemler

u(x) = f(x) +JX' K (x,t)u(t)dt (12)

u(x) = f(x) +I K(x,t)u"(t)dt (13)

seklinde gosterilir (Aksoy, 1998)

13



MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde Mohand Dontisiimii, temel 6zellikleri ve Mohand Doniisiimii i¢in tiirev

fonksiyonlarin farkli katsayilarla birlikte Mohand doniisiim formiilleri verildi.

Mohand Doniisiimii Yontemi

f (t), hert > 0 igin tanimlanmis bir fonksiyon olsun. f (t) fonksiyonunun Mohand

dontisimii R (s) fonksiyonudur. A kiimesi asagidaki gibi tanimlanmak tizere

[t]
A={f®):AM ks, k, >0,|[f(©)| < MeFi, t e (—1)) x [0,0)}

her f(t) € A i¢in Mohand dontisiimii

R(s) = MF(D)} = 52 f (e tde (14)
0

seklinde tanimlanir. Sag taraftaki integralin tanimli olmasi sartiyla. (14) 'deki f (t)

fonksiyonu, Mohand doniisiimii altinda R(s) fonksiyonu ile gosterilir.

Omegin  f (t) = e* olsun, burada t > 0, ve a bir sabittir, bu durumda bu

fonksiyonun Mohand dontistimii

M{e*} = s? fooo e e~St dt = 5?2 foooe(a‘s)tdt

b—oo

b
= lim Szf ela=s)tgs
0

b
. -1 (g
= lim s? (—e(a S)t)l

b—oo s—a 0

52
= — (a—s5>0,5>0)

s—a

Yani,

S
M{e*} = P

seklindedir.
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1. Birim Adim Fonksiyonu:

ro={ 20

t<o0
M{1l}=s
seklindedir.

2. f(t) = t" icin sonu¢: Burada ¢,t?,---,t" degerini bulacagiz. Sonra bu kurali

genelleyecegiz.

f (t) = tolsun, 0 zaman tanimdan hareketle
MIF(D)} = Mt} = 52 f te=st dt
0

yazilir ve kismi integrasyondan
M{t} =1
elde edilir.
eger f(t) = t? alinirsa;
M{f(t)} = M{t?*} = szf t2e St dt
0
yazilir ve yine ard arda iki kismi integrasyondan
2!
M{t*} = —
s
elde edilir.
Bu sonuglar1 genelleyerek f (t) = t™ alindiginda yine ardarda gelecek kismi
integrasyon islemlerinden

MF©) = M(E") =

n
gn—1
esitliginin elde edilecegini sdyleyebiliriz.

Mohand Déniisiimiiniin Ozellikleri

1. Mohand doniisiimii dogrusaldir (lineerdir), yani a ve b herhangi bir sabit ve f (t)

ve g (t) fonksiyon olsun.

Miaf()+bg®)}=aM{f(O)}+bM{g(®)}
dir.
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2. f (t) bir fonksiyon ve f(t) = 0 olsun, o zaman

2

M{edtf(t)} = [( —

s—a)

R{s — a}

dir.
3. MA{f (t)} = R(s) olsun, O zaman

Mif(a) = a R {-}

dir.

Tiirevlerin Mohand Déniisiimleri

1. M{f(t)} = R(s) olsun. O zaman
. M{f’(t)} = sR(s) — s2F(0)

i. M{f (0} =s*R(s) - S’F(0) — s2F'(0)
it M{fP (O} = s"R(s) = sF(©0) = S"F (0) — ... — s2F"D(0)

2. M{f(t)} = R(s) olsun. Bu durumda
a) Mt f(®)} = [2— | [R(s)]
b) M {tf O} = 2R(s) — 25£(0) — L [sR(s) — 5*f(0)]

0) M{tf ()} = 2sR(s) — 257 (0) — 25f (0) — = [s?R(5) — $3£(0) — s*f (0)]
(Mohand, 2017)

d) M [e2f ()] = —s;—;R(s) —2 LR(s) +R(s)

Ispat: d) a) sikkindaki M {t f(t)} = E - %] [R(s)] esitligimizde f(t) yerine tf'(t)
yazarsak

e, tf'(t)} = E - %

(i)

esitligi elde edilir. Burada tf'(t) nin Mohand doniisiimiinii kullanarak,
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: 2 d d
Mmetf )} = [g - %] [233(5) — 25£(0) = - [sR(s) = s2(0)]

yazilir. Gerekli diizenlemeler yaparak,

2
[tzf(t)]—— d R(s) 2%R(s)+§7€(s)

doniisiim formiiliinii elde etmis oluruz.
[t2f ()] ve [t2f"(t)] ‘nin Mohand déniisiim formiilleri de benzer sekilde bulunabilir.

Bu esitlikleri degisken katsayili diferansiyel denklemleri ¢dzerken kullanacagiz.
Denklemin mertebesine ve katsayilarina gore yeni esitlikler tanimdan ve d) sikkinda yaptigimiz

ispat yoluyla kolaylikla elde edilebilir.

Integrallerin Mohand Déniisiimii

3. M{f(t)} = R(s) olsun, 0 zaman

t 1
M{ jo f(t)dt} == R(s)

olarak tanimlanir.

Teorem 3: M{f(t)} = R(s) verilsin. Bu durumda,

lim —R(s)] =0

s |52
dir.
Ispat:
M{F(O)} = R(s) = s2 [ f(H)e~st dt

LRy = [ fyea
FRO = | e

lim —R(s)] = le [f f()e st dtl

S—00
=0

bulunur. Dolayisiyla,
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elde edilmis olur.

1
lim [—ZR(S)] =0
S—oo | S

Tablo 1. Baz1 Fonksiyonlarin Mohand Doniistimleri

S.No. f® M{f(v)}
1 1 S
2 t 1
3 t? 2
n!
4 t"hneN e
'(n+1)
5 t"'n>-1 =
6 edt s
s—a
2
7 sinat L
(sZ—a?)
3
8 cosat _5
(s?2 +a?)
2
. as
9 Slnh at m
3
10 cosh at 5
(s? ~ a?)
2
S
11 t B—
]O( ) m
3
S
12 J1 () s —
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Tamim 13 (Ters Mohand Doniisiimii)

Bir F(s) fonksiyonu verilmis olsun. Eger

M{f(x)} = F(s)

olacak bi¢iminde bir f (x) fonksiyonu var ise, f ye F nin Ters Mohand Doéniistimii denir. F nin

Ters Mohand Doniistimii
f=M"F} veya f(x) =M {F(s)}

bi¢iminde gosterilir.

. 2 .
Ornegin, M(s) = :_—2 fonksiyonunun ters Mohand doniisiimii

2
M—l{ S 2} — eZt
S —

seklindedir.
Teorem 4: (Ters Mohand Doniisiimiiniin tekligi):

f ve g, [0,00) — araliginda parcali siirekli ve tistel mertebeden iki fonksiyon olsun.
Eger her s > s, larigin M{f} = M ~1{g} olacak sekilde bir s, sabiti mevcutsa bu takdirde
sonlu sayida siireksizlik noktalar1 hari¢ her x > 0 i¢in f(x) = g(x) dir.

Teorem 5: (Mohand Déniisiimii icin Konvoliisyon Teoremi):

f(t) ve g(t) iki fonksiyon olsun. Mohand Déniisiimiiniin konvoliisyonu
1
M(f = 9) = = M (). M(g(D)

dir.

Mohand Déniisiimiiniin  Konvoliisyon c¢arpimi integral denklemlerin ¢6ziimiinde
kullanilmakta olup tezimizin konusu ile dogrudan alakali olmadigi icin ispatina gerek

duyulmamustir.
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu boéliimde dort adet degisken katsayili lineer diferansiyel denklem alinip Mohand
Doniisiimii ile ¢oziildii.
Test Problemi 1
y'+ty'—y=0,y0)=0, y(0)=1
degisken katsayili lineer diferansiyel denklemini Mohand doniistimii ile ¢ozelim.
Coziim: Denklemin Mohand doniisiimii alinirsa
My"]+ Mty'] = M[y] =0
olur.
My" (] = s?R(s) — s°f(0) — s*f'(0)
Mty'(0)] = 2R(s) — 2sf(0) — % [sR(s) — s%f(0)]
Myl = R(s)

tiirevlerin Mohand déniisiimiiniin 6zellikleri kullanilip bu degerler denklemde yazilirsa

s?R(s) — s (0) = s?f(0) + 2R(s) — 2sf(0) — % [sR(s) = s?f(0)] = R(s) = 0
elde edilir. Baglangi¢ sartlar1 yerine yazildiginda

S2R(s) —s2+ R(s) —sR'(s) —R(s) =0
ve
R'(s) —sR(s) = —s

esitligi elde edilir ki bu klasik lineer bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemde bilinmeyen

fonksiyon R dir ve integral ¢arpani bulunarak kolayca

52

R(s)=1+ce?

genel ¢oziimii elde edilebilir. Burada Mohand doniisiimii i¢in tanimlanan Teorem 3 geregi

¢ = 0 aliarak
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R(s) =1

elde edilir. Daha sonra her iki tarafin ters Mohand doniisiimii alinirsa
s =M"1[1]

den

y@®) =t
¢Oziimii elde edilir.
Test Problemi 2

y'+2ty'—4y=1, y(0)=0,y'(0)=0

degisken katsayili lineer diferansiyel denklemini Mohand doéniistimii ile ¢6zelim.

Coziim: Denklemin Mohand dontisiimil alinirsa
M[y"] + M[2ty'] — M[4y] = M[1]
olur.
Mly" ()] = s*R(s) — s*f(0) — s*f'(0)
M[2ty'(1)] = 4R(s) — 4sf(0) — 2 % [sR(s) — s*f(0)]
M[4y] = 4R(s)
M[l]=s
tiirevlerin Mohand doniisiimiiniin 6zellikleri kullanilip terimler tek tek bu degerlerle denklemde
yazilirsa
s2R(s) — s3F(0) — s*f'(0) + 4R(s) — 4sf(0) — 2 % [sR(s) — s>f(0)] —4R(s) =0
elde edilir. Baslangig sartlar1 yerine yazildiginda
SZR(s) —2sR'(s) —2R(s) = s

ve

, s?—2 -1
R(s)—l P lR(S)_T

esitligi elde edilir ki bu da yine klasik lineer diferansiyel denklemdir. Bu denklemde bilinmeyen
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fonksiyon R dir ve integral ¢arpan1 bulunarak kolayca
1 1 s
R(s) =—+—ce*
s s

genel ¢oziimii elde edilebilir. Burada Mohand doniisiimil i¢in tanimlanan Teorem 3 geregi ¢ =

0 alinarak

o =14

elde edilir. Daha sonra her iki tarafin ters Mohand doniisiimii alinirsa
1
s=Mm"1 [—]
s
den
1
t) = —t?
y® =3

genel ¢6ziimii elde edilir.

Test Problemi 3
ty" +(1-2t)y'—2y=0 y(0)=1, y'(0) =2

degisken katsayili lineer diferansiyel denklemini Mohand doniisiimii ile ¢ozelim.

Coziim: Denklemin Mohand doniisiimii alinirsa,

Mty"] + M[(1 = 2t)y'] = M[2y] = 0

yazilir. Tirevlerin Mohand doniisiimiintin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikleri elde
edebiliriz.
d

Mty" ()] = 2sR(s) — 2s?f(0) — 2sf'(0) — s [s2R(s) = s°f(0) — s*f'(0)]
M[(A=2t)y']=M[y']| —M[2ty']  (Lineerlik dzelligi)
My ()] = sR(s) — s*£(0)

d
M2ty ()] = 4R(s) — 4sf(0) — 2 [sR(s) — s*£(0)]

M[2y] = 2R(s)
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Denklemdeki terimler tek tek bu esitliklerle denklemde yerine yazilip baslangig

degerleri dikkate alinirsa

2sR(s) — 2s2f(0) — 2sf'(0) — %

— 4R(s) + 4sf(0) + 2 % [sR(s) — s2f(0)] —2R(s) =0

[s?R(s) — s°f(0) = s?f"(0)] + sR(s) — s*f(0)

d
2sR(s) — 2s% — 4s — e [s2R(s) — s — 25%] + sR(s) — s> —4R(s) + 4s

d
+ 2 P [SR(s) — s*] —2R(s) = 0

yazilir ve

(—s?% +2s) %R(s) = (4 - 5)R(s)

esitligi elde edilir ki bu da yine degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel denklemdir. Bu

denklemde bilinmeyen fonksiyon R dir ve ¢6ziimii yapilirsa

cs?

R(s)=_s—2

ve ¢ = —1 alinirsa

2

R(s)=s—2

elde edilmis olur. Daha sonra her iki tarafin ters Mohand doniistimii alinirsa

2
s=M"1 >
s—2

y(t) = e?t

¢Oziimii elde edilir.
Test Problemi 4
ty"+y' +4ty=0 y(0)=3, y'(0)=0
degisken katsayili lineer diferansiyel denklemini Mohand doniisiimii ile ¢ozelim.
Coziim: Denklemin Mohand doniisiimii alinirsa
Mty"]+ My'] + M[4ty] = 0

olur.

d
Mty" ()] = 25R(s) = 25°£(0) = 25f"(0) = — [s*R(s) = s°f (0) — s*f"(0)]
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My (O] = sr(s) — s*f(0)
2 d
M[‘l‘t:)I] =4 [; - %] fR(S)

tiirevlerin Mohand doniisiimiiniin 6zellikleri kullanilip terimler tek tek bu degerlerle

denklemde yazilirsa
2sR(s) — 2s%f(0) — 2sf"(0) — —[ 2R(s) = s3f(0) — s*f'(0)] + sR(s) —
S2F(0) + 42— 2| Rr(s) =0

elde edilir. Baslangig sartlar1 yerine yazildiginda
8
2sR(s) — 652 — 2sR(s) — s2R'(s) + 95 + sR(s) — 352 + ;R(s) —4R'(s) =0
ve
, 8
(5% + DR (5) — 5+ ) R(s) = 0

esitligi elde edilir ki bu da degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denklemdir. Bu denklem

¢Oziiliirse,

R()—I( R(s)

=

d[R(s)] s*+8 (s?+4)+4
R(s) s(s2+4) s(s2+4)

d[R(s)] 2 s

R(s) s (s2+4)

SZ

R(s) =c
s?+4

¢Ozlimii elde edilir. Ters Mohand doniisiimiinden
y(t) = cJo(2t)

yazilir ve baslangi¢ degerleri y(0) = 3 dikkate alindiginda J,(0) = 1 olup ¢ = 3 alinirsa
y(t) = 3Jo(2¢)

¢Oziimii elde edilir ki burada J,, birinci ¢esit Bessel fonksiyonlarini temsil etmektedir. Boylece
degisken katsayili diferansiyel denklemin ¢oziimii tamamlanmis olur. Bu denklem Emden-

Fowler tipinde ¢ozlimii nispeten zor bulunan denklem c¢esitlerindendir. (Aggarwal et.al, 2018)
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SONUC VE TARTISMA

Bu tezde Laplace Integral doniisiim metotlarindan Mohand déniisiimii tanitildi ve
degisken katsayili diferansiyel denklemler verilerek ¢éziimleri Mohand Déniistimii metoduyla
yapildi. Once Mohand Déniisiimiiniin tanim1 ve dzellikleri detayli bir sekilde tanitildi. Ardindan
fonksiyon tiirevleri ve katsayilariyla olusan denklem terimlerinin Mohand doniisiim formiilleri
elde edildi. Daha sonra dort tane test problemi ele alindi. Metot bu problemlere uygulandi.

Istenilen sonuglar yani bahsi gecen denklemlere ait tam ¢oziimler elde edildi.

Mohand Déniistimiiniin, degisken katsayili diferansiyel denklemlerin ¢6ziim siirecini

kolaylastirdig1 ve bu tiir denklemlerin tam ¢oziimleri i¢in etkili bir metot oldugu goriilmiistiir.
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