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SIMGELER DiZiNi

Kapal1 birim yuvar

Once gelir

Normlu uzay

Birim kiire

Gicli yakinsama

Zayif yakinsama

X in konveksliginin modiilii

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

xo merkezli ve r yarigapli acik yuvar
T doniisiimiiniin tanim kiimesi

T doniisiimiiniin sabit noktalar kiimesi
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X uzayinin boyutu



GIRIS

X# @ olmak tlizere f: X — X bir doniigiim olsun. f(x) = x denklemini saglayan x € X
noktasina f nin sabit noktasi denir. Sabit noktanin tanimindan goriildiigii lizere X kiimesi
iizerinde veya f doniisiimii iizerinde higbir yapiya gerek yoktur. Bu nedenle sabit nokta teorisi
iizerine yapilan calismalar, bir doniislimiin hangi sartlar altinda sabit noktasinin mevcut
oldugunu arasgtirmaktadir. Dolayisiyla bu teori, bir varlik teorisidir. Diger taraftan bazi sabit
nokta teoremleri sabit noktanin varliginin yan sira tekligini ve nasil elde edilebilecegini de

gostermektedir.

Sabit nokta teorisinin temelleri, 20. yiizyilin baglarindan itibaren matematiksel analizde
biiytik ilerlemeler kaydetti. Bu donemde Hollandali matematik¢i Luitzen Egbertus Jan Brower,
Brower Sabit Nokta Teoremi olarak bilinen 6nemli bir bulusu ortaya koydu. Bu teorem, siirekli
bir doniistimiin bir aralikta her zaman en az bir sabit noktaya sahip oldugunu belirtir. Ayrica bu

teorem sabit nokta teorisinin temel taglarindan biri olarak kabul edilir.

Metrik uzaylardaki sabit nokta teori calismalari 1922 yilinda S. Banach tarafindan
kendisinin doktora tezinde tam normlu uzaylarda ifade edilen ve “Daraltan (biiziilme) Doniisim
Teoremi” olarak da bilinen Banach Sabit Nokta Teoremi, sabit noktanin varligini ve tekligini
garanti eden en onemli teoremlerden biridir. Yine o yillarda Felix Hausdorff metrik uzay
kavramini ortaya ¢ikarmis ve Renato Caccioppoli, 1930 yilinda ilk kez bu teoremi metrik
uzaylara genisletmistir. Sabit nokta ¢alismalari, sadece metrik uzaylar ile sinirli kalmamis olup
daha birgok farkli uzaylar i¢in arastirma konusu olmustur. Boylece, sabit nokta teorisi daha
fazla uygulama alan1 bulmus olup 6nemi bir derece daha artmistir. Bu uzaylardan bir kag1
metrik uzay, fuzzy metrik uzay ve diizgiin uzaylardir. En iyilerinden birisi de Matthews (1994)
tarafindan tanimlanan kismi metrik uzaydir. Kismi metrik uzay kavrami Mathews tarafindan
1994 de, Genel Topoloji ve Uygulamalar1 8. Yaz Konferansinda tanitildi. 4 aksiyomla verilen
kismi metrik uzay kavrami, kendisine uzakligi sifirdan farkli olan climleler kavramini da

icermekte olup bu manada metrik kavramindan daha genis bir kavramdir.

Kismi metrik uzay tanimindan sonra Matthews, Banach sabit nokta teoreminin kismi
metrik uzay versiyonunu tanimlamistir. Daha sonra Valero (2005), Oltra ve Valero (2004) ve
Altun (2010), Matthews in sonucunun bazi genellemelerini vermislerdir. Yine Romaguera

(2010), kismi sirali metrik uzayda Caristi tipi sabit nokta teoremini ispatlamaistir.



2010 da Aoyama A —hybrid doniisiimlerinin bir sinifim1 tanitti. Buna gore her x,y €
D(T) igin

ITx = Tyl < llx = ylI> + 2(1 = A)(x — Tx,y — Ty)

ise H Hilbert uzayinda T doniistimiine A —hybrid doniisiim denir (Aoyama 2010). Bu doniisiim
i¢in sabit nokta ve ergodic teoremini gosterdiler. Agik¢a genislemeyen bir doniisim 1 —hybrid
doniistimdiir. 2011 de Aoyama ve Kohsaka a —genislemeyen doniisiimii de tanimladi. Her

x,y € D(T) i¢in a < 1 olmak iizere
ITx — Tyl|? < a|lTx — ylI? + allTy — x||?> + (1 — 2a)||x — y||?

ise T donlisimiine «a —genislemeyen doniisiim denir. Ag¢ikga bir genislemeyen doniisiim

0 —genislemeyendir ve H Hilbert uzayinda A <2 ise bir A —hybrid doniisim g

genislemeyendir (daha fazla detay icin (Aoyama et al 2011)).

2015 yilinda, Bachar ve Khamsi monoton genislemeyen doniisiim kavramini takdim etti
ve monoton geniglemeyen bir yar1 grubun ortak sabit noktalarin1 incelediler (Bachar and
Khamsi 2015). 2015 yilinda Dehaish ve Khamsi, diizglin konveks siralt Banach uzaylarinda
monoton genislemeyen doniistimlerin sabit noktalarin1 bulmak i¢in Mann iterasyonun zayif

yakinsamasi ile ilgili baz1 teoremler ispatladilar (Dehaish and Khamsi 2015).

2017 de Muangchoo-in ve arkadaslari, “K, X normlu uzaymin bos olmayan bir alt
kiimesi ve T: K — K bir doniisim olsun. T monoton, a, < 1 ve x < y sartin1 saglayan her

X,y € K i¢in
ITx — Tyll> < allTx — ylI*> + BlITy — xlI* + (1 — (a + B)IIx — ylI?

oluyorsa T doniisiimiine monoton (a, ) —genislemeyen doniisiim denir.” seklinde
tammladiklart1 (a, ) —genislemeyen doniisiimiin sabit naktalarini incelediler. Devaminda
(a, B) —genislemeyen doniisimii kullanarak Ishikawa iterasyonunun zayif ve giicli

yakinsamasini gosterdiler.

Bu c¢alismada sirali uzaylarda tanimli monoton doniisiimler i¢in bazi sabit nokta
teoremleri incelenmistir. Bes ana boliimden olusan bu tezin giris boliimiinde literatiir bilgisi
verilmektedir. Kuramsal Temeller adindaki ikinci bolimde temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Materyal ve Yontem adini alan {i¢iincli boliimde birkag 6nemli iterasyon metodu,
bazi onemli sabit nokta teoremleri ve bu teoremlerin ispatlari yer almaktadir. Arastirma
Bulgular1  adindaki  dordiinci  boliimde  monoton  a —genislemeyen, monoton
(a, B) —genislemeyen doniisiimler kullanilarak Mann ve Ishikawa iterasyon metotlarinin zayif

ve giiclii yakinsamalar1 gosterilmistir.



KURAMSAL TEMELLER

Temel Kavramlar

Bu kisimda 6nemli gérdiiglimiiz baz1 temel kavramlara ve teoremlere yer verilecektir.
Tanim 1: X # @ olmak {izere keyfi x, y, z € X elemanlari i¢in

lL.px,y) =0 x=y

2.p(x,y) = p(y,x)

3.p(x,y) < p(x,2) + p(z,y)
sartlarin1 saglayan p: X X X - R fonksiyonuna metrik, X’ e (veya (X, p) ikilisine) de metrik
uzay denir.

Tanim 2: {x,,}, X normlu uzayinda bir dizi olsun. lim [|x,, — x|| = 0 olacak sekilde bir
n—>0o

x € X varsa {x,} dizisi x e gliglii yakinsaktir(strongly convergence) denir ve

k
lim x,, = xveya x, - x

n—co
seklinde gosterilir. x e {x,} dizisinin giliglii limiti de denir.

Tamim 3: {x,,}, (X, p) metrik uzayda tamml bir dizi olsun. Herhangi bir £ > 0 i¢in
k,p > ng icin p(xk,xp) < & sartin1 saglayan bir n, = n(¢€) sayisi varsa {x,,} dizisine Cauchy
dizisi denir.

Tanim 4: (X, p) metrik uzayindaki herhangi bir Cauchy dizisi yine bu uzayda bulunan
bir noktaya yakinsiyor ise (X, p) uzayina tam metrik uzay denir.

Ornek 1: p(x,y) = |x — y| mutlak deger metrigine gore (R, p) tam metrik uzaydir.

Ornek 2: p(x,y) = |x — y| mutlak deger metrigine gore (Q, p) metrik uzay! tam
degildir.

Tanmim 5: (X, p) metrik uzayinda bulunan her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa bu
uzaya kompakt metrik uzay denir (Maddox 1970).

Kompakt metrik her uzay ayn1 zamanda tam metrik uzaydir. Fakat tersi her zaman dogru
degildir.

Ornek 3: Alisilmis metrige goére R kompakt metrik uzay degildir. Ciinkii (x,) =

{1,2,3, ---,n,-- } dizisinin yakinsak bir alt dizisi yoktur.



p, alisilmis metrik olmak iizere (R, p) tam metrik uzaydir ancak kompakt metrik uzay
degildir.

Tamm 6: (X, p), (Y, d) metrik uzaylar olmak lizere T: X — Y bir doniisiim ve x, € X
olsun. Ve > 0 igin p(x,xy) < 6 iken d(T(x),T(x,)) < € sartin1 saglayan bir § > 0 sayisi
varsa T dontisiimiine x, noktasinda siireklidir denir. T doniistimii X in her noktasinda siirekli

ise T doniisiimiine X de siireklidir denilir.
Tanmm 7: N kiimesi F cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.

1L.lx]| =0 x=0
2. llax|l = lalllxll, (a € F)
3 lx +yll < llxll + llyll

sartlarim saglayan || ||: N = R fonksiyonuna N de bir norm, (N, || ||) ikilisine de normlu

uzay denir.
Her normlu uzay bir metrik uzaydir. Ancak tersi her zaman dogru degildir.

Tanmim 8: N normlu lineer uzayr iizerinde tanimlanan p(x,y) = ||lx — y|| norm

metrigine gore tam ise N ye Banach uzay denir (Maddox 1970).

X, reel lineer uzay ise Banach uzayi da reeldir. Eger X kompleks lineer uzay ise Banach

uzayida komplekstir.

Tanim 9: X bir normlu lineer uzay olsun. X de tanimli tiim siirekli ve reel degerli lineer
fonksiyonellerin ~ kiimesini  C(X,R) ile gosterelim. Yani CXR)={T:T:X-
R lineer ve stirekli} olsun. Her x € X ve T}, T, € C(X, R) i¢in

{(T1 + Ty)(x) = Ty (x) + Tr(x)
(aT;)(x) = aT;(x)

olarak tanimlanirsa, bu durumda C (X, R) bir lineer uzaydir. Bu C(X, R) uzayma X in normlu

duali denir ve X" ile gosterilir.
Tamim 10: {x,}, X normlu uzayinda bir dizi olsun. Her f € X*i¢in
lim f(xp) = f(x)

olacak sekilde bir x € X varsa {x,,} dizisi x e zayif yakinsar (weakly convergence) denir ve

z
Xp = X Veya x, = x

seklinde gosterilir. x e {x,} dizisinin zayif limiti de denir.

Zayif ve giiclii yakinsama arasindaki iliski asagidaki teoremde ifade edilmistir.



Teorem 1: X normlu uzay olsun.

a) Gigli yakinsak bir dizi zayif yakinsaktir.
b) a.sikkinin tersi genelde dogru degildir.
c) dim(X) < oo ise zayif yakinsak bir dizi gii¢lii yakinsaktir (Kreyszig 1989).

Opial Sart: Bir E Banach uzayinda {x,} dizisinin x € E noktasina zayif yakinsamasi

her x # y i¢in

limsup||x,, — x|| < limsup||x,, — yl|

n—-oo n—-oo

olmasini gerektiriyorsa, E Banach uzayi1 Opial sartin1 sagliyor denir (Opial 1967).

Yukaridaki esitsizlikte ‘limsup’ ifadesi yerine ‘liminf’ ifadesi yazilirsa benzer bir sart

elde edilir. Ayn1 esitsizlikte ‘<’ isareti yerine ‘<’ yazilirsa zayif Opial sart1 elde edilir.

Tanim 11: X # @ olmak tizere T: X — X bir doniisiim olsun. Tx = x esitligini saglayan
x € X elemanma, T doniisiimiiniin sabit noktasi denir. Tx = x denkleminin ¢oziimleri T
doniisiimiiniin sabit noktalarimi verir. Bu sabit noktalarmn kiimesi F(T) veya Fix(T) ile

gosterilir (Berinde 2007).

Ornek 4: X = [0,2] olmak iizere T:X » X ve Tx =3 — 2x doniisimiiniin sabit
noktalarinin kiimesini bulalim. Tx = x den 3 — 2x = x = x = 1 olur. O halde sabit noktalar

kiimesi F(T) = {1} olur.

Ornek5: T = [1,2] = [1,2], Tx = x%L doniisiimii verilsin. Tx = x den x%L = x i¢in

x = —2 bulunur. —2 ¢ [1,2] oldugundan x = —2 sabit nokta degildir. Yani bu doéniisiimiin
sabit noktas1 yoktur.

Ornek 6: X =[-1,1] ise T:X — X ve Tx = x3 doniisiimiiniin sabit noktalarinin
kiimesi, Tx = x den x3 = x icin x3 — x = 0 ve x(x? — 1) = 0 olur. Buradan x = —1,0,1 elde
edilir. Yani F(T) = {-1,0,1} olur.

Tanmm 12: X # @ olmak iizere T:X — X olsun. Herhangi bir x € X i¢in T™(x) ve

T%(x) = x ve T™1(x) = T(T™(x)) seklinde tanimlanir. T™(x) déniisiimiine x in T altindaki

n. iterasyonu (adim) denir. Bundan sonraki iglemlerde T (x) yerine Tx ifadesini kullanacagiz.

T:X — X donlisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi F(T) olsun. Herhangi bir n € N i¢in
F(T) c F(T™) (Berinde 2007). Eger bir n € N i¢in F(T™) = {x} = F(T) = {x} olur. Fakat

tersi her zaman dogru degildir. Hemen bir 6rnek verelim.



Ornek7: T:{—1,2,1} — {—1,2,1} déniisiimii verilsin. F(T?) = {—1,2,1}iken F(T) =
{2} dir. Gergekten

1, x=-1
T(x)={ 2, x=2 = Tx=xsartim saglayan sadece T(2) = 2 dir. Yani F(T) = {2}
-1, x=1

olur. Diger yandan,

-1, x=-1
T?(x) = T(T(x)) = { 2,x =2 oldugundan Tx = x sartin1 saglayan T(—1) = —1,
1,x=1

T(2) =2, T(1) = 1 vardir. Yani F(T?) = {—1,2,1} olur. Buradan F(T) = {2} iken F(T?) #
{2} olur. Yani F(T) = {x} iken F(T™) = {x} oldu.

Tanim 13: X # @ ve T, H: X — X iki doniisiim olsun. Tx = Hx = x olacak sekilde bir
x € X mevcutsa bu x noktasina T ve H nin ortak sabit noktasi adi verilir. Ortak sabit

noktalarinin kiimesi
F = F(T) n F(H)
seklinde gosterilir (Berinde 2007).

Ornek8: X = R x Rve T, H: X — Xiki doniisiim olsun. T (x,y) = (x,0) ve H(x,y) =
(x,2y) doniisiimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T) N F(H) = {(x,0)} dir.
Gergekten T (x,y) = (x,0) ve Tx = x den

Try)=y)=(x0=>y=0
olur. Buradan F(T) = {(x,y):y = 0} olur. H(x,y) = (x,2y) ve Hx = x den
Hx,y)=(,y) =(x,2y) > y=2y=>y=0

olur. Buradan da F(H) = {(x,y):y = 0} bulunur. O halde ortak sabit noktalarinin kiimesi F =
F(T)nF(H) = {(x,0)} olur.

Kismi Siralh Metrik Uzay
Tanim 14: X # @ ve <, X de bir bagint1 olsun. Eger

l.VvxeXigcinx < x
2.Vx,y EXicinx S yvVeySx=>x=Yy

y
3.Vx,y,z€Xicinx S yvey<z=x<x12

sartlar1 saglaniyorsa < bagintisina kismi siralama bagintist denir. Bostan farkli X kiimesi
lizerinde kismi siralama bagintis1 tanimlanmis ise X e kismi sirali kiime denir ve (X, <) ile

gosterilir (Bayraktar 2017).



Tanmm 15: (X, <), kismi sirali kiime olsun. Her x,y € Xi¢in x < y veya y < x oluyorsa
< bagintisina tam siralama bagintist ve (X, <) ikilisine de tam sirali kiime ad1 verilir (Rao et al.

2020).

Tanmm 16: (X, <), kismi sirali kiime olsun. Eger X in bos kiimeden farkli her alt
kiimesinin minimumu varsa 0 zaman < bagmtisina iyi siralama bagintisi denir ve (X, <)

ikilisine de iyi sirali kiime adi verilir (Rao et al. 2020).
Tanmm 17: (X, <) kismi sirali kiime ve a, b € X olsun.

1. Eger X in a dan biiyiik eleman1 yoksa yani x € X i¢in a < x olmasi x = a olmasini

gerektiriyorsa a ya X in bir biiyiik elemani veya maximal eleman1 denir (Bayraktar 2017).

2. Eger X in b den kiigiik eleman1 yoksa yani x € X i¢in x < b olmast x = b olmasini

gerektiriyorsa b ye X in bir kii¢iik eleman1 veya minimal eleman1 denir (Bayraktar 2017).
Tanim 18: a, b € A olmak lizere

e acleman A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 ise supA = a

e b elemant A kiimesinin en biiyiik alt sinir1 ise infA = b olur.

Tamm 19: (X, <) kismi sirali kiime ve f: X — X bir fonksiyon olsun. Keyfi x,y € X ve
x < yicin f(x) > f(¥) (f(x) = f(y)) oluyorsa f fonksiyonuna monoton azalan (artmayan)
fonksiyon denir (Bayraktar 2017).

Tamm 20: (X, <) kismi sirali kiime ve f:X — X fonksiyon olsun. Keyfi x,y € X ve
x < yicin f(x) < f(¥) (f(x) < f(y)) oluyorsa f fonksiyonuna monoton artan (azalmayan)

fonksiyon denir (Bayraktar 2017).

Tanim 21: X kismi sirali bir kiime ve p: X X X - R™ bir fonksiyon olsun. Her x,y,z €
X icin

p1) P, x0)=ply) =pyy) ©x=y

p2) p(x,x) < p(x,y)

»3) p(x,y) = p(y,x)

pe) px,y) < plx,2) + p(z,y) — p(z,2)

sartlar1 saglaniyorsa p ye X de kismi sirali metrik, (X, p) ikilisine de kismi sirali metrik uzay
denir (Shukla et al. 2013).

p(x,y) = 0iken p;) ve p,) ozelliklerinden x = y olur. Fakat x = y iken p(x,y) =0

olmak zorunda degildir.



(X, p, <) Ugliisiine kismi sirali metrik uzay denir. (X, p) tam metrik uzay ise (X, p, <)

ticliisiine kismi sirali tam metrik uzay denir (Almezel et al. 2014).

Bu calismada sirali metrik uzay denilince kismi sirali metrik uzay anlasilacaktir.

Ornek 9: X = R olmak iizere p: X X X - [0, ) ve p(x,y) = |x — y| tanimlandiginda
» kismi metrik, (R, p) kismi metrik uzaydir. Gergekten her x,y,z € R igin

p1) px,x0) =ply) =pB,y) =
x—xl=lx-yl=ly-yl=lx-yl=0=>x=y
p2) p(x,x) < p(x,y)
px)=lx—xl<lx-yl=>0<lx-yl=pky)
»3) p(x,y) =p (y,x)
p,y)=lx—yl=ly—xl=pkx)
1) p(,y) < px,2) + p(z,y) — p(z,2) =
Ix—yl=lx—z+z-yl<|x—z|+|z-yl -z —z|
tiim sartlar saglandigma gore (R, p) kismi sirali metrik uzaydir.
Tammm 22: (X,p) kismi metrik uzay ve {x,}, X kiimesinde bir dizi olsun.

lim  p(x,, x,,) sonluise {x,} dizisine Cauchy dizisi adi verilir. X deki her {x,,} Cauchy dizisi

n,m—oo
pO,x)= lim p(y,xm)
n,m—oco

olacak sekilde bir x € X noktasmna yakinsiyorsa (X, p) ikilisine tam kismi metrik uzay denir

(Almezel et al. 2014).

Teorem 2: {x,}, (X, ») kismi metrik uzaymda bir dizi olsun. {x,} dizisinin x € X e

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
2, x) = lim p(x,x,)
n—-oo

olmasidir (Almezel et al. 2014).

Bazi Doniisiim Simiflar1 ve Sabit Nokta Teoremleri

Tamim 23: (X, p) metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X igin



p(Tx,Ty) < kp(x,y)

sartin1 saglayan k > 0 sabiti mevcutsa T doniisiimiine Lipschitzian doniisiim, k sayisina da
Lipschitzian sabiti denir. Lipschitzian sartin1 saglayan T doniisiimii diizgiin stireklidir. Fakat

tersi her zaman dogru degildir (Berinde 2007).
Asagidaki ornekte Lipschitzian doniistimiin diizgiin siirekli oldugu gosterilmistir.

Ornek 10: (X,p) bir metrik uzay olmak iizere, T:X —» X seklinde tanimlanan

Lipschitzian doniisiim diizgiin siireklidir. Gergekten, her € > 0 i¢in p(x,y) < 6§ = % almirsa
p(Tx, Ty) < kp(x,y) < k% = ¢ olur. Bu ise T doniisimiiniin diizgiin siirekli oldugunu
gosterir.

Tamim 24: X normluuzay, K # @ ve K € X olmak iizere T: K — K bir doniisiim olsun.

Vx,y € KveVn € N i¢in
IT"x — Tyl < Lllx — yll

sartin1 saglayan bir L > 0 sabiti mevcutsa T doniisiimiine diizgiin Lipschitzian doniisiim denir
(Argawal et al. 2009).

Tamim 25: (X,p) metrik uzay ve T:X — X Lipschitzian doniisim olsun. 0 <k <1

olmasi halinde

p(Tx,Ty) < kp(x,y)

esitsizligi saglaniyorsa T doniistimiine daraltan doniisiim (contraction) veya biiziilme doniisiimii

denir (Argawal et al. 2009).

Lipschitzian sartin1 saglayan her donilisiim ayn1 zamanda diizgiin siirekli olacagindan
daraltan doniisiim de diizgiin siireklidir. Bu sebeple T siirekli degilse daraltan doniisim de
degildir.

Tanim 26: (X, p) metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X ve x # y
i¢in

p(Tx,Ty) < p(x,y)
sart1 saglaniyorsa T ye kesin daraltan doniistim (contractive) denir (Edelstein 1962).
Tamm 27: (X, p) metrik uzay ve T: X — X bir doniistim olsun. Her x,y € X i¢in
p(Tx,Ty) < p(x,y)

sartt saglaniyorsa T doniisimiine genislemeyen doniisiim (nonexpansive) denir (Edelstein
1962).



p(Tx, Ty) > p(x,y)
sart1 saglaniyorsa T doniisimiine genisleyen doniisiim denir (Edelstein 1962).
Ornek 11: X = R sayilar kiimesi ve p(x,y) = |x — y| olsun. T: X — X déniisiimii icin
Tx = x — 2 genislemeyen doniistimdiir. Gergekten p(Tx, Ty) = |x —2 —y+2| = |x —y| =

p(x,y) olur. Esitlik saglandigindan genislemeyen doniisiimdiir. Ancak daraltan ve kesin
daraltan degildir.

Tanimlanan bu doniisiimler arasinda asagidaki gibi bir iliski vardir.

T doniisimii daraltan doniisim = T kesin daraltan doniisim = T genislemeyen doniisim =

T Lipschitzian doniisim = T diizgiin siirekli = T doniisiimii siirekli seklinde bir iliski vardir.

T- sturekli

T-diizgiun sturekli
T-lipschitzian

T-genislemeyen
T- kesin daraltan

T-daraltan

Sekil 1. Doniistimler arasindaki iligki

Tanim 28: X kismi sirali normlu uzay, K # @ olmak iizere K € X ve T:K — K bir
doniisiim olsun.

1.

x < y olmak lizere her x,y € K i¢in Tx < Ty ise T donlisiimiine monoton,
2.

T monoton ve x < y olmak iizere her x,y € K igin

ITx — Tyl < llx — yll

oluyorsa T doniisiimiine monoton genislemeyen doniisiim denir (Bachar and Khamsi 2015).
Agikca bir monoton genislemeyen doniisiim siireksiz olabilir.

Tanim 29: X normlu uzay, K kiimesi X uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi ve T: K —
K bir déniistim olsun. p € F(T) # @, (Tp = p) ve her x € K igin

ITx — Tpll < llx — pll

oluyorsa, T doniisiimiine quasi genislemeyen doniisiim denir (Petryshyn and Williamson 1973).
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F(T) # @ ise genislemeyen doniisim aym zamanda quasi genislemeyen doniisiimdiir.

Tersi her zaman dogru degildir.

Tanmm 30: : X kismi sirali normlu uzay, K # @ olmak iizere K € X ve T: K — K bir

doniisiim olsun. F(T) # @ ve x < p veya x = p sartin1 saglayan x € K ve her p € F(T) i¢in
ITx = pll < llx —pll
ise T doniisiimiine monoton quasi- genislemeyen doniisiim denir (Song et al. 2016).

Tanmmm 31: X kismi sirali normlu uzay, K # @ olmak iizere K € X ve T: K — K bir

doniisiim olsun. T monoton, « < 1 ve x < y sartin1 saglayan her x,y € K igin
ITx — Tyll? < allTx — yl|I? + allTy — x|I? + (1 — 2a)|lx — yl|?

esitsizligi saglamyorsa T doniisiimiine monoton «@- genislemeyen doniisim denir

(Aoyama ve Kohsaka 2011).

Agikga bir monoton genislemeyen doniisim monoton 0-genislemeyen doniistimdiir.

(Song et al. 2016).

Tanim 32: X kismi sirali normlu uzay, K kiimesi X uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi,

T:K — K bir doniigiim olsun. T monoton, «, f < 1 ve x < y olmak iizere her x,y € K i¢gin
ITx = Tyl < allTx = ylI> + BTy — xII> + (1 = (e + B)llx — ylI?

oluyorsa T doniisiimiine monoton (a, 8) —genislemeyen doniisiim denir (Muangchoo-in et al.
2017).

Tanim 33:

1. a = B ise a —genislemeyen doniisiim, (@, B) —genislemeyen dontigimdiir.

2. Her genislemeyen doniisim 0 —genislemeyen doniisim ve (0,0) —genislemeyen
doniistimdiir.

3. F(T) # @ olmak tizere her a —genislemeyen ve (a,f) —genislemeyen doniisim

quasi-genislemeyen doniisiimdiir (Muangchoo-in et al. 2017).

Simdi monoton («, ) —genislemeyen her T doniisiimiiniin monoton @ —genislemeyen

doniisiim olmadigin1 gosteren bir 6rnek asagida verilmistir.
Ornek 12: T: [0,1] — [0,1] doniisiimii

Tx_{o.zs, x # 1
105 x=1
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seklinde  tanimlansin. lx — vl =[x — y| normuna gore T  doniisiimiiniin

(0.8,0.2) —genislemeyen doniisiim oldugunu gosterecegiz. Bunu iki adimda gosterecegiz.

ik olarak T doniisiimiiniin monoton oldugunu gosterelim. Bunun igin dort durum ele

almmustir.
Duruml: x =y =1lise Tx = 0.5 =Ty,
Durum2: x # 1vey # 1ise Tx = 0.25 =Ty,
Durum3: x # 1vey =1ise Tx = 0.25 < 0.5 =Ty,
Durumd: y # 1vex =1ise Ty = 0.25 < 0.5 = Tx.

Boylece T monotondur. Ikinci olarak T déniisiimiiniin (0.8,0.2) —genislemeyen

doniisiim oldugunu gosterelim. Bunun i¢in de dort durumda ele alinmastir.
Duruml: x =y =1ise
ITx — Ty||? = 0 < 0.25 = 0.8]|0.5 — 1]|? + 0.2][0.5 — 1]|2.
Durum2: x #1, y # 1ise
ITx — Tyl|? = 0 < 0.8][0.25 — y||? + 0.2]|0.25 — x||?.
Durum3: x =1, y # 1ise
ITx — Tyl|? = 0.0625 < 0.8]|0.5 — y||? + 0.2]|0.25 — 1]|? = 0.1125 + 0.8]|0.5 — y||2.
Durumé4: x =1, y = 1ise
ITx — Tyl||? = 0.0625 < 0.8]|0.25 — 1]|2 + 0.2]|0.5 — x||*> = 0.45 + 0.2]|0.5 — x||2.

Boylece bu dort durumdan T doniisiimiiniin monoton («, f) —genislemeyen doniisim
oldugu goriiliir. Yani T doniisiimii (0.8,0.2) —genislemeyen doniisiimdiir. Ancak T doniistimii

0.8 —genislemeyen doniisiim degildir. Eger x = 1,y = 0 € [0,1] ve @ = B = 0.8, alinirsa
ITx — Tyl||? = 0.0625 £ 0.05 = 0.8/|0.5 — 0]|? + 0.8]|0.25 — 1]|? — 0.6]|1 — 0]|?
olur bu da bize T doniigiimiiniin monoton 0.8 —genislemeyen doniisiim olmadigint gosterir.

Tanmim 34: X bir Banach uzayi, K kiimesi X in kapali, sinirli, konveks ve bostan farkli
bir alt kiimesi olmak lizere T:K — K genislemeyen bir doniisiim olsun. F(T) # @ ise K ya

sabit nokta 6zelligine sahiptir denir.
Tanim 35: L bir vektor uzay ve A € L olsun. Vx,y € A igin

A={zelLz=ax+(1—-a)y,0<a<1}CcA
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sart1 saglaniyorsa A ya konveks kiime denir (Soykan 2008).
Tamm 36: f: A € R — R fonksiyonu, her x,y € A ve a € [0,1] i¢in
flax+ 1 - a)y) <af () + (1 —a)f (¥)
oluyorsa f fonksiyonuna konvekstir denir. Eger
flax+ (A —a)y) <af(x) + (1 -a)f ()
ise f ye kesin konveks fonksiyon denir (Reed and Simon 1980).
X Banach uzayinin normu daima konvekstir. Yani x,y € X ve a € [0,1] i¢in
llax + (1 — )yl < allxll + (1 — )yl
olmasidir. Eger x # y aliirsa a € (0,1) i¢in
llax + (1 — )yl < allx|l + (1 = )yl
olmasidir.
Tamm 37: X bir Banach uzayi olsun. x,y € S,, x # y ve her 1 € (0,1) igin
(1 -Dx+Ayll <1
sartin1 sagliyorsa, X e kesin konveks Banach uzayi denir (Aksoy and Khamsi 1990).

Bu tanim x,y € S,, x # y olmak tizere X deki S, birim kiiresindeki x ve y noktalarinin
orta noktasinin S, de olmadigini gosterir. Yani x,y € S, ve [[x|| = ||yl = ”x:—y” ise x =y

olur.

. 1
Ornek 13: X=R" (n = 2) vex = {x1, %, x,} € R" olsun. |lx|l, = C*, x;%)z
normu ile birlikte X uzay1 kesin konveks uzaydir.
Tamm 38: X bir Banach uzay olsun. Her e > 0 ve |[x|]| < L, ]lyll < 1ve|lx —y|| = ¢
olmak tizere her x,y € X i¢in
1
Sl vyl =1-6()
esitsizligini saglayan §(&) > 0 sayisi varsa X e diizgiin (uniformly) konveks uzay denir (Aksoy

and Khamsi 1990).

Bu tanim x,y € B, = {x € X:||x|| < 1} ve |[x — y|| = & > 0 i¢in x;—y orta noktasinin

S, den bir § uzakliginda B, kapali birim yuvar i¢inde oldugunu ifade eder.
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Teorem 3: Diizgiin konveks her Banach uzayi kesin konvekstir (Agarwal et al.2009).

Tamm 39: X bir Banach uzayi olsun. &, = [0,2] - [0,1],

1
6.(6) = inf {1 =S lbx + yllsllxll < 1, Iyl < 1, llx =yl > e}

seklinde tanimlanan &, fonksiyonuna X in konveksliginin modiili denir.

Teorem 4: X Banach uzaymin diizgiin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her € €
(0, 2] igin 6, (g) > 0 olmasidir (Agarwal et al. 29).

Ispat: X diizgiin konveks Banach uzayi olsun. Bu durumda her e > 0, [|x|| < 1, [|lyll <

1ve ||x — y|| = & sartlarim saglayan her x,y € X i¢in

1
o<5x(g)31—zllx+yll

olacak sekilde &,.(¢) > 0 vardir. Tersine olarak kabul edelim ki X in §, konvekslik modiilii her
€ € (0,2] icin 6,(g) > 0 olsun. Sabit bir € € (0,2] icin lx =yl = e ve llx]l =1, llyll =1

olacak sekilde x,y € X elemanlarin1 alalim. Konvekslik modiiliiniin tanimindan
A
0<6,(e) < 1—§|Ix+y||
ve
1
Sl +yll <1-8,(e)

elde edilir. Burada x ve y den bagimsiz olarak 6 (&) = §,.(&) olur. O halde X diizgiin konvekstir.
Asagida verilen teorem bilinen ilk sabit nokta teoremidir.

Teorem 5: [a,b] € R olmak iizere f:[a,b] - [a, b] doniisimii siirekli olsun. Bu

durumda f(c) = c esitligini saglayan bir ¢ € [a, b] vardir.

Ispat: T:[a, b] » R, T(x) = x — f(x) doniisiimiinii tammlayalim. Vx € [a, b] icin T
donitisiimii stireklidir. Eger f(a) = a ise T(a) < 0 ve f(b) < b ise T(b) = b olur. Buradan
T(a).T(b) < 0 elde edilir. Ara deger teoremi gore T(c) = c¢ olacagindan f(c) = c olacak
sekilde bir ¢ € [0,1] vardur.

Sonlu boyutlu uzaylarda gecerli olan ve Brouwer Sabit Nokta Teoremi olarak bilinen

teorem asagida ifade edilmistir.

Teorem 6: B, R™ de kapali bir kiire olmak tizere f: B — B siirekli doniisiimii B de bir
sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).
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Teorem 7 (Schauder Sabit Nokta Teoremi): X Banach uzay, K # @ olmak tizere K,
X in kompakt konveks bir alt kiimesi ve T: K — K siirekli bir doniisiim olsun. Boyle bir durumda

T nin en az bir sabit noktasi vardir (Khamsi and Kirk 2001).

Teorem 8 (Banach Daralma Ilkesi): (X, p) tam metrik uzay olmak iizere T:X — X

daraltan donilisiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir (Banach 1922).
Ispat:x,, X kiimesinde herhangi bir nokta olsun.
x1 = Txg, X = Txy = T?xq,, Xpyq = Txy = T 1x,

x2 = Tx1 = T(Txo) = szo

X3 = sz = T(TZXO) = T3x0

Xpe1 = Tx, = T"1x,
seklinde tammlansin. Once {x,,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gésterelim
Here >0, n > ng, p € Nicin p(x4, %,) < € sartini saglayan ny € N meveutsa {x,}
dizisi Cauchy dizisidir.n,p > ligin
p(nap xn) = p(T™Px, T™x0) < k p(T™ P~ x,, T i) = k p(xpyp-1, Xn—1)
< k? p(tpap-2Xn2) < =+ < k™ p(tpapn Xn-n) = k™ p(x, %0)
< k"[p(xp, xp-1) + p(2p-1,%0)]
< k”[kp(xp_l,xp_z) + p(xp_l,xp_z) + p(xp_z,xo)]
= k"[p(xp-2.%0) + p(xp-1,%p-2) + kp(xp-1,%p-2)]
< k"[p(xp-2,%0) + kp(xp—2, Xp-3) + k*p(2p—3,2p—3)] -+

< k™[pCxy,x0) + kp(xy, xo) + k?p(xy, x0) + -]

1
= k" p(xl,xo)[l +k+k*+Ek3+ ] = k" p(xl,xo)m
elde edilir. Buradan

le
p(xn+p, Xp) < 11—k p(x1, %)

olur. 0 < k < 1 oldugundan n = o igin
0< lim p(x x)<lim£p(x X)) =0
- n—-oo ntpring = n—oo 1-k 1o
olur. Buradan

111_1}30 p(xn+p' xn):0
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bulunur. Buradan {x,,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu elde ederiz. X tam uzay oldugundan
Xn = x iken x,,q = x olur. Yani x,, = x i¢in Tx, — x dir. Metrik uzayda dizi yakinsak ise
limiti tektir. O halde Tx = x olur. Bu da bize sabit noktanin var oldugunu verir. Simdi ise sabit
noktanin tek oldugunu gosterelim. Varsayalim ki T doniisiimiiniin bir birinden farkli iki tane

sabit noktasi olsun. Yani x,y € F(T), x # yi¢in Tx = x, Ty = y olsun.

0<plxy) =pTx,Ty) < kp(x,y) = p(x,y) < kp(x,y) > (1 - k)p(x,y) <0

0<k<1lise1—k>0olur. k=1 olamayacagindan (1 — k) sifirdan farkli olur.
Buradan p(x,y) = 0 olur. O halde x = y bulunur. Bu da bize sabit noktanin tek oldugunu

gosterir.

Teorem9: (X, p) tam metrik uzay ve n € N igin T™ bir daraltan doniisiim olacak sekilde
T:X — X doniisimii verilsin. Bu durumda T tek bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk
2001).

Ispat: Banach sabit nokta teoremi geregince X tam metrik uzay ve T™ bir daraltan
doniisiim oldugundan T™ tek bir x, sabit noktasina sahiptir. Dolayisiyla
Tn+1x0 = T(Tnxo) = TxO
Tn(Txo) = T(TnxO) = TxO
Ayrica Txg, T™ nin bir sabit noktasidir. Yani F(T™) = Tx, ve F(T™) = x, olur.
Buradan Tx, = x, elde edilir. Boylece sabit noktasinin oldugunu bulduk. Simdi ise sabit

noktasinin tek oldugunu gosterelim. Eger Ty = yise T™y = y olur. Yani y = x, elde edilir.

Bu da sabit noktasinin tek oldugunu bize gosterir.

Banach daralma teoremi geregince T nin tek bir sabit noktasi vardir. Tam olmayan
metrik uzaylarda tanimlanmis olan daraltan doniistimlerin sabit noktalarinin olmasi gerekmez.

Bununla ilgili bir 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 14: X = (0,1] tam metrik olmayan bir uzay ve T:X — X doéniisimii Tx = 2—7x
seklinde tanimlansin. Bu durumda d(Tx, Ty) = |2—7x - 27—y = %Ix —y| = %d(x, y) oldugundan
T, bir daraltan doniisiimdiir. Fakat T nin X de bir sabit noktasi yoktur. Ciinkii sabit noktanin
tanimindan 2—7x =x = 2x = 7x = x = 0 olur. Fakat X = (0,1] oldugundan T nin X de bir sabit

noktasi yoktur.
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MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, ilk olarak Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 verilecektir. Sonra monoton
a —genislemeyen ve monoton (a, B) —genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarinin varlig: ile

ilgili baz1 teoremlere yer verilecektir.

Baz Iterasyon Metodlar

Mann iterasyon metodu: W. R. Mann tarafindan 1953 yilinda kurulmus ve Banach
daralma ilkesini saglayan doniisiimlerin sabit noktalarini elde etmek i¢in kullanilmigtir. 1953'te
Mann, genislemeyen bir T doniigiimiiniin sabit noktasini bulmak i¢in kendi adiyla anilan, {8,} c

[0,1] ve n = 1 olmak lizere

Xns1 = BpXxn + (1 — Bp)Txy 1)

seklinde tanimlanan Mann iterasyon semasini taktim etti (Mann 1953). Aslinda

iﬁn(l — f) = +oo
n=1

olmak tizere {x,}, Mann iterasyon dizisi H Hilbert uzayinda genislemeyen bir T doniisiimiin sabit

noktasina zayif yakinsar.

W. R. Mann’ in bulmus oldugu sonuglar 1971 yilinda Franks ve Marzec tarafindan, Franks
ve Marzec’in sonuglar1 da 1974 yilinda B. E. Rhoades tarafindan genisletilmistir. 1974 yilinda B.
E. Rhoades, herhangi bir kapali ve siirl araliktan yine bu araliga tanimli bir doniisiim(self-map)

icin Mann iterasyonunun bu doniisiimiin sabit noktasina yakisadigin1 gostermistir.

Ishikawa iterasyon metodu: 1974 yilinda S. Ishikawa tarafindan kurulmus ve
Lipschitzian ve pseudocontractive doniisiimler i¢cin Mann iterasyon metodunun yetersizligi
durumunda yeni bir iterasyon metodu olarak bulunmustur. Bu iterasyon ilk olarak bir Hilbert
uzayinin konveks ve kompakt alt kiimesi lizerinde tamimli Lipschitzian ve pseudocontractive bir

doniisiimiin sabit noktaya kuvvetli yakinsadigini gostermek amaciyla kullanilmistir (Berinde

2006).

X, bir normlu uzay, K, X in bos olmayan konveks alt kiimesi, T: K — K bir doniisim ve

X € K keyfi bir nokta olsun. O halde Ishikawa iterasyon metodu n = 0,1,2, --- i¢in
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{xn+1 = (1 - Sn)xn + s, Ty, (2)
v =1 —t)x, +t,Tx,

seklindedir. Burada {t,},{s,} € (0,1) ve

n—oo n—-oo

lims, =0, lim¢t, =0, anzoo

n=1
dir (Ishikawa 1974).

Ishikawa iterasyonunda t,, = 0 alinrsa bu iterasyon Mann iterasyon metoduna indirgenir.
Buna ragmen Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama sonuglar1 arasinda genel bir bag

yoktur (Berinde 2006).

Son yillarda, pek ¢ok matematikgi, lineer olmayan doniisiimlerin gesitli tipleri icin Mann
iterasyonunun ve onun modifiye edilmis versiyonlarinin gilicli ve zayif yakinsaklhigini
calismiglardir; 6rnegin, George ve Nse (2014) demicontractive doniisiimler i¢in, Hussain ve
arkadaslar1 (2013) hemicontractions i¢in, Liu (1995) gii¢lii accretive doniisiimler i¢in, Narghirad
ve ark. (2013) a-genislemeyen doniistimler i¢in, Suzuki (2005) genislemeyen semigroups igin,
Song (2008) genislemeyen doniistimler ailesi i¢in, Opial (1967) genislemeyen dontisiimler i¢in,
Kim ve ark. (2004) Kkesin hemicontractive doniisiimler igin, Okeke ve Kim (2015) rastgele
operatdrler i¢in, Berinde (2007) ve George ve Shaini (2012) Zamfirescu operatorleri igin, Gu ve
Lu (2004) dogrusal olmayan varyasyonel problemleri i¢in, Zhou ve ark. (2006), Song ve Wang
(2014), Zhang ve Su (2009), kesin olarak sézde daralma doniisiimler i¢in, Zhou ve ark. (2008),

kesin pseudocontraction doniisiimler i¢in modifiye Mann iterasyonunu ¢aligsmislardir.

(E, <) Banach uzayinda monoton a —genislemeyen doniisiimler igin Mann iterasyon
semasini ele alacagiz. Sonra diizgiin konveks sirali Banach uzaylarda sabit noktalarin bazi varlik

teoremlerini inceleyecegiz.

Tanmm 42: ||-|| normu ve < kismi siralama bagintisi ile E, bir sirali reel Banach uzayi ve

P, E nin bir alt kiimesi olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa P ye kapali konveks koni denir.
1. P, bostan farkli kapali ve P # {0},
2.Hera,b € Ri¢cina,b > 0ve x,y € Pikenax + by € P,
3.x€EPve—x€Pisex=0.

P, reel bir E Banach uzayinin kapali konveks koni olsun. E de P ye gore bir kismi siralama

" < ' bagntisi asagidaki gibi tamimlansin. Her x,y € E i¢in
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x < y (x < y) olmasi icin gerek ve yeter sart y — x € P (y — x € P) olmasidir. Burada P,
P nin i¢idir (Song et al. 2016). Her x,y € E igin sirali bir aralik,

[x,y] ={z€E:x <z<y}
seklinde tanimlanir.
x < yve her x,y € E i¢in sirali [x, y] kapali araliginin konveksligi
x<tx+(1-t)y<y
oldugunu ifade eder.

Calismamizda bundan sonra sirali araliklarin kapali ve konveks oldugunu varsayacagiz.
Calismamizin temelini olusturan ana bolimde kullanacagimiz bazi1 yardimci teoremler asagida

verilmistir.

Lemma 1: K, (E, <) sirali Banach uzayimin bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi

ve T: K = K monoton a —genislemeyen bir doniisiim olsun. Bu durumda,
1. T, monoton quasi genislemeyen,

2. x < y sartin1 saglayan her x,y € K i¢in

T_T2<_2MT_2MT_ — Tx —T
IToc = Tyll* < llx = ylI* + = T = xl1* + = lITx = xl[(llx =yl + [ITx = Tyll)

dir (Song et al. 2016).
Ispat: (1). Monoton & —genislemeyen doniisiimiin tanimindan

ITx —pll? = ITx — Tpll? < allTx — plI> + allTp — x|I* + (1 — 2a)[Ix — pl|?
= al|Tx —pll* + (1 — &)llx — plI?

ve buradan

ITx —pll? < |lx — pll?

elde edilir.

(2). 1> a=0ise,
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ITx — Tyll* < allTx — ylI> + allTy — x[I* + (1 = 2a) [lx — yI|?
< a(ITx — x|l + llx = yID* + a(lITy — Tx|| + [ITx — x|])?
+ (1= 20)|lx — ylI?
= allTx — x|I* + 2a|ITx — x|lllx — yll + allx — ylI* + alITy — Tx||?
+ 2allTy — Tx|[IITx — x|l + allTx — x[I* + (1 = 2a) [|x — y|?
= 2a|lx — Tx[I* + (1 = &)llx,, — x> + alITx — Tx,,|I?
+ 2a|ITx — x||(llx — yll + [ITx — Tyl

ve buradan

2a 2a
ITx = Tyl < llx = yII? + 7= IITx = xII? + == IITx = xl|(lx = yll + ITx = Ty)

elde edilir. Eger a < 0 ise,

ITx = Tyll* < allTx — y|I* + allTy — x[I* + (1 = 2a)[lx — yI|?
< a(lITx — x|l = llx = yID? + a(ITy — Tx|| — ITx — x[D?
+ (1= 2a)lx — ylI?
= allTx — x|I> = 2a|ITx — x|lllx — yll + allx = ylI* + «lITy — Tx||?
= 2a|ITy = Tx|llITx — x|l + al|Tx — x||* + (1 — 2a) |lx — yI?
= 2allx — Tx||> + (1 — &)||lx, — x||? + a||[Tx — Tx,I|?
— 2al|Tx — x||(llx = yll + ITx — Tyl

ve boylece
5 5 2a 5 2a
ITx =Tyl < llx = Y112 + T ITx = xII? = T IITx = xllllx = yll + ITx =Ty

elde edilir. O halde, x < y sartin1 saglayan her x,y € K igin

Tx —T 2 <« — 2 2—(1 Tx — 2 M Tx — — Tx —T
ITx =Ty < llx = yII2 + T ITx = xII? + = IITx = xllllx = yll + ITx =Ty

olur.

Diizgiin konveks E Banach uzayinda Xu tarafindan verilen ve kendi adi ile anilan esitsizlik
asagida verilmistir.

Lemma 2: E Banach uzayimin diizgiin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart g > 1 ve
r>0 olmak lizere her x,y€Bgr(0)={x€E:|x]|<r} ve te€[01] igin
lltx + (1 = Oyl < tllxl1? + (1 = Dlyll? —w(q, )f (llx — yID
olacak sekilde f(0) = 0 sartin1 saglayan siirekli, kesin artan, konveks bir f:[0, o) —[0, )
fonksiyonunun var olmasidir. Burada w(q,t) = t7(1 — t) + t(1 — t)9 seklindedir. Ozellikle g =

2vet = % alindiginda
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||x+y

C < Dz + 2z = 2 pae = i
o || S AT = e =y

elde edilir (Xu 1991).
Iyi bilinen bir sonug asagida verilmistir.

Lemma 3: C, yansimali bir E Banach uzayinin bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi
olsun. Varsayalim ki g:C — R ye proper konveks altyar1 siirekli ve coercive (zorlayict) bir

fonksiyon olsun (yani | 11”rn g(x) = ). Bu durumda g fonksiyonu € de bir minimuma sahip olur.
X||—c0o

Yani
g(x) = ;relgg(y).
olacak sekilde bir x € C vardir (Takahashi 2000).

Monoton Déniisiimlerin Sabit Noktalar:

Monoton a —genislemeyen bir T doniisiimii i¢in Mann iterasyonu, n> 1 ve (0,1) deki
{B,.} dizisi i¢in,

Xns1 = BnXn + (1= Br)Txy
seklinde tanimlanmustir. Bundan sonra
F(T)={p € F(T):p < x1} ve Fo(T) = {p € F(T):x; < p}

gosterimini kullanacagiz. Hem F.(T) hem de F.(T) kapali ve konvekstir.

Asagidaki Lemma Dehaish ve Khamsi tarafindan verilmistir.

Lemma 4: K, (E,<) sirali Banach uzayinin bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi
ve T: K - K monoton bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki {x,,} dizisi (1) ile tanimlansin ve x; <

Tx; (veya Tx; < x4) olsun. Bu durumda
1.xp S Xpy1 < Txp < Txpyq (VeyaTxpq < Txy < Xpyq < X)),

2. {x,,} dizisinin x € K noktasina zayif yakinsamasi sartiyla her n > 1 i¢in x,, < x (veya

x < xp)
olur (Dehaish and Khamsi 2015).

(E, <), diizgiin konveks sirali Banach uzaymda tamimli monoton a —genislemeyen

doniistimlerin sabit noktalarinin varligs ile ilgili baz1 teoremler asagida verilmistir.
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Teorem 10: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzaymin bos olmayan kapall,
konveks bir alt kiimesi ve T: K — K monoton a¢ —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul edelim

Ki x, < Tx; vebir y € K i¢in x,, < y sartim saglayan (1) ile tammlanan {x,} dizisi sinirh ve
liminf||x,, — Tx,|| = 0
n—->oo
olsun. Bu durumda F.(T) # @ olur (Song et al. 2016).
Ispat: linn_l)igfllxn — Tx,|| = 0 oldugundan Ili_r)rgg”xnk — Txy,|| = 0 olacak sekilde {x,, } ©
{x,,} bir alt dizisi mevcuttur. Lemma 4 ten x; < x, < xp,, < X, 4q dir. Her k > 1 igin € =
{Z € Cixp, < Z} olsun. Agik¢a her bir k > 1 igin Cy, kapali, konveks ve y € Cj, olup C} bostan
farklidir. C = Ny~ Cy olsun. C, K (y € C) nin kapali konveks bostan farkl alt kiimesidir. {xnk}
dizisi sinirli oldugundan her z € C igin
: 2
g(z) = limsup||x,,, — z|
k—oo
olacak sekilde bir g: C — [0, +00) fonksiyonu tanimlanabilir. Lemma 3 ten

g(z*) = ;relgg(Z) (3)

olacak sekilde bir z* € C vardir. € nin tanimindan,

*

X1 SXp, SXp, S S Xp, SXp1 S0 SZ

elde edilir. T nin monotonlugundan ve Lemma 4 ten, k = 1 igin x,, < Tx,, < Tz" oldugundan

+Tz*

Tz* € C ve boylece z € C olur. z* 1n (3) tamimindan

z*+Tz*
2

9z <g(255), 9z < g(T2) (4)

yazilir. Diger yandan Lemma 1 den

2

||Txnk —Tz"
a2 2a 2
S ||x7’lk -z + 1 —a ”Txnk - xnk“
e ||Txnk - xnk”(”xnk -z + ||Txnk —Tz )
olur. {x,,} dizisinin simrlihgindan Ilim ||xnk - Txnk” = 0 dir. Ayrica
-0

*

(5)

limsup”Txnk — 712 < limsup”xnk -z
k—oo k—oo

oldugundan
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g(Tz*) = limsup”xnk 12| = limsup”Txnk —712*||”
k—o0 k—o0

*

L =g 6)

< limsup”xnk -z
k—o0

elde edilir. Simdi z* = Tz* oldugunu gosterelim. Lemma2den(q =2vet = %) ve (6) dan

2

(z*+Tz* ) Y z"+Tz"
o) = o=
x B
Xn, —Z  Xp, —Tz
= limsu £ +
k—>oop 2 2

. 1 |12 1 «[|? 1 * *
Sln’;njip E”xnk—z +§”xnk_TZ _Zf(”Z - Tz

<29z +59(2) — 2 fllz’ ~T2'I) < (") — 3 f(lz" ~ T2°]).

sonucu ¢ikar. (4) denklemi gz Oniine alinarak

Z Z)SO (7)

1 * * *
Ll =12 < g6 = g (*—

olur ve boylece f(||z* — Tz*||) = 0 elde ederiz. Boylece f nin 6zelliginden z* = Tz* dir. Béylece

ispat tamamlanur.

Teorem 10 daki ispat teknigi kullanilarak, C; = {Z EK:z< xnk} Ve xp41 < X, alinarak
asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 11: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzaymin bos olmayan kapali,
konveks bir alt kiimesi ve T: K = K monoton a —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul edelim

Kix; = Tx; vey € K igin x,, = y sartin1 saglayan (1) ile tanimlanan {x,} dizisi sinirh ve
liminfl||x,, — Tx,|| = 0
n—oo
olsun. Bu durumda F<(T) # @ olur (Song et al. 2016).

Teorem 12: P kapali konveks koni ve T: P — P monoton a —genislemeyen bir doniisiim

olmak iizere (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzay1 olsun. Kabul edelim Ki
x; = 0vey € P igin x,, < y sartim1 saglayan (1) ile tammlanan {x,,} dizisi sinirhi ve

liminf||x,, — Tx,|| = 0
n—->0o

olsun. Bu durumda F5(T) # @ olur (Song et al. 2016).
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Ispat: ' <’ kismi siralama bagntisinin tammindan x; = 0 < T0 = Tx, olur. Teorem 10

dan sonug ¢ikar.

Simdi de diizgiin konveks (E, <) sirali Banach uzayinda monoton (a, f) —genislemeyen
doniisiimlerin sabit noktalarinin varlig1 incelenecektir. Sabit noktalarin varligini géstermeden dnce

teoremlerde kullanacagimiz birka¢ Lemma asagida verilmistir.

Lemma 5: K, (E,<) sirali Banach uzaymin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi

ve T: K — K monoton («, f) —genislemeyen bir doniisiim olsun. Bu durumda,
1. T, monoton quasi-genislemeyen,

2.a,f < 1vex < ysartin1 saglayan her x,y € K icin

a+
LNV

ITx — Tyll? < |lx — yll* +
Lyl ®)

2
+m ITx — x| (lelllx = Il + [BIITx =Tyl

dir (Muangchoo-in et al. 2017).
Ispat: 1.

ITx — pll> = ITx — Tpll?> < allTx — pll? + BlITp — xI1? + (1 = (a + B))llx — pll?
= al|Tx — pllI? + (1 — &)llx — plI?.

ve buradan

ITx —pll* < llx — pll?

elde edilir.
2. Tanim 34 ten yola ¢ikarak asagidaki durumlar diisiinebiliriz:
a) 0 < a,f < 1iseozaman

ITx — Tyll? < allTx — ylI> + BlITy — x> + (1 = (@ + B))lIx — ylI?
< a[llTx — x|l + llx — yllI* + BUITY — Tx|l + ITx — x|[]?
+(1—(a+B)llx -yl
= allTx — x|I* + 2alITx — x||llx — y|l + allx — ylI* + BlITy — Tx||?
+ 2Ty — Tx|ITx — x| + BlIITx — x> + (1 = (a + B))llx — ylI?
= (a+BITx — xII> + (1 = P)llx — ylI* + BTy — Tx||?
+ 2\ITx — x|l[allx — yll + BlITx — Tyll]
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ve buradan

a+p 2
——ITx = x|I> + —— ITx — x|l[allx — yll + BlITx — Tylll.

Tx — Tyll*> < |lx — ylI? +
1o = Tyll*® < llae = ylI* + 7 3 -3

elde edilir.
b)Eger0 <a<1vef <O0ise

ITx — Tyll? < allTx — ylI? + BIITy — x| + (1 — (a + B))lIx — ¥lI?

< a[llTx — x|l + llx = yllI* + BTy — Tx|l = ITx — x|[]?
+ (1= (a+B)llx = ylI?
= allTx — x|I> + 2alITx — x|lllx — yll + allx = ylI* + BTy — Tx||?
= 2BITy — Tx|ITx — x| + BlIITx — x[1? + (1 = (a + B))llx — ylI?
= (a+ PIITx — x| + (1 = Bllx — ylI> + BlITy — Tx||?
+ 2[ITx — xl|[allx — yll = BlITx — Tyll]

ve buradan

a+p 2
—— ITx —x|I? + —— ITx — xl|[allx — yIl = BlITx — Tyll]

Tx —Tyll? < |lx —y|l? +
1T = Tyll® <l = ylI* + 5 3 =3

elde edilir.
C)Egera<0Ove0<pf <1ise
ITx — Tyl? < allTx — ylI2 + BIITy — x| + (1 — (a + B))lIx — ¥lI?
< a[llTx — x|l = llx — yllI* + BTy — Tx|l + ITx — x|[]?
+ (1= (a+P)lx—yll?
= allTx — x|I* = 2alITx — x|lllx — yll + allx — ylI> + BTy — Tx||?
+ 28Ty — Tx|lITx — x|l + BlITx — x> + (1 — (a + B))llx — ylI?

= (a+ PITx — x> + (1 = Bllx — ylI* + BTy — Tx||?
+ 2|ITx — x|[[—allx =yl + BlITx — Tyll]

ve buradan

a+pf 2
—— ITx = x|I> + —— ITx — x|l[[-allx — yll + BlITx — Tyll]

Tx —Tyll> < llx — yll* +
ITx —Tyll* < llx — yll -3 -3

elde edilir.

d) Eger o, 8 < 0 ise
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ITx — Tyl? < allTx — ylI? + BITy — x| + (1 — (a + B))lIx — ¥lI?
< a[llTx — x|l = llx — yllI* + BUITY — Tx|l = ITx — x|[]?
+ (1= (a+B)llx = ylII?
= allTx — x|I* = 2alITx — x||llx — y|l + allx — ylI* + BlITy — Tx||?
—2BIITy — Tx|ITx — x|l + BlIITx — x|1? + (1 = (a + B))llx — ylI?
= (@ + PIITx — x|l + (1 = Bllx — ylI> + BlITy — Tx||?
+ 2\ITx — x|[[—allx =yl = BlITx — Tyll]

ve boylece
a+p 2
ITx = Tyll? < llx — ylI> + ¢ ITx — x| + -5 ITx — xll[=allx — yll = BlITx — Tyll]
elde edilir. O halde a, 8 < 1 ve x < y sartin1 saglayan her x,y € K igin
a+p
ITx — Tyll* < llx = ylI* + -3 ITx — x|I?

2
+ -3 ITx — x[[[lelllx = yll + [BIITx — Tyll]

olur ve ispat tamamlanir.

Lemma 6: K, (E,<) sirali Banach uzayinin bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi
ve T: K - K monoton bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki {x,,} dizisi (2) ile tanimlansin ve x; <

Tx; (veya Tx; < x,) olsun. Bu durumda

L xS yp<xpp1Ve x, <y, <Tx,<Ty, (Veya x, =y, = Xp41 V& Xp =Y, =

Txy, =Ty,);

2. {x,} dizisinin x € K noktasina zayif yakinsamasi sartiyla her n < 1 i¢in x,, < x (veya

x < Xp)
olur (Dehaish and Khamsi 2015).

Ispat: 1. k; < k, olacak sekilde kq, k, € K olsun. Her a € [0,1] igin sira araliklari

konveks oldugundan
ki < (11— )k, + ak, <k,

olur. Varsayima gore elimizde x; < Tx; var ve dolayisiyla n =1 i¢in esitsizlik dogrudur.

Varsayalim ki k > 2 i¢in x;, < Tx;, olsun. Konvekslik ve monotonluktan

Xk < (1 - tk)xk + tkak =Yk < (1 - tk)Txk + tkak = Txk,
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yani, x, <y, < Tx; olur. Monotonluk sayesinde x; < y, < Txj, < Ty, elde ederiz. x;, < Ty,

dan konvekslige gore
X < (1= sp)xp + sk Ty = Xper < Ty
olup x, < xi4q < Ty oOlur. Yine
Yie = (1= t)x + 6T < (1= s.)x + 5k Tyr = Xy

oldugundan xj, <y, < x4 bulunur. Monotonluk sayesinde Ty, < Txj.,, elde ederiz. Boylece
Xi41 < Txpyq olur. Timevarim yoluyla su sonuca variriz: Her n > 1 i¢in x,, < Tx,, oldugu

aciktir. Simdi konvekslige gore her n > 1 i¢in x,, < Tx,, e sahibiz.
Xn < (A —s)xn + 5, Txy =y, < Txp,
T nin monotonlugundan Tx,, < Ty,, yani x, <y, < Tx, < Ty,. Ve
Yo = (1 =sp)xn + 5,Txp, < (1= 5p)%, + Sy Ty < Xpq,
Boylece x,, < y,, < x4,41 OlUr.

Dolayisiyla su sonuca variriz: x, < y, < Xp4q V€ X, < ¥, < Txp, < Ty,. Diger yandan

Tx, < x4 oldugunu varsayarsak x,, = y,, = X,41 V€ X, = ¥, = Tx,, = Ty, olur.
2. Dehaish ve Khamsi den (Lemma 3.1) sonuca ulastik ve ispat tamamlanir.

Simdi, (E,<) diizgiin konveks sirali Banach uzayinda monoton (a,) —genislemeyen

doniistimlerin sabit noktalari ile ilgili baz1 teoremler asagida verilmistir.

Teorem 13: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzaymin bos olmayan kapali,
konveks bir alt kiimesi ve T: K - K monoton (a, ) —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul
edelimki x; < Tx,; ve y € K i¢in x,, < y sartim saglayan (2) ile tammlanan {x,,} dizisi simirl ve

liminf||x,, — Tx,|| = 0
n—-oo
olsun. Bu durumda Fs(T) # @ dir (Muangchoo-in et al. 2017).
Ispat: liminfl||x,, — Tx,|| = 0 ifadesinden lim llxn, — Txn, || =0 olacak sekilde bir
n—-oo —00
{xnk} c {x,,} alt dizisi mevcuttur. Lemma 6 dan x; < x,,, < xp,, ., < Xp, 4 dir. Her k > 1 igin
C={zek: Xn, < z} olsun. Agikca her bir k > 1 igin Cy, kapali konveks y € C;, olup buradan

Cy bostan farkli olur. Simdi C = N, -, C,, K nin kapali konveks bostan farkli alt kiimesi olsun.

{xnk} dizisi simrli oldugundan her z € C icin g(z) = limsup||x,, — z||? olacak sekilde bir g: C —

n—-oo

[0, +o0) fonksiyonunu tanimlanabilir. Lemma 3 ten

27



9(z") = inf g(2) ©)

olacak sekilde bir z* € C vardir. € nin tanimindan,

*

X1 S Xp, SXp, S S X, S X1 S0 2

elde edilir. T nin monotonlugundan ve Lemma 6 dan k > 1 igin x,, < Tx,, < Tz" oldugundan

Tz* € C ve boylece Z*+2TZ* € C olur. Boylece (9) ile
z"+Tz*
90 < g(—5—), 9G) <92 (10

yazilir. Diger yandan Lemma 5 ten

||Txnk —Tz*||°

2 (X+ﬁ
+1—ﬁ

*

”Txnk - xnkllz

< ||xnk -z

+ |,8|||Txnk —Tz*

]

2
+— ||Txnk — xnk“[lal ||xnk —z*

1-p
olur. {x,,} dizisinin sinirliligindan lilgninf ||xnk - Txnk” = 0 dir. Ayrica

2

*

”Txnk —12*° < ||xnk -z

ve

<112

limsup||Tx,, — Tz*”2 < limsup||x,, — z (11)
yazilir. Boylece, (11) kullanilarak,
g(Tz*) = limsupl||x,, — Tz*||° = limsup||Tx,,, — Tz* ’
k—oo k—oo
< lig{nsup”xnk — 7| =g(z*) (12)

elde edilir. Simdi z* = Tz* oldugunu gosterelim. Lemma2 den (g =2vet = %) ve (12) den
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25+ Tz* |2

2

Xnk -

z*+Tz" )
g (—) = limsup
2 k— oo
Xn, —Z° N Xn, —TZ"
2 2

= limsup
k—oo

2

1 *
+ E ||xnk —Tz

2 1 * *
— 2 flliz =7z ||))

1
< llrkr:sip (E ||xnk -z
<29 +59(T2) = flz" = T2') < g(z) = 7 f(llz* = T2"1).

sonucu ¢ikar. Lemma 2 den

1 i . . z*+Tz*
Uz =12 < g - g () <0

olur ve boylece f(||z* — Tz*||) = 0 elde ederiz. Boylece f nin 6zelliginden z* = Tz* dir. Bu

¢Oziim istenen sonucu verir ve ispat tamamlanir.

Teorem 14: K, (E,<) diizgiin konveks sirali Banach uzaymin bos olmayan kapall,
konveks bir alt kiimesi ve T: K - K monoton (a, 8) —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul
edelimki Tx; < x; ve y € K igin y < x,, sartim1 saglayan (2) ile tamimlanan {x,} dizisi sinirli ve

liminf||x,, — Tx,|| = 0 olsun. Bu durumda F.(T) # @ dir (Muangchoo-in et al. 2017).
n—oo

ispat: liminf||x,, — Tx,|l = 0 ifadesinden 1iI§ninf||xnk — Txp, || = 0 olacak sekilde bir

n—oo —00
{xnk} c {x,} alt dizisi mevcuttur. Lemma 6 dan x,,, < x,, <x; dir. Her k > 1 i¢in C =
{z €EK:z< xnk} olsun. Agikga her bir k > 1 i¢in Cy, kapali konveks y € C;, olup buradan Cj

bostan farklidir. Simdi C = N, -, C,,, K min kapali konveks bostan farkli alt kiimesi olsun. {xnk}

dizisi sinirli oldugundan her z € C igin

9(2) = limsup|lx,, — z||?

n—-oo

olacak sekilde bir g: C — [0, +00) fonksiyonu tanimlanabilir. Lemma 3 ten

g9(z") = inf g(2) (13)

olacak sekilde bir z* € C vardir. C nin tanimindan,

*

X1 2Xp, 2 Xp, 2" 2 X, 2 X412 2Z

elde edilir. T nin monotonlugundan ve Lemma 6 dan k = 1 i¢in x,, = Tx,, = Tz" oldugundan

z*+Tz*
2

Tz* € C ve boylece € C olur. Boylece (13) ile
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z*+Tz*

). gz < g(r2) (14)

g&ﬂsg(

yazilir. Diger yandan Lemma 5 ten

||Txnk
<112 a+ ﬁ
S ”xnk —Z +m”Txnk xnk“
2
+ m ”Txnk - xnk”[lal ”xnk -
olur. {x,,} dizisinin simirlihgindan lilgninf ||xnk - Txnk” = 0 dir ayrica
I, = T2°° < [l = 2*II
ve
limsup“Txnk - TZ"‘”2 < limsup”xnk -z (15)
k—o0 k—o
yazilir. Boylece (15) i kullanilarak,
g(Tz*) = limsup”xnk — TZ*”2 — limsup”Txnk - TZ*”2
k—oo k—oo
< limsup”xnk 7| = g(z¥) (16)
k—o0

elde edilir. Simdi z* = Tz"* oldugunu gosterelim. Lemma 2 den (g = 2vet = %) ve (16) dan

(z* +Tz* ) y Z* +Tz*
o) = =
* £ 12
= limsup T — % + Xy 17
k—oo 2 2

2

2 1 * *
+ 5l 2 fliz" =T2°1)

< limsup <— ||xnk z"

k—oo
1 1
<59@)+5 gU?)——fmz —Tz'l) < (@) — 2 fUlz" = Tz"[})

Sonucu ¢ikar. Lemma 2 den

z*+ Tz*
aRL AP

1 * * *
Lz =12 < 9@ - g (7=

olur ve boylece f(||z* —Tz*|[) = 0 elde ederiz. Boylece f nin 6zelliginden z* = Tz* dir. Bu

¢Ozlim istenen sonucu verir ve ispat tamamlanir.
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde ilk olarak n > 1 ve (0,1) deki {B,,} ve {s,} dizileri i¢in,

limsup B,(1 — B,,) > 0 veya liminf8,(1 —8,) >0
n—-oo

n—-oo

kosullar1 altinda monoton @ —genislemeyen doniisiimlerin bir sabit noktasini bulmak i¢in Mann

iterasyonunun zayif ve giiclii yakinsamast ile ilgili bazi teoremler ve ispatlar1 verilmistir. Sonra

limsup s,,(1 — s,) > 0 ve liminfs,(1 —s,) >0
n—oo

n—-oo

kosullar1 altinda monoton (a, f) —genislemeyen doniisiimlerin bir sabit noktasini bulmak i¢in
Ishikawa iterasyonunun zayif ve gii¢lii yakinsamasi ile ilgili bazi teoremler ve ispatlar

verilmistir.

Daha sonra, bu ¢alismadaki ana sonucu gostermek icin sayisal bir 6rnek verilmistir.

Mann iterasyon Metodunun Zayif ve Giiclii Yakinsamasi

Ik olarak (E, <) siral1 Banach uzayinda monoton a —genislemeyen bir T doniisiimii

icin Mann iterasyonunun yakinsamasini inceleyecegiz.

Teorem 15: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzayinin bos olmayan kapali,
konveks bir alt kiimesi ve T: K - K monoton a —genislemeyen bir donilisiim olsun. Kabul
edelim ki {x,} dizisi (1) ile tammlansin, x; < Tx; (veya Tx; < x;) ve F5(T) # @ (veya

F.(T) # @) olsun. Bu durumda

1. {x,,} dizisi simirlidir,
2. lxp4q — pll < llxy, — pll ve herp € F.(T) (veyap € F<(T)) igin lim [|x,, — pl| limiti
n—->00
vardir,

3. limsuppB, (1 — B,,) > 0 ise liminf]||x,, — Tx,|| = 0 di,
n—-oo

n—-oo

4. liminfB,(1 — B,,) > 0 ise lim ||x,, — Tx,|| = 0 dir (Song et al. 2016).
n—-oo

n—00

Ispat: Genelligi bozmaksizin, x; < p € Fo(T) oldugunu varsayalim. Her n > 1 igin

X, < p oldugunu iddia edelim. T monoton oldugundan

X1STX1£Tp=p

ve buradan

X, <x,<Txy <p
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olur. Kabul edelim ki x,, < p olsun. Buradan Tx,, < Tp = p elde edilir. Lemma 4 ten
Xn < Xp1 <Tx, <p
olur. Yani iddia edildigi gibi x,,,; < p dir. Diger yandan Lemma 1 den her n > 1 igin
ITx,, = pll < llx,, — pll
oldugu sonucu ¢ikar ve boylece
12041 =PIl < Bullxn —pll + (1 = BT, — pll
< ﬁn”xn - P” + (1 - ﬂn)”xn - P”
= |lxp, —pll -
< llx —pll
elde edilir. O halde {||x,, — pl|} dizisi artmayan ve siirli bir dizidir. Dolayisiyla 1 ve 2 saglanir.

Simdi 3 ve 4 i gosterelim. Lemma 2 (g = 2 vet = f3,,) den,

”xn+1 - p”2 = ||,8n(xn - p) + (1 _ ﬂn)(Txn - Tp)”z
< Ballxn = plI? + (1 = BIITx, — plIZ = B (1 = B f Ulxty — TxulD
< llxp = plI? = B (1 = Br) f (llxxy, = Txy 1)

ve boylece,

Bn(L = B fUlxn — TxplD) < llxn, — pll2 = llxpeqr — plI2
olur. Sonra 2 den

limsupf, (1 — Bn) f(llxn — Txpll) = 0

n—oo

sonucu ¢ikar.

3. limsupB,(1 — B,,) > 0 ve

(timsupf, (1 — £)) (timinf £ (llxy = Txyl)) <Timsupf(1 = ) (lxn = Tl

oldugundan

liminf f||x,, — Tx,|l = 0,
n—->oo

olur. Bu ise fnin 6zellikleri geregi 3 i ifade eder.

4. liminfg,,(1 — B,) > 0 ve

n—>oo
(iminfB, (1 — B,)) (limsup £ ([lxy, — Tx,ID) <limsupBp(1 — B)f (lxs — Txnll)
n—-oo n—-oo n—oo
oldugundan
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lim f(llx, = Ty ) = limsup f(llxy, = T, ll) =,

n—oo
olur. Bu ise f nin 6zellikleri geregi 4 i ifade eder ve ispat tamamlanir.

Teorem 16: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzayinin bos olmayan kapali,
konveks bir alt kiimesi ve T: K - K monoton a —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul
edelimki E, Opial in sartin1 saglasin ve x; < Tx; (veya Tx; < x;) olmak iizere {x,} dizisi (1)
ile tammlansin. Eger F.(T) # @ (veya F<(T) # @) ve liminfB,(1 — B8,) > 0 ise {x,} dizisi,

n—oo
T nin z sabit noktasina zayif yakinsar (Song et al. 2016).
Ispat: Teorem 15 ten {x,,} dizisi stmirlidir ve

lim ||x,, — Tx,ll =0
n—>oco

olur. z € K noktasina zayif yakinsayan bir {xnk} c {x,,} alt dizisi vardir. Lemma 4 ten her k >

ligin x; < x, <z (Veya z < x,, < x,) elde edilir. Diger yandan Lemma 1 (2) den

2 2 2a 2
||Tx1’lk - TZ” S ||Xnk - Z” + 1 —a ||Tx7’lk _ xnk”
2|a|
T [T, = 20, | (b, = 2l + [T, = T2])).
olur. {x,,} dizisinin simirlihgindan ve Ilim ||xnk - Txnk” = 0 dan
limsup”Txnk - Tz||2 < limsup”xnk - z||2 (17)

yazilir ve bdylece

limsup”Txnk —Tz| < limsup”xnk | (18)
k—o0 k—oo

elde edilir.

Simdi z = Tz oldugunu gosterelim. Varsayalim bu ifade dogru olmasin yani z # Tz

olsun. (18) ve Opial sartindan
lig{nsup”xnk —z| < lill;nsup”xnk —Tz|| < lig{nsup(”xnk - Txnk” + ||Txnk —Tz||)

< limsup”xnk - z||
k—oo

elde edilir, bu bir ¢eliskidir. Yani z € F.(T) (veya z € F.(T)) olur. Teorem 15 (2) den

lim ||x,, — z|| vardir. Simdi {x,,} dizisinin z noktasina zayif yakisadigini gosterelim. Bunun
n—-oo

dogru olmadigini varsayalim. O zaman x € K noktasina zayif yakinsayan bir {xn].} alt dizisi

vardir ve z # x olur. Benzer sekilde x = Tx ve lim [|x,, — x|| vardir. Opial sartindan
n—oo
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lim ||x,, — z|| < lim ||x,, — x|| = limsup ”xn - x” < lim ||x,, — z||
n—oo n—oo J n—-oo

jooo
olur. Bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle x = z olur bu da ispati tamamlar.
Simdi (1) ile tammlanan {x,,} dizisinin gli¢lii yakinsamasi ile ilgili bir teorem verecegiz.

Teorem 17: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzayinin bos olmayan kompakt,
kapali konveks bir alt kiimesi ve T: K - K monoton a —genislemeyen bir doniisiim olsun.

Varsayalim ki x; < Tx; sartin1 saglayan {x,} dizisi (1) ile tammlansin. Eger limsup B,,(1 —
n—oo

B) > 0ise {x,} dizisi y € F.(T) sabit noktasina gii¢lii yakinsar (Song et al. 2016).

Ispat: K nin kompaktligindan y € K noktasina giiclii yakinsak ve {xnk} c {x,,} olacak
sekilde bir {xnk} alt dizisi vardir. Lemma 4 ten her k = 1 i¢in x; < x,, <y oldugu sonucu

¢ikar. Teorem 10 dan F5(T) # @ dir. Teorem 15 ten {x,,} dizisinin sinirh oldugu ve
lirgr_l)igfllxn —Txpll =0
oldugu sonucu ¢ikar.
Genelligi bozmaksizin,

Ili_)l’l;l()”xnk - Txnk” =0

oldugunu kabul edebiliriz. Diger yandan Lemma 1 (2) den

2a 2
p ”Txnk - xnk“

70, = 191 < I, = 51+

2|al
1—«a

1T, = 2 [l (1, = Y1 + 1T, = Ty l)
dir. {xn,} dizisinin smirlihgindan  lim llxn, — vl =0 ve lim || %0, — Txn, | =0 olur.
limsup||Tx, — Ty||* < 0
olup llifgo”Tx"k — Ty|| = 0 elde edilir. Bu durumda
limsup|xn, — Ty|| < timsup(|lxn, = Totn, | + T2, = T¥[]) = 0

ve bu boylece  lim ||xn, — Ty|| = 0 olur. Bu ise y € Fo(T) demektir. Teorem 15 (2) den

lim ||x,, — y|| vardir ve boylece lim |[|x,, — y|| = 0 olur. Bu da ispati tamamlar.
n—oco n—oo

Asagidaki teoremler de benzer olarak ispatlanabilir.
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Teorem 18: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzaymi bos olmayan kompakt,
kapali konveks bir alt kiimesi ve T: K - K monoton a —genislemeyen bir doniisiim olsun.
Kabul edelim ki x; <Tx, sartini saglayan {x,} dizisi (1) ile tanimlansin. Eger

liminf B,,(1 — B,,) > 0 ise {x,,} dizisi y € F.(T) sabit noktasina giiglii yakinsar (Song et al.
n—-oo
2016).

Teorem 19: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzaymin bos olmayan kompakt,
kapali konveks bir alt kiimesi ve T: K - K monoton a —genislemeyen bir doniisiim olsun.
Kabul edelim ki x; <Tx; sartim1 saglayan {x,} dizisi (1) ile tammlansin. Eger

limsup B,,(1 — B,,) > 0veya liminf 8, (1 — B,,) > 0ise {x,} dizisi y € F.(T) sabit noktasina
n—oo

n—-oo

gliclii yakinsar (Song et al. 2016).

Ishikawa iterasyon Metodunun Zayif ve Giiclii Yakinsamasi

Teorem 20: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzayinin bos olmayan kapali,
konveks bir alt kiimesi ve T: K = K monoton (a, ) —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul
edelim ki {x,} dizisi (2) ile tanimlansin, x; < Tx; (veya Tx; < x;) ve F»(T) + @ (veya
F_(T) # ©) olsun. Bu durumda

1. {x,} dizisi stnirhidir,
2. lxpeq —pll < llxp, —pll ve her p € Fo(T) # @ (F<(T) # 9) igin ,lif(}o”x” - pll

limiti vardir,

3. limsup(1 —s,,)s, > 0ise liminf||x,, — Tx,|| = 0 dir,
n—-oo

n—0o

4. liminf(1 — s,)s, > 0ise lim||x,, — Tx,|| = 0 dir (Muangchoo-in et al. 2017).
n—-oo

n—->oo

Ispat: Genelligi bozmaksizin, x; < p € F5(T) # @ oldugunu varsayalim. Her n > 1
icin x,, < p oldugunu iddia edelim. T nin monotonlugundan, x; < Tx; < Tp = p ve buradan
X1 <y, <Tx; <polurozaman y; < p dir. Tekrar T nin monotonlugundan, x; < Ty; den
Ty, < Tp = p elde ederiz. Konvekslikten x, < p olur ve buradan x; < x, < p yazilir. Kabul
edelim ki baz1 k > 2 i¢in x; < p dir. Monotonluktan Tx, < Tp = p, Lemma 6 nin (1)
sartindan x, <y, < Txp < Ty Ve xx <y, < Tx, < polur. y, <pden Ty, <Tp =pdir.

Konvekslikten x;, < Ty, ve
X < (A =sp)xp + 5Ty = X1 < Tyg.

Yani x4, < p elde edilir. Béylece her n < 1 i¢in x,, < p oldugu sonucuna variriz. Her

n = 1igin Lemma 6 dan ||Tx,, — pll < |lx,, — pll oldugu sonucu ¢ikar ve boylece
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“yn - p” = ”(1 - tn)xn + tnTxn - p”
< (1=t )llx, —pll + t,IT(x;) — pll
< (A =t )llxy, —pll + tyullx, —pll = llx, —pll.

olur. Sonug olarak,

IxXne1 —pll = I(1 = s)x5 + 5, T () — 2l
< (1= spllxp = pll + spllTy, — pll
< (1= s)llxn, = pll + spllyn —pll
< (1= spllxp = pll + spllxn, — pll = llx, — pll

< llxy —pll

elde edilir. {||x,, — pl|} dizisi artmayan ve sinirl bir dizidir. Dolayisiyla (1) ve (2) saglanir.

Simdi (3) ve (4) {in ispatin1 gosterelim. Lemma 2 (q = 2,t = s,,) den ve Lemma 6 dan

%41 — PlI? = (1 = sp)xp + 5, Ty — plI? < 1(1 = 5) (= P) + 50 (T, — DII?
< (1 = spllxn = plI? + splITy, = plI? = 5,(1 = sp) f(llx — Tyl
< (1= spllxy = plI? + spllyn — 2l = 5, (1 = s) f (Ul = Tyl
< 1 =s)lx, = pll* + s,llx,, — pll? = 5,(1 = 5,)f(lx,, — Tyl
< llxp = plI? = 5,(1 = 5) f(lloxp, — Tyl
ve boylece,

Sn(1 = s f(llxy — Txpll) < llxy = pll? = llxp4q — plI%

olur. Sonra sonug (2) den

limsup s,,(1 —s,) f(llx,, = Tx,|) =0

n—>0o

sonucu ¢ikar. Sonug (3) ten yola ¢ikarak limsup s, (1 — s,) > 0 oldugundan

n—-o0o

(limsup s, (1 - Sn))(lirlnligff(llxn — TxulD)) <limsup s,(1 — s,) f (llxx, — Txpll),

n—oo n—->oo
liminf f(||x,, — Tx,||) =0
n—->oo
elde ederiz. Boylece f nin 6zelliginden
liminf||x,, — Tx,|| =0
n—-oo

olur. Sonug (4) ten yola ¢ikarak liminf s, (1 — s,) > 0 oldugundan
n—-oo

(liminf s, (1 = s,)) (timsup £ (llxy = Txal1)) <limsup 5,(1 = 5)f ([l = T,

n—00 n—-oo

lim f(llxn = Txpll) =limsup f(llx, — Txzll) = 0.

n—00
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Boylece f nin 6zelliginden

lim ||x,, — Tx,ll =0
n—-oo

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 21: K, (E,<) diizgiin konveks sirali Banach uzayinin bos olmayan kapali,
konveks bir alt kiimesi ve T: K —» K monoton (a, ) —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul
edelimki E, Opial’in sartin1 saglasin ve x; < Tx; (veya Tx; < x,) olmak iizere {x,,} dizisi (2)

ile tammlansin. Eger F5(T) # @ (veya F<(T) # @) ve liminfs, (1 —s,,) > 0 ise {x,,} dizisi, T
n—-oo
nin z sabit noktasina zayif yakinsar (Muangchoo-in et al. 2017).
Ispat: Teorem 20 den {x,,} dizisi sinirh ve lim ||x,, — Tx,,|| = 0 olur. z € K noktasina
n—oo

zay1f yakinsak olacak sekilde bir {xnk} C {x,} alt dizisi vardir. Ardindan Lemma 6 dan her k >

ligin x; < x,, <z (Veya z < x, < x;) elde edilir. Diger yandan Lemma 5 (2) sartindan

a+p
ITx — Tyll* < llx — ylI* + T—g T~ x||?
—B
2
+m ITx — xlllalllx — yll + BIITx — Tyll]
olur. {x,,} dizisinin simirlihgindan ve 111_1)130 ||Txnk - xnk” = 0dan

limsup”Txnk - TZ||2 < limsup”xnk — z||2
(o]

n—oo -

yazilir ve bdylece

limsup||Txy, — Tz|| < limsup||x,, — z|| (19)

n—oo -

elde edilir. Simdi z = Tz oldugunu gdsterelim. Varsayalim bu ifade dogru olmasin yani z # Tz

olsun. (19) ve Opial’ in sartindan ,

limsup”xnk —z|| < limsup”xnk — Tz||
k—oo

k—oo

< limsup(”xnk - Txnk” + ||Txnk — Tz||

k—oo

< limsup”xnk - z||
k—oo

elde edilir, bu bir celiskidir. Yani z € F5(T) (veya z € F.(T)) olur. Teorem 20 nin (2)

sonucunu kullanarak, lim ||x,, — z|| vardir. Simdi {x,} dizisinin z € T noktasina zayif
n—->oo

yakinsadigini gosterelim. Bunun dogru olmadigini varsayalim. O zaman x € K noktasina zay1f
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yakinsayan bir {xnj} alt dizisi vardir ve z # x olsun. Benzer olarak x = Tx ve lim ||x,, — x||
n—-oo

mevcuttur. Opial’ in sartindan

lim ||x,, — z|| < lim [|x,, — x|| = limsup ”xn. — x” < lim ||x,, — z||
n—oo n—oo ] n—oo

j—oo
olur fakat bu bir geligkidir. Bu nedenle x = z olur ve ispat tamamlanir.
Simdi (8) ile tamimlanan {x,,} dizisinin gli¢lii yakinsamasi ile ilgili bir teorem verecegiz.

Teorem 22: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzaymm bos olmayan kompakt,
kapali konveks bir alt kiimesi ve T: K = K monoton (a, 8) —genislemeyen bir doniisiim olsun.
Kabul edelim ki x; <Tx; sartimi saglayan {x,} dizisi (2) ile tammlansin. Eger

limsup s, (1 —s,,) > 0 ise, {x,,} dizisi y € F.(T) sabit noktasina giiglii yakinsar (Muangchoo-

n—-oo

inetal. 2017).

Ispat: K nin kompaktligindan y € K noktasina giiclii yakinsak ve {xnk} c {x,} olacak
sekilde bir {xnk} alt dizisi vardir. Lemma 6 dan her k = 1 i¢in x; < x,, <y oldugu sonucu

¢ikar. Teorem 13 den F.(T) # @ dir. Teorem 20 den {x,,} dizisinin sinirli oldugu ve

liminf||x,, — Tx,|| =0
n—->00

oldugu sonucu ¢ikar. Varsayalim ki

l}cn_}g)f”xnk — Txy, || =0
olsun. Diger yandan
a+p
ITx — Tyl < llx — ylI> + T ITx~ x|I?
—-B
2
+ -3 ITx — xllllelllx — yll + 1BIIITx = Tyll]

mevcuttur. {xnk} dizisinin sinirliligindan ve
lim [ =1 = 0, lim [, — Ty, | = 0
olmasindan dolay1

limsup”Txnk - Ty||2 <0

k—oo

olur ve boylece

I, ~ 7] = 0
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dir. Buradan

liinsup”xnk — Ty|| < lir}clsup(”xnk — Txnk” + ||Txnk — Ty||) =0

elde edilir ve ,Pi‘éo”xnk — Ty|| = 0 dir. Bu ise y € F.(T) demektir. Teorem 20 nin (2)
den Ill_r)rc}o ||xnk — y|| vardir ve boylece Ill_r& llx,, — ¥l = 0 olur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 23: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzayinin bos olmayan kompakt,
kapali konveks, bir alt kiimesi ve T: K — K monoton (a, 8) —genislemeyen bir doniisiim olsun.

Kabul edelim ki x; <Tx, sartini saglayan {x,} dizisi (2) ile tanimlansin. Eger

liminfs, (1 — s,) > 0 ise {x,} dizisi, y € F-(T) sabit noktasina gii¢lii yakinsar (Muangchoo-
n—oo

in et al. 2017).

Ispat: K nin kompaktligindan y € K noktasina giiclii yakinsak ve {xnk} c {x,,} olacak
sekilde bir {xnk} alt dizisi vardir. Lemma 6 dan her k = 1 i¢in x; < x,, <y oldugu sonucu

¢ikar. Buradan Fs(T) # @ dir. Teorem 13 ten {x,,} dizisinin simrl1 oldugu ve
liér_l)ior.}fllxn —Tx,ll =0
oldugu sonucu ¢ikar.
Genellemeyi bozmaksizin,
1}(rilglf”xnk - Txnk” =0
oldugunu kabul edebiliriz. Diger yandan Lemma 5 (2) den

ath

1-p

2
+m ITx — xllllelllx — yll + 1BIIITx = Tyll]

ITx — Tyll* < llx = ylI> + ITx — xII?

mevcuttur. {xnk} dizisinin sinirliligindan ve
,li_r};)”xnk - y” =0, ,ll_r)go”xnk - Txnk” =0
olmasindan dolay1
o 2
hkm_glf”Txnk -Ty||" <0
olur ve boylece

tim 3, = 7] =0
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dir. Buradan

li,fr_l)ioﬂlf”xnk ~Ty| < lirkninf(”xnk - Txnk” + ||Txnk ~Ty|p=0

elde edilir ve lim |xn, — Ty|l = 0 dir. Bu ise y € Fo(T) demektir. Teorem 20 nin (2)

sonucundan lim ||xnk — y|| vardir ve lim ||x,, — yIl = 0 olur. Bu da ispati tamamlar.
k—oo k— o

Benzer olarak asagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 24: K, (E, <) diizgiin konveks sirali Banach uzayinin bos olmayan kompakt,
kapali konveks bir alt kiimesi ve T: K = K monoton (a, ) —genislemeyen bir doniigiim olsun.
Kabul edelim ki Tx; <x; sartini saglayan {x,} dizisi (2) ile tamimlansin. Eger

limsup s,,(1 — s,) > 0 veya liminf's,,(1 —s,) > 0ise {x,} dizisi y € F.(T) sabit noktasina
n—-oo

n—-oo

gliclii yakisar (Muangchoo-in et al. 2017).
Teorem 23 ten asagidaki sonug cikar.

Teorem 25: K, (E, <) diizglin konveks sirali Banach uzaymin bos olmayan kompakt,
kapali konveks bir alt kiimesi ve T: K - K monoton a —genislemeyen bir doniisiim olsun.
Kabul edelim ki x; < Tx; (veya Tx; <x;) ve y €K i¢in x, <y (veya y < x,,) sartin

saglayan Mann iterasyonu ile tanimlananan {x,,} dizisi simirli ve liminf||x,, — Tx,|| = 0 olsun.
n—-oo
O zaman F.(T) # @ dir (Muangchoo-in et al. 2017).

Asagida verilen ornekte monoton (a,f) —genislemeyen doniisiim igin Mann ve

Ishikawa iterasyonlarinin niimerik ¢oziimleri Sekil 2,3 ve Tablo 1 de karsilagtirilmistir.

Ornek 15: T:[0,1] — [0,1] taniml1 bir doniisiim olsun. Herhangi bir x € [0,1] igin T
doniisiimii,
025 , x+#1
Tx= {0.5 , x=1
ile verilsin. Bu durumda T déniisiimii, bir (0.8,0.2) —genislemeyen doniigimdiir. Her n > 1

icin s, = i + % olacak sekilde {s,} ve {t,} dizilerini alalim bu durumda limsup s,(1 —s,,) =

n—00

lirr’{ljolip (l + %) (Z + %) = 116 > 0 olur. O zaman Teorem 22 nin tiim kosullari saglanmis olur.

Ayrica 0.25 T nin bir sabit noktasidir (Sekil 2, 3, 4 ve Tablo 1'e bakiniz).
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Sekil 2. Ornek 15 deki T déniisiimiiniin sabit noktasi

035 T T T T T T T T
HITH Mann's iteration
= |shikawa's iteration
03 =
=%,
=
202 = ST i Saaies |
i p—
= =
% o
(&} -
c =
o —
= il
25 =]
¢ 02 3 g
015} ] .
D1 | | | | | | | |
i 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Mumber of iterations

Sekil 3. x, = 0.1 icin Mann ve Ishikawa iterasyonunun sabit noktaya yakinsamasi

0s T T T T
LI Mann's iteration

045 = |shikawa's iteration ~

041 E
E]
= 035 B
B
o
il
=
5 =
E =
2 03l = 4
] =

025 = \\““m\mm “““ ~

=
=
02 = B
L I L ! I L L
o = 10 15 20 25 30 35 40 45

Mumber of iterations

Sekil 4. x, = 0.5 i¢cin Mann ve Ishikawa iterasyonunun sabit noktaya yakinsamasi
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Tablo 1. Ornek 15 i¢cin Mann ve Ishikawa iterasyonunun yakimsama adimlari

iterasyonlarin adimlar

Mann'in dizi degeri

Ishikawa 1n dizi degeri

xo=0.1 xo =05 xo = 0.1 xo=0.5

1 0.1000000 0.5000000 0.1000000  0.5000000

2 0.2875000 0.1875000 0.2107903  0.3294046
4 0.2619791 0.2300347 0.2493380  0.2518192
6 0.2558473 0.2402544 0.2499226  0.2502132
8 0.2530811 0.2448648 0.2499882  0.2500322
10 0.2516690  0.2472181 0.2499980  0.2500053
12 0.2509161 0.2484731 0.2499996  0.2500009
14 0.2505065 0.2491557 0.2499999  0.2500001
16 0.2502813 0.2495311 0.2499999  0.2500000
18 0.2501566 0.2497388 0.2499999  0.2500000
20 0.2500874 0.2498542 0.2499999  0.2500000
22 0.2500488 0.2499185 0.2499999  0.2500000
24 0.2500273  0.2499544 0.2499999  0.2500000
26 0.2500153 0.2499744 0.2499999  0.2500000
28 0.2500085 0.2499856 0.2499999  0.2500000
30 0.2500048 0.2499919 0.2499999  0.2500000
32 0.2500026 0.2499955 0.2499999  0.2500000
34 0.2500015 0.2499974 0.2499999  0.2500000
36 0.2500008 0.2499985 0.2500000  0.2500000
38 0.2500004 0.2499992 0.2500000  0.2500000
40 0.2500002 0.2499995 0.2500000  0.2500000
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TARTISMA ve SONUC

Bu boliimde ¢alismamizda elde ettigimiz bazi sonuglara yer verilmistir.

[k olarak diizgiin konveks sirali Banach uzaymnim bostan farkli kapali konveks bir alt
kiimesi lizerinde tanimlanan T:K — K monoton a —genislemeyen bir doniisiim i¢in Mann

iterasyonunun yakisamast ile ilgili sonuglar verildi.

Sonu¢ 1: K ve E, Teorem 15°deki gibi olmak iizere T:K — K monoton
a —genislemeyen bir doniisim olsun. Kabul edelim ki {x,,} dizisi (1) ile tammlansin, x; <

Tx, (veya Tx; < x;) ve F5(T) # @ (veya F<(T) # @) olsun. Bu durumda

1. {x,} dizisi simrlidir,

2. |lxp41 — pll < llxy, — pll ve herp € F.(T) (veyap € F<(T))igin lim ||x,, — pl| limiti
n—>00

vardir,

3. limsuppB, (1 — B,,) > 0 ise liminf||x,, — Tx,|| = 0 di,
n—-oo

n—-oo

4. liminfg, (1 — B,) > 0 ise lim ||x,, — Tx,|| = 0 dir (Song et al. 2016).
n—oo

n-—-oo

Sonu¢ 2: K ve E, Teorem 16°daki gibi olmak tlizere T:K — K monoton
a —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki E, Opial in sartim saglasin ve x; <
Tx, (veya Tx; < x;) olmak tlzere {x,} dizisi (1) ile tanimlansin. Eger F5(T) # @ (veya

F.(T) # @) ve liminfB,, (1 — B,) > 0 ise {x,,} dizisi, T nin z sabit noktasina zayif yakinsar

n—-o0o

(Song et al. 2016).
Sonu¢ 3: K ve E, Teorem 17°deki gibi olmak iizere T:K — K monoton

a —genislemeyen bir doniisiim olsun. Varsayalim ki x; < Tx; sartin1 saglayan {x,,} dizisi (1)

ile tammlansm. Eger limsup B,(1 — B,) > 0 ise {x,,} dizisi y € F.(T) sabit noktasina giiglii

n—-o0o

yakisar (Song et al. 2016).

Sonu¢ 4: K ve E, Teorem 18°deki gibi olmak tlizere T:K — K monoton
a —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki x; < Tx; sartin1 saglayan {x,,} dizisi (1)

ile tammlansin. Eger liminf 3,,(1 — B,,) > 0 ise {x,} dizisi y € F5(T) sabit noktasina giiglii
n—-oo
yakinsar (Song et al. 2016).

Sonu¢ 5: K ve E, Teorem 19°daki gibi olmak iizere T:K — K monoton

a —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki x; < Tx; sartin1 saglayan {x,,} dizisi (1)
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ile tanimlansin. Eger limsup B,(1 — B,,) > 0 veya liminf 8,,(1 — B,,) > 0 ise {x,} dizisiy €
n—-oo

n—-oo

F.(T) sabit noktasina gii¢lii yakinsar (Song et al. 2016).

fkinci olarak diizgiin konveks sirali Banach uzayinin bos olmayan kapali, konveks bir
alt kiimesi tizerinde tanimlanan ve T: K = K monoton (a, ) —genislemeyen bir doniisiim igin

Ishikawa iterasyonunun yakinsamast ile ilgili sonuglar verildi.

Sonu¢ 6: K ve E, Teorem 20°deki gibi olmak iizere T:K — K monoton
(a, B) —genislemeyen bir doniigiim olsun. Kabul edelim ki {x,,} dizisi (2) ile tanimlansin, x; <

Tx, (veya Tx; < x;) ve Fs(T) # @ (veya F<(T) # ©) olsun. Bu durumda

1. {x,} dizisi simrlidir,

2. |Ixps1 — ol < llxy, — pll ve her p € Fo(T) # @ (F<(T) # 9) igin Aiglgollxn -ll

limiti vardir,

3. limsup(1 — s,)s,, > 0 ise liminf||x,, — Tx,|| = 0 dir,
n—-00

n—-oo

4. liminf(1 — s,,)s,, > 0 ise lim ||x,, — Tx,|| = 0 dir (Muangchoo-in et al. 2017).
n—-oo

n-—-oo

Sonu¢ 7: K ve E, Teorem 21°deki gibi olmak iizere T:K — K monoton
(a, B) —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki E, Opial’in sartini saglasin ve x; <
Tx, (veya Tx; < x;) olmak tizere {x,} dizisi (2) ile tammlansin. Eger F.(T) # @ (veya

F.(T) # @) ve liminfs,(1 —s,) > 0 ise {x,,} dizisi, T nin z sabit noktasina zayif yakinsar
n—-oo
(Muangchoo-in et al. 2017).

Sonu¢ 8: K ve E, Teorem 22’deki gibi olmak {izere T:K — K monoton
(a, B) —genislemeyen bir doniisim olsun. Kabul edelim ki x; < Tx; sartim saglayan {x,}

dizisi (2) ile tammlansmn. Eger limsups, (1 —s,) > 0 ise, {x,} dizisi y € F.(T) sabit

n—-o0o

noktasina giiglii yakisar (Muangchoo-in et al. 2017).
Sonu¢ 9: K ve E, Teorem 23’deki gibi olmak tlizere T:K — K monoton
(a, B) —genislemeyen bir doniisim olsun. Kabul edelim ki x; < Tx; sartim1 saglayan {x,}
dizisi (2) ile tamimlansin. Eger liminfs,,(1 — s,) > 0ise {x,} dizisi, y € F.(T) sabit noktasina
n—>0co

glicli yakmsar (Muangchoo-in et al. 2017).

Sonu¢ 10: K ve E, Teorem 24’deki gibi olmak iizere T:K — K monoton
(a0, B) —genislemeyen bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki Tx; < x; sartim saglayan {x,}

dizisi (2) ile tammlansin. Eger limsup s,(1 — s,) > 0 veya liminfs,(1 —s,) > 0 ise {x,}
n—oo

n—-oo

dizisi y € F<(T) sabit noktasina giiglii yakinsar (Muangchoo-in et al. 2017).
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Sonu¢ 9 dan asagidaki sonug ¢ikar.

Sonu¢ 11: K ve E, Teorem 25’deki gibi olmak iizere T:K — K monoton
a —geniglemeyen bir doniisiim olsun. Kabul edelimki x; < Tx; (veyaTx; < x;)vey € K igin
X, <y (veya y < x,) sartin1 saglayan Mann iterasyonu ile tanimlananan {x,,} dizisi sinirl ve

liminf||x,, — Tx,|| = 0 olsun. O zaman F.(T) # @ dir (Muangchoo-in et al. 2017).
n—->00
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