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Bu tezde,
y'+p(x)y="f(x);y(x)=2a
probleminde

3,(f)=[y(x;f)-b] +a|f

fonksiyoneli kullanilarak f (X) fonksiyonunun kontrol edilmesi problemi ele
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alimmaktadir. Problemin ¢dziimiiniin varligi, tekligi ve kararliligi ispatlandiktan sonra

niimerik rnekler yapilmis ve karsilik gelen MAPLE® prosediirleri yazilmistir.
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problem of
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using the functional
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1. GIRIS

Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin 6nemli uygulamalariyla bilim diinyasinda
sik¢a karsilagilabilir. Soguma yasasi, niifus artim ve azalim problemleri, seri devreler,
karisim problemleri, ekonomi ve finans, yayilma problemleri, radyoizotoplar, kanser
tespiti birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin 6nemli uygulama alanlarma

girmektedir (Nagle et al. 2003; Crout et al. 2003; Siddigi and Manchanda 2005).

Birinci mertebeden diferansiyel denklemler i¢in optimal kontrol problemleri, denklemde
yer alan bir fonksiyonu verilen bir amag¢ fonksiyoneli dogrultusunda kontrol etmeyi
amaglar. Bu tiir problemler (Hestenes 1980; Pinch 1997; Lebedev and Cloud 2003) gibi
calismalarda teorik agidan incelenmistir. Bu ¢aligmalarda genellikle optimal ¢oziimiin

varlig1 i¢in Pontryagin’in maksimum prensibi kullanilmustir.

Problemin ¢oziimiiniin tekligi ve kararligt meseleleri literatiirde fazla incelenmemis
olup kotii konulmus problemler i¢in uygulanmasi gereken yaklagimlar ise acikca ortaya
konmamistir. Regiilerlestirilmis ¢oziimiin elde edilmesi meselesi etkin bir bicimde ele

alimmamustir.

Bu tezde birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler i¢in kurulmus bir optimal
kontrol probleminde regiilerlestirilmis ¢oziimiin elde edilmesi konusu incelenmektedir.
2. Bolimde kuramsal temeller ifade edildikten sonra 3. boliimde oOnce ele alinan
problem ifade edilmis sonra da sirasiyla optimal kontrol probleminin iyi konulmus
olmasi, fonksiyonelin tiirevi ve minimallestirici dizi kurulmasi konular1 incelenerek
niimerik ornekler verilmistir. Regiilerlestirme parametresinin elde edilmesinde orijine
en yakin nokta secilmis ve optimal ¢dziimii bulmak i¢in MAPLE® prosediirleri

yazilmustir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Tamm 2.1: X bos olmayan bir kiime ve d: X x X — R bir fonksiyon olsun. Eger her

X,Y,Z€ X i¢in,

i d(x,y)=0=x=y
ii. d(x,y)=d(y,x)

iii. d(x,y)<d(x,z)+d(zy)
sartlar1 saglaniyorsa, d fonksiyonuna X {izerinde bir metrik, d ile birlikte X

kiimesine metrik uzay denir ve (X,d) yada X ile gosterilir.

Tanmm 2.2: N, bir lineer uzay olsun. || || N — R fonksiyonunun X noktasindaki

degerini ||X|| ile gosterelim. Bu fonksiyon i¢in,
NI |x|=0<x=0
N2. ax|=|al|x| («<F)

N3. [x+y <[] +[v]

sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna N {izerinde norm, (N, |) ikilisine de normlu

uzay denir.

Tanim 2.3: (X,), X normlu uzaymnda bir dizi olsun. Eger lim|x, —x|=0 oluyorsa

n—oo

(Xn) dizisi X e X elemanina kuvvetli yakinsiyor denir.

Tanmm 2.4: L, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. ( ): Lx L — F fonksiyonu

I1. (x+vy,2) =(x,2)+(y,2)



2. (ax, y) =alX,Y) (a € F)

3. (X, y) =y, %)
4. (x,x)20ve (X, X\)=0< x=0

sartlarini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢carpim fonksiyonu (veya i¢ ¢arpim) denir.

Tammm 2.5(Cauchy-Schwartz Esitsizligi): X bir i¢ carpim uzayr olmak {izere,
V X,y e X i¢in

()=

esitsizligi gecerlidir.

Tamm 2.6( ¢ -Cauchy Esitsizligi): Keyfi a,b sayilari ve V& >0 igin

ab<£a? +Lb2
2 2&

esitsizligi gecerlidir.

Tanim 2.7: Bir kiimedeki her yakinsak dizinin limiti yine ayni kiimenin elemani ise bu

kiimeye kapal1 kiime denir.

Tanim 2.8: X = ( X, d) bir metrik uzay olsun. X kiimesindeki her dizi yakinsak bir alt

diziye sahipse (X,d) uzayma kompakt metrik uzay denir.

Tanim 2.9: Bir (X,d) metrik uzayinda tanimli f : X — R fonksiyonuna, her X,y € X
i¢in

[F ()= f(y)<Ld(xy)
olacak sekilde L > 0 sayis1 varsa X ’de Lipschitz siireklidir denir ve Lipschitz sartini

saglayan en kiiciik sayiya da Lipschitz sabiti denir.

Lip(f):inf{L:‘f(x)—f(y)‘g Ld(x,y), her x,y e X}



Tanim 2.10: F cR veya F c C olmak iizere L, F iizerinde bir vektdr uzay olsun.

f : L > F operatdriine fonksiyonel denir.

Tamm 2.11: F konveks bir kiime olmak iizere her f,geF ve a €[0,1] i¢in

Jaf+(1-a)g)<ad(f)+(1-a)I(9)- ya(l-a)|f —g||2
olacak sekilde bir y > 0 sabiti varsa J(f) fonksiyoneline giiglii konveks fonksiyonel

denir.

Tanmm 2.12: L, [XO, Xl] fonksiyon uzay1 karesel olarak integrallenebilir fonksiyonlarin

olusturdugu bir uzaydir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm sirasiyla

X

<f’g>L2[x0,x]] :J f (X)g(x)dx,

Xy

|f

Ly[%o.% ] - < f ? g>L2[x0,x,]

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.13(Iskenderov ef al. 2002): Kabul edelim ki F < L, (X, ) kapali ve
konveks bir kiime J ( f ) ise bu kiimede y > 0 sabiti ile giiclii konveks ve stirekli bir
fonksiyoneldir. O zaman;
1) J ( f ) fonksiyoneli F kiimesinde asagidan sinirhdir.

iréfJ(f)=J* > —o0
2) Tek bir f, € F elemani i¢in J ( f*) =J, olur.
3) Keyfi minimallestirici { f,} dizisi L, (X,,X ) uzaymnda f, elemanmna giiglii yakinsar.

*<2[3(h,)-3(1)]

[f 1.
V4

esitsizligi gecerlidir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Problemin Konulusu

y'+p(x)y=f(x), xe[%,X ] G.LD)
y(x)=a
problemi, degisik f (X) fonksiyonlar1 i¢in degisik y(x) ¢ozlimleri verecektir. b
verilen keyfi bir say1 olmak iizere Y(Xl) sayisini b sayisina miimkiin oldugu kadar
yaklastirmak istiyoruz. y(X1) sayisint b sayisina esit yapacak bir ¢ok f (X)

fonksiyonu bulabiliriz. Bu f(X) fonksiyonlarindan hangisi optimal ¢oziim olarak

tercih edilmelidir? f (X) fonksiyonlar1 secildikleri uzaya gore degisik normlara sahip

olacaktir. Bizim amacimiz istedigimiz sarta uygun olan ve normu en kii¢iik olan bir tek

f(x) fonksiyonunu bulmak olacaktir. y(x)=b sartmi saglayan f(x)

fonksiyonlarinin normlarmin oldukga biiyiik oldugunu goriiyoruz. Bu sartin saglanmasi

talebimizden vazgegip y(xl) ve b degerleri arasinda bir miktar fark olmasina izin
verirsek bu takdirde bunu saglatacak olan f( X) fonksiyonlarinin normu daha da

kiiciilecektir. O halde biz Y(X1) —b farki ve bunu saglatan f (X) normlar: arasinda bir

iligki kurmaliy1z. Bunun i¢in
3,(£)=[y(x;f)-b] +a|f

fonksiyonelini olusturup bu fonksiyoneli minimum yapacak olan f (X) fonksiyonunu

2
Lo[%9.%]

(3.1.2)

bulmaliy1z. Burada « sayisi regiilerlestirme parametresi olup [y(xl; f)- b]z sayisi ile

I1.

La[%0.%]

normu arasinda bir denge kurmaya yarar. « sayisinin kii¢iik degerleri i¢in

[y(x:f)- b]z miktar1 azalirken | f

2 e
Lk DOrmu artacaktir. « sayisimin biiyilik
2070

2

normu azalacaktir. Yani «
Lo[%0.%]

degerleri igin [y(xl; f)- b]z miktar1 atarken | f

sayisinin se¢imi ¢ok dnemlidir.



Problemde p(X) katsayisinin

0<p, < p(X)<p, Xxe[X, %] (3.1.3)

sartin1 sagladigini kabul edip, optimal ¢oziimii de

f(x)

F={T:1(x) el [xx] o <K (3.1.4)

kiimesinde arayacagiz.

Bu kiime LZ[XO,XI] fonksiyon uzayinda kapali, smirli ve konveks bir kiimedir. Bu

ozellikler optimal ¢oziimiin varlig1 icin gerekli olan 6zelliklerdir.
3.2. Optimal Kontrol Probleminin Iyi Konulmus Olmasi

Bu boliimde (3.1.1)-(3.1.2) probleminin iyi konulmus bir problem oldugunu, yani

¢cOzlimiinilin varligini, tekligini ve kararliligini gosterecegiz.

Once F kiimesinin L, [XO, Xl] uzayinda kapali ve konveks oldugunu gosterelim. Kapali
kiimenin tanimindan bu kiimede yakinsak bir {fn} dizisi secelim. Bu dizi yakinsak
oldugu i¢in

=0

Lo[xo.x]

lim| f, - f.

n—oo

sartin1 saglayacaktir. Limit elemani olan f, fonksiyonunun da bu kiimenin elemant

oldugunu yani || . <k oldugunu gdsterebilirsek kiimenin kapalihgim ispatlamis
olacagz.
[x1=lyl<lx-l
szelliginden
£l-|f.]<|f - f.|
lim (|| .|| f,[|) < lim| . - £,

n—oo n—w



f.

~lim|[f,] <0

f.|<k

yazilabilir. Boylece F kiimesinin LZ[XO,Xl] uzayinda kapali oldugu gortiliir.

F kiimesinin L,[X,,% ] uzaymnda konveks oldugunu gdstermek igin her f,f,eF ve
pel0,1] igin gf,+(1-5) f, e F oldugunu yani |Bf,+(1-8) f,|, o < K oldugunu

gostermeliyiz.

f,,f,eFoldugundan | fldx <k’ ve [f, dx<k’ seklindedir. Bylece

[(51,+(-) 1) o= [[£12+(1-9) 1. Jex
= ﬂ]l f2dx + (1 —ﬂ)]1 f,2dx

Xo Xo

< Bk +(1- K> =K’
olup
|85, +(1-5) fZHLZ[ <k

X0 ]
oldugu goriilir. Boylece F  kiimesinin LZ[XO,Xl] uzayinda konveks oldugu

ispatlanmistir.
Simdi J, ( f ) fonksiyonelinin siirekliligini ve gii¢lii konveksligini incelemeliyiz.

f elemanma f +Af e F olacak sekilde bir Af artimi1 verelim ve bu artima karsilik

gelen
| =f+Af
Yo+ P(X)y, =T+ (3.2.1)
yA(XO) =a

probleminin ¢oziimiini Yy, = y(x; f +Af) seklinde gosterelim. (3.1.1) problemini

(3.2.1) probleminden ¢ikarirsak



(Ay) +p(x)Ay = Af (32.2)
Ay(%,)=0

fark problemini elde ederiz. Burada Ay =y, —y seklindedir.

Lemma 3.1: J, (f) fonksiyoneli i¢in olusturulmus AJ, (f)=J,(f+Af)-J, (f)
farki
83, ()] < Jaf],,

+ by Af (3.2.3)

%o ] [*0%]

esitsizligini saglar. Burada @, ve b, sayilart Af fonksiyonundan bagimsiz sabitlerdir.

Ispat: Kolaylikla
AJa(f):[y(xl;f+Af)—b]2—[y(x1;f)—b]2+a(||f +affe -]

:2[y(x1)—b]Ay(x1)+[Ay(x1)]2 +a(2<f,Af>+||Af

2

LZ[X07X1])

2

Lo[%o%] )

seklinde yazabiliriz. Diger yandan (3.2.2) ile verilen fark denkleminin her iki yanini
Ay ile garpip [XO, X1] araliginda integralleyelim;

X

I((Ay)’ Ay)dx + ]l ( p(x)(Ay)’ )dx = ]l (Af Ay )dx

Xo

(3.1.3) sartin1 kullanarak

X

STy ()T =LAy (x)T + by (ay) ax<at[ay] (325)

Xo

elde ederiz. Ay(X,)=0 oldugunu biliyoruz.

(3.2.5) esitsizliginin sag tarafina & -Cauchy esitsizligini uygulayalim;

X

1 & 1
SO0+ (ay) e St | 5oyl

Xo

Buradan



1 2 1 &
1oy ()T +{ =5 ol <2

1 e . T
yazabiliriz. p, ey katsayisinin pozitifligini garanti edersek bu terimi, esitsizligin
€

yonii bozulmayacak sekilde atabiliriz. Yani

1 1 1 1
-—2>0 >—=2p,=2— >
Po 2, 0= po>2g1 = 2P, s 351>2p0
kabulii ile
1 £
SLay(x)] =t
ve
[ay(x)] <&t} . o (3.2.6)
elde edilir.
(3.1.4) ve (3.2.6) ifadelerini (3.2.4) ifadesinde degerlendirirsek
A3, ()] < (2myfe, +2ak)|Af] o+ (a+a)|Af]] (3.2.7)

yazabiliriz. Burada m= ‘y(x1 )‘ +|o| seklindedir. ~ a, = 2m\/571 +2ak ve by=¢+a

dersek (3.2.3) ifadesini elde ederiz. Boylece 3.2.1. Lemmay1 ispatlamis olduk.

(3.2.3) oesitsizligi ayn1 zamanda Ja(f) fonksiyonelinin  siirekliligini  de

gerektirmektedir.

Lemma 3.2: J, ( f ) fonksiyoneli F kiimesinde giiclii konvekstir.

Ispat: F kiimesinin konveks oldugunu biliyoruz. J,(f) fonksiyonelinin F

kiimesinde gii¢lii konveksligini gostermek i¢in V f,g e F ve S €[0,1] igin

1.(Bf+(1-8)9)< B3, (1)+(1-8)3,(9)- xB(1-p)|f -4l ,

X9:% ]
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esitsizligini saglayacak bir y > 0 sabitinin varligini ispatlamaliyiz.
1.(BE+(1-5)g)=[y(x: 81 +(1-B)g)-b] +a|Bf +(1-p)g
<ALy(x: £)=b] +(1-p)[y(x:9)-b]
(BT g =Bl gy~ BO=ANT -0l )
=A([y(e: O)-bT +al f[L, )
+(1-p)([y(x:0)-0] +algll, ) -t (1-A)If gl

Lo[%o%]

[%0:%1]

ifadesinden y =« igin

1 (BT +(1-5)9)< I, (1)+(1-5)3.(9)-2B(1- B T -9l

2[%0.%]
yazilabilecegi goriilmektedir. Bu ise Ja(f) fonksiyonelinin gii¢lii konveksligini

ispatlamaktadir.

Boylece Teorem 2.13’{in biitiin sartlar1 saglandigindan, inceledigimiz optimal kontrol

probleminin iyi konulmus oldugunu sdyleyebiliriz.
3.3. Fonksiyonelin Tiirevi ve Minimallestirici Dizi Kurulmasi

Bu boliimde Lagrange carpanlari metodunu kullanarak problemimize karsilik gelen
eslenik problemi bulduktan sonra fonksiyonelin tlirevini elde edecek ve gradyen

metoduna gore bir minimallestirici dizi olusturacagiz.

Inceledigimiz problem igin Lagrange fonksiyoneli

X

(Y =Ry ) (33.0)

Xo

=[y(x; f)=b] +a|f;

seklinde ifade edilir.
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Sy , y elemanma verilen 8y(X,)=0 sartini saglayan bir artim olmak iizere bu

fonksiyonelin birinci varyasyonunu elde edelim;

SL =lim L(y+‘95ya f,f])_ L(y’ f’n)

&0 E

tanimindan faydalanacagiz. Burada

L(y+&dy, f,m)=[(y+esy)(x; F)-b] +a|f ||i2(x0,xl)

+ [l f = pOO(y +£5y) ~(y +£5y) Tdx

Xo

seklinde olup
.1
oL =1£1£r3;{[(y+55y)(x1; f)=b+y(x; ) =Db][(y +edy)(x; ) —b—y(x; f)+Db]

+ [nl=p(0esy -e(sy) 1K}

Xp

veya

Xo

oL = liml{[Z(y(xl; f)—b)+esy(x; f)].edy(x; )+ ]177[_ pP(X)edy —g(&y)’]dx}
>0 ¢

X

SL=2[y(x;f)-b]sy(x)+ j(—(ay)’ — p(x)§y)77dx (33.2)

Xo

yazilabilir. Burada In(é‘ y)'dx integraline kismi integrasyon uygularsak
X

[ noyydx=6y(xm(x) - j Syn'dx

Xo Xy

olacagim goriirliz. Bunu (3.3.2) ifadesinde yerine yazarsak

X|

5L={2[y(xl;f)—b]—n(xl)}5y(x1)+j(n'— p(x)n)éydx (3.3.3)

Xo

olarak elde ederiz. SL =0 optimallik sartindan

7 =p(x)n=0 (3.3.4)

n(xl):2[y(xl; f)_b]

eslenik problemini buluruz.
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Eslenik problemde f elemanina Af artimini verip asagidaki eslenik fark probleminin

elde edebiliriz.

(An) =p(x)An=0 (3.3.5)
A77()(1) = ZAy(Xl)

Burada Ay = 77(X; f +Af )— 77(X) seklindedir. (3.3.5) ifadesiyle verilen esitlikte her iki
tarafin [XO, X1] araliginda integralini alip (3.2.6) 6zelligini de kullanarak

2
Ly[%0.%]

A7 (3.3.6)

2
o] S 2,4 [t

esitsizligini yazabiliriz.

Teorem 3.1: Ja(f) fonksiyonelinin tiirevi (3.3.4) eslenik probleminin ¢6ziimii

vasitasiyla
J(f)=n+2af

seklinde elde edilir.

Ispat: AJ, (f)= Z[Y(Xl)—b]A}’(Xl)"‘[AY(Xl)]2 +a(2< f,Af)+]Af ||2L2[x0,x]])
ifadesindeki

2[y(xl)—b]Ay(xl)

terimini inceleyelim.

(3.3.4) probleminden faydalanarak
Z[y(xl)—b]Ay(xl) =77(%)Ay(x)

_ T%[n(x)Ay(x)] dx = I[U’Ayﬂy(Ay)'}dx

- T[U'Ay+ﬂ(Af — p(x)Ay)]dx

= ]l nAfdx
%
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yazabiliriz. Bu ifadeyi ve (3.2.6) esitsizligini AJ, ( f ) esitliginde kullanirsak

j (n+2af ) Afdx+ s AT +alaf]]

Xo

Lo[xo.%] L[x0.%]

X

XJ;n+2af Afdx+o(||Af|| W)

olacagini goriiriiz.

Boylece f e F noktasindaki Frechet tiirevin

3, (F+a0)=3,(£)=(3;(f).af)_+of|af[;

tanimiyla fonksiyonelin tlirevini

L[%> XI])

Jo(f)=n+2af

olarak elde ederiz.

Teorem 3.2: J, (f) fonksiyonelinin tiirevi

a3z (1)) < Llaf]

L% ]

172

esitsizligini saglar. Burada L = {(1+2a)2p +(2a+4a’)|  seklindedir.
81

Ispat: Cauchy-Schwartz esitsizligini kullanarak

[a3; () =[3, (£ +af)-3. () =]an+2aaf|

_ j (An+2eAt) dx <[|An| +da|An||af |+ 4e? |AF|]
Xo

elde ederiz. ¢ — Cauchy esitsizligi ile de
2
[3: (O <[ + 20, anf + 22 st +-4e ot
2

yazilabilir. ¢, =1 olarak alirsak

(3.3.7)
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|83 ()] <[lan]’ +2a|an] +2a|Af [ + 40 |af ]
= (1+2a)|an[ + (2a + 4a2)||Af I

olacaktir. (3.3.6) ifadesini burada kullanirsak

Jag, (1) < [(1 +20) 2Py (2a+ 4a2)}||Af I

&

1/2
bulunur. Boylece L = {(1 + 20{)ﬁ + (Za +da’ )} olmak tizere
&

|A3:, ()] < L|af

Lo[%0-%]

elde edilir.

Bu esitsizlik, fonksiyonelin tiirevinin L Lipschitz sabiti ile Lipschitz sartin1 sagladigini

gostermektedir.

Gradyen metoduna gore J, ( f ) fonksiyoneli icin minimallestirici diziyi

f = =430 (f), k=0,1,2,...
seklinde segebiliriz. Burada A, sabitleri J_(f,,,)<J,(f,) monotonluk sartindan
bulunabilir ve tiirevinL Lipschitz sabitinin bilindigi durumlarda bu sabitler A, :%
seklinde alinabilir. Boylece

. = fk—%J;(fk), k=0,1,2,... (3.3.8)

seklindeki {fk} dizisi J, ( f) fonksiyoneli i¢in minimallestirici olacaktir. Bu dizinin

yakinsamast Teorem 2.13 de verilmistir.
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3.4. Niimerik Ornekler

(3.1.1) probleminin ¢oziimi

fonksiyonu ile verilir. Burada A(x)= ej . integral ¢arpanidir.

(3.3.4) eslenik problemin ¢oziimii ise
2
U(X) - A (X) [y(xl)_b:l/ll (Xl)

seklinde olup A, (x) = efI PO problem i¢in integral carpanidir.

Ornek 3.1: (3.1.1) probleminde p(x)=1,x%,=0,x =1, a=-1 ve b=0 olarak

segerek
y'+y="f(x), xe[0,1] (4.D)
y(0)=-1
problemini elde ederiz. Boylece
3.(0)=[y( )] +a|f[ ,, —min (3.4.2)

fonksiyoneli i¢in (3.4.1)-(3.4.2) problemini ¢dzelim.

P, =1 ve ¢ =% olarak alip f, =0 elemanindan baslayarak asagidaki nml MAPLE"

prosediirii ile herhangi bir « sayisi i¢in hesaplanmis |:y (1; f )]2 degerlerini elde ederiz.
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> nml:=proc(alpha);

> p:=1.:x0:=0.:x1:=1.:a:=-1.:b:=0.:p0:=1.:ep1:=1/2:

> lambda:=exp(int(p,x)):

> lambdaeta:=exp(int(-p,x)):

> f[1]:=0:

> L:=sqrt((1+2*alpha)*(2*p0/ep1)+(2*alpha+4*alpha”2)):

>n:=100:

> for i from 1 to n do

> y[i]:=simplify((1/lambda)*(a*subs(x=x0,lambda)+int(lambda*{[i],x=x0..x))):
> eta[i]:=(1/lambdaeta)*2*(subs(x=x1,y[1])-b)*subs(x=x1,lambdaeta):
> fli+1]:=simplify(f[i]-(1/L)*(eta[i]+2*alpha*{[i])):

> J1[i]:=evalf((subs(x=x1,y[i])-b)"2);

> od:

> end:

nm1 Prosediirii

Asagidaki nm2 MAPLE® prosediirii ile de | f ||i o, degerlerini elde ederiz.

> nm2:=proc(alpha);

> p:=1.:x0:=0.:x1:=1.:a:=-1.:b:=0.:p0:=1.:ep1:=1/2:

> Jlambda:=exp(int(p,x)):

> Jlambdaeta:=exp(int(-p,Xx)):

> {]1]:=0:

> L:=sqrt((1+2*alpha)*(2*p0/ep1)+(2*alpha+4*alpha”2)):

>n:=100:

> for i from 1 to n do

> y[i]:=simplify((1/lambda)*(a*subs(x=x0,lambda)+int(lambda*{]i],x=x0..x))):
> eta[i]:=(1/lambdaeta)*2*(subs(x=x1,y[1])-b)*subs(x=x1,lambdaeta):
> fli+1 [:=simplify(f]i]-(1/L)*(eta[i]+2*alpha*{[i])):

> J2[i]:=evalf(int(f]i]"2,x=x0..x1));

> od:

> end:

nm?2 Prosediirii
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Bu prosediirleri « ={0,0.1,0.2,0.3,...,0.98,0.99,1} degerleri igin

> N:=100:

> forifrom 1 to N do

> Ali]:==(nm1(1-1*(1/N))):B[i]:=(nm2(1-1*(1/N))):
> od:

>1:= [[A[n],B[n]] $n=1..N]:

> plot(1,x=0..A[1],style=point,color=black,scaling=CONSTRAINED);

Grafik iglemleri

2
L[0.1]

islemleriyle ¢alistirirsak her bir & sayisina karsilik elde edilmis [y(l; f ):|2 ve ||f

degerleri asagidaki sekilde oldugu gibidir.

0.34
0.251
&
@
0.2{%
i 3
M 13
0.151

014

0002 006

[}'il;f ]

2

Orijine en yakin nokta optimal ¢oziimle elde edilmis [y(l; f )]2 ve || f. 0.1 degerlerini

temsil etmektedir.
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> P:=array(1..N):

> for i from 1 to N do

> P[i]:=sqrt(A[i]"2+B[i]"2);

> od:

>mn:=P[1]:

> for i from 1 to N do

> for j from 1 to N do

> if(P[i]>mn) then break else mn:=P[i]: k:=i: fi;
> od;

> od;

> print(k, 1-k*(1/N),nm1(1-k*(1/N)),nm2(1-k*(1/N)));

En yakin noktay1 bulma islemleri
Yukaridaki MAPLE® islemleri ile

24, 0.7600000000 , 0.05498491532 , 0.04115609088

degerlerini elde ederiz. Burada 0.76 regiilerlestirme parametresi, 24 bu parametreyi

veren dizi elemaninin indisi, 0.05498491532 ve 0.04115609088 ise sirasiyla

[y(L;f )]2 ve ||f||i2[0’1] degerleridir.

Asagidaki nm3 MAPLE® prosediiriinii nm3(0.76) seklinde calistirirsak
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> nm3:=proc(regparam);

> p:=1.:x0:=0.:x1:=1.:a:=-1.:b:=0.:p0:=1.:ep1:=1/2:

> lambda:=exp(int(p,x)):

> lambdaeta:=exp(int(-p,x)):

> f[1]:=0:

> L:=sqrt((1+2*regparam)*(2*p0/ep1)+(2*regparam+4*regparam”?2)):
> N:=100:

> for i from 1 to N do

> y[i]:=simplify((1/lambda)*(a*subs(x=x0,lambda)+int(lambda*{[i],x=x0..x))):
> eta[i]:=(1/lambdaeta)*2*(subs(x=x1,y[1])-b)*subs(x=x1,lambdaeta):
> fli+1]:=simplify(f]i]-(1/L)*(eta[i]+2*regparam*{[i])):

> od:

> end:

nm3 prosediirii
0.1135046636€"

optimal ¢6ziimiinii elde ederiz.

Ornek 3.2: (3.1.1) probleminde  p(x)=X, X, =1 X, =2, a=2 ve b=1olacak
sekilde secerek

y'+xy=f(x), xe[1,2]

y(1)22 (3.4.3)

problemini elde ederiz. Boylece
3,(0)=[y(21)-1] +a|f[; ., - min (3.4.4)

fonksiyoneli i¢in (3.4.3)-(3.4.4) problemini ¢ozelim.
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Bir 6nceki 6rnekte verilen nm1 ve nm2 prosediirlerinde ikinci satiri
p=x:x0:=1.:x1:=2.;:a:=2.:b:=1.:p0:=1.:ep1:=1./2:

seklinde degistirirsek, buna karsilik gelen [y(2; f)—l]2 ve |f ||2L 1y degerlerini elde
ederiz.

Bu prosediirleri o = {0,0.1,0.2,0.3,...,0.98,0.99,1} degerleri i¢in galigtirirsak her bir «
sayist igin karsilik gelen [y(2; f)- 1}2 ve |f

2

iy degerlerini elde edebiliriz. Ik
ornekte verilen grafik islemleri ile de bu degerleri asagida verilen sekilde oldugu gibi
grafiklendirebiliriz.

Hf”iﬂlul 0.6

S
¢_<>¢<>¢<><>°°°

0.4

0.2

[}':'E:f)-lr
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2
L,[1.2]

Orijine en yakin nokta optimal ¢oziimle elde edilmis [y(2;f)—1]2 ve ||f

degerlerini temsil etmektedir.
[k drnekte verilen en yakin noktay1 bulma islemleri ile de

35, 0.6500000000 , 0.1515570943 , 0.09848556185

degerlerini bulabiliriz. Burada, 0.65 regiilerlestirme parametresi, 35 bu parametreyi

veren dizi elemanmn indisi, 0.1515570943 ve 0.09848556185 sirasiyla [y(2; f)—l]2

ve | f ||2L degerleridir.

2[1.2]
nm3 prosediiriinii nm3(0.65) seklinde ¢alistirirsak

0.0810561206e"°*

optimal ¢éziimiinii elde etmis oluruz.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu tezde incelenen problemde ¢oziimiin tek olmadig1 anlasildiktan sonra problem igin
yeni bir fonksiyonel ile ¢oziimiiniin tek ve kararli olup olmayacagi arastirilmaya
baslanmigtir. Optimal kontroliin se¢ilecegi kiimenin kapali ve konveks olmas1 gerektigi
bilindiginden, 6nce bu sart1 saglayan uygun bir kiime ortaya konulmustur. Sonra segilen
fonksiyonelin bu kiimede sirasiyla siirekliligi ve giiclii konveksligi incelenmistir. Bu
fonksiyonelin bu kiimede siirekli ve giiclii konveks oldugunun ispatlanmasiyla da
bilinen teoremlerden faydalanilarak bu yeni fonksiyonel ile ortaya konulan durum igin

¢ozlimiin tek ve kararli oldugu ortaya ¢ikarilmistir.

Daha sonra bu fonksiyoneli minimallestirecek dizilerin nasil bulunabilecegi konusu
arastirilmistir. Segilen fonksiyonelin tiirevi icin Lipschitz sabitinin elde edilebilmesiyle
bu minimallestirici dizinin kolay bir sekilde bulunabilecegi goriilmiistiir. Niimerik
ornekler de yapilarak bu uygulananlarin dogrulugu test edilmistir. Hazirlanan MAPLE®

prosediirleri ile de bu problemin uygulanmasi kolaylastirilmistir.
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5. SONUC

Tezde belirtilen tiirdeki optimal kontrol problemleri i¢in belirtilen anlamda ¢oziimiin
varligl, tekligi ve kararliligi ispatlanmis olup bu ¢oziime ulasmada minimallestirici

dizinin nasil secilebilecegi ortaya ¢ikarilmustir. Incelenen niimerik &rnekler de bu
durumu dogrulamaktadir. Hazirlanan MAPLE® prosediirleri sayesinde de bu tiir

problemleri calisan diger bilim insanlar1 kolaylikla bu sonuclardan faydalanabilecektir.
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