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Yiiksek Lisans Tezi

ASIMPTOTIK GENISLEMEYEN DONUSUMLER ICIN
YENI YAKLASIM METOTLARI

Aynur YUCE

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Sezgin AKBULUT

Bu tezde, 6nce asimptotik genislemeyen doniistimler i¢in son yillarda kurulan iterasyon
yontemleri incelenmistir. Sonra kendi iizerine tanimli olmayan asimptotik genislemeyen
iki donlistimiin ortak sabit noktalarin1 bulmak i¢in yeni bir iterasyon semast teskil
edilmistir. Daha sonra da bu iterasyon semast i¢in kuvvetli ve zayif yakinsama

teoremleri verilmistir.

2011, 66 sayfa
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In this thesis, firstly established in recent years for asymptotically nonexpansive
mappings iteration process are examined. Secondly, it is introduced a new iterative
process to compute the common fixed points of two nonself asymptotically
nonexpansive mappings. Later, it is proved strongly and weakly convergence theorems

for the iteration process.
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SIMGELER DiZIiNi

Co 0 a yakinsayan dizilerin uzay1

D(xq; 1) xo merkezli ve r yarigapli agik yuvar
D(xy; 1) X, merkezli ve r yarigapli kapali yuvar
dim (X) X uzaymin boyutu

diam (X) X kiimesinin ¢ap1

X" X uzaymin normlu duali

X X uzayinin normlu ikinci duali

X' X uzaymin cebirsel duali

X" X uzaymin cebirsel ikinci duali

Oy X uzaymin konveksliginin modiilii

Px X uzaymin smoothlugunun modiilii

By X uzayindaki kapali birim yuvar

Sx X uzaymdaki birim kiire

I (x) x € K nin inward kiimesi

I (%) x € K nin inward kiimesinin kapanisi
F(T) T dontigiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi

1(xg, apn, Bn, T) Ishikawa iterasyonu
K(xy,A,T) Krasnoselskij iterasyonu

M (xq,ay, T) Mann iterasyonu

SCn, an, B, T™)  Modifiye edilmis S-iterasyonu
P(x,, T) Picard iterasyonu

S(xp, an, B, T)  S-iterasyonu



SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1. Dontistimler arasindaki baglanti

vi



1. GIRIS

“Sabit Nokta Teorisi” caligmalari 19. yilizy1l baslarina dayanmaktadir. Sabit nokta
teorisi, adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin varligini, tekligini ve bir integral

denklemde ¢6ziimiin varligini gostermek amaciyla baglamistir.

Genel olarak sabit nokta teorisi ¢caligsmalari iki yonde gelismektedir. Birincisi tam metrik
uzaylar iizerinde taniml biiziilme ve biizlilme tipi donilisiimler i¢in sabit nokta teori,
digeri ise normlu lineer uzaylarin kompakt konveks alt kiimeleri {izerinde tanimli

siirekli doniistimler icin sabit nokta teoridir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori ¢alismalari, 1909-1913 yillar1 arasinda L. E. J.
Brouwer ile baglamistir. Bilinen ilk sabit nokta teoremi, “X = [a, b] € R olmak iizere
f:X — X siirekli bir doniisiim ise, f nin X de bir sabit noktas1 vardir” seklindedir. 1912
yilinda Brouwer bu teoremi n-boyutlu R"™ Euclidean uzayima “B, R™ de kapal1 bir yuvar
ve f:B — B siirekli bir dontisiim olsun. Bu durumda f, B de en az bir sabit noktaya
sahiptir” seklinde genisletmistir. Brouwer Sabit Nokta Teoremi, ekonomi biliminde
Nobel ddiilii alan John Nash’in makalelerine temel bir matematiksel malzeme olmustur.
Ekonomistler, Brouwer Sabit Nokta Teoremi’nin kesin bir ekonomik dengenin

olusturulmasi i¢in yardimer bir unsur olarak kullanilabilecegini belirtmektedirler.

1922 yilinda S. Banach tarafindan ifade edilen ve “Daraltan (biiziilme) Doniisiim
Teoremi” olarak da bilinen Banach Sabit Nokta Teoremi, sabit noktanin varligini ve
tekligini garanti eden en 6nemli teoremlerden biridir. Bu teorem, “(X, d) bir tam metrik
uzay ve T: X — X bir dontlisiim olsun. Her x, y € X icin
d(Tx,Ty) < kd(x,y), 0<k<1

ise T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir” seklindedir. Bu teorem, S. Banach’in doktora
tezinin bir kismi olarak belirlenmis ve ispati yapilmistir. Bundan sonraki asamalarda
Banach’in sabit nokta teoremi, matematigin bir¢ok dalindaki varlik problemlerinin

¢oziimiinde, kullanigh ve kolaylik saglayan bir unsur olmustur.



Yukarida ifade edilen Brouwer Teoremi sonsuz boyutlu uzaylar i¢in gecerli degildir. Bu
teoremin sonsuz boyutlu Banach uzaylarmma bir genellestirmesi olan ve Schauder
Teoremi olarak adlandirilan teorem, 1930 yilinda J. Schauder tarafindan “K, bir X
Banach uzayinin bos olmayan kompakt, konveks bir alt kiimesi ve f: K — K siirekli bir
dontisiim olsun. Bu durumda f, K da en az bir sabit noktaya sahiptir” seklinde ifade

edilmistir.

Daha sonra 1950 de F. E. Browder, 1965 de W. A. Kirk, 1968 de R. Kannan, 1974 de L.
B. Ciric ve daha pek ¢ok yazar bu temel sonuglar1 genellestirmislerdir. Bununla birlikte
G. Junck, B. E. Rhoades, S. Sessa gibi pek ¢ok arastirmaci birden fazla doniisiimiin
ortak sabit noktalar1 iizerine ¢ok sayida ¢alisma yapmislardir. 1972 yilinda Goebel ve
Kirk, asimptotik genislemeyen bir donilisiim i¢in sabit noktanin varligini ispatlamis ve
Schu (1991), Tan ve Xu (1993), Rhoades (1994), Osilike ve Udomene (2000) tarafindan
Hilbert ve Banach uzaylarinda bu tiir doniistimlerin sabit noktalar1 {izerine ¢alismalar

yapilmustir.

Normlu bir uzayin, bos olmayan kapali ve konveks bir alt kiimesinden bu normlu uzaya
tanimlanan ve “kendi {izerine tanimli olmayan doniisiim (nonself)” olarak adlandirilan
dontisiimler i¢in 2000 li yillarin baglarindan itibaren yeni iterasyon semalari
olusturulmus ve bu iterasyon semalarinin uygun sartlar altinda sabit noktalara
yakinsamalari incelenmistir. Chidume, Ofoedu ve Zegeye (2003), Wang (2006), Zhou,
Cho ve Kang (2007), Thianwan (2008), Ozdemir, Akbulut ve Kiziltung (2010) gibi pek
cok arastirmaci kendi iizerine tanimli olmayan asimptotik genislemeyen doniisiimler

icin bu yeni iterasyon metotlarini kullanarak 6nemli sonuclar elde etmislerdir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonra, Kuramsal Temeller adini
alan ikinci boliimde, ilk olarak ¢alismamizda kullandigimiz temel tanim ve kavramlara
yer verilmistir. Yine bu boliimde daraltan, kesin daraltan ve genislemeyen dontistimler
tanimlanmis ve bu doniisiimlerin sabit noktalarinin hangi sartlar altinda var oldugu

arastirilmastir.



Uciincii béliimde, ilk olarak déniisiimlerin sabit noktalari bulunurken kullanilan cesitli
iterasyon metotlar1 verilmistir. Bunlardan bazilar1 Picard iterasyon metodu, Kirk
iterasyon metodu, Krasnoselskij iterasyon metodu, Mann iterasyon metodu, Ishikawa
iterasyon metodu, Noor iterasyonu, Rhoades’in n-adim iterasyon metodu, Agarwal-
O’Regan-Sahu’nun S-iterasyon metodu ve modifiye edilmis S-iterasyon metodudur.
Ikinci olarak hatali iterasyon metotlar1 verilmistir. Bunlardan bazilar1 hatali Mann
iterasyon metodu, hatali Ishikawa iterasyon metodu ve hatali Noor iterasyon metodudur.
Uciincii olarak asimptotik genislemeyen doniisiimler i¢in yapilan ¢alismalar verilmistir.
Daha sonra kendi iizerine olmayan asimptotik genislemeyen doniisiimler i¢in yapilan

calismalar ifade edilerek ispatlarimizda kullanacagimiz bazi lemmalar verilmistir.

Dérdiincii boliimde, oncelikle kendi iizerine tanimli olmayan asimptotik genislemeyen
iki doniisiim i¢in yeni bir iterasyon semasi teskil edilmis ve daha sonra bir reel Banach
uzayinda bu iterasyon semasi i¢in kuvvetli yakinsama teoremi verilmistir. Son olarak,
smooth ve diizgiin konveks bir reel Banach uzayinda yukarida bahsedilen yeni iterasyon

semast i¢in kuvvetli ve zayif yakinsama teoremleri verilmistir.

Besinci boliimde ise, ¢calismamizda elde ettigimiz bazi sonuglar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1.1 (Metrik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve d: X X X — R bir fonksiyon

olsun. Eger her x,y,z € X igin,
M1l. d(x,y) =0=x=y

M2. d(x,y) = d(y, x)

M3. d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X iizerinde bir metrik, d ile birlikte X e metrik uzay denir ve

X = (X, d) ile gosterilir.

Tanim 2.1.2 (Cauchy Dizisi): X = (X, d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi

olsun. Her € > 0 i¢in n,m > n, oldugunda
d(xp,xm) < &€

olacak sekilde bir ny = ny (&) sayisi varsa, {x,,} dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.1.3 (Tam Metrik Uzay): X = (X, d) bir metrik uzay olsun. X deki her Cauchy

dizisi yakinsak ise, (X, d) metrik uzayima tam metrik uzay denir.

Tanmim 2.1.4 (Kompakt Metrik Uzay): (X, d) bir metrik uzay olsun. X deki her dizi
yakinsak bir alt diziye sahip ise, (X, d) uzayina kompakt metrik uzay denir.

Tanim 2.1.5 (Siirekli Doniisiim): X = (X,d) ve Y = (Y, p) iki metrik uzay, f: X - Y
bir dontisim ve xy; € X olsun. Her &€ >0 sayisi igin, d(x,x,) <& oldugunda

p(f(x), f(x)) <¢



olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa, f ye x, noktasinda siireklidir denir. f, X in her

noktasinda siirekli ise f ye X de stireklidir denir.

Tanim 2.1.6 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A € L olsun. Her x,y € A i¢in
B={zelLz=ax+(1—-a)y0<a<1}CcA

ise, A kiimesine konvekstir denir.

Tanim 2.1.7 (Normlu Uzay): N, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. || |:N - R

fonksiyonunun x deki degerini ||x|| ile gsterelim. Bu fonksiyon igin,
N1 ||x]| =0=x =6

N2. [Jax|| = |alllx|l, (a€F)

N3. [[x + yll < llxIl + Iyl

sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna N de (veya N iizerinde) bir norm ve (N, | ||)

ikilisine de normlu uzay denir.

Tamim 2.1.8 (Banach Uzayi): N normlu lineer uzay olsun. N, d(x,y) = [|x — y|| norm

metrigine gore tam ise N ye Banach uzay1 denir.

N nin reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore Banach uzayida reel veya kompleks

Banach uzayi olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.9 (i¢ Carpim Fonksiyonu ve I¢ Carpim Uzayi): L, F cismi iizerinde bir

lineer uzay olsun.

1. (x +v,2z) ={x,2) + (y,2)
12. {ax,y) = alx,y)

13. {(x,y) = (y,x)

4. (x,x) =>0ve(x,x)=0 < x=20



sartlarint saglayan ( ): L X L — F fonksiyonuna i¢ ¢arpim fonksiyonu denir.

Uzerinde i¢ carpim fonksiyonunun tanimlandigi lineer uzaya i¢ carpim uzay1 (veya on-

Hilbert uzay1) denir. I¢ carpim uzay1, (L,{ )) veya kisaca L ile gdsterilir.

Tamim 2.1.10 (Hilbert Uzay1): X bir i¢ ¢arpim uzayi ve || || i¢ ¢arpim normu olsun.

d(x,y) = |lx = y|| = {x —y,x — y) olarak tanimlanirsa (X, d) bir metrik uzay olur.
I¢ carpim normuyla tanimlanan bu d metrigine gére X i¢ carpim uzay: tam ise, X e

Hilbert uzay1 denir.
Hilbert uzaylari, 6zel bir normdan elde edilmis Banach uzaylaridir.

Tanim 2.1.11 (Stmirh Lineer Operator): N ve N’ iki normlu uzay ve T: N — N’ bir

lineer operator olsun. Her x € N igin
ITx|l" < Klx]|

olacak sekilde bir K > 0 reel sayisi varsa, T ye sinirlt lineer operatdr denir.

Tanim 2.1.12 (Cebirsel Dual): X bir reel lineer uzay olsun. X de tanimli tiim reel
degerli lineer fonksiyonellerin kiimesini L(X,R) ile gosterelim. Yani L(X,R) =
{T:T:X - R lineer} olsun. Her x € X ve T}, T, € L(X, R) i¢in

{(T1 + T5)(x) = T1(x) + To(x)
(aT)(x) = aT;(x)

olarak tanimlanirsa, bu durumda L(X, R) bir reel lineer uzaydir. Bu L(X, R) uzayma X

in cebirsel duali denir ve X' ile gosterilir. X' in cebirsel duali
LX', R) = (X")’

veya kisaca X" ile gosterilir ve buna X lineer uzayinin cebirsel ikinci duali (bidual

space) ad1 verilir.



Tanim 2.1.13 (Normlu Dual): X bir normlu lineer uzay olsun. X de tanimli tiim stirekli
ve reel degerli lineer fonksiyonellerin kiimesini C (X, R) ile gosterelim. Yani C(X,R) =

{T:T:X - R lineer ve siirekli} olsun. Her x € X ve T}, T, € C(X, R) i¢in

{(T1 + T5)(x) = T1(x) + To(x)
(aTy)(x) = aT;(x)

olarak tanimlanirsa, bu durumda C(X,R) bir lineer uzaydir. Bu C(X, R) uzayma X in

normlu duali denir ve X™ ile gosterilir. X* in normlu duali
L(X*,R) = (X"

veya kisaca X** ile gosterilir ve buna X normlu uzayimin normlu ikinci duali (bidual

space) ad1 verilir.

Burada X*, ||T|| = sup{T(x): [|x|| < 1} normuna gbre normlu lineer uzaydir. Ayrica R
tam oldugu i¢in X tam olmasa bile X* daima bir Banach uzaydir. Bu X* uzayma bazen

X in esi veya eslenigi ad1 da verilir.

Yukaridaki tanimlardan da anlasilacagi gibi, X* uzay1r X' cebirsel dual uzaymin bir alt

uzayidir. Sonlu boyutlu uzaylarin normlu dualleri ile cebirsel dualleri aynidir.

Ornek 2.1.14: (i) Alisilmis norm ile R™ uzaymin duali kendisidir.
(ii) #1 uzaymnn ||x||; = Yjme1lx,| normuna gére normlu duali £, uzayidir.

(iii) ¢ uzaymin ||x|| = sup{|x,|: n € N} normuna gére normlu duali #; uzayidur.

Tanmim 2.1.15 (Kuvvetli Yakinsaklik): X normlu uzay ve {x,} de X de bir dizi olsun.
Eger,

lim|lx, —x|| =0

n—-oo
olacak sekilde bir x € X varsa, {x,} dizisi x e kuvvetli yakinsaktir (veya norma gore
yakinsaktir) denir ve bu durum

lim x,, = x

n—-oo



k
ya da kisaca x,, = x ile gosterilir. Buradaki x e, {x,} dizisinin kuvvetli limiti ad1 verilir.

Tanim 2.1.16 (Zayif Yakinsaklik): X normlu uzay ve {x,} de X de bir dizi olsun. Eger
her f € X* i¢in,

lim f () = f(x)

olacak sekilde bir x € X varsa, {x,,} dizisi x e zayif yakinsaktir denir ve bu durum ya

Z
X, = x ya da x, = x seklinde gosterilir. Buradaki x e, {x,} dizisinin zayif limiti adi

verilir.
Kuvvetli ve zayif yakinsama arasindaki gerektirmeler asagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 2.1.17: X normlu bir uzay olsun. Bu durumda,
(a) Kuvvetli yakinsaklik, zayif yakinsaklig gerektirir.
(b) (a) nin tersi genel olarak dogru degildir.

(c) dim(X) < oo ise, zayif yakinsaklik kuvvetli yakinsakligi gerektirir (Kreyszig 1989).

Normlu uzaylarda zayif yakinsamanin kuvvetli yakinsamay1 gerektirmedigini asagidaki

ornek ile gorebiliriz.

Ornek 2.1.18: X = £, uzaymi ve bu uzayda x € X icin |[x]l, = (T2, ]x,[?)"/?

seklinde tanimlanan normu alalim. {x,,} dizisini
x, = (0,0, ...,1,0, ...)
seklinde tanimlayalim. Herhangi bir y = (y4, ¥, ..., Y, -..) € X* = £, ve n = o0 i¢in
(Xn,¥) = yn = 0

olur. Béylece n — oo iken x,, = 0 zayif yakinsar. Ancak her n € N igin |[|x,|| =1

oldugundan {x,,} dizisi kuvvetli yakinsak degildir.



Tamim 2.1.19 (Opial Sart1): Bir X Banach uzayinda x,, = x zayif yakinsamasi her
Yy # x igin

limsup||x,, — x|| <limsup||x,, — y||

n—-oo n—-oo

olmasini gerektiriyorsa, X Banach uzay1 Opial sartin1 sagliyor denir (Opial 1967).

Ornek 2.1.20: Her Hilbert uzay1 Opial sartin1 saglar. Yani, bir H Hilbert uzayinda {x,,}

dizisi x € H noktasina zayif yakinsak ise, her y € H ve y # x i¢in

limsup||x,, — x|| <limsupl||x,, — yl|

n—oo n—oo

dir. Her zayif yakinsak dizi simirli  oldugundan limsup,_.|[x, — x| ve

limsup,, .||, — y|| sonludur.
1, = Y117 = llxn —x +x = ylI> = llx, — x> + llx = yII* + 2(x,, — x,x — )
oldugundan

limsup||x, — y||? > limsup]||x,, — x]|?

n—-oo n—-oo

elde edilir.

2.2. Sabit Nokta Kavram

Tanim 2.2.1 (Sabit Nokta): X bos olmayan bir kiime ve T:X — X herhangi bir
dontisiim olsun. Eger Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T nin sabit

noktasi denir.

O halde Tx = x denkleminin ¢6ziimii veya ¢ozlimleri T nin sabit noktalaridir. T nin tiim
sabit noktalarmnin kiimesi F (T) veya Fix(T) ile gosterilir. Ornegin,

1. X = [0,4] olmak tizere T: X = X, Tx = 4 — x dontisimii i¢in F(T) = {2} dir.

2. X # @ olmak tizere I: X — X 6zdes doniisimii i¢in X in her bir noktasi bir sabit

noktadir.
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3. X =[0,3] ve Y =[4,5] olmak iizere herhangi bir T:X — Y doniisiimiiniin sabit

noktas1 yoktur.

4. X = R olmak iizere T:X — X, Tx = x° doniisiimiiniin sabit noktalarmm kiimesi

F(T) = {—1,0,1} dir.

5.T:(0,1] » (0,1], Tx = ;—C doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur. Bu doniisiim i¢in x = 0

noktasi tek sabit nokta olabilirdi. Fakat 0 € (0,1] dir.

X bostan farkli bir kiime ve T:X — X bir donilistim olsun. Herhangi bir x € X igin
T™1(x) = T(T™(x)) olacak sekilde T™(x) i tanimlayabiliriz. T"(x), T altindaki x in

n. iterasyonu olarak adlandirilir.

T:X — X bir doniistim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeleri yazilabilir.
1. Keyfibirn € N i¢in F(T) c F(T™) dir.

2. Keyfi bir n € N i¢in F(T™) = {x} ise, F(T) = {x} dir. Ancak bunun tersi genelde
dogru degildir. Ornegin, T:{5,6,7} — {5,6,7} déniisimii T(5) = 7,T(6) = 6,T(7) =5
olarak tanimlanirsa, F(T?) = {5,6,7} oldugu halde F(T) = {6} dir.

X bos olmayan bir kiime ve Ty, T,: X — X herhangi iki donilisim olsun. Eger T;x =
T,x = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T; ve T, nin ortak sabit noktasi
denir. Bu doniistimlerin ortak sabit noktalarmin kiimesi F = F(T;) N F(T,) ile
gosterilir. Asagida birden fazla doniisiimiin ortak sabit noktalariyla ilgili Grnekler

verilmistir.

Ornek 2.2.1.1: X =R, Tyx = x?> —2x +2 ve Tox = x> + 3x — 3 doniisiimlerinin
ortak sabit noktalarmin kiimesi F = F(T;) N F(T,) = {1} dir.

Ornek 2.2.1.2: X =RXR, T,T,:X—>X, T;(x,y) =(0,y) ve T,(x,y) = (2x,y)
dontistimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T;) N F(T,) = {(0, y)} dir.
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Tammm 2.2.2 (Lipschitzian Déniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve T:X - X bir

doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in,
d(Tx,Ty) < kd(x,y) (2.1)

olacak sekilde bir k > 0 sabit sayis1 varsa, T ye Lipschitzian donlisim denir. (2.1)
esitsizligine Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiiclik k sayisina da Lipschitz sabiti

denir.

Yukaridaki tanima gore Lipschitz sartint saglayan her T doniistimi diizgiin siireklidir.

Ciinkii, her & > 0 i¢in d(x,y) < § = 7 = kd(x,y) < k& = & oldugundan

&

d(Tx,Ty) < kd(x,y) <k r

=FC

yazilir. Bu da T doniistimiiniin diizgiin stirekli oldugunu gosterir. Ancak bu ifadenin

tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 2.2.3: X = [— %,ﬂ olmak lizere T: X — X,

0, x=0

=X
Tx Esin(l/x), x#0

dontisiimii siireklidir. Fakat Lipschitzian bir doniisiim degildir.

Tanim 2.2.4 (Daraltan Doéniisiim): (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X Lipschitzian bir
dontisim olsun. Eger (2.1) esitsizligi 0 < k < 1 olmasi halinde saglaniyorsa, T ye

daraltan doniisiim veya biiziilme doniisiimii (contraction) denir.

Eger (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X daraltan bir doniisiim ise, bu doniisiimiin

bir sabit noktas: vardir ve bu sabit nokta tektir (Banach Daralma Ilkesi).
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Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniisiimlerin sabit noktaya sahip
olmasi gerekmez. Ornegin, X = (0,1] olmak iizere T: X - X ve Tx =§ doniistimiini

alalim. Bu T dontistimii daraltan doniisiimdiir, fakat sabit noktas1 yoktur.

Lipschitz kosulunu saglayan her doniisiim diizgiin siirekli oldugundan daraltan
dontistimler de diizgiin siireklidir. Dolayisiyla T siirekli degilse, bir daraltan doniisiim de
olamaz. Buna karsin T daraltan doniisim olmasa bile, herhangi bir n i¢in T™ daraltan

bir doniisiim olabilir.

0, x€[0,1]

1, x € (1,2] olsun. T doniigimii x = 1 de

Ornek 2.2.5: T:[0,2] = [0,2], Tx ={

siireksizdir. Bu nedenle daraltan doniisiim degildir. Diger taraftan, T2:{0,1} — {0},

T?(x) = 0 olup T2 daraltan bir déniisiimdiir. Ayrica x = 0, T? nin tek sabit noktasidur.

Tamm 2.2.6 (Kesin Daraltan Déniisiim): (X, d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

doniisiim olsun. Her x,y € X ve x # y i¢in,
d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise, T ye kesin daraltan doniisiim (contractive) denir.

Ornek 2.2.7: X =R, d(x,y) =[x —y| ve T:R> R, Tx =1 +1In (1 + %) olsun. T
dontisiimii kesin daraltan olup daraltan degildir. Ciinkii

X

T'(x) = <1
) 1+e*
dir. Ayrica Ortalama Deger Teoreminden
T(x)—T
P < T =TO)
xX=y

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla T'(c) < 1 olur. Yani,

T'(c) =

%}T]O’k 1=(Tx) -TO)| < |x—yl
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dir.

Bu tip dontistimlerin sabit noktasini garanti etmek i¢in ¢alisilan uzayin kompakt olmasi

yeterlidir.

Tamm 2.2.8 (Genislemeyen Doniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

dontisiim olsun. Her x,y € X i¢in,
d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise, T ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir.

Ornek 2.2.9: X =R, d(x,y) = |[x —y| ve T: X - X, Tx = x — 1 olsun.
dTx,Ty) =|x—1-y+1] =[x —y[=d(xy)

oldugundan her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) < d(x,y) sart1 saglanmis olur. Dolayisiyla T

genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat bu dontisiim ne daraltan ne de kesin daraltandir.

Herhangi bir Banach uzayinda tanimli genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarinin
var olmast gerekmez. Bunun i¢in, ya uzay iizerine ya da donilisiim lizerine bazi ek
kosullar konulmas1 gereklidir. 1965 yilinda Browder, Godhe ve Kirk diizgiin konveks
bir Banach uzayinin kapali, sinirli ve konveks alt kiimesi iizerinde tanimli genislemeyen

bir donilisiimiin sabit noktaya sahip oldugunu ispatlamistir.

2.2.10. Doniisiimler Arasindaki Baglanti

Yukarida tanimlanan dontisiimler goz Oniine alinarak asagidaki gerektirmeler

yazilabilir:

T — daraltan = T — kesin daraltan = T — genislemeyen = T — lipschitzian
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T -lipschitzian

T -genislemeyen

T -kesin daraltan

T -daraltan

Sekil 2.1. Doniistimler arasindaki baglanti

Tanim 2.2.11 (Diizgiin Lipschitzian Déniisiim): X bir normlu uzay, K € X bos
olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir doniisiim olsun. Eger her x,y € K ve hern > 1
i¢cin

IT"x =Tyl < Lllx — |

olacak sekilde L > 0 sayis1 varsa, T ye diizgiin Lipschitzian doniisiim denir.

Tanim 2.2.12 (Asimptotik Genislemeyen Doniisiim): X bir normlu uzay, K € X bos
olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir doniisiim olsun. Eger her x,y € K ve hern > 1
i¢cin

IT"x = T"yll < knllx —

olacak sekilde k,, —» 1 sartim saglayan bir {k,} c [1,0) dizisi varsa, T ye asimptotik

genislemeyen doniisiim denir.

Asimptotik genislemeyen doniisiimlerin sinifi, genislemeyen doniistimlerin bir
genellemesidir. Yani, her genislemeyen doniisiim asimptotik genislemeyen bir

doniistimdiir. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek 2.2.13: By, H = £, Hilbert uzayinda kapali birim yuvar ve {a;}, [[/2, a; = 1/2

(0 < a; < 1) sartin1 saglayan bir reel say1 dizisi olsun. T: By = By doniistimiinii
T(xlr X2, X3, " ) = (0, x%r AzX3,d3X3, " );

olarak tanimlayalim. Bu durumda her x,y € By i¢in
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ITx = Tyll < 2[lx =yl

dir. Yani, T doniisimii Lipschitzian’dir. Diger taraftan, her x,y € By ve n = 2 i¢in
n
irne =1yl <2 [aille -yl
i=2

dir. n > oo i¢in limit ahnirsa, k, = 2[[}=,a; » 1 oldugu goriiliir. Dolayisiyla T

asimptotik genislemeyen bir doniisiimdiir fakat genislemeyen bir doniisiim degildir.

Tanim 2.2.14 (Quasi-Genislemeyen Doniisiim): X bir normlu uzay, K € X bos
olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir dontisiim olsun. Eger p € F(T) # @ ve her x € K
i¢in

ITx — pll < [lx —pll

ise, T ye quasi-geniglemeyen doniisiim denir (Petryshn and Wilhamson 1973).

Tanim 2.2.15 (Asimptotik Quasi-Genislemeyen Doniisiim): X bir normlu uzay,
K < X bos olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir doniisiim olsun. Eger p € F(T) # 0,

her x € K ve hern > 1 i¢in
IT"x = pll < (1 + up)llx —pll

olacak sekilde lim,_. u, =0 sartin1 saglayan bir {u,} € [0,) dizisi varsa, T

dontigiimiine asimptotik quasi-genislemeyen dontistim denir (Khan et al. 2008).

Tanim 2.2.16: E bir Banach uzay, K, E nin bostan farkli bir alt kiimesi, T: K = K bir

doniisiim ve x*, T nin bir sabit noktas1 olsun.

(i) K daki {x,,} dizisi x* a zayif ve {Tx,} dizisi p ye kuvvetli yakinsadiginda Tx* = p

oluyorsa T doniistimiine p de demicloseddir denir.

(i1) Her sinirh {x,} dizisinin bir {xnj} alt dizisi var ve {Txnj} dizisi T nin goriintii

kiimesinde yakinsak ise, T doniisiimiine tamamen siireklidir denir.
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Tanim 2.2.17 (Zayif Inward Sarti): E bir Banach uzay ve K da E nin bostan farkli bir

alt kiimesi olsun. Herhangi bir x € K i¢in inward kiime I (x) ile gosterilir ve
Ix(x) ={y€E:y=x+A(z—x),z€K,A >0}

seklinde tanimlanir. T: K — E bir doniisiim olsun. T doniisiimii her x € K i¢in Tx €
Ix(x) ise inward sartini, Tx € [x(x) ise zayif inward sartin1 sagliyor denir. (Burada

I (x), Ix(x) kiimesinin kapanigidir.)

Tamm 2.2.18 (Diizgiin Konveks Uzay): X bir Banach uzay1 olsun. Her € > 0 ve

lIxl] <1, [[yll <1 vellx —y|l = ¢ sartlarmni saglayan her x,y € X i¢in
1
Sl Yl <1-68()

olacak sekilde §(e) > 0 sayis1 varsa, X e diizgiin (uniformly) konveks uzay adi verilir

(Aksoy and Khamsi 1990).

Bu tanim, x,y € By = {x € X:||x|| <1} ve |lx—y|]|=¢e>0 i¢cin (x +y)/2 orta
noktasinin Sy = {x € X:||x|| = 1} den bir § uzakhiginda ve By kapali birim yuvar

icinde oldugu ifade eder.

Ornek 2.2.19: Her H Hilbert uzay: diizgiin konvekstir. Gergekten her x,y € H igin

paralelkenar kuralindan

llx + ¥112 = 21l + lIyll*) = llx = ylI?

dir. x # y olmak tizere x,y € By = {x € X:||x|| < 1} ve ||x — y|| = € oldugunu kabul

edelim. Boylece

lx +ylI? <4— &2
olur. Sayet, §(¢) =1 —+/1 — €2/4 segilirse
1
Sl +yll < 1-8()

elde edilir. O halde, H diizgiin konveks bir uzaydir.



17

Ornek 2.2.20: ¢, uzay1 ||x||; = ¥%_,|x,| normuna gére diizgiin konveks uzay degildir.
Bunu gostermek igin € =1 olmak tizere x = (1,0,0,0,...),y = (0,—1,0,0,...) € ¥,

elemanlarini alalim. Bu durumda ||x||; = Ym=1]|X,| normuna goére
Ixll: = Lyl =Lllx -yl =2>1=¢

olur. Ancak [|(x + y)/2|l; = 1 oldugundan ||(x + y)/2|l; <1 — § olacak sekilde bir
é > 0 sayis1 yoktur. Dolayisiyla #; uzay diizgiin konveks degildir.

Tamim 2.2.21: X bir Banach uzay1 olsun. 8y:[0,2] = [0,1],
. Xty
5x(e) = inf{1 = [F52] stixll < L iyl < 1= 1 = &

olarak tanimlanan 8y fonksiyonuna X in konveksliginin modiilii denir.

Yukaridaki tanimdan, 8x(0) =0 ve her t =0 icin 8x(t) = 0 oldugunu gbérmek

kolaydir.

Tamm 2.2.22 (Smooth Uzay): X bir Banach uzay olsun. Her x,y € Sy i¢in

Ml + eyl = ]l
lim
t—0 t

limiti var ise X e smooth uzay denir.

Ornek 2.2.23: (i) 1 < p < o igin L, uzaylar1 smooth Banach uzaylardir.

(i1) ¢, l; ve l,, uzaylart smooth uzay degillerdir.

Tanim 2.2.24: X bir Banach uzayi olsun. py: Rt - R*,

lIx +yll + llx =yl
2

px(t) = Sup{ — Llxll = Lllyll = t}

{le + tyll + [lx — eyl
= sup

> — Llxll = llyll = 1}, t=0

olarak tanimlanan py fonksiyonuna X in smoothlugunun modiilii denir.
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Yukaridaki tanimdan, py(0) =0 ve her t >0 icin px(t) =0 oldugunu gormek
kolaydir.

2.3. Doniisiimlerin Sabit Noktalar:

Daraltan, kesin daraltan, genislemeyen ve Lipschitzian gibi doniisiimlerin bazilarinin
sabit noktas1 olmadig1 halde, bazilarinin bir veya birden fazla sabit noktas olabilir. Bu
boliimde, hangi tiir doniisiimlerin sabit noktalarinin var ve bu sabit noktalarin hangi

kosullar altinda tek oldugunu teorem ve 6rneklerle ifade edecegiz.

Ornek 2.3.1: X = [a,b], d(x,y) = |x — y| ve T:X — X bir doniisim olsun. Eger T,
[a, b] kapal1 araliginda siirekli, (a, b) agik araliginda tiirevlenebilir bir doniisiim ve her

x € (a, b) igin,
IT'x| <k<1

sartin1 sagliyorsa bu durumda T nin X de bir tek sabit noktas: vardir. Gergekten de

ortalama deger teoreminden her x,y € [a, b] i¢cin ¢ € (a, b) olmak iizere,
ITx =Tyl =T'(O)|(x = y)| < klx -y
olur. Béylece Banach Daralma Ilkesi geregi T nin bir tek sabit noktasi vardir.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan déniisiimlerin sabit noktast olmasi

gerekmedigi asagidaki 6rnekte gosterilmistir.

Ornek 2.3.2: X = (0,1] ve T: X > X, Tx = %x doniisiimii verilsin. Bu durumda

3y| 3

3x 3
d(Tx,Ty) = G lx — | =§d(x,y)

oldugundan T bir daraltan doniisiimdiir. Fakat T nin X de bir sabit noktasi yoktur.
Cilinkii sabit noktanin tanimindan %x =x=>3x=5x=>x=0 olur. Burada x =0 ¢

(0,1] = X oldugundan T nin X de bir sabit noktas1 yoktur.
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Asagidaki ornekte, tam metrik uzay iizerinde tanimlanan genislemeyen bir doniisiimiin

bir sabit noktaya sahip olmasi gerekmedigi gosterilmistir.

Ornek 2.3.3: X = ¢, Banach uzay1 ve K = By = {x € c,: ||x|| < 1} kapali birim yuvar
verilsin. Her x € K i¢in
T(xll le ot 1xi1 ot ) = (11 xll le x31 o )

seklinde tanimlanan T: K — K doniisiimiinii alalim. T genislemeyen bir doniisiimdiir ve
x=(1,1,1,..), T nin bir sabit noktasidir. Fakat, x = (1,1,1,...) € ¢o dir. Yani, T

genislemeyen doniisiimii ¢, uzayinda bir sabit noktaya sahip degildir.

Yine tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan kesin daraltan doniisiimlerin sabit

noktasinin olmasi gerekmedigi asagidaki 6rnekte gosterilmistir.

Ornek 2.3.4: X =[1,) kiimesi iizerinde d(x,y) = |x — y| metrigi ve T:X — X,

Tx =x+ iz doniisiimii verilsin. x # y olmak iizere her x,y € X i¢in
X
d(Tx,Ty) = |Tx — Ty|

1 1
V=3

=[x+—=-
| x? y

x3y2 + y2 _ x2y3 _ x2

x2y2

= yllx?y? = (x + )l
- x2y2

|x2y2—(x+y)|
x2y2

olur. Burada her x,y € X = [1, ) i¢in < 1 olacagindan

lx — yllx?y? — (x + )|
x2y2 <

|x — vl
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olur ki bu da d(Tx, Ty) < d(x,y) sartinin saglandigin1 gosterir. O halde, T bir daraltan
dontisiim degildir fakat kesin daraltan bir doniisiimdiir. Dikkat edilirse burada T nin bir

sabit noktas1 yoktur.

Asagidaki teorem, analizdeki en basit sabit nokta teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.3.5: [a,b], R de bir kapali aralik ve f:[a,b] — [a, b] siirekli bir doniisim

olsun. Bu durumda f(c¢) = c olacak sekilde bir ¢ € [a, b] say1s1 vardir.

Ispat: Her x € [a,b] i¢in T(x) = x — f(x) seklinde bir T:[a,b] > R  doniisiimii
tanimlayalim. Bu durumda T siirekli bir doniisiimdiir. Eger f(a) = a ise, T(a) < 0 ve
f(b) <b ise, T(b) =0 olur. Ara deger teoremi geregince T(c) = 0 olacagindan
f(c) = c olacak sekilde bir ¢ € [a, b] vardir.

Teorem 2.3.6 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): B, R" de kapali bir kiire (dolayisiyla
R™ nin bir kompakt konveks alt kiimesi) olsun. Bu durumda f:B — B siirekli

dontisiimii en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Bu teorem sonlu boyutlu uzaylarda gegerlidir. Yani, Brouwer’in bu teoremi herhangi bir

sonsuz boyutlu Banach uzayinda gecerli degildir. Bu durumu bir 6rnekle izah edelim.

Ornek 2.3.7: B, c, Banach uzayinda bir kapali birim kiire olsun. x = (x4, x5, ...) i¢in
T:B - B, T(x) =(1—|xq], %1, %5, ...)
doniistimiini alalim. Her x, y € B i¢in
ITx = Tyll = llx = yll

oldugundan T stireklidir. Ancak, Tx = x denkleminin B de bir ¢6ziimii yoktur.
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Teorem 2.3.8 (Schauder Sabit Nokta Teoremi): X bir Banach uzayi, K € X bos
olmayan kompakt konveks bir alt kiime ve f:K — K stirekli bir doniisiim olsun. Bu

durumda f en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Teorem 2.3.9 (Banach Daralma Tlkesi): (X,d) tam metrik uzay ve T: X — X daraltan

bir doniisiim olsun. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x,, X de keyfi bir nokta ve
xy = Txg, %, = Txy = T?xg, oo, Xy = Tx, = T 1x,
olsun. Once {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu ve sonra da bu dizinin limit
noktasinin Tx = x denkleminin bir tek ¢6ziimii oldugunu gosterecegiz. n,p = 1 i¢in
d(%pip Xn) = d(T™Px, TMx,)

< kd(Xp4p—1, Xn-1)

= kd(T™P 1x,, T" 1x,)

< k2d(Xpyp-2, Xp_p) < -+

< k™d(Xn4p-n Xn-n) = k™d(xp, Xo)

< k™(d(xp, xp—1) + d(xp-1,%0))

< k™(kd(xp—1,%p—3) + d(xp—1, Xp—2) + d(xp_2,%0))

= k™(d(xp-2,%x0) + d(xp_1,%p—2) + kd(xp-1,Xp_2))

< k™d(xp-2,%0) + kd(xp-2,Xp-3) + k2d (xp_3, xp_3)]

< k™(d(xq, %) + kd(xq, x0) + k?d(xy, x0) + )

== knd(xl,xO)(l + k + kZ + k3 + "')
1
= k"d(x1, %) (m) (n > )

olur. Yani,

n

k
d(xn+p' xn) < m d(xl; xO)
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dir. 0 < k < 1 oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa, d(xn+p,xn) - 0 elde edilir. Bu
da {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan x, — x ve
dolayistyla  x,,q = x dir. T doniisiimii siirekli oldugundan dizisel siireklidir, yani
Tx, — Tx dir. x,41 = Tx,, de n = oo i¢in limit alinirsa x = Tx elde edilir. Simdi bu
sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. y, T nin bagka bir sabit noktas1 yani, Ty =y

olsun. Bu durumda
d(x,y) =d(Tx,Ty) < kd(x,y)
olur. Buise d(x,y) = 0 olmasim gerektirir. Ciinki,

d(x,y) < kd(x,y) = d(x,y) —kd(x,y) <0
=>dxy)1-k]<0

dir. k < 1 oldugundan 1 — k > 0 dir. Dolayisiyla hem 1 — k > 0 hem de d(x,y) =0
oldugundan d(x,y)[1 — k] <0 esitsizliginin saglanmasi i¢in d(x,y) = 0 olmasi
gerekir. Bu da x = y demektir.

Ornek 2.3.10: K = [0,1] c R, T:K - K, Tx = golsun. Xg = %olarak secelim.

Buradan

Xp =Txp g =T%x,_5 = =T"x,

seklinde bir {x,} dizisi elde ederiz. n — oo igin

lim x,, =0
n—-oo

olur. Dolayisiyla T doniisiimiiniin sabit noktas1 0 € [0,1] dir. Sabit nokta tanimindan da
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X
Tx=x=>g=x=> x=6x=>x=0

dir. Yani x = 0, T doniisiimiiniin sabit noktasidir. Ancak doniisiimlerin sabit noktalarini
tanimdan hareket ederek bulmak her zaman kolay degildir. Bu sebeple farkli doniistim

siniflarinin sabit noktalarinin bulunmasinda iterasyon metodlar1 kullanilir.

Teorem 2.3.11: (X,d) bir tam metrik uzay ve n € N i¢in T™ bir daraltan doniisiim
olacak sekilde bir T: X — X doniistimii verilsin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya

sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Ispat: Banach sabit nokta teoremi geregince, T™ bir tek x, sabit noktasma sahiptir.

Dolayisiyla
Tn+1x0 e T(Tnxo) — Txo

yazilir. Ayrica Txy, T™ nin bir sabit noktasidir. T" nin sabit noktasi tek oldugu i¢in
Txy = xy olur. Eger Ty =y ise, bu durumda T"y =y olur. Bu da y = x, olmasin

gerektirir.

Teorem 2.3.12: (X,d) bir kompakt metrik uzay ve T:X — X kesin daraltan bir
doniisiim olsun. Bu durumda T bir tek x, sabit noktasina sahiptir. Ustelik her x € X
i¢in,

lim T"x = x,

n—oo

dir (Khamsi and Kirk 2001).

Ispat: x € X icin,

d(x) = d(x,Tx),

sartin1 saglayan bir ¢: X - R* fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda ¢ siirekli ve
alttan sinirlidir. Bu yiizden ¢, bir x, € X noktasinda minimum degerini alir. x5 # Tx,

oldugunu kabul edelim. Buradan

d(Txo) = d(Txo, T?x) < d(xg, Txo) = p(x0)
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elde edilir. Buise x, = Tx, olmasini gerektirir. Simdi x € X noktasi ve (d(T"x, x,))
dizisi verilsin. Sayet T™x # x, ise,

d(T™ 1 x,xy) = d(T"1x, Txy) < d(T™x, x0)
olur. Bu nedenle (d(T™x, x,)) dizisi kesin azalandir. Sonug olarak n — o igin

r = lim d(T"x, xy)

n—-oo

limiti vardir ve r > 0 dir. Ayrica X kompakt oldugu i¢in (T™x) dizisi yakinsak bir

(T™ex) alt dizisine sahiptir. limy,_,o, T™x = z diyelim. (T™x) dizisi azalan oldugundan
r=d(z,x,) = ’ll_rLlo d(T™x, x,) = 111_1;{)10 d(T™*1x, xy) = d(Tz, xy)
olur. Eger z # x, ise, bu durumda
d(Tz,xy) = d(Tz,Txy) < d(z,x)

dir. Bu ise (T™x) in herhangi yakinsak alt dizisinin x, noktasina yakinsadigini gosterir.

O halde, lim,,_,o, T™x = x,, dir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. iterasyon Yontemleri

Bir doniisiimiin sabit noktasin1 veya noktalarini bulurken cesitli iterasyon metotlar

kullanilir. Bunlardan bazilar1 asagida verilmistir.
3.1.1. Picard Iterasyon Metodu

(X,d) bir metrik uzay, K € X kapali bir alt kiime ve T : K — K bir doniisiim olsun.

Xo € X olmak lizere Picard iterasyonu
Xp=Txp_1 =T"xy, n2>1, (3.1

seklinde tamimlanir (Picard 1890). P(x,, T) ile gosterilen Picard iterasyonu bazen

ardisik yaklagiklar dizisi (sequence of successive approximations) olarak da adlandirilir.

Tam metrik uzayda tanimli daraltan doniisiimlerin sabit noktalarina yaklasim igin
kullanilan iterasyonlardan biri de Picard iterasyonudur. Daraltan doniisiim yerine farkli
smiftan bir donilisiim alinirsa, Picard iterasyonu doniisiimiin sabit noktasina

yakinsamayabilir.

Ornek 3.1.1.1: X = [0,1] olmak iizere her x € [0,1] igin T:[0,1] = [0,1], Tx = 1 — x
olsun. T genislemeyen bir dontlisimdiir ve F(T) = {%} dir. Herhangi bir x, = a # %
noktas1 i¢in (3.1) Picard iterasyonu,

x1=Txg=1—a

x, =Tx; =T?*xg=a

x3=Tx,=T?x; =T3xy=1—a
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Xp =Txp_q1 =T%xy_p, = =T"x,

seklinde olup bu da (a,1—a,a,1—a,..) salimml dizisine karsilik gelir. Bu dizi
a ;t% icin yakinsak olmadigindan, Picard iterasyonu doniisiimiin sabit noktasina

yakinsamaz. Dolayisiyla istenilen sabit noktayr bulmak i¢in diger iterasyon metodlarini

g0z Oniine almak gerekir.
3.1.2. Krasnoselskij Iterasyon Metodu

(N, |I[) bir normlu uzay ve T : N = N bir doniisiim olsun. x, € N ve A € [0,1] igin

Krasnoselskij iterasyonu,
Xp1 = (1 —ADx, + ATx,,, n =0, (3.2)

seklinde tanimlanir (Krasnoselskij 1955). (3.2) Krasnoselskij iterasyonu kisaca

K (xo, A, T) ile gosterilir. Ayrica bu iterasyon, A = 1 igin Picard iterasyonuna indirgenir.
3.1.3. Kirk iterasyon Metodu

X bir normlu uzay ve T : X —» X bir doniisiim olsun. Kirk iterasyonu, x, € X olmak

uzere
Xps1 = AoXp + a1 Txy + @ T?x, + -+ o, TFx, (3.3)

seklinde tanimlanir. Burada, k > 1 tamsay1 ve i = 0,1,2, ...,k i¢in a¢; >0 ve a; =0

olmak tlizere @y + ay + a5 + -+ a = 1 dir.

(3.3) esitligi ile verilen Kirk iterasyonu, k = 1 i¢in Krasnoselskij iterasyonuna

indirgenir (Kirk 1971).
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3.1.4. Mann iterasyon Metodu

Banach daralma ilkesini saglamayan doniisiimlerin sabit noktalarini elde etmek igin
kullanilmistir. X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: K —- K

bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak iizere Mann iterasyonu,
Xne1 = 1 —a)x, + @, Tx,, n=0, (3.4)

seklinde tanimlanir. Burada {a,} € [0,1] dir (Mann 1953). Mann iterasyonu kisaca

M (xy, a,, T) ile gosterilir.

(3.4) esitligi ile verilen Mann iterasyonunda «, = A (sabit) olarak alinirsa bu

iterasyon, Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Berinde 2006).

Mann’in bulmus oldugu sonuglar Franks ve Marzec (1971) tarafindan, ayni sekilde
Franks ve Marzec’in sonuglari da Rhoades (1974) tarafindan genisletilmistir. Yine
Rhoades (1974) herhangi bir kapali ve siirli araliktan yine bu araliga tanimli bir
doniisiim i¢in Mann iterasyonunun bu doniisiimiin bir sabit noktasina yakinsadigini

gostermistir.

Ornek 3.1.4.1: X = E,Z] kiimesi tizerinde T:X — X, Tx =i olarak tanimlanirsa,

Mann iterasyonu bu doniisiimiin sabit noktasi olan x = 1 e yakinsar.
3.1.5. Ishikawa iterasyon Metodu

Lipschitzian ve pseudocontractive donilisimler i¢in Mann iterasyon ydnteminin
yetersizligi durumunda yeni bir iterasyon metodu olarak olusturulmustur. Bu iterasyon
ilk olarak bir Hilbert uzaymnin konveks ve kompakt alt kiimesi {izerinde taniml
Lipschitzian ve pseudocontractive bir doniisiimiin sabit noktaya kuvvetli yakinsadigin
gostermek amactyla kullanilmigtir (Berinde 2006). X bir normlu uzay, K € X bos
olmayan konveks alt kiime, T: K — K bir donilisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak

tizere Ishikawa iterasyonu,
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{xn+1 = (1 - an)xn + anTyn, (3.5)

Yn = (1 - ﬁn)xn + IBnTxn: n =0,

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, {f,} € [0,1] dir (Ishikawa 1974). Ishikawa iterasyonu

kisaca I(xg, ay, Bn, T) ile gosterilir.

(3.5) esitligi ile verilen iterasyonda S, = 0 alinirsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna
indirgenir. Buna ragmen Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama sonuglar

arasinda genel bir bag yoktur (Berinde 2006).
3.1.6. Noor iterasyon Metodu

X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K = K bir doniisiim ve

Xo € K keyfi bir nokta olmak tizere Noor iterasyonu,

Xn+1 = (1 = an)xn + a,Tyn,

Yo = (1= Bp)xn + BnT 2y, (3.6)
Zp = (1 = ¥)xn + ¥aTxn, n 20,

seklinde tanimlanir. Burada {a,,}, {8}, {vx.} € [0,1] dir (Noor 2000).

Noor, Hilbert uzaylardaki cesitli esitsizliklerin yaklasik ¢oziimlerini ¢alismak i¢in 3-

adim (Noor) iterasyonunu tanitmistir.

Xu ve Noor, (3.6) iterasyonunun diizgiin konveks bir Banach uzayinin kapali, sinirli ve
konveks alt kiimesinde kendi tiizerine tanimlanmis asimptotik genislemeyen bir

doniisiimiin sabit noktaya yakinsakligini calismislardir (Xu and Noor 2002).
3.1.7. n-adim Iterasyon (Multistep Iteration) Metodu

X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K — K bir doniisiim ve

Xo € K keyfi bir nokta olmak iizere n-adim iterasyonu p > 2 i¢in
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X1 = (1= ap)x, + anTyﬁ,
vi=(1—Bh)x, +piTziM, i=1,2,..,p-2, (3.7)
2= (1= B2 Dxn + B Ty,

seklinde tamimlanir. Burada {a,} €[0,1] ve 1<i<p-—1 igin {,6’,‘1} € [0,1) dir
(Rhoades and Soltuz 2004).

Rhoades ve Soltuz, 2003-2004 yillarinda doniistimlerin ¢esitli siniflart i¢in Ishikawa
iterasyonunun yakinsakliginin, Mann iterasyonunun yakinsakligima denk oldugunu

gostermislerdir.

3.1.8. S-iterasyon Metodu

X bir lineer uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K — K bir donligim ve
x; € K keyfi bir nokta olmak iizere S-iterasyonu

{xn+1 =1 - a)Tx, + anTyy,

Yo = (1= B)xn + BT, n2 1, (38
seklinde tanimlanir. Burada {a,}, {8,} € (0,1) dir (Agarwal-O’Regan-Sahu 2007). S-

iterasyonu kisaca S(x,, &,, Bn, T) ile gosterilir.

S-iterasyon yontemi Mann ve Ishakawa iterasyon yontemlerinden bagimsizdir. Yani S-
iterasyonu ile Mann veya Ishakawa iterasyonu birbirinden elde edilemez. Agarwal-
O’Regan-Sahu, daraltan doniisiimler i¢in S-iterasyon yonteminin yakinsama hizinin
Picard iterasyon yoOnteminin yakinsama hizina denk ve diger sabit nokta iterasyon

yontemlerinin yakinsama hizlarindan daha hizli oldugunu gostermislerdir.
3.1.9. Modifiye Edilmis S-iterasyon Metodu

X bir lineer uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K — K bir doniisiim ve

X, € K kefi bir nokta olmak iizere modifiye edilmis S-iterasyonu
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{xn+1 =1 —-a )T, + a,T™y,,
Y = (1= B)xn + BnT"xn, n =1, (3.9)

seklinde tanimlanir. Burada {a,},{B,} € (0,1) dir (Agarwal-O’Regan-Sahu 2007).
Modifiye edilmis S-iterasyonu S(x,, &y, B, T™) ile gosterilir.

Agarwal-O’Regan-Sahu, c¢esitli doniisiimler i¢in hem S-iterasyon hem de modifiye
edilmis S-iterasyon yoOnteminin, doniisimiin sabit noktasina kuvvetli ve zayif

yakinsamasini incelemislerdir.
3.2. Hatali iterasyon Yontemleri

Hatali iterasyon yontemleri ilk olarak Liu (1995) tarafindan ¢alisilmistir. Liu’nun hatali

iterasyon yontemleri asagida verilmistir.

(1) X bir normlu uzay, K € X bos olmayan bir alt kiime, T: K = K bir doniisiim ve

x1 € K keyfi bir nokta olmak iizere hatali Mann iterasyonu,
Xn1 = (L —a)d)xy + anTxy +u,, n=1, (3.10)

seklinde tanimlanir. Burada {a,,} € [0,1] ve Xp-qllu, || < oo dur.

(i) X bir normlu uzay, K da X bos olmayan bir alt kiime, T: K — K bir doniisiim ve

x; € K keyfi bir nokta olmak tizere hatali Ishikawa iterasyonu,

{xn+1 =1 —a)x, + anTy, +uy,
Vo =0 =Bxn + PpnTxy+ vy, n=1, (3.11)

seklinde tanimlanir. Burada {a,,}, {8} € [0,1] ve Yot |l < 00, Xo;]lvnll < oo dur.
(3.11) de B,, = v, = 0 olarak alinirsa hatali Mann iterasyonu elde edilir.

Liu'nun verdigi hatali iterasyon yontemlerinin tamamen tatmin edici olup olmadigi

tartisilmaktadir. Cilinkii hatalarin olusumu rastgele bir sekildedir.
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Xu (1998), asagidaki iterasyon yontemlerinin hata terimlerini ifade etmede, daha yeterli

oldugunu gostermistir.
3.2.1. Hatah Mann iterasyon Metodu

X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: K — K bir doniisiim

ve x; € K keyfi bir nokta olmak iizere hatali Mann iterasyonu
Xpi1 = AnXp + b, Tx, + cuu, n=1, (3.12)

seklinde tanimlanir. Burada {u,} dizisi K da sinirh ve a,, + b, + ¢, = 1 olmak ftizere

{an}, {by },{cn } € [0,1] dir.
3.2.2. Hatali Ishikawa iterasyon Metodu

X bir normlu uzay, K € X bos olmayan bir alt kiime, T: K — K bir doniisiim ve {x,,}, K

da bir dizi olsun. x; € K keyfi bir nokta olmak iizere, hatali Ishikawa iterasyonu

{xn+1 = dn¥n t bn Tyn + ChUp,
Yo = anXxy + bpTxy + chvy, n =1, (3.13)

seklinde tanmimlanir. Burada {u,}, {v,} dizileri K da siirh ve a,, + b, + ¢, = a, +

by + ¢ = 1 olmak lizere {a}, {by, }, {cp}, {@n}, {bp}, {cp} € [0,1] dur.

(3.13) esitligi ile verilen iterasyonda by, = ¢, = 0 alinirsa, bu iterasyon hatali Mann

iterasyonuna indirgenir.
3.2.3. Hatali Noor Iterasyon Metodu

X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: K = K bir donlisiim ve

X1 € K keyfi bir nokta olmak iizere hatal1 Noor iterasyonu
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Xnt1 = AnXp + Y Ty, + O Unp,

Yn = a;an + VrILTZn + 67’11711' (3.14)
Zn = 0nXq +Vn Txy, + 67w, n=1,

seklinde tanimlanir. Burada {u,},{v,} ve {w,} dizileri K da smrh ve a, +y, +
bp =an+tyntop=an+v)/ +6, =1 olmak izere {an},{yn},{6n} {an} {ra}
{6p} {an 3, {v'3, {67} € [0,1] dur.

(3.14) esitsizligi ile verilen iterasyonda ¥, = &, = 0 alinirsa Xu’nun hatali Ishikawa
iterasyonuna, y,, = &, = 0 ve y,) = 6, = 0 alinirsa Xu’nun hatali Mann iterasyonuna

indirgenir.
3.3. Asimptotik Genislemeyen Doniisiimler

Bu baslik altinda asimptotik genislemeyen doniistimler kullanilarak yapilan bazi

caligmalara yer verilmistir.

Goebel ve Kirk, diizglin konveks bir Banach uzayinda asimptotik genislemeyen

dontigiimlerin sabit noktaya sahip oldugunu asagidaki teoremle ispatlamiglardir.

Teorem 3.3.1: X diizglin konveks bir Banach uzayi, K da bu uzayin bostan farkli
kapali, konveks, sinirli bir alt kiimesi ve T:K — K asimptotik genislemeyen bir

doniisiim olsun. Bu durumda T, K da bir sabit noktaya sahiptir (Goebel and Kirk 1972).

Ispat: y € K ve r > 0 icin y merkezli ve r yaricapli B(y, r) yuvarini goz oniine alalim.
Kn (n;";k B(Tly, r)) * ¢

olacak sekilde bir k € N sayisinin oldugu, biitiin 7 sayilarindan olusan kiime R,, olarak
tammlansin. seklinde tammlansin. Eger d, K nin ¢ap1 yani d = diam(K) ise d € R,,

dir. Boylece R,, # @ dir. ry = inf{r: r € Ry} olsun. Her € > 0 i¢in

Ke =0y (N2 B(Tly, 1o +€))
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tanimlanabilir (Kirk 1969). O halde her ¢ > 0 i¢in K, N K kiimesi bostan farkli ve

konvekstir. X uzaymin yansimali olmasi
Neso (K. NK) # @
olmasini gerektirir. x €N~ (K. N K),n > 0 ve n > n, igin
lx=T"yll <70 +n

olacak sekilde bir n, tamsayis1 vardir. Simdi x €N, (K N K) eleman: icin {T"x}
dizisinin x noktasina kuvvetli yakinsamadigini kabul edelim. Bu durumda her i =

1,2, ... i¢in
[|T™x — x]|| = ¢

olacak sekilde {T™x} in bir {T™ix} alt dizisi vardir. T™ in Lipschitz sabiti k,, olsun. O

halde m > n igin
IT"x —T"x|| < kpllx — T™ x|

dir.

<1 — Oy (ro-gl-a>> (ro+a)<r

esitsizligini saglayan ry > 0 ve @ > 0 sayilarinin oldugunu kabul edelim. ||x — T™x|| >
evek, (ro + g) < 1y + a olacak sekilde bir n sayist secelim. Eger ny > n yeteri kadar

biiyiikse bu durumda m > ny i¢in

a
e =Tyl < o + 5

olur. Dolayistyla
a
|IT"x — T™y|| < k,llx = T™ "y|| <k, (ro + E) <r+a
ve

lx=T"yll <7+ a

olup, m > ng icin X in diizgiin konveksliginden
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Borro-mm] < (1-5() Joarar <n

o+«

elde edilir. Bu ise 1 1n tanimina terstir. Boylece 1, = 0 veya x = Tx sonucu elde edilir.
Fakat r, = 0, {T™y} nin bir Cauchy dizisi olmasin1 gerektirir ve boylece lim,,_,,, T"y =
x = Tx olur. Bu durumda N.q (K, NK), T nin bir sabit noktasimi ihtiva eden tek

nokta kiimesidir.

Goebel ve Kirk, diizglin konveks bir Banach uzayinda asimptotik genislemeyen
doniistimlerin sabit noktalarinin kiimesinin kapali ve konveks oldugunu asagidaki

teoremle ispatlamiglardir.

Teorem 3.3.2: X diizgiin konveks bir Banach uzayi, K da bu uzaym bostan farkli,
kapali, konveks, sinirli bir alt kiimesi ve T:K — K asimptotik genislemeyen bir
dontisim olsun. Bu durumda F(T) kiimesi kapali ve konvekstir (Goebel and Kirk

1972).

Ispat: T doniisiimii siirekli oldugundan F(T) kiimesi daima kapalidir. x,y € F(T)
olsun. F(T) nin konveks oldugunu ispat etmek i¢in z = (x + y)/2 € F(T) oldugunu

gostermek gerekir. Her n € N igin
n n n 1
llox = 72|l = IT"x = T"z|| < knllx — 2|l = Zknllx = ¥ll,
n n n 1
ly = T"zl = IT"y = T"zll < knlly — 2l = 5 knllx = ¥,
dir. X diizgiin konveks oldugundan
n 1 2 1 2 _
Iz =72l < [1 _ 5y (Eﬂ kallx =yl <3 [1 _ 5, (E)] k, diam(K)

olur. Boylece n — oo limit alinirsa, T"z — z elde edilir. T doniigiimiiniin siirekliliginden

z, T nin bir sabit noktasidir.
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Schu (1991), Hilbert uzaylarinda asimptotik genislemeyen doniisiimlerin sabit
noktalarina yaklasmak i¢in modifiye edilmis Mann iterasyon semasinmi teskil etti ve

asagidaki teoremi ispatladi.

Teorem 3.3.3: H bir Hilbert uzayi, K da bu uzayin bostan farkli kapali konveks ve
sinirh bir alt kiimesi, T: K — K asimptotik genislemeyen bir doniisiim ve Yo, (k2 —
1) < o olsun. Ayrica {a,}, uygun a, b sabitleri igin 0 < a < a, <b <1 sartin

saglayan [0,1] araliginda bir dizi olsun. Bu durumda herhangi bir x; € K i¢in,
Xnt1 = (1 — ap)xn + ayT"x,, n 21, (3.15)

seklinde tanimlanan {x,,} dizisi, T nin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

3.4. Kendi Uzerine Tammh Olmayan Asimptotik Genislemeyen Doniisiimler

Kendi iizerine tanimli olmayan asimptotik genislemeyen doniisiim kavrami, asimptotik
genislemeyen doniistimlerin 6nemli bir genellestirmesi olarak ilk defa Chidume, Ofoedu

ve Zegeye tarafindan ifade edilmistir.

Kendi iizerine tanimli olmayan bir doniisiim icin ele alinan iterasyon semasi iyi tanimli
olmayabilir. Bu iterasyon semasini iyi tamimli yapabilmek icin bir ¢ekmeye ihtiyag

duyulmaktadir.

Tanim 3.4.1 (Cekme): E bir reel Banach uzay1 ve K da E nin bir alt kiimesi olsun. Her
x € K i¢in Px = x olacak sekilde P: E — K siirekli doniistimii varsa, K ya E nin bir
cekilmesi (retract) denir. Eger P: E — E déniisiimii P? = P sartin1 sagliyorsa P ye bir
cekme (retraction) denir. P doniisimii bir ¢ekme ise o zaman P nin goriinti

kiimesindeki her y i¢in Py = y dir.

Tanim 3.4.2 (Sunny Genislemeyen Cekme): E bir Banach uzayi, C ve D, E nin iki alt

kiimesi olsun. Vx€C ve t=0 igin P(Px —t(x — Px)) =Px ise P:C-D



36

doniisiimiine sunny ¢ekme denir. Sunny ¢ekme ayni zamanda genislemeyen doniisiim

ise sunny genislemeyen ¢ekme olarak adlandirilir.

Tamm 3.4.3: K, bir E reel normlu uzayinin bostan farkli bir alt kiimesi ve P: E = K

doniisiimii E nin K {izerindeki bir genislemeyen ¢ekmesi olsun.

(1) Her x,y € K icin
IT(PTY* *x — T(PT)" 'yl < kpllx — I
olacak sekilde k, — 1 sartim saglayan bir {k,} c [1,0) dizisi varsa, T:K - E
doniigsiimiine asimptotik genislemeyen doniisiim denir.
(i) Her x, y € K i¢in
IT(PT)"'x — T(PT)"*yll < Lllx — yll

olacak sekilde bir L >0 reel sayisi varsa, T:K — E doniisiimiine diizgiin L -

Lipschitzian doniistim denir.

Tamim 3.4.4 ((A) Sarti): F(T) # @ olmak tizere T: K — E bir doniisiim olsun. Eger her
r>0 i¢in f(r)>0, f(0)=0 olacak sckilde azalmayan bir f:[0,0) = [0,0)

fonksiyonu var ve her x € K i¢in

llx = Txll = £ (d(x, F(T)))

ise, T ye (A) sartin1 sagliyor denir (Senter and Dotson 1974). Burada d(x,F (T)) =
inf,cpryd(x,y) dir. Tan ve Xu ya gére (A) sart1, K min kompakthigindan daha zayiftir
(Tan and Xu 1993).

Khan ve Fukhar-ud-din, Ty, T, : K — E asimptotik genislemeyen iki doniisiim i¢in bu
(A) sartin1 asagidaki sekilde gelistirmistir: K, E nin bostan farkli bir altkiimesi ve
T, T, : K » E doniisimleri verilsin. Eger her t > 0 igin f(t) > 0, f(0) = 0 olacak

sekilde azalmayan bir f: [0, 00) — [0, 00) fonksiyonu var ve her x € K i¢in
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1
5 Ul = Toxll + llx = Toxll) = f (d(x, F(D))

ise, T;, T, : K » E dontisiimleri (A") sartin1 sagliyor denir (Khan and Fukhar-ud-din
2005). Ayrica T; =T, = T olarak alinirsa (A) sartinin (A") niin 6zel bir hali oldugu

goriiliir.

Chidume et al. (2003), E diizgiin konveks bir Banach uzay, K da E nin genislemeyen
bir gekmeye sahip bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi ve T: K — E asimptotik

genislemeyen bir doniisiim olmak tizere asagidaki iterasyon yontemini ¢aligmiglardir:
x1 EK, xppq = P((1 — ap)x, + a,T(PT)" txy,) (3.16)

Burada {a,} € (0,1) dir.

Bu calismadan sonra, pek ¢ok iterasyon semasi yazilmis ve bu iterasyon semalarinin
dontigiimlerin ortak sabit noktalarina zayif ve kuvvetli yakinsamalari incelenmistir.

Bunlardan bazilar1 asagida verilmistir:

Wang (2006), E diizgiin konveks bir Banach uzay, K da E nin P ¢ekmesine sahip
bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi ve T;,T,: K — E kendi iizerine olmayan ve
asimptotik genislemeyen iki doniisiim olmak {izere asagidaki iterasyon yoOntemini
calismustir:

Xps1 = P((1 = ap)xn + an Ty (PT)™ ),
Yo = P((1 = Bo)xn + BuTo(PT)" x,), n > 1. (3.17)

Burada {a,},{B,} € [0,1) dir.

Zhou et al. (2007), E diizgiin konveks bir reel Banach uzay, K da E nin bir P ¢ekmesine
sahip bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi ve T;,T,: K — E kendi iizerine
olmayan ve asimptotik genislemeyen iki donilisim olmak {izere asagidaki iterasyon

yontemini ¢aligmiglardir:

Xny1 = ApXp + .Bn(PTl)nxn + Vn(PTZ)nxn' n=1.
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Burada {a,}, {f,} ve {y,.}, a € (0,1) i¢in [a, 1 — a] araliginda a,, + S, + ¥, = 1 sartim

saglayan reel dizilerdir.

Thianwan (2009), E bir normlu uzay, K da E nin bir P genislemeyen ¢ekmesine sahip
bostan farkli, konveks bir alt kiimesi ve T;,T,:K — E kendi lizerine olmayan ve
asimptotik genislemeyen iki donilisiim olmak iizere (projeksiyon tip Ishakawa iterasyonu

olarak adlandirilir) asagidaki iterasyon yontemini ¢alismistir:

{xn+1 = P((1 — @p)yn + @ T (PTO™ 1), (3.18)

Y = P((1 = Bu)xn + BuT2(PT)™ 'x,), n > 1.

Burada {a,},{B,} € [0,1) dir.

3.2. bolimde bahsedilen hatali iterasyon yontemlerinde T doniisiimii, E normlu
uzayinin bostan farkli K alt kiimesinde kendi iizerine bir doniisiimdiir. Wang et al.
(2009), kendi iizerine olmayan ve asimptotik quasi-genislemeyen iki doniisiim ig¢in

hatal1 iterasyon yontemini asagidaki gibi tanitmislardir:

E bir reel normlu uzay, K da E’nin bir P genislemeyen ¢ekmesine sahip bostan farkli,
kapali ve konveks bir alt kiimesi, Ty, T,: K = E kendi iizerine olmayan ve asimptotik
quasi-genislemeyen iki doniisim olsun. x; € K keyfi bir nokta olmak tizere {x,}

iterasyon yontemi,

{xn+1 = P(apyn + ﬁnTl(PTl)n_1Yn + Ynln), (3.19)

Yn = P(apx, + ﬁr,LTZ(PTZ)n_lxn + Yavn), n 21,
seklindedir. Burada {u,}, {v,} dizileri K da sl ve a,, + By + ¥V = @ + B + Vi =

1 olmak tizere {@n}, {Bn}, {¥n}, {an}, {Bn}, {vn} € [0,1] dir.

(3.19) esitsizligi ile verilen iterasyonda Ty, T, asimptotik genislemeyen ve y,, =y, = 0

alinirsa, bu iterasyon Thianwan’in (3.18) iterasyonuna indirgenir.
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Thianwan (2008), E diizgiin konveks bir Banach uzay, K da E’nin bir P genislemeyen
cekmesine sahip bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi, T: K — E kendi {izerine
olmayan ve genislemeyen bir doniisiim ve x; € K keyfi bir nokta olmak iizere asagidaki
iterasyon yontemini ¢alismistir:

{xn+1 = P((l —an — .un)xn + anTP((l - .Bn)Yn + ﬁnTyn) + Hnun):

Yo = P(1 = b, — 8,)%, + by TP((1 = ¥,)%p + ¥uT2) + 6yvy), n=>1. (320

Burada {u, }, {v,} dizileri K da sinirh ve {a,,}, {b,}, {ttn}, {63, {Bn}, {vn} € [0,1] dir.

Kiziltung vd (2010), Thianwan’in (3.20) iterasyon yontemini kendi iizerine olmayan ve

genislemeyen iki doniislim i¢in asagidaki gibi genellestirmiglerdir.

E bir normlu uzay, K da E’nin bir P genislemeyen ¢ekmesine sahip bostan farkli, kapali
ve konveks bir alt kiimesi, T,S: K — E kendi ilizerine olmayan ve genislemeyen iki

doniisiim olsun. x; € K keyfi bir nokta olmak tizere {x,,} iterasyon yontemi,

{xn+1 = P((l — ap — tp)Xpy + anSP((l - ﬁn)yn + ﬁnSyn) + Unly),
(3.21)

Yn = P(l — by, — 6n)xn + bnTP((l - Yn)xn + YnTxn) + anvn)r n=1,

seklindedir. Burada {u,}, {v,} dizileri K da simurl ve {a,}, {b,}, {ttn}, {60}, {Bn} {vn} €
[0,1] dir.

(3.21) iterasyonu S = T i¢in Thianwan’in (3.20) iterasyon yontemine indirgenir. Ayrica
(3.21) de B, =y, =0, S=T ve T kendi lizerine genislemeyen doniisiim olarak

alinirsa, (3.21) iterasyonu Xu’nun (3.13) iterasyon yontemine indirgenir.

Yine Ozdemir vd (2010), Thianwan’m (3.20) iterasyon ydntemini kendi iizerine
olmayan ve asimptotik genislemeyen iki dOniisim i¢in asagidaki  gibi

genellestirmislerdir.

E bir normlu uzay, K da E’nin bir P genislemeyen ¢cekmesine sahip bostan farkli, kapali

ve konveks bir alt kiimesi, Ty,T,:K — E kendi lizerine olmayan ve asimptotik
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genislemeyen iki dontisiim olsun. x; € K keyfi bir nokta olmak tizere {x,} iterasyon

yontemi,

{xn+1 = P((l —0n — Vn)xn + anTl(PTl)n_lp((l - ﬁn)yn + lgnTl(PTl)n_lyn) + Vnun):
Yn = P(l - arll - )/T,l)xn + a;lTZ (PTZ)n_lp((l - .Br,l)xn + ﬁrIlTZ(PTZ)n_lxn) + )/rllvn)'

seklindedir. Burada {u,}, {v,} dizileri K da sinirh ve {a,.}, {Bn}, (v}, {@n}, {Brn} {vn} €
[0,1] dir.

Simdi, Arastirma Bulgular1 kisminda ispatladigimiz teoremlerde kullanacagimiz

lemmalar asagida verilecektir.

Lemma 3.4.5: {a,}, {b,,} ve {6,}
A1 <(1+6)a, +b,, n=>1

esitsizligi saglayan ve negatif olmayan reel say1 dizileri olsun. Eger 57—, b, < o ve

Yn=1 0p < o0 ise, lim,,_,,a, limiti vardir (Tan and Xu 1993).

Ispat: m,n > 1 i¢in

Anim+1 < (1 + Gnym)@nim + buym
< (1 + 8n4m)@nim + bpym)
< (1 + 6n+m)((1 + 6n+m—1)(an+m—1 + bn+m—1) + bn+m)

< ([eo0) (o 550)

i=n

yazilabilir. Boylece

limsup a,, < <1_[(1 + 50) <an + Z bi) (3.22)
n—oo i=n i=n

olur. Y5_1b, <o ve X5_418, <o oldugundan lim, ., [[2,(1+d)=1 ve
lim,,_,,, 2, b; = 0 elde edilir. (3.22) den limsup,,,,a, < liminf,_,.a, yazlabilir. O

halde, lim,,_,,a, limiti vardir.
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Lemma 3.4.6: E diizgiin konveks bir reel Banach uzayrve n>1i¢in 0 <p <t¢, <

q < 1olsun. {x,,} ve {y,}, E de iki dizi olmak {izere uygun bir r = 0 i¢in

limsupllx,ll <s,  limsupllynll <5, lim|ltyx, + (1 = t)ynll = s
n—-oo

n—-oo n—-oo

sartlar1 saglansin. Bu durumda lim,,_,.||x;, — y,|| = 0 dir (Schu 1991).

Ispat: s = 0 igin ispat agiktir. s > 0 olsun. Kabul edelim ki {x, — v, } dizisi sifira

yakinsasimn. Bu durumda {x,, —y,} dizisinin infl-”xnl. - yni” > 0 olacak sekilde
{xn, — yu,} alt dizisi vardir. limsup,_,[|x,|l <s ve limsup,_.,lly,ll < s oldugundan
|xn, || <7 ||ym,]| < 7 olacak sekilde {n;} alt dizisi igin r € (s, s + 1) oldugunu kabul

edebiliriz. Her i € N i¢in

€
2p(1 —q)by (;) <1lve ||xni - ynl.” >e>0

olacak sekilde r > & > 0 segebiliriz. E diizgiin konveks oldugundan her t € (0,1),

r>0, x,y €X,||lx|| <rvellyll <rigin

ltx + (1 — )yl <7 [1 — 2min{t, 1 — t}6y (”x . y”)l (3.23)
elde edilir. (3.23) den
tn2n, + (1 — todyn, || < 7 [1 — 2t (1 — tn,)8x (;)]
<r [1 —2p(1 — q)dy (;)] <s
olur. Bu durum hipotezle ¢elismektedir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Lemma 3.4.7: E diizglin konveks bir reel Banach uzayr ve K da E nin bostan farkls,

kapali, konveks bir alt kiimesi olsun. T : K — E asimptotik geniglemeyen bir doniisiim

ise, (I — T) sifirda demicloseddir (Chidume et al. 2003).

Ispat: {x,}, K de bir dizi, n - o ic¢in x, =~ x* € K ve (I —T)x, — 0 olsun. (I —

T)x* = 0 oldugunu ispatlayacagiz. {x,} dizisi x* a zayif yakinsak oldugundan sinirlidir.
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Dolayisiyla {x,,} € € = K n B,.(0) olacak sekilde bir r > 0 sayis1 vardir. Béylece C, K

da bostan farkli, kapali, konveks ve sinirli bir kiimedir. Simdi iddiamiz n — oo igin

T(PT)" x* - x* (3.24)

dir. Buna gore {x,} dizisi x* a zayif yakinsadigindan Mazur’un teoreminden her n > 1
icin tl.(n) >0ve Z’."(ln) tl.(n) = 1 olacak sekilde

=

m(n)

Yn = Z ti(n)xi+n

i=1
konveks kombinasyonu vardir ve n — oo i¢in
lyn — Il = 0 (3.25)
dir (Wojtaszczyk 1991). Bununla birlikte {(I — T)x,} dizisi 0 a kuvvetli yakinsak
oldugundan hern > N, j > 1 ve € > 0 i¢in

1

I —T)x, || < <¢€
i€ %l (1+k1+k2+-~+k]-_1)

olacak sekilde N = N(¢,j) > 0 sayist vardir. Tanim 3.4.3 den, P genislemeyen bir

doniisiim olup, her n = N igin
(1 = T(PTY Vx| < 1T = Dxull + ||(T — T(PT)) x|

+ -+ |(T(PTY/ =2 = T(PT) 1), ||

< (1+k1+k2 +~-+kj_1)||xn—Txn|| <e& (3.26)
elde edilir. T : K — E asimptotik genislemeyen bir doniisiim oldugundan T : € — E bir
asimptotik genislemeyen doniisimdiir. Dolayisiyla her j =1 i¢in k; = 1 Lipschitz
sabitine sahip T(PT)’/~! : C — E doniisiimii bir Lipschitzian doniisiimdiir. Ayrica,

m(n)

ITeTY =y = gl < [|PTY 1y = > (P TRTY

i=1
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m(n)

£ P TETY i = i (3.27)

=1
dir. (3.26) esitsizligini kullanarak her n > N i¢in

m(n)

D tPITPTY i = x| < (3.28)

i=1
yazilabilir. (3.26) esitsizligi ve X in diizglin konveksliginden, her n = N igin

m(n)

T(PT)/~1y, — z tT(PTY " x| < ™ (26 + 2r(1 = k7)) (3.29)

i=1

olacak sekilde kesin artan siirekli ve konveks bir ¢p: R* - R*, ¢(0) = 0 fonksiyonu
vardir (Chang et al. 2001). (3.27) esitsizliginde (3.28) ve (3.29) kullanilirsa

|T(PTY " yn — ol < kjp (26 + 2r(1 — k; 1 )k;) + &
olur. Bu esitsizligin her iki tarafinin limsup u alinirsa,

limsup||T(PT) "y, — yu| < kjop~(2r(1 — ki )k;) (3.30)
n—-oo

elde edilir. Diger taraftan herhangi bir j > 1 i¢in (3.25) den

|T(PT) ~1x* — x*

< ||T(PTY"1x* — T(PTY "2y, || + ||T(PT) "y, — vi||
+Hlyn — x|
< (kj + Dllyn — x| + |TPTY "Ly, — |

yazilabilir. (3.30) esitsizligi kullanilarak iistteki esitsizligin her iki tarafinin limsup u

alinirsa,

|T(PT) ~tx* — x*

< kit (2r(1 — ki )k))
elde edilir. Yine yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin limsup u alinirsa,

limsup||T(PT) ~x* — x*

jooo

<¢10)=0

olur. Bu da j - oo iken || T(PT) " 1x* — x*

— 0 olmasini gerektirir. Boylece (3.24) de

ki iddiamiz saglanmis olur. TP nin siirekliliginden
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limTP(T(PT)/~1x*) = TPx* = Tx* = x"
]—)OO

yazilir. Béylece ispat tamamlanmais olur.

Lemma 3.4.8: E smooth bir reel Banach uzayi, K da E nin sunny genislemeyen bir
cekmeye sahip bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi ve T: K — E zayif inward

sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda F(PT) = F(T) dir (Chidume 2009).

Ispat: F(T) € F(PT) oldugu acikca goriilmektedir. F(PT) € F(T) oldugunu
gosterelim. F(PT) € F(T) oldugunu farzedelim. O halde x & F(T) olacak sekilde
x € F(PT) vardir. Fakat T zayif inward oldugundan dolay1 bir 1 > 1 ve u # x igin
Tx = x + A(u — x) olacak sekilde u € K vardir. u =x ise Tx = x olur. x € F(T)
oldugu icin bu bir ¢eliskidir. P sunny genislemeyen oldugundan dolay1 her t > 0 igin
P[PTx + t(Tx — PTx)] = x dir. Fakat PTx = x oldugundan her t > 0 i¢in P[tTx +
(1 —t)x] = x olur. T zayif inward ve u € K igin Pu = u oldugundan u = t,Tx +
(1 —ty)x olacak sekilde t, € (0,1) vardir. Bu ise u = Pu = x olmasmi gerektirir.
x # u oldugundan dolay1 bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla F(PT) € F(T) olmasi1 gerekir.
Bu durumda F(PT) = F(T) dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, calismamizda elde ettigimiz sonuglara yer verilecektir.

Kendi iizerine tanimli olmayan asimptotik genislemeyen iki doniislim i¢in yeni bir
iterasyon semasi teskil edilmistir. Ilk olarak bir reel Banach uzayinda ve daha sonra
smooth ve diizgiin konveks bir reel Banach uzayinda bu iterasyon semasi i¢in kuvvetli

ve zayif yakinsama teoremleri verilmistir.

T:K - E asimptotik geniglemeyen bir donilisiim ve P: E — K genislemeyen bir ¢ekme

ise PT:K — K asimptotik genislemeyen bir doniisimdiir. Gergekten, Vx,y € K ve

n € N i¢in
I(PT)"x — (PT)"yll = IPT(PT)" 'x — PT(PT)" 'yl
< IT(PT)" 'x — T(PT)" 'y
< knllx =yl
dir.

E bir reel normlu lineer uzay ve K da E nin P ¢ekmesine sahip bostan farkli, kapali ve
konveks bir alt kiimesi olsun. T;,T,: K — E, P ye gore kendi ilizerine olmayan ve
asimptotik genislemeyen iki doniisiim olsun. {a,}, {B.}, (r}{an}, {Brn}, {va}, {an},
Bn}, {w'} dizileri an+Pp+yn=an+Pnt+vn=an+PBy+y, =1 sartim

saglayan [0,1] araliginda reel diziler ve {u,}, {v,,}, {w,} K da simirli diziler olsun. {x,,}

iterasyonu
Xny1 = Ap (PTl)nyn + ﬁn(PTZ)nYn + YnUn,
Yn = a;fz(PTl)nZn + ﬁrll(PTZ)nzn + yrlzvn' (4.1)
Zn = a;l,xn + ,BAI(PTl)nxn + )/7,1,Wn'

seklinde tanimlanir. Bu sema kendi lizerine olmayan ve asimptotik genislemeyen iki

doniisiim i¢in yeni bir iterasyon yontemidir.
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Sonug 4.1: (i) (4.1) iterasyon yontemimiz, Ty = [, T, =T ve B =Vn =Vn =Vn =0

olmas1 durumunda modifiye edilmis Mann iterasyon yontemine indirgenir.

(i1)) Wang’in (3.17) iterasyon yontemi, Thianwan’in (3.18) iterasyon yontemi ve (4.1)

iterasyon yontemimiz birbirinden bagimsizdir. Yani higbiri digerine indirgenemez.
4.1. Reel Banach Uzaylarda Yakinsama Teoremleri

Kuvvetli ve zayif yakinsama teoremlerinden oOnce bu teoremlerin ispatinda

kullanacagimiz bazi lemmalar asagida verilmistir.

Lemma 4.1.1 : E bir reel normlu lineer uzay ve K da E nin genislemeyen bir ¢cekmeye

sahip bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. i = 1,2 igin )54 (k,(li) —

1) < o ve {k,(li)} C [1, ©) olmak tizere Ty, T,: K = E, P ¢ekmesine gore iki asimptotik

!

genislemeyen doniisim olsun. Ayrica Yp—q Vn < 0, Yy Vi < 9 Ve Yoy Vi < ©
olmak tizere {x,,} dizisi (4.1) deki gibi tanimlansin. Eger F # @ ise, her p € F i¢in

limn—>oo ”xn - p”

limiti vardir.

Ispat: peF ve k,= max{kr(ll),k,(lz)} olsun. i =12 i¢in Y, _, (k,(f) — 1) < ®
oldugundan dolay1 Y»%_; (k, — 1) < o dur. {u,}, {v,} ve {w,} dizileri K da sinirh
diziler oldugundan

r = max{supllu, — pll,supllv, = pl, supllw, - pll

n=1 n=1 nx1

olacak sekilde r > 0 sayis1 vardir.
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(4.1) den
”Zn - p” = ”a;{xn + B;LI(PTl)nxn + V#Wn - P”

= |lanxn + By (PT1)"xn + Vo' Wy, — (a7, + By + vl
< ayllx, — pll + BA I(PT)™ x, — Il + v llwn, — pl|
< ayllxn — pll + B knllxn — 2l + v llwy, — 2l
= (an + Brky)llxn, — pll + v llwy, — pl|
< (an + Br)knllxn — 2l + v llwn, —pll
< (ay + Br)knllxn, —pll + v’
< knllx, —pll + v2'r

elde edilir. Benzer sekilde (4.2) kullanilarak

”yn - p“ = ”a;L(PTl)nZn + ﬁr,L(PTZ)nZn + YT’LUn B p”

= ||lan(PTY™z, + By (PT)" 2, + vivn — (@ + B + v)p||
< apll(PTy)"z, — pll + Brll(PT)"z, — ol + vullv, — Dl

< anknllzn = pll + Buknllzn — pll + yallvy, — pli
= (an + Br)knllzn — pll + var
< knllzn = pll + var
< kn(knllxn = pll + v2'1) + var
= killx, = pll + k¥ + var
bulunur. Ayrica yine (4.1) ve (4.3) den

|xn+1 — 2l = llan(PT) ™ yn + Bn(PT2)™ Yy + Yy — Dl

= |lan(PT)™ ¥y + Bn(PT2) " yn + Vnun — (ay + Br + v)0ll
< all(PT) ™y — pll + Bull(PT)™yy — pll + vallu, — pll

< apknllyn — Il + Buknllyn — pll + valluy — pli
= (an + ﬁn)kn“yn - p” + )/n”un - p”
< (an + ﬁn)kn(k%”xn - p” + kn)/r,l’r + yrlzr) + YnT

4.2)

(4.3)

= (ay + B)killx, — pll + ((an + B2y + (an + B kn¥n + ¥a)T

< kallxn — pll + dy
= (1 + (kn — Dllxn —pll + dy

(4.4)
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elde edilir. Burada d,, = ((an + B)k2yy + (an + Br)knVs + v )1 dit. Ti_y ¥ < o0,
Y=t Yn < © Ve Yy Vo < oo oldugundan Y;_; d, < oo olur. Yine Y ;- (k, — 1) <
o ise Yoy (k3 — 1) < oo olur. Dolayisiyla (4.4) ve Lemma 3.4.5 den her p € F igin

lim,,_,.||x, — p|| limiti vardir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Lemma 4.1.2: E bir reel normlu lineer uzay ve K da E nin genislemeyen bir ¢cekmeye
sahip bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. i = 1,2 igin )54 (k,(li) —
1) < 00 ve {k,(li)} C [1, ©) olmak tizere Ty, T,: K = E, P ¢ekmesine gore iki asimptotik

genislemeyen doniisim olsun. Ayrica Yp—q Vn < 90, Yy Y < 9 Ve Yoy Vi < ©
olmak ftizere {x,} dizisi (4.1) deki gibi tanimlansin. Eger F # @ ise, her p € F ve bir
Q > 0 igcin

Wnem = pll < @ v = pll + ) g (45)
j=n

dir. Burada d; = ((a, + B)k2vy + (an + Br)knYn + ¥o)7 seklindedir.

Ispat: Lemma 4.1.1 de ispatlandig1 gibi
lxn+1 — Il < kallxy — pll + dy

dir. Burada d,, = ((a, + B)k2yy + (an + B knys + yn)r dir. Her x >0 igin

1 + x < e* oldugu bilinmektedir. Yukaridaki esitsizlik kullanilarak

|xpsm — oIl < (1 + (k?wm—l — D xnsm-1 — 2l + dpim-1
3 _
< efnrm-1 1”Xn+m—1 —pll + dpym-1
3 _
< ekn+m_1 1[(1 + (kr31+m—2 - 1))”xn+m—2 - p” + dn+m—2] + dn+m—1

< ek%+m_1+k%+m_2_2”xn+m—2 - p” + ek%+m_1_1[dn+m—2 + dn+m—1]

n+m-1,,3 n+m-1,,3
< e#j=n (kj—l)”xn _ p” + eZ]’=n (kj—l) Z‘r.l+m—1 d]

j=n
< Q[llxn — pll + X721 4],
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n+m-1

elde edilir. Burada Q = e~/=n 5= dir. Yani her m,n = 1veherp € F i¢in

[ee)

lensm =l < Q[ lln =Pl + ) g

j=n

dir.

Teorem 4.1.3: E bir reel Banach uzay ve K da E nin genislemeyen bir ¢ekmeye sahip

bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi olsun. i = 1,2 i¢in Y7 (k,(li) - 1) < oo

ve {k,(li)} Cc [1,0) olmak tiizere T;,T,:K —» E, P ¢ekmesine gore iki asimptotik
genigslemeyen doniisim olsun. Ayrica F #@ ve Yoy Vn <0, Yoy Vn < O,
Yoo1 ¥Yn < oo olmak tizere {x,} dizisi (4.1) deki gibi tanimlansin. {x,} iterasyon
semasinin T; ve T, nin ortak bir sabit noktasina kuvvetli yakinsamasi i¢in gerek ve yeter

sart d(x,, F) = inf{||x — p||: p € F} olmak tizere liminf,,_,,, d(x,, F) = 0 olmasidir.

Ispat: Gereklilik sarti aciktir. Bu yiizden sadece yeterlilik sartini ispatlayacagiz.
liminf,,_,,,d(x,, F) = 0 oldugunu fazedelim. (4.4) den

d(xn+1’F) < k%”xn - p” + dn

elde edilir. Yo, d, <o ve Yo g (k,—1) <o oldugu i¢in Lemma 3.4.5 ten
lim,_,od(x,, F) limiti vardir. liminf,_.d(x,, F) =0 hipotezinden dolay
lim,_,d(x,, F) =0 olmalidir. Simdi {x,} nin bir Cauchy dizisi oldugunu
gosterecegiz. € > 0 olsun. lim,,_.d(x,, F) =0 ve Y- d, < o oldugundan dolayi
her n = ny igin
d(x,, F) <4i ve z d; <i
Q . 6Q
Jj=no
olacak sekilde bir n, sabiti vardir. Ozel olarak d(xno,F ) < % dir. Yani inf{”xno —
p||:p € F} < 5 dir. O halde
€
3Q
olacak sekilde p’ € F vardir. n > n, igin Lemma 4.1.2 deki (4.5) esitsizliginden

len, =27 <
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IXnm = Znll < [2Xpsm = 2"l + I = p'll

ng+m-1
<20( |l -+ ) g
j=no
<9 & &
= Q(@‘l‘@)
=&

elde edilir. Dolayistyla {x,}, K kiimesinde bir Cauchy dizisidir. Bu yiizden {x,,} dizisi
K da bir noktaya yakinsar. lim,_.Xx, =q olsun. lim,_,d(x,, F) =0 olmasi
d(q,F) =0 olmasm gerektirir. Asimptotik genislemeyen doniisiimlerin sabit

noktalarinin kiimesi kapali oldugundan F kapalidir. O halde, g € F dir.
4.2. Diizgiin Konveks ve Smooth Banach Uzaylarda Yakinsama Teoremleri

Bu bolimde diizgiin konveks reel ve smooth Banach uzaylarda (4.1) iterasyon
yonteminin T; ve T,, P c¢ekmesine gore kendi iizerine olmayan ve asimptotik
genislemeyen doniisiimlerinin ortak bir sabit noktasina kuvvetli ve zayif yakinsamasi

verildi.

Lemma 4.2.1: E diizglin konveks bir reel Banach uzay ve K da E nin geniglemeyen bir

¢cekmeye sahip bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi olsun. i = 1,2 igin
Y (k,(li) — 1) < oo ve {k,gi)} C [1, ) olmak tizere Ty, T,: K = E, P ¢ekmesine gére
iki asimptotik genislemeyen donisiim olsun. Ayrica {a,}, {a,}, {a,} dizileri bir
a € (0,1) igin [a,1—a] araliginda ve Yp—q ¥n < 90, Yoy Vn < O, Dpq Vi < 0

olmak tizere {x,,} dizisi (4.1) deki gibi tanimlansin. Eger F # @ ise

lim [|x, = (PT) x|l = lim [lx, = (PT,)x, ]l = 0

dir.
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Ispat: Herhangi bir p € F igin Lemma 4.1.1 den lim,,_,||x,, — p|| limiti vardir. ¢ > 0
olmak tizere lim,,_,.||x, — p|l = c olsun. Boylece {x,}, (4.3) den {y,,} ve (4.2) den {z,,}
dizisi smirlidir. Dolayisiyla {(PT;)"x,,}, {(PT)™v,.}, {(PT1)"z,}, {(PT)™y,} ve

{(PTy)"z,} sinirhdir. {u,,}, {v,} ve {w, } dizileri K da sinirli diziler oldugundan

supl{uy — Xpll, supllvy, — x|, supllwy — x4 l,

=1 =1
M = max " n=1 "
Sur1>||un — (PT)"yull, Su?”vn — (PT3)"zyl, Su}i)”Wn — (PT)™xul
nz nz nz

olacak sekilde M > 0 vardir. (4.3) esitsizliginden

lyn = pll < killxn — pll + knyy + var
oldugu bilinmektedir. Buradan

limsup|ly, = pll < limsup|lx, —pll = lim |lx, —pll = ¢ (4.6)

n—oo n—oo
elde edili. Her n =1 i¢in [[(PT1)"y, — pll < knllyn —pll ve [[(PT2)"y, —pll <
k. llyn —pll dir. Bu esitsizliklerin her iki tarafimin limsup u alinirsa sirasiyla

limsup,o o | (PT)™yn — pll < ¢ ve limsup,,_o || (PT,)™y, — pll < ¢ esitsizlikleri elde
edilir. Simdi

“(PTl)nyn -p + Vn(un - (PTz)nyn)” < "(PTl)nYn - p” + Vn”un - (PTZ)nyn”
< knllyn — oIl + vaM

esitsizligini ele alalim. lim,,_,, ¥,, = 0 oldugundan

limsupl|(PT)"y, — 0 + ¥n(un — (PT)"yp)ll < ¢ 4.7)

n—-oo

elde edilir. Yine

I(PT) v = + Yu(un — (PT2) ")l < [I(PT2)"yn — Pl + valluyn — (PT2) "yl
< knllyn —pll + vaM
esitsizliginden

limsup||(PT2)"yn, — p + ¥n(un — (PT)"y)Il < ¢ (4.8)

n—-oo

elde edilir.
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¢ = lim[|x,4; —pll
n—oo

= Tlli_1)120||an(PT1)nyn + Bn(PTZ)nyn + YnUp — P”

rlli_r)go”an(PTl)nyn + (1 —Qn— Vn)(PTZ)nyn + Ynln — (1 - an)p - anp”
= lim an(PTl)nyn + (1 - an)(PTZ)nyn - )/n(PTZ)nyn
n—oo +Ynn — (1 — ay)p — ayp
an(PTl)nyn — anp + An¥YnUn — anyn(PTZ)nyn
= rlll—l;rolo +(1 - an)(PTZ)n:Vn - (1 - an)p - Yn(PTZ)nyn + YnlUn
—AnYnlUn + anyn(PTZ)nyn

= lim an[(PTl)nYn —-p+t Yn(un - (PTZ)nYn)]
-0 [14+(1 = ap) [(PT2)"yn — P + Va(un — (PT2)"yn)]

an

limsup((PT)™yn — D + ¥ (un — (PT)™yy)) |
< lim -
n—-oo .
+(1 - an) hmsup((PTZ)nyn — [0 + Vn(un R (PTZ)nYn))”
L n—-0o

< lim[a,c + (1 — a,)c]
n—-o0o

=c
oldugundan
L I R S RCC
olur. (4.7), (4.8), (4.9) ve Lemma 3.4.6 den
1im [|(PT)"5 = (PT2)"yall = 0 (4.10)

elde edilir.

IXn+1 — Pl = llan(PT1)" v + (1 — an — ) (PT2)"yn + vt — DI
< llan(PT)"yn + (PT2)" Y — an(PT2)" Y — ¥u(PT2)" ¥ + Ynun — Dl
< apll(PT)"yn — (PT2)"Yull + I(PT2)"yn — 2l + Yullun — (PT2) "yl
< knllyn —pll + vuM

dir. Bu esitsizlikten

¢ < liminf||y,, — pll
n—-oo

elde edilir. (4.6) ve yukaridaki esitsizlikten
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limy oo [lyn = pll = ¢ (4.11)
bulunur. (4.2) esitsizliginden

Izn = pll < knllxn —pll +va'r
oldugu bilinmektedir. Buradan

limsupl|z, —pll < limsuplx, —pll = lim |lx, —pll = ¢ (4.12)

n—-oo n—-oo

elde edilir. (4.3), (4.11) ve (4.12) den

¢ = limsup|ly, — pll < limsup||z, —pll < ¢

n—-oo n—oo

elde edilir. Dolayisiyla

limy, e[z, — pll = ¢
dir. Her n = 1 icin [|(PT))"2, = pll < knllzy — pll ve [(PT)" 2, — pll < kpllzo — p
dir. Bu esitsizliklerin ~ her iki tarafinin  limsup u alinirsa  sirasiyla

limsup,_ || (PTy)"z, — pll < ¢ ve limsup,_o||(PT,)"z, — pll < c esitsizlikleri elde

edilir. Simdi
I(PT1)"zn — P + ¥n(Vn — (PT2)"z) || < [(PT1)" 2y — pll + ¥allvn — (PT2)" 2yl
< knllzn = pll + v M
esitsizligini géz oniine alalim. Bu esitsizlikten lim,,_, o, ¥, = 0 oldugundan dolay1

limsupl|(PT1)"z, = p + ¥ (vn — (PT2)"z)|l < ¢ (4.13)

n—-oo

yazilir. Ayni sekilde

I(PT)" 2, = p + ¥a (v — (PT2)"2) |l < [|(PT2)" 2, — Il + yullvy, — (PT2) "zl
< knllzn = pll + yaM
esitsizliginden

limsupl|(PT)"zy, = p + Yo (vn — (PTR)"zp)ll < ¢ (4.14)

n—oo

elde edilir.
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c = lim ||y, — pll
n—00

= lim [|an (PT1)"2n + Br(PT2)" 20 + Ynvn — Pl

lim [lag, (PT1)"2n + (1 = an = ¥n) (PT2)"2n + Ynvn — (1 = an)p — anp|
_ e [|ERPTY 20 4+ (1= @) (PT5) "2, = i (PT)" 2,
n—oo +¥nvn — (1 — ap)p — app
a;l (PTl)nZn - a‘;lp + a;fzyrlzvn - a‘;l)/‘r,l(PTZ)nZn
= 711_1)130 +(1 - a;L)(PTZ)nZn - (1 - a‘;l)p - YA(PTZ)nZn + Vr’lvn
_a;l)/T,lle + arllyr’l(PTZ)nZn

= lim a;l[(PTl)nZn —-p+ V;L(vn - (PTZ)nZn)]
n-o ll+(1 — ap) [(PT2)" 2y — 0 + vu(vn — (PT2)"2,)]

n

limsup((PTy)"z, — p + v (v, — (PT,)"z,,)) |
< lim -
n—-0o 12 . !
+(1 — ay) |[limsup((PT2)"z, — p + vn (v, — (PT. z)"zn))”
L n—0o

< lim[a,c + (1 — a,)c]
n—oo

=c
oldugundan
@[ (PT1)"zn — D + vu (v — (PT2)"2,)] |
lim |[°" f , =c 4.15
w05 [l4+1 = @) (PT)" 20 — p + Vi — (PT)"2,)] (19
olur. (4.13), (4.14), (4.15) ve Lemma 3.4.6 kullanilirsa
lim [[(PT1)" 2y, — (PT2)" 2, [l = 0 (4.16)

elde edilir. Simdi de
X0 =0 + v W — (PTO) x|l < |l — 2l + v llwy, = (PT)™xl
< llxp = pll +va'M
esitsizligini géz 6niine alalim. Bu esitsizlikten lim,,_, .,y = 0 oldugundan

limsup|lx, —p + v/ (wn, — (PT) " xp)ll < ¢ (4.17)

n—>oo
elde edilir. Ayn1 zamanda
I(PT)" X% — P + vy (Wn — (PT)"x) || < [[(PT)™ %, — pll + v [lwn — (PT1) x|

< knllxy —pll +vi'M

esitsizliginden de
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limsupl|(PT1)"xn, —p + v5/ (Wn — (PT) " xp)ll < ¢

n—-oo

elde edilir.
¢ = lim [z, —pl|
n—o00
= Ai_r)rgo”a;{xn + ﬁ;zl(PTl)nxn + yrlllwn - p”

= lim [layx, + (1 = ay =y )(PT1)"xn + Vo' wn — (1 — an)p — anpll

= lim [layx, + (1 — ) (PT)" 2y =y (PT)"xn + Vo' Wy — (1 — an)p —

AnXn — AR P + A ¥y Wn — @y ¥y (PT)"xy
= 1111_1)1;10 +(1 - a;{)(PTl)nxn - (1 - a,’{)p - Vr,ll(PTl)nxn + )/1’1’Wn
_a;{VYIL’Wn + a;{Yr,L’(PTl)nxn

_ i ([0 = 2+ 1 (0 = (PT)™0,)]
n [+ (1 = @DIPT) 0 = P + v W — (P 5,)]

ay ||limsup(x, — p + y5' (Wy, — (PT1)nxn))||
< lim e

TR+ - ay

limsup((PT1)nxn —p+ YT;.,(Wn — (PT1)nxn))|“‘

n—-oo

< lim [a,c + (1 — a,)c]
n—-0o

=c
oldugundan
lim a;’tl[xn —p+ Vr,LI(Wn - (PTl)nxn)] | —c
n-o ||+(1 — an)[(PT)" Xy — 0 + vi/ Wy — (PT1)"x)]

olur. Dolayisiyla (4.17), (4.18), (4.19) ve Lemma 3.4.6 de

lim ”xn - (PTl)nxn” =0
n—o0o
bulunur. z,, = a;,x, + B, (PT)™x, + vy Wy, esitliginden

12, = xull = llanxn + B (PT1)™ Xy + ¥y Wn — x|
= (1= B = v )xq + B (PT1)"xn + o'Wy — Xyl
= B l(PT)™xp, = Xyl + ¥ llwn — x|
< B l(PT) %y, = Xyl + v’ M

olur. Bu esitsizlikte (4.20) kullanilirsa

(4.18)

ay pll

(4.19)

(4.20)
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lim [|z, —x, ]l = 0 (4.21)
elde edilir.

|(PT2)"zy — xpll < [[(PT2)" 2z, — (PT)" x|l + [[(PT1)™xr — X4l
< |(PT2)"zy — (PT)"zyll + [|(PT)" 2, — (PT)™ x|
+ I(PT)™xn — xnll
< [(PT)" 2z — (PT)" 2|l + knllzn — xpll + 1(PT) ™ %0 — x4l

esitsizliginde (4.16), (4.20) ve (4.21) kullanilirsa
lim [|(PT5)" 2, — x|l = 0 (4.22)
elde edilir.

I(PT)" 2z, — xull < [I(PT1)" 2y — (PT)" x|l + |(PT1)™ x5 — x|l
< kn”Zn - xn” + ”(PTl)nxn IR xn”
esitsizliginde (4.20) ve (4.21) kullanilirsa

lim ||(PT)"z, — x,|| =0 (4.23)
n—-oo

elde edilir. (4.21) ve (4.22) kullanilarak

I(PT)" % = xnll = [(PT2)"xn — (PT2)" 2yl + [|(PT2)" 2 — x4l
< knllxn — zpll + 1(PT2)"zn — x4
-0 (n—- o)
yani

lim ||(PT,)"x, — x,]| = 0 (4.24)
n—oo
bulunur. y,, = a,(PTy)"z, + Br(PTy) "z, + ynvy, esitliginden

Iyn = xnll = llan (PT1)" 2, + Brn(PT2)" 2y + Vnvn — Xal
= llan(PT1)" 2y + Br(PT2)" 2y + ¥ Vn — (@n + Br + ¥n) Xall
< apll(PT)" 2y — Xull + Bl (PT2)" 25 — Xl + ¥allvn — x4l
< apll(PT)" 2y — Xull + Ball(PT2)" 25 — x4l + ¥aM

elde edilir. Dolayisiyla (4.22) ve (4.23) den
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lim [y, — xp[l =0 (4.25)
bulunur. (4.21) ve (4.25) den ise

”yn - Zn” = “yn - xn” + ”xn - Zn”

elde edilir. (4.10), (4.23) ve (4.26) den

Xn+1 = Xnll = llan(PT) vy + Brn(PT2)"yn + vrun — xall
= llan(PT)"yp + Bn(PT2)"yn + Vattn — (@n + B + ¥n) Xal
< anll(PT)"yn — xpll + Bull(PT)™ vy — Xl + vallun — x4l
< anll(PT)"yn — xall
+ Ba(l(PT2)"yn — (PT)" ynll + |(PT) " yn — x0l1) + vuM
= (an + BIIIPT) v — xnll + Bull(PT) ™y — (PT1)" yull
+ M
< (an + Bn) UIPT) " yn — (PT)"zn |l + |(PT1)" 25 — x4l
+ Bull(PT)"yn — (PT)"yull + v M
< (an + Bdknllyn — znll + (an + BII(PT1) "2y — x|
+ Ball(PT2)"yn — (PT) yull + M
-0 (n—- o) (4.27)

elde edilir. (4.21) ve (4.27) den

X412 = znll = llxns1 = xnll + llxn — 2zl
-0 (n - o) (4.28)
bulunur.
IXn+1 = (PT) "2yl < llxps1 = Xpll + [l = (PT1)" 2, |l
esitsizliginden de

lim [lxnyq = (PT1)"2,]| = 0 (4.29)

elde edilir. P cekmesine gore her asimptotik genislemeyen doniisiimiin yine P
¢ekmesine gore diizgiin L-Lipschitzian doniisimdiir. Dolayisiyla L = sup,s1{k,} =1

olmak tzere
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I, — (PTD x|l < Nl — (PT) %0 |l + [|(PT)™ x5 — (PT1)" 2y |l
+HII(PT) " zp—1 — (PT) x|
< ”xn - (PTl)nxn” + kn”xn - Zn—l” + L”(PTl)n_lzn—l - xn”

dir. Bu esitsizlikte (4.20), (4.28) ve (4.29) kullanilirsa

lim [lx, — (PT)x,l = 0

bulunur. (4.22) ve (4.27) den

X041 = (PT)"zpll < %41 — xull + I — (PT2)" 2, ||
-0 (n > o)
ve boylece

lim [lxn g = (PT2)" 2l = 0 (4.30)

elde edilir. (4.24), (4.28), (4.30) ile birlikte P ¢ekmesine gore her asimptotik
genislemeyen doniigiimiin yine P g¢ekmesine gore diizgiin L-Lipschitzian doniisiim

oldugu kullanilirsa

141 = (PT2)Xpiall < X1 — (PT) ™ x| + [[(PTR) ™ Py q — (PTR)™ 2|
+I(PT)™ 2y — (PT2)Xp4l
< tns1 = PT)™  xpiq | + Kpgq 12041 — Znl
+LI[(PT2)" zn — Xp44l
-0 (n- )
elde edilir. Yani

Tlll_)r?o”xn — (PT)x,ll =0

dir. Boylece lemmanin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.2: E smooth ve diizgiin konveks bir reel Banach uzay ve K da E nin sunny

genislemeyen bir ¢ekmeye sahip bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi olsun.
i =12 i¢in Yoy (k,(li) - 1) < o ve {k,(li)} c [1,©) olmak tzere T;,T,:K - E, P
cekmesine gore zayif inward ve asimptotik genislemeyen iki doniisiim olsun. Ayrica
{an}, {a,}, {a)} dizileri bir a > 0 igin [a,1 — a] araliginda olmak tizere {x,} dizisi

(4.1) deki gibi tanimlansin. Eger F # @ ve T; ve T, doniisiimlerinden biri tamamen



59

stirekli ise {x,} iterasyon semasi T; ve T, doniisiimlerinin ortak bir sabit noktasina

kuvvetli yakinsar.

Ispat: Herhangi bir p € F icin Lemma 4.1.1 den lim,_,||x, — p|| limiti vardir. {x, }
dizisinin T; ve T, nin ortak bir sabit noktasina kuvvetli yakinsayan bir alt dizisi
oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 4.2.1 den lim,_|lx, — (PTy)x,|| =
lim,_ollx, — (PTy)x,|| =0 dir. T; doniisimiiniin tamamen siirekli oldugunu

farzedelim. P nin genislemeyen oldugu g6z oniline alinirsa, {PT;x,} nin PTyxn; = p
olacak sekilde {PTlxnj} alt dizisi vardir. Bu ylizden ”xnj - p” < ”xnj - PT 1xnj” +
|PTxn, — 1| ifadesinden j - o0 igin x,, = p dir. limye ||z, — PTyx,, | =0
esitligi ile birlikte P ve Ty in stirekliliginden p = PT;p elde edilir. Benzer olarak,

p = PT,p ve boylece Lemma 3.4.8 den p € F dir. Dolayisiyla {x,,} iterasyon semasi1 Ty

ve T, nin ortak p sabit noktasina kuvvetli yakinsar. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.3: E smooth ve diizglin konveks bir reel Banach uzay ve K da E nin sunny

genislemeyen bir ¢ekmeye sahip bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi olsun.
i =12 igin Yoy (k,(f) - 1) < 0 ve {k,gi)} c [1,©) olmak tlizere Ty, T,:K - E, P
¢cekmesine gore zayif inward ve asimptotik genislemeyen iki doniisiim olsun. Ayrica
{a,}, {a,}, {a,} dizileri bir a > 0 igin [a, 1 — a] aralifinda olmak ftizere {x,} dizisi
(4.1) deki gibi tanimlansin. Eger F # @ ve T; ve T, doniistimleri (A") sartin1 sagliyorsa

{x,} iterasyon semasi1 T; ve T, doniislimlerinin ortak bir sabit noktasina kuvvetli

yakinsar.

Ispat: Lemma 4.1.1 den lim,_ |lx, —pll vardir. Boylece her p € F icin
lim,_,d(x,, F) vardir. Aym1 zamanda Lemma 4.2.1 den lim,_||x, — (PTy)x,|| =

lim,,_, ||, — (PT2)x,|| = 0 dir. (A") sart1 ve Lemma 3.4.8 den
1
rlli_I)Igof(d(xn: F)) < rlll—>r120 <E(”xn - (PTl)xn” + ”xn - (PTZ)xn”)> =0

elde edilir. Yani,
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lim f(d(xn, F)) =0

dir. f(0)=0 ve Vte (0,00) i¢in f(t) >0 olacak sekilde f:[0,00) — [0, )
azalmayan bir fonksiyon oldugundan dolay1

limd(x,,F) =0

n—-oo
olmalidir. Teorem 4.1.3 de {x,} nin K da bir Cauchy dizisi oldugu gosterilmisti.
Dolayisiyla E tam uzay oldugundan n — o iken x, — q olacak sekilde bir g € K

vardir. O halde limd(x,, F) =0 olmasi d(q,F) =0 olmasmi gerektirir. F kapali
n—o0o

oldugundan g € F dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.4: E, Opial sartin1 saglayan smooth ve diizgiin konveks bir reel Banach

uzay ve K da E nin sunny genislemeyen bir ¢cekmeye sahip bostan farkli, kapali,
konveks bir alt kiimesi olsun. i = 1,2 i¢in Y g (k,gi) — 1) < 0 ve {k,(li)} c [1, )
olmak tizere Ty, T,: K — E, P ¢ekmesine gore zayif inward ve asimptotik genislemeyen
iki doniisiim olsun. Ayrica {a,}, {ay}, {a,, } dizileri bir a > 0 i¢in [a, 1 — a] araliginda
olmak tizere {x,} dizisi (4.1) deki gibi tanimlansin. Eger F # @ ise {x,} iterasyon

semas1 T; ve T, doniislimlerinin ortak bir sabit noktasina zayif yakinsar.

Ispat: p € F olsun. Lemma 4.1.1 den lim,_||x, — pl|l var ve {x,,} siurhdir. PT; ve
PT, dontisiimlerinin K da kendi {izerine olduklarina dikkat edelim. Simdi {x,,} nin F de

tek bir zayif yakinsak alt dizisi oldugunu ispatlayacagiz. Ilk olarak {x,} nin sirasiyla p;
ve p, ye zayif yakinsayan {xnk} ve {xnj} alt dizileri oldugunu farzedelim. Lemma 4.2.1
den i = 1,2 i¢in limn_)oo”xnk — (PTl-)xnk” = 0 dir. Lemma 3.4.7 dan (I — PT,)p; =0
yani (PT;)p,; = p; dir. Benzer olarak, (PT,)p, = p; dir. Ayn1 yolla (PT;)p, = p, ve

(PT,)p, = p, oldugu goriilebilir. Dolayisiyla Lemma 3.4.8 den p;,p, € F dir. ikinci
olarak p; # p, oldugunu farzedelim. O halde Opial sartindan

lim [l = pyl = Jim ||, |

< lim ||xnk - p2||

k—oco

i [, |

j—oo
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< lim ||xnk - p1||

k—oo

= lim |lx, — p||
n—co

elde edilir. Bu bir geliskidir. Dolayisiyla p; = p, dir. O halde {x,,} iterasyon semasi T,

ve T, nin ortak bir sabit noktasina zayif yakinsar. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu boliimde, ¢alismamizda elde ettigimiz bazi sonuglar verilecektir.

Ik olarak bir reel Banach uzaymn bostan farkli kapali, konveks bir alt kiimesi iizerinde
tanimlanan kendi tizerine olmayan T;, T,: K — E asimptotik genislemeyen iki doniistim

icin kuvvetli yakinsamayla ilgili sonucu verelim.

Sonug¢ 5.1: E bir reel Banach uzay ve K da E nin genislemeyen bir ¢ekmeye sahip

bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi olsun. i = 1,2 igin Yo, (k,(li) — 1) <

ve {k,(li)} Cc [1,0) olmak tiizere T;,T,:K — E, P ¢ekmesine gore iki asimptotik
genislemeyen doniisim olsun. AyricaF #@ ve Yoq Vn < ©, Yo i Vn < O,
Yom1 ¥V < oo olmak tzere {x,} dizisi (4.1) deki gibi tanimlansin. {x,} iterasyon
semasinin T; ve T, nin ortak bir sabit noktasina kuvvetli yakinsamasi i¢in gerek ve yeter

sart d(x,, F) = inf{||x — p||: p € F} olmak tizere liminf,,_, ., d(x,, F) = 0 olmasidir.

Son olarak smooth ve diizgiin konveks bir reel Banach uzaymin bostan farkli kapali,
konveks bir alt kiimesi {izerinde tanimlanan kendi tizerine olmayan Ty, T5: K — E zayif
inward ve asimptotik genislemeyen iki doniisiim i¢in kuvvetli ve zayif yakinsamayla

ilgili sonuglart verelim.
Bulunan sonuglar sunlardir :

Sonu¢ 5.2: E smooth ve diizgiin konveks bir reel Banach uzay ve K da E nin sunny

genislemeyen bir ¢ekmeye sahip bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi olsun.
i =12 i¢in Yo, (k,(li) — 1) < o ve {k,(li)} c [1,00) olmak tizere Ty, T,:K — E, P
cekmesine gore zayif inward ve asimptotik genislemeyen iki donilisiim olsun. Ayrica
{an}, {an}, {ay} dizileri bir a > 0 i¢in [a,1 — a] araliginda olmak tizere {x,} dizisi

(4.1) deki gibi tanimlansin. Eger F #= @ ve T; ve T, doniisiimlerinden biri tamamen
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stirekli ise {x,} iterasyon semasi T; ve T, doniisiimlerinin ortak bir sabit noktasina

kuvvetli yakinsar.

Sonu¢ 5.3: E smooth ve diizgiin konveks bir reel Banach uzay ve K da E nin sunny

genislemeyen bir ¢ekmeye sahip bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi olsun.
i =12 i¢in Yo, (k,(li) - 1) < o ve {k,(li)} c [1, ) olmak tizere Ty, T,:K - E, P
cekmesine gore zayif inward ve asimptotik genislemeyen iki donilisiim olsun. Ayrica
{an}, {an}, {ay} dizileri bir a > 0 i¢in [a,1 — a] araliginda olmak {izere {x,} dizisi
(4.1) deki gibi tanimlansin. Eger F # @ ve T; ve T, doniisimleri (A") sartin1 sagliyorsa

{x,} iterasyon semasit T; ve T, doniislimlerinin ortak bir sabit noktasina kuvvetli

yakinsar.

Sonu¢ 5.4: E, Opial sartin1 saglayan smooth ve diizgiin konveks bir reel Banach uzay

ve K da E nin sunny genislemeyen bir ¢cekmeye sahip bostan farkli, kapali, konveks bir
alt kiimesi olsun. i = 1,2 i¢in X,y (k,(f) — 1) < 0o ve {k,(f)} C [1,00) olmak tizere
Ty, T,: K = E, P ¢cekmesine gore zayif inward ve asimptotik genislemeyen iki doniisiim
olsun. Ayrica {a,}, {ay}, {a;, } dizileri bir a > 0 i¢in [a, 1 — a] araliginda olmak {izere

{x,} dizisi (4.1) deki gibi tanimlansin. Eger F # @ ise {x,} iterasyon semas1 T; ve T,

dontisiimlerinin ortak bir sabit noktasina zayif yakinsar.



64

KAYNAKLAR

Agarwal, R. P., O’Regan, D. and Sahu, D.R., 2007. Iterative construction of fixed
points of nearly asymtotically nonexpansive mappings, J. Nonlinear Convex
Anal., 8 (1), 61-79.

Agarwal, R. P, O’Regan, D. and Sahu, D.R., 2009. Fixed Point Theory for
Lipschitzian-type Mappings with Applications. ISBN 978-0-387-75817-6.
Aksoy, A. G. and Khamsi, M. A., 1990. Nonstandard Methods in Fixed Point Theory.

ISBN 0-387-97364-8.

Berinde, V., 2006. Iterative Approximation of Fixed Points, Lecture Notes in Math.

Browder, F. E., 1965. Nonexpansive nonlinear operators in a Banach space, Proc. Natl.
Acad. Sci., 54, 1041-1044.

Browder F. E., 1968. Semicontractive and semiaccretive nonlinear mappings in Banach
spaces, Bull. Amer. Math. Soc., 74, 660-665.

Chang, S. S., Cho, Y. J. and Zhou, H., 2001. Demi-closed principle and weak
convergence problem for asymptotically nonexpansive mappings, J.Korean
Math. Soc., 38, 1245-1260.

Chidume, C.E., 2009. Geometric Properties of Banach Spaces and Nonlinear Iterations,
Lecture Notes in Math.

Chidume, C. E., Ofoedu E. U. and Zegeye H., 2003. Strong and weak convergence
theorems for asymptotically nonexpansive mappings, J. Math. Anal. Appl., 280,
364-374.

Ciric, L. B., 1974. A generalization of Banach’s Contraction Principle, Proc. Amer.
Math. Soc., 45, 267-273.

Franks, R. L. and Marzec, R. P., 1971. A theorem on mean-value iterations, Proc. Amer.
Math. Soc., 30, 324-326.

Goebel, K. and Kirk, W. A, 1972. A fixed point theorem for asymptotically
nonexpansive mappings, Proc. Amer. Math. Soc., 35, 171-174.

Gohde, D., 1965. Zum Prinzip der kontraktiven Abbildung, (German) Math. Nachr., 30,
251-258.

Ishikawa, S., 1974. Fixed points by a new iteration method, Proc. Amer. Math. Soc., 44,
147-150.

Junck, G., 1976. Commuting mappings and fixed points, Amer. Math. Monthly, 83,
261-263.

Khamsi, M. A. and Kirk W. A., 2001. An Introduction to Metric Spaces and Fixed Point
Theory.

Khan, A. R., Domlo A. A. and Fukhar-ud-din H., 2008. Common fixed points Noor
iteration for a finite family of asymptotically quasi-nonexpansive mappings in
Banach spaces, J. Math. Anal. Appl., 341, 1-11.

Khan, S. H. and Fukhar-ud-din, H., 2005. Weak and stronge convergence of a scheme
with errors of two nonexpansive mappings, Nonlinear Anal., 61, 1295-1301.

Kiziltung, H., Ozdemir, M. and Akbulut, S., 2010. Common fixed points of two
nonexpansive nonself-mappings with errors in Banach spaces, Arab. J. Sci. Eng.,
35, 215-224.



65

Kirk, W. A., 1965. A fixed point theorem for mappings which do not increase distances,
Amer. Math. Monthly, 72, 1004-1006.

Kirk, W. A., 1969. On nonlinear mappings of strongly semicontractive type, J. Math.
Anal. Appl., 27, 409-412.

Kirk, W. A., 1971. On successive approximation for nonexpansive mappings in Banach
spaces, Glasgow Math. J., 6-9.

Krasnoselskij, M. A., 1955. Two remarks on the method of successive approximations,
Uspehi Mat. Nauk., 10, 123-127.

Kreyszig, E., 1989. Introductory functional analysis with applications, Wiley Classics
Library Edition Published.

Liu, L. S., 1995. Ishikawa and Mann iteration process with errors for nonlinear strongly
accretive mappings in Banach spaces, J. Math. Anal. Appl., 194, 114-125.

Mann, W. R., 1953. Mean value methods in iteration, Proc. Amer. Math. Soc., 4, 506-
510.

Noor, M. A., 2000. New approximation schemes for general variational inequalities, J.
Math. Anal. Appl., 251, 217-229.

Opial, Z., 1967. Weak convergence of the sequence of successive approximations for
nonexpansive mappings, Bull. Amer. Math. Soc., 591-597.

Osilike, M. O. and Udomene, A., 2000. Weak and strong convergence theorems for
fixed points of asymptotically nonexpansive mappings, Math. Comput.
Modelling, 32, 1181-1191.

Ozdemir, M., Akbulut, S. and Kiziltung, H., 2010. Convergence theorems on a new
iteration process for two asymptotically nonexpansive nonself-mappings with
errors in Banach spaces, Discrete Dyn. Nat. Soc., ID 307245, 19.

Petryshyn, W. V. and Williamson, T. E., 1973. Strong and weak convergence of the
sequence of successive approximations for quasi-nonexpansive mappings, J.
Math. Anal. Appl., 43, 459-497.

Picard, E. (Charles), 1890. Jour. de Math., (4) 6, 145-210.

Rhoades, B. E., 1974. Fixed point iterations using infinite matrices, Trans. Amer. Math.
Soc., 196, 161-176.

Rhoades, B. E., 1994. Fixed point iterations for certain nonlinear mappings, J. Math.
Anal. Appl., 183, 118-120.

Rhoades, B. E. and Soltuz S. M., 2004. The equivalence between Mann-Ishikawa
iterations and multistep iteration, Nonlinear Anal., 58, 219-228.

Schu, J., 1991. Iterative construction of a fixed points of asymptotically nonexpansive
mappings, J. Math. Anal. Appl., 158, 407-413.

Schu, J., 1991. Weak and strong convergence of fixed points of asymptotically
nonexpansive mappings, Bull. Austral. Math. Soc., 43, 153-159.

Senter, H. F. and Dotson, W. G., 1974. Approximating fixed points of nonexpansive
mappings, Proc. Amer. Math. Soc., 44, 375-380.

Tan, K. K. and Xu, H. K., 1993. Approximating fixed points of nonexpansive mappings
by Ishikawa iteration process, J. Math. Anal. Appl., 178, 301-308.

Thianwan, S., 2008. Weak and stronge convergence theorems for new iterations with
errors for nonexpansive nonself mapping, Thai J. Math., 6 (3), 27-38.

Thianwan, S., 2009. Common fixed points of new iterations for two asymptotically
nonexpansive nonself mappings in a Banach space, J. Comput. Appl. Math.,
224, 688-695.



66

Zhou, H.Y., Cho, Y.J and Kang, S.M., 2007. A new iterative algorithm for
approximating common fixed points for asymptotically nonexpansive mappings,
Fixed Point Theory Appl., ID 64874, 10.

Wang, C., Zhu, J., An, L., 2009. New iterative schemes for asymptotically quasi-
nonexpansive nonself-mappings, J. Comput. Appl. Math., 233, 2948-2955.

Wang, L., 2006. Strong and weak convergence theorems for common fixed points of
nonself asymptotically nonexpansive mappings, J. Math. Anal. Appl., 323, 550-
557.

Wojtaszczyl, P., 1991. Banach spaces for analysts, Cambridge Univ. Press, Cambridge.

Xu, Y., 1998. Ishikawa and Mann iteration process with errors for nonlinear strongly
accretive operator equations, J. Math. Anal. Appl., 224, 98-101.

Xu, B. and Noor M. A., 2002. Fixed point iterations for asymptotically nonexpansive
mappings in Banach spaces, J. Math. Anal. Appl., 267, 444-453.



67

OZGECMIS

1990 yilinda Aydin ilinin Cine ilgesinde dogdu. Ilk, orta ve lise 6grenimini Cine’de
tamamladi. 2004 yilinda girdigi Atatiirk Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Boliimiinden 2008 yilinda dereceyle mezun oldu. Aym yil Atatiirk Universitesi Fen-
Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinde yiliksek lisans egitimine basladi. Halen

lisanstistii egitimine devam etmektedir.



