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edilmi�tir. Daha sonra da bu iterasyon �emas� için kuvvetli ve zay�f yak�nsama 

teoremleri verilmi�tir. 
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"(#$; %)  #$ merkezli ve % yar�çapl� aç�k yuvar 

"(#$; %)   #$ merkezli ve % yar�çapl� kapal� yuvar 

&'*+(,)   , uzay�n�n boyutu 

&'-*+(,)   , kümesinin çap� 

,.                           , uzay�n�n normlu duali 

,..                         , uzay�n�n normlu ikinci duali 

,/                           , uzay�n�n cebirsel duali 

,//                          , uzay�n�n cebirsel ikinci duali 

01                           , uzay�n�n konveksli�inin modülü 

21                           , uzay�n�n smoothlu�unun modülü 

31                           , uzay�ndaki kapal� birim yuvar 

41                           , uzay�ndaki birim küre 

56(#)                      # 7 8 n�n inward kümesi 

56(#)9999999                      # 7 8 n�n inward kümesinin kapan��� 

:(<)  < dönü�ümünün sabit noktalar�n�n kümesi 

5(#$= >?= @?= <)   Ishikawa iterasyonu 

8(#$= A= <)   Krasnoselskij iterasyonu 

B(#$= >?= <)   Mann iterasyonu 

4(#?= >?= @?= <
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1. G�R�� 

�Sabit Nokta Teorisi� çal��malar� 19. yüzy�l ba�lar�na dayanmaktad�r. Sabit nokta 

teorisi, adi diferansiyel denklemlerin çözümünün varl���n�, tekli�ini ve bir integral 

denklemde çözümün varl���n� göstermek amac�yla ba�lam��t�r.  

Genel olarak sabit nokta teorisi çal��malar� iki yönde geli�mektedir. Birincisi tam metrik 

uzaylar üzerinde tan�ml� büzülme ve büzülme tipi dönü�ümler için sabit nokta teori, 

di�eri ise normlu lineer uzaylar�n kompakt konveks alt kümeleri üzerinde tan�ml� 

sürekli dönü�ümler için sabit nokta teoridir. 

 

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori çal��malar�, 1909-1913 y�llar� aras�nda L. E. J. 

Brouwer ile ba�lam��t�r. Bilinen ilk sabit nokta teoremi, � = [!, "] # * olmak üzere 

 : ! 6 ! sürekli bir dönü�üm ise,   nin ! de bir sabit noktas� vard�r� �eklindedir. 1912 

y�l�nda Brouwer bu teoremi #-boyutlu $% Euclidean uzay�na �&, $% de kapal� bir yuvar 

ve  : & 6 & sürekli bir dönü�üm olsun. Bu durumda  , & de en az bir sabit noktaya 

sahiptir� �eklinde geni�letmi�tir. Brouwer Sabit Nokta Teoremi, ekonomi biliminde 

Nobel ödülü alan John Nash��n makalelerine temel bir matematiksel malzeme olmu�tur. 

Ekonomistler, Brouwer Sabit Nokta Teoremi�nin kesin bir ekonomik dengenin 

olu�turulmas� için yard�mc� bir unsur olarak kullan�labilece�ini belirtmektedirler. 

1922 y�l�nda S. Banach taraf�ndan ifade edilen ve �Daraltan (büzülme) Dönü�üm 

Teoremi� olarak da bilinen Banach Sabit Nokta Teoremi, sabit noktan�n varl���n� ve 

tekli�ini garanti eden en önemli teoremlerden biridir. Bu teorem, �(!, ') bir tam metrik 

uzay ve *: ! 6 ! bir dönü�üm olsun. Her +, - . ! için 

'(*+, *-) / 0'(+, -)1,1112 / 0 < 31 

ise *, ! de bir tek sabit noktaya sahiptir� �eklindedir. Bu teorem, S. Banach��n doktora 

tezinin bir k�sm� olarak belirlenmi� ve ispat� yap�lm��t�r. Bundan sonraki a�amalarda 

Banach��n sabit nokta teoremi, matemati�in birçok dal�ndaki varl�k problemlerinin 

çözümünde, kullan��l� ve kolayl�k sa�layan bir unsur olmu�tur. 
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Yukar�da ifade edilen Brouwer Teoremi sonsuz boyutlu uzaylar için geçerli de�ildir. Bu 

teoremin sonsuz boyutlu Banach uzaylar�na bir genelle�tirmesi olan ve Schauder 

Teoremi olarak adland�r�lan teorem, 1930 y�l�nda J. Schauder taraf�ndan � , bir ! 

Banach uzay�n�n bo� olmayan kompakt, konveks bir alt kümesi ve ":  #   sürekli bir 

dönü�üm olsun. Bu durumda ",   da en az bir sabit noktaya sahiptir� �eklinde ifade 

edilmi�tir. 

Daha sonra 1950 de F. E. Browder, 1965 de W. A. Kirk, 1968 de R. Kannan, 1974 de L. 

B. Ciric ve daha pek çok yazar bu temel sonuçlar� genelle�tirmi�lerdir. Bununla birlikte 

G. Junck, B. E. Rhoades, S. Sessa gibi pek çok ara�t�rmac� birden fazla dönü�ümün 

ortak sabit noktalar� üzerine çok say�da çal��ma yapm��lard�r. 1972 y�l�nda Goebel ve 

Kirk, asimptotik geni�lemeyen bir dönü�üm için sabit noktan�n varl���n� ispatlam�� ve 

Schu (1991), Tan ve Xu (1993), Rhoades (1994), Osilike ve Udomene (2000) taraf�ndan 

Hilbert ve Banach uzaylar�nda bu tür dönü�ümlerin sabit noktalar� üzerine çal��malar 

yap�lm��t�r.  

Normlu bir uzay�n, bo� olmayan kapal� ve konveks bir alt kümesinden bu normlu uzaya 

tan�mlanan ve �kendi üzerine tan�ml� olmayan dönü�üm (nonself)� olarak adland�r�lan 

dönü�ümler için 2000 li y�llar�n ba�lar�ndan itibaren yeni iterasyon �emalar� 

olu�turulmu� ve bu iterasyon �emalar�n�n uygun �artlar alt�nda sabit noktalara 

yak�nsamalar� incelenmi�tir. Chidume, Ofoedu ve Zegeye (2003), Wang (2006), Zhou, 

Cho ve Kang (2007),  Thianwan (2008), Özdemir, Akbulut ve K�z�ltunç (2010) gibi pek 

çok ara�t�rmac� kendi üzerine tan�ml� olmayan asimptotik geni�lemeyen dönü�ümler 

için bu yeni iterasyon metotlar�n� kullanarak önemli sonuçlar elde etmi�lerdir. 

Bu tez be� bölümden olu�maktad�r. Giri� bölümünden sonra, Kuramsal Temeller ad�n� 

alan ikinci bölümde, ilk olarak çal��mam�zda kulland���m�z temel tan�m ve kavramlara 

yer verilmi�tir. Yine bu bölümde daraltan, kesin daraltan ve geni�lemeyen dönü�ümler 

tan�mlanm�� ve bu dönü�ümlerin sabit noktalar�n�n hangi �artlar alt�nda var oldu�u 

ara�t�r�lm��t�r. 
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Üçüncü bölümde, ilk olarak dönü�ümlerin sabit noktalar� bulunurken kullan�lan çe�itli 

iterasyon metotlar� verilmi�tir. Bunlardan baz�lar� Picard iterasyon metodu, Kirk 

iterasyon metodu, Krasnoselskij iterasyon metodu, Mann iterasyon metodu, Ishikawa 

iterasyon metodu, Noor iterasyonu, Rhoades�in  n-ad�m iterasyon metodu, Agarwal-

O�Regan-Sahu�nun S-iterasyon metodu ve modifiye edilmi� S-iterasyon metodudur. 

!kinci olarak hatal� iterasyon metotlar� verilmi�tir. Bunlardan baz�lar� hatal� Mann 

iterasyon metodu, hatal� Ishikawa iterasyon metodu ve hatal� Noor iterasyon metodudur. 

Üçüncü olarak asimptotik geni�lemeyen dönü�ümler için yap�lan çal��malar verilmi�tir. 

Daha sonra  kendi üzerine olmayan asimptotik geni�lemeyen dönü�ümler için yap�lan 

çal��malar ifade edilerek ispatlar�m�zda kullanaca"�m�z baz� lemmalar verilmi�tir.  

Dördüncü bölümde, öncelikle kendi üzerine tan�ml� olmayan asimptotik geni�lemeyen 

iki dönü�üm için yeni bir iterasyon �emas� te�kil edilmi� ve daha sonra  bir reel Banach 

uzay�nda bu iterasyon �emas� için kuvvetli yak�nsama teoremi verilmi�tir. Son olarak, 

smooth ve düzgün konveks bir reel Banach uzay�nda yukar�da bahsedilen yeni iterasyon 

�emas� için kuvvetli ve zay�f yak�nsama teoremleri verilmi�tir. 

Be�inci bölümde ise, çal��mam�zda elde etti"imiz baz� sonuçlar verilmi�tir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Genel Kavramlar 

Bu bölümde baz !temel!tan m ve teoremler verilecektir. 

Tan�m 2.1.1 (Metrik Uzay):   bo� olmayan bir küme ve  : ! × ! " # bir fonksiyon 

olsun. E"er her $, %, & ' !  için, 

M1.(( )$, %* = 0+ $ = % 

M2.(( )$, %* =  )%, $*(((((((( 

M3.(( )$, %* -  )$, &* /  )&, %* 

�artlar� sa�lan�yorsa   ye ! üzerinde bir metrik,   ile birlikte ! e metrik uzay denir ve 

! = )!,  * ile gösterilir. 

Tan�m 2.1.2 (Cauchy Dizisi): ! = )!,  * bir metrik uzay ve {$4
5} bu uzayda bir dizi 

olsun. Her 6 > 0 için 7,8 > 79  oldu�unda 

 )$4, $;* < 6 

olacak �ekilde bir 79 = 79)6* say�s� varsa, {$4 5} dizisine Cauchy dizisi denir. 

Tan�m 2.1.3 (Tam Metrik Uzay): ! = )!,  * bir metrik uzay olsun. !(deki her Cauchy 

dizisi yak�nsak ise, )!,  * metrik uzay�na tam metrik uzay denir. 

Tan�m 2.1.4 (Kompakt Metrik Uzay): )!,  * bir metrik uzay olsun. ! deki her dizi 

yak�nsak bir alt diziye sahip ise, )!,  * uzay�na kompakt metrik uzay denir. 

Tan�m 2.1.5 (Sürekli Dönü!üm): ! = )!,  * ve ? = )?, @* iki metrik uzay, A: ! " ?( 

bir dönü�üm ve $9 ' ! olsun. Her 6 > 0 say�s� için,  )$, $9* < B oldu�unda 

@)A)$*, A)$9** < 6 
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olacak �ekilde bir  > 0 say�s� varsa,  !ye "# noktas�nda süreklidir denir.  , $ in her 

noktas�nda sürekli ise   ye $ de süreklidir denir. 

Tan�m 2.1.6 (Konveks Küme): % bir lineer uzay ve & ' % olsun. Her ", ( ) &  için 

* = {+ ) %: + = -" . /1 0 -2(, 3 4 - 4 1} ' & 

ise, & kümesine konvekstir denir. 

Tan�m 2.1.7 (Normlu Uzay): 5, 6 cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. 7 7:5 8 9 

fonksiyonunun " deki de�erini 7"7 ile gösterelim. Bu fonksiyon için, 

N1;!!7"7 = 3< " = > 

N?;!!7-"7 = |-|7"7,!!!/- ) 62 

N@;!!7" . (7 4 7"7 . 7(7 

�artlar� sa�lan�yorsa 7 7 fonksiyonuna 5 de (veya 5 üzerinde) bir norm ve /5, 7 72 

ikilisine de normlu uzay denir. 

Tan�m 2.1.8 (Banach Uzay�): 5 normlu lineer uzay olsun. 5, A/", (2 = 7" 0 (7 norm 

metri�ine göre tam ise 5 ye Banach uzay� denir. 

5 nin reel veya kompleks lineer uzay olu�una göre Banach uzay�da reel veya kompleks 

Banach uzay� olarak adland�r�l�r. 

Tan�m 2.1.9 (�ç Çarp�m Fonksiyonu ve �ç Çarp�m Uzay�): %, 6 cismi üzerinde bir 

lineer uzay olsun. 

I1;!!B" . (, +C = B", +C . B(, +C 

I?;!!B-", (C = -B", (C 

I@;!!B", (C = B(, "CDDDDDDD 

IE;!!B", "C F 3!ve!B", "C = 3!< !" = > 
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�artlar�n� sa�layan  !: " × " # $ fonksiyonuna iç çarp�m fonksiyonu denir. 

Üzerinde iç çarp�m fonksiyonunun tan�mland��� lineer uzaya iç çarp�m uzay� (veya ön-

Hilbert uzay�) denir. "ç çarp�m uzay�, ( , ! ") veya k�saca   ile gösterilir. 

Tan�m 2.1.10 (Hilbert Uzay�): # bir iç çarp�m uzay� ve $ $ iç çarp�m normu olsun.              

%(&, ') = $& * '$ = +!& * ', & * '" olarak tan�mlan�rsa (#, %) bir metrik uzay olur. 

"ç çarp�m normuyla tan�mlanan bu % metri�ine göre # iç çarp�m uzay� tam ise, # e 

Hilbert uzay� denir. 

Hilbert uzaylar�, özel bir normdan elde edilmi# Banach uzaylar�d�r. 

Tan�m 2.1.11 (S�n�rl� Lineer Operatör): - ve -. iki normlu uzay ve /:- 0 -. bir 

lineer operatör olsun. Her & 1 - için 

$/&$� 2 3$&$ 

olacak #ekilde bir 3 > 4 reel say�s� varsa, / ye s�n�rl� lineer operatör denir. 

Tan�m 2.1.12 (Cebirsel Dual): # bir reel lineer uzay olsun. # de tan�ml� tüm reel 

de�erli lineer fonksiyonellerin kümesini  (#,5) ile gösterelim. Yani  (#,5) =
{/:6/: # 0 566lineer} olsun. Her & 1 # ve /7, /8 1  (#,5) için 

9(/7 ; /8)(&) = /7(&) ; /8(&)
(</7)(&) = </7(&)66666666666666666666

? 

olarak tan�mlan�rsa, bu durumda  (#,5) bir reel lineer uzayd�r. Bu  (#,5) uzay�na # 

in cebirsel duali denir ve #. ile gösterilir. 6#. in cebirsel duali 

 (#., 5) = (#.). 
veya k�saca #.. ile gösterilir ve buna # lineer uzay�n�n cebirsel ikinci duali (bidual 

space) ad� verilir. 
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Tan�m 2.1.13 (Normlu Dual):   bir normlu lineer uzay olsun.   de tan�ml� tüm sürekli 

ve reel de�erli lineer fonksiyonellerin kümesini !( ,") ile gösterelim. Yani !( ,") =
{#:$#: % "$$lineer$ve$sürekli} olsun. Her & '   ve #*, #+ ' !( ,") için 

-(#* . #+)(&) = #*(&) . #+(&)
(/#*)(&) = /#*(&)$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$

0 

olarak tan�mlan�rsa, bu durumda !( ,") bir lineer uzayd�r. Bu !( ,") uzay�na   in 

normlu duali denir ve  1 ile gösterilir.  1 in normlu duali 

2( 1,") = ( 1)1 
veya k�saca  11 ile gösterilir ve buna   normlu uzay�n�n normlu ikinci duali (bidual 

space) ad� verilir. 

Burada  1, 3#3 = sup{#(&): 3&3 4 5}$ normuna göre normlu lineer uzayd�r. Ayr�ca "  

tam oldu�u için   tam olmasa bile  1 daima bir Banach uzayd�r. Bu  1 uzay�na bazen 

  in e!i veya e!leni�i ad� da verilir. 

Yukar�daki tan�mlardan da anla!�laca�� gibi,  1 uzay�  6 cebirsel dual uzay�n�n bir alt 

uzay�d�r. Sonlu boyutlu uzaylar�n normlu dualleri ile cebirsel dualleri ayn�d�r.  

Örnek 2.1.14: (i) Al�!�lm�! norm ile "7 uzay�n�n duali kendisidir. 

(ii) 8* uzay�n�n 3&3* = 9 |&7|;7<*  normuna göre normlu duali 8; uzay�d�r. 

(iii) >? uzay�n�n 3&3 = sup{|&7|: @ ' A} normuna göre normlu duali 84 uzay�d�r. 

Tan!m 2.1.15 (Kuvvetli Yak!nsakl!k):$  normlu uzay ve {&7} de   de bir dizi olsun. 

E�er, 

lim7%�

3&7 D &3 = C 

olacak !ekilde bir & '   varsa, {&7} dizisi & e kuvvetli yak�nsakt�r (veya norma göre 

yak�nsakt�r) denir ve bu durum 

lim7%�

&7 = & 
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ya da k�saca   
!
" # ile gösterilir. Buradaki # e, {# } dizisinin kuvvetli limiti ad! verilir. 

Tan�m 2.1.16 (Zay�f Yak�nsakl�k): $ normlu uzay ve {# } de $ de bir dizi olsun. E"er 

her % & $' için, 

lim
 "�

%(# ) = %(#) 

olacak #ekilde bir # & $*varsa, {# } dizisi # e zay!f yak!nsakt!r denir ve bu durum ya 

# 
+
" # ya da # , # #eklinde gösterilir. Buradaki # e, {# } dizisinin zay!f limiti ad! 

verilir. 

Kuvvetli ve zay!f yak!nsama aras!ndaki gerektirmeler a#a"!daki teoremle verilmi#tir. 

Teorem 2.1.17: $ normlu bir uzay olsun. Bu durumda, 

(a)  Kuvvetli yak!nsakl!k, zay!f yak!nsakl!"! gerektirir. 

(b)  (a) n!n tersi genel olarak do"ru de"ildir. 

(c)  dim($) < - ise, zay!f yak!nsakl!k kuvvetli yak!nsakl!"! gerektirir (Kreyszig 1989). 

Normlu uzaylarda zay!f yak!nsaman!n kuvvetli yak!nsamay! gerektirmedi"ini a#a"!daki 

örnek ile görebiliriz. 

Örnek 2.1.18: $ = ./ uzay!n! ve bu uzayda # & $ için 0#0/ = (1 |# |
/2

 34 )4 /5  

#eklinde tan!mlanan normu alal!m. {# } dizisini 

# = (6767� 78767 � ) 

#eklinde tan!mlayal!m. Herhangi bir 9 = (947 9/7 � 7 9 7 � ) & $
' = ./ ve : " - için 

(# 7 9) = 9 " 6 

olur. Böylece : " - iken # , 6 zay!f yak!nsar. Ancak her : & ; için 0# 0 = 8 

oldu"undan {# } dizisi kuvvetli yak!nsak de"ildir. 
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Tan�m 2.1.19 (Opial �art�): Bir   Banach uzay�nda  ! "   zay�f yak�nsamas� her 

# $    için 

limsup
!%�

& ! '  & < limsup
!%�

& ! ' #& 

olmas�n� gerektiriyorsa, ( Banach uzay� Opial !art�n� sa�l�yor denir (Opial 1967). 

Örnek 2.1.20: Her Hilbert uzay� Opial !art�n� sa�lar. Yani, bir ) Hilbert uzay�nda { !} 

dizisi  * ) noktas�na zay�f yak�nsak ise, her # * ) ve # $    için 

limsup
!%#

& ! '  & < limsup
!%#

& ! ' #& 

dir. Her zay�f yak�nsak dizi s�n�rl� oldu�undan limsup!%#& ! '  & ve 

limsup!%#& ! ' #& sonludur. 

& ! ' #&+ = & ! '  ,  ' #&+ = & ! '  &+ , & ' #&+ , 2- ! '  .  ' #/ 

oldu�undan 

limsup
!%#

& ! ' #&+ > limsup
!%#

& ! '  &+ 

elde edilir. 

2.2. Sabit Nokta Kavram! 

Tan!m 2.2.1 (Sabit Nokta): ( bo! olmayan bir küme ve 0: ( % ( herhangi bir 

dönü!üm olsun. E�er 0 =   olacak !ekilde bir  * ( varsa, bu   noktas�na 0 nin sabit 

noktas� denir. 

O halde 0 =   denkleminin çözümü veya çözümleri 0 nin sabit noktalar�d�r. 0 nin tüm 

sabit noktalar�n�n kümesi 1304 veya 15 304 ile gösterilir. Örne�in, 

1. ( = [6.7] olmak üzere 0: ( % (, 0 = 7 '   dönü!ümü için  1304 = {2} dir. 

2. ( $ 8 olmak üzere 9: ( % ( özde! dönü!ümü için ( in her bir noktas� bir sabit 

noktad�r. 
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3.  = [C,3] ve  = [4,5] olmak üzere herhangi bir !: " #   dönü!ümünün sabit 

noktas� yoktur. 

4. " = $ olmak üzere !: " # ", !% = %& dönü!ümünün sabit noktalar�n�n kümesi 

'(!) = {*1,0,1} dir. 

5. !: (0,1] # (0,1], !% =
+

-
  dönü!ümünün sabit noktas� yoktur. Bu dönü!üm için % = 0 

noktas� tek sabit nokta olabilirdi. Fakat 0 . (0,1] d�r. 

" bo!tan farkl� bir küme ve !: " # " bir dönü!üm olsun. Herhangi bir % / " için 

!236(%) = !(!2(%)) olacak !ekilde !2(%) i tan�mlayabiliriz. 7!2(%), ! alt�ndaki % in 

8. iterasyonu olarak adland�r�l�r. 

!: " # " bir dönü�üm olsun. Bu durumda a�a��daki ifadeleri yaz�labilir. 

1. Keyfi bir 8 / 9 için '(!) ; '(!2) dir. 

2. Keyfi bir 8 / 9 için '(!2) = {%} ise, '(!) = {%} dir. Ancak bunun tersi genelde 

do�ru de�ildir. Örne�in, !: {5,<,>} # {5,<,>} dönü�ümü !(5) = >, !(<) = <, !(>) = 5 

olarak tan�mlan�rsa, '(!?) = {5,<,>} oldu�u halde '(!) = {<} dir. 

" bo� olmayan bir küme ve !6, !?: " # " herhangi iki dönü�üm olsun. E�er !6% =

!?% = % olacak �ekilde bir % / " varsa, bu % noktas�na !6 ve !? nin ortak sabit noktas� 

denir. Bu dönü�ümlerin ortak sabit noktalar�n�n kümesi ' = '(!6) @ '(!?) ile 

gösterilir. A�a��da birden fazla dönü�ümün ortak sabit noktalar�yla ilgili örnekler 

verilmi�tir. 

Örnek 2.2.1.1: " = $, !6% = %? * A% B A ve !?% = %? B C% * C dönü�ümlerinin 

ortak sabit noktalar�n�n kümesi ' = '(!6) @ '(!?) = {1} dir. 

Örnek 2.2.1.2: " = $ × $,  !6, !?: " # ", !6(%, D) = (0, D) ve !?(%, D) = (A%, D) 

dönü�ümlerinin ortak sabit noktalar�n�n kümesi ' = '(!6) @ '(!?) = {(0, D)} dir.  
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Tan�m 2.2.2 (Lipschitzian Dönü�üm): ( ,!) bir metrik uzay ve ":  #   bir 

dönü�üm olsun. Her $, % & '  için, 

 !("$, "%) * +!($, %)   (2.1) 

olacak �ekilde bir + - 0 sabit say!s! varsa, " ye Lipschitzian dönü�üm denir. (2.1) 

e�itsizli�ine Lipschitz �art� ve bu �art� sa�layan en küçük + say�s�na da Lipschitz sabiti 

denir. 

Yukar�daki tan�ma göre Lipschitz �art�n� sa�layan her " dönü�ümü düzgün süreklidir. 

Çünkü, her . > 0 için !($, %) < / = 1
23 +!($, %) < +/ = . oldu�undan 

!("$, "%) * +!($, %) < + .+ = . 

yaz�l�r. Bu da " dönü�ümünün düzgün sürekli oldu�unu gösterir. Ancak bu ifadenin 

tersi her zaman do�ru de�ildir. 

Örnek 2.2.3:  = 45 6
7 , 678 olmak üzere ":  #  , 

"$ = 90,''''''''''''''''''''$ = 0$; sin(? $@ ),'''$ A 0B 
dönü�ümü süreklidir. Fakat Lipschitzian bir dönü�üm de�ildir. 

Tan�m 2.2.4 (Daraltan Dönü�üm): ( , !) bir metrik uzay ve ":  #   Lipschitzian bir 

dönü�üm olsun. E�er (2.1) e�itsizli�i 0 * + < ? olmas� halinde sa�lan�yorsa, " ye 

daraltan dönü�üm veya büzülme dönü�ümü (contraction) denir. 

E�er ( , !) bir tam metrik uzay ve ":  #    daraltan bir dönü�üm ise, bu dönü�ümün 

bir sabit noktas� vard�r ve bu sabit nokta tektir (Banach Daralma #lkesi). 
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Tam olmayan metrik uzaylarda tan�mlanan daraltan dönü�ümlerin sabit noktaya sahip 

olmas� gerekmez. Örne�in,  = (C,6] olmak üzere  : ! " ! ve  # = $
% dönü!ümünü 

alal�m. Bu   dönü!ümü daraltan dönü!ümdür, fakat sabit noktas� yoktur. 

Lipschitz ko�ulunu sa�layan her dönü�üm düzgün sürekli oldu�undan daraltan 

dönü�ümler de düzgün süreklidir. Dolay�s�yla   sürekli de�ilse, bir daraltan dönü�üm de 

olamaz. Buna kar��n   daraltan dönü�üm olmasa bile, herhangi bir & için  ' daraltan 

bir dönü�üm olabilir. 

Örnek 2.2.5:  : [0,2] " [0,2],  # = (0,))))# * [0,1]
1,))))# * +1,2]-  olsun.   dönü�ümü # = 1 de 

süreksizdir. Bu nedenle daraltan dönü�üm de�ildir. Di�er taraftan,  .: {0,1} " {0}, 
 .+#/ = 0 olup  . daraltan bir dönü�ümdür. Ayr�ca # = 0,  . nin tek sabit noktas�d�r. 

Tan m! 2.2.6 (Kesin! Daraltan! Dönü"üm):! +!, 3/ bir metrik uzay ve  : ! " ! bir 

dönü�üm olsun. Her #, 4 * ! ve # 5 4 için, 

3+ #,  4/ < 3+#, 4/ 
ise,   ye kesin daraltan dönü�üm (contractive) denir. 

Örnek 2.2.7: ! = 6, 3+#, 4/ = |# 7 4| ve  :6 " 6,  # = 1 8 ln)+1 8 9$/ olsun.   

dönü�ümü kesin daraltan olup daraltan de�ildir. Çünkü 

 ;+#/ = 9$
1 8 9$ < 1 

dir. Ayr�ca Ortalama De�er Teoreminden 

 ;+>/ =  +#/ 7  +4/
# 7 4  

oldu�unu biliyoruz. Dolay�s�yla  ;+>/ < 1 olur. Yani, 

 ;+>/ =  +#/ 7  +4/
# 7 4 < 1 ? | +#/ 7  +4/| < |# 7 4| 
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dir. 

Bu tip dönü�ümlerin sabit noktas�n� garanti etmek için çal���lan uzay�n kompakt olmas� 

yeterlidir. 

Tan�m 2.2.8 (Geni!lemeyen Dönü!üm): ( , !) bir metrik uzay ve ":  #   bir 

dönü�üm olsun. Her $, % &   için, 

!("$, "%) 8 !($, %) 
ise, " ye geni�lemeyen (nonexpansive) dönü�üm denir. 

Örnek 2.2.9:  = *, !($, %) = |$ + %| ve ":  #  , "$ = $ + 6 olsun. 

!("$, "%) = |$ + 6 + % - 6| = |$ + %| = !($, %) 
oldu�undan her $, % &   için !("$, "%) 8 !($, %) �art� sa�lanm�� olur. Dolay�s�yla " 

geni�lemeyen bir dönü�ümdür. Fakat bu dönü�üm ne daraltan ne de kesin daraltand�r.  

Herhangi bir Banach uzay�nda tan�ml� geni�lemeyen dönü�ümlerin sabit noktalar�n�n 

var olmas� gerekmez. Bunun için, ya uzay üzerine ya da dönü�üm üzerine baz� ek 

ko�ullar konulmas� gereklidir. 1965 y�l�nda Browder, Godhe ve Kirk düzgün konveks 

bir Banach uzay�n�n kapal�, s�n�rl� ve konveks alt kümesi üzerinde tan�ml� geni�lemeyen 

bir dönü�ümün sabit noktaya sahip oldu�unu ispatlam��t�r. 

2.2.10. Dönü!ümler Aras�ndaki Ba"lant� 

Yukar�da tan�mlanan dönü�ümler göz önüne al�narak a�a��daki gerektirmeler 

yaz�labilir: 

" + daraltan . " + kesin/daraltan . " + geni0lemeyen . " + lipschitzian 
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�ekil 2.1. Dönü�ümler aras�ndaki ba�lant� 

Tan�m 2.2.11 (Düzgün Lipschitzian Dönü!üm):   bir normlu uzay, ! "   bo� 

olmayan bir alt küme ve #:! $ ! bir dönü�üm olsun. E�er her %, & ' ! ve her ( ) 1 

için 

*#+% - #+&* . /*% - &* 

olacak �ekilde / > 0 say�s� varsa, # ye düzgün Lipschitzian dönü�üm denir. 

Tan�m 2.2.12 (Asimptotik Geni!lemeyen Dönü!üm):   bir normlu uzay, ! "   bo� 

olmayan bir alt küme ve #:! $ ! bir dönü�üm olsun. E�er her %, & ' ! ve her ( ) 1 

için 

*#+% - #+&* . 2+*% - &* 

olacak �ekilde 2+ $ 1 �art�n� sa�layan bir {2+} 3 [1,�4 dizisi varsa, # ye asimptotik 

geni�lemeyen dönü�üm denir. 

Asimptotik geni�lemeyen dönü�ümlerin s�n�f�, geni�lemeyen dönü�ümlerin bir 

genellemesidir. Yani, her geni�lemeyen dönü�üm asimptotik geni�lemeyen bir 

dönü�ümdür. Fakat tersi do�ru de�ildir. 

Örnek 2.2.13: 56, 7 = 89 Hilbert uzay�nda kapal� birim yuvar ve {;<}, ? ;< = 1@A�

<B9 C 

D0 E ;< E 1C4 �art�n� sa�layan bir reel say� dizisi olsun. #: 56 $ 56 dönü�ümünü 

#D%F, %9, %G, H 4 = D0, %F
9, ;9%9, ;G%G, H 4, 

olarak tan�mlayal�m. Bu durumda her %, & ' 56 için 

         # -lipschitzian 

      # -geni�lemeyen 

   # -kesin daraltan 

# -daraltan 
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 &* D &$ 8 2 * D $  

dir. Yani,   dönü�ümü Lipschitzian�d�r. Di�er taraftan, her !, " # $% ve & ' 2 için 

( )! *  )"( + 2-./
)

/01
(! * "( 

dir. & 3 4 için limit al�n�rsa, 5) = 26 ./)/01 3 7 oldu�u görülür. Dolay�s�yla   

asimptotik geni�lemeyen bir dönü�ümdür fakat geni�lemeyen bir dönü�üm de�ildir. 

Tan�m 2.2.14 (Quasi-Geni!lemeyen Dönü!üm): 8 bir normlu uzay, 9 : 8 bo� 

olmayan bir alt küme ve  ;9 3 9 bir dönü�üm olsun. E�er < # >? @ A B ve her ! # 9 

için 

( ! * <( + (! * <( 

ise,   ye quasi-geni�lemeyen dönü�üm denir (Petryshn and Wilhamson 1973). 

Tan�m 2.2.15 (Asimptotik Quasi-Geni!lemeyen Dönü!üm): 8 bir normlu uzay, 

9 : 8 bo� olmayan bir alt küme ve  ;9 3 9 bir dönü�üm olsun. E�er C< # >? @ A B, 

her ! # 9 ve her & ' 7 için  

( )! * <( + ?7 D E)@(! * <( 

olacak �ekilde lim)3F E) = G �art�n� sa�layan bir {E)} # [G,4@ dizisi varsa,   

dönü�ümüne asimptotik quasi-geni�lemeyen dönü�üm denir (Khan et al. 2008).  

 

Tan�m 2.2.16: H bir Banach uzay, 9, H nin bo�tan farkl� bir alt kümesi,  ; 9 3 9 bir 

dönü�üm ve !I,   nin bir sabit noktas� olsun. 

(i) 9 daki {!)} dizisi !I a zay�f ve { !)} dizisi < ye kuvvetli yak�nsad���nda  !I = < 

oluyorsa   dönü�ümüne < de demicloseddir denir. 

(ii) Her s�n�rl� {!)} dizisinin bir J!)KL alt dizisi var ve J !)KL dizisi   nin görüntü 

kümesinde yak�nsak ise,   dönü�ümüne tamamen süreklidir denir. 
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Tan�m 2.2.17 (Zay�f Inward �art�):   bir Banach uzay ve ! da   nin bo�tan farkl� bir 

alt kümesi olsun. Herhangi bir " # ! için inward küme $%(") ile gösterilir ve 

$%(") = {& #  : & = " + '(* , ")- * # !- ' . 0} 

�eklinde tan�mlan�r. /:! 1   bir dönü�üm olsun. / dönü�ümü her " # ! için /" #

$%(") ise inward �art�n�, /" # $%(")2222222 ise zay�f inward �art�n� sa�l�yor denir. (Burada 

$%(")2222222, $%(") kümesinin kapan���d�r.) 

Tan�m 2.2.18 (Düzgün Konveks Uzay): 3 bir Banach uzay� olsun. Her 4 > 0 ve 

5"5 6 7- 5&5 6 7 ve 5" , &5 . 4 �artlar�n� sa�layan her "- & # 3 için 

7
8
5" + &5 6 7 , 9(4) 

olacak �ekilde 9(4) > 0 say�s� varsa, 3 e düzgün (uniformly) konveks uzay ad� verilir 

(Aksoy and Khamsi 1990). 

Bu tan�m, "- & # ;< = {" # 3: 5"5 6 7} ve 5" , &5 . 4 > 0 için (" + &)?8 orta 

noktas�n�n @< = {" # 3: 5"5 = 7} den bir 9 uzakl���nda ve ;< kapal� birim yuvar 

içinde oldu�u ifade eder. 

Örnek 2.2.19: Her A Hilbert uzay� düzgün konvekstir. Gerçekten her "- & # A için 

paralelkenar kural�ndan 

5" + &5B = 8(5"5B + 5&5B) , 5" , &5B 

dir. " C & olmak üzere "- & # ;D = {" # 3: 5"5 6 7} ve 5" , &5 . 4 oldu�unu kabul 

edelim. Böylece 

5" + &5B 6 E , 4B 

olur. "ayet,  9(4) = 7 , F7 , 4B EG  seçilirse 

7
8
5" + &5 6 7 , 9(4) 

elde edilir. O halde, A düzgün konveks bir uzayd�r. 
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Örnek 2.2.20:  ! uzay� "#"! = $ |#%|&%'!  normuna göre düzgün konveks uzay de�ildir. 

Bunu göstermek için ( = 1 olmak üzere # = )1,0,0,0, � *, + = )0,-1,0,0, � * .  ! 

elemanlar�n� alal�m. Bu durumda "#"! = $ |#%|&%'!  normuna göre 

"#"! = 1, "+"! = 1, "# - +"! = 2 > 1 = ( 

olur. Ancak ")# / +* 23 "! = 1 oldu�undan ")# / +* 23 "! 4 1 - 5 olacak �ekilde bir 

5 > 0 say�s� yoktur. Dolay�s�yla  ! uzay� düzgün konveks de�ildir. 

Tan�m 2.2.21: 6 bir Banach uzay� olsun. 57: [0,2] 8 [0,1],  
957)(* = inf ;1 - <# / +

2 < : "#" 4 1, "+" 4 1, "# - +" ? (@ 
olarak tan�mlanan 57 fonksiyonuna 6 in konveksli�inin modülü denir. 

Yukar�daki tan�mdan, 57)0* = 0 ve her A ? 0 için 57)A* ? 0 oldu�unu görmek 

kolayd�r. 

Tan�m 2.2.22 (Smooth Uzay): 6 bir Banach uzay olsun. Her #, + . B7 için 

limC8D
"# / A+" - "#"

A  

limiti var ise 6 e smooth uzay denir. 

 

Örnek 2.2.23: (i) 1 E F E G için HI uzaylar� smooth Banach uzaylard�r. 

(ii) JD, H! ve H& uzaylar� smooth uzay de�illerdir. 

Tan�m 2.2.24: 6 bir Banach uzay� olsun. K7: LM 8 LM,  

9K7)A* = sup N"# / +" / "# - +"
2 - 1: "#" = 1, "+" = AO 

= sup N"# / A+" / "# - A+"
2 - 1: "#" = "+" = 1O ,999A ? 0 

olarak tan�mlanan K7 fonksiyonuna 6 in smoothlu�unun modülü denir. 
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Yukar�daki tan�mdan,   (0) = 0 ve her ! " 0 için # (!) " 0 oldu�unu görmek 

kolayd�r.  

2.3. Dönü�ümlerin Sabit Noktalar� 

Daraltan, kesin daraltan, geni�lemeyen ve Lipschitzian gibi dönü�ümlerin baz�lar�n�n 

sabit noktas� olmad��� halde, baz�lar�n�n bir veya birden fazla sabit noktas� olabilir. Bu 

bölümde, hangi tür dönü�ümlerin sabit noktalar�n�n var ve bu sabit noktalar�n hangi 

ko�ullar alt�nda tek oldu�unu teorem ve örneklerle ifade edece�iz. 

Örnek 2.3.1: $ = [%, &], '(*, +) = |* - +| ve .: $ / $ bir dönü�üm olsun. E�er ., 

[%, &] kapal� aral���nda sürekli, (%, &) aç�k aral���nda türevlenebilir bir dönü�üm ve her 

* 1 (%, &) için, 

|.2*| 3 4 < 5 

�art�n� sa�l�yorsa bu durumda . nin $ de bir tek sabit noktas� vard�r. Gerçekten de 

ortalama de�er teoreminden her *, + 1 [%, &] için 6 1 (%, &) olmak üzere, 

|.* - .+| = .7(6)|(* - +)| 3 4|* - +| 
olur. Böylece Banach Daralma $lkesi gere�i  .  nin bir tek sabit noktas� vard�r. 

Tam olmayan metrik uzaylarda tan�mlanan daraltan dönü�ümlerin sabit noktas� olmas� 

gerekmedi�i a�a��daki örnekte gösterilmi�tir. 

Örnek 2.3.2: $ = (0,5] ve .: $ / $, .* = 89
;  dönü�ümü verilsin. Bu durumda 

'(.*, .+) = >?*@ - ?+@ > =
?
@ |* - +| =

?
@'(*, +) 

oldu�undan . bir daraltan dönü�ümdür. Fakat . nin $ de bir sabit noktas� yoktur. 

Çünkü sabit noktan�n tan�m�ndan 
89
; = * A ?* = @* A * = 0 olur. Burada * = 0 B

(0,5] = $ oldu�undan . nin $ de bir sabit noktas� yoktur. 
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A�a��daki örnekte, tam metrik uzay üzerinde tan�mlanan geni�lemeyen bir dönü�ümün 

bir sabit noktaya sahip olmas� gerekmedi�i gösterilmi�tir. 

Örnek 2.3.3:  = !" Banach uzay� ve # = $% = {& ' !": (&( ) 1} kapal� birim yuvar� 

verilsin. Her & ' # için 

*+&,- &.- / - &0 - / 2 = +1- &,- &.- &3- / 2 
!eklinde tan�mlanan *:# 4 # dönü!ümünü alal�m. * geni!lemeyen bir dönü!ümdür ve 

& = +1-1-1-� 2, * nin bir sabit noktas�d�r. Fakat, & = +1-1-1- � 2 5 !" d�r. Yani, * 

geni!lemeyen dönü!ümü !" uzay�nda bir sabit noktaya sahip de�ildir. 

Yine tam olmayan metrik uzaylarda tan�mlanan kesin daraltan dönü!ümlerin sabit 

noktas�n�n olmas� gerekmedi�i a!a��daki örnekte gösterilmi!tir. 

 

Örnek 2.3.4:  = [1- 62 kümesi üzerinde 7+&- 82 = |& 9 8| metri�i ve *: 4  , 

*& = & ; ,
<> dönü!ümü verilsin. & ? 8 olmak üzere her &- 8 '   için 

                              7+*&- *82 = |*& 9 *8| 

= @& ; 1
&. 9 8 9 1

8.@ 

= A&38. ; 8. 9 &.83 9 &.
&.8. A 

) |& 9 8||&.8. 9 +& ; 82|
&.8.  

olur. Burada her &- 8 '  = [1- 62 için    
B<>C>D+<EC2B

<>C> ) 1 olaca��ndan 

|& 9 8||&.8. 9 +& ; 82|
&.8. F |& 9 8| 
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olur ki bu da  (&*,!7) <  (*, 7) �art�n�n sa�land���n� gösterir. O halde,   bir daraltan 

dönü�üm de�ildir fakat kesin daraltan bir dönü�ümdür. Dikkat edilirse burada   nin bir 

sabit noktas� yoktur. 

A�a��daki teorem, analizdeki en basit sabit nokta teoremi olarak bilinir. 

Teorem 2.3.5: [!, "], # de bir kapal� aral�k ve $: [!, "] % [!, "] sürekli bir dönü�üm 

olsun. Bu durumda $(&) = & olacak �ekilde bir & ' [!, "] say�s� vard�r. 

�spat: Her * ' [!, "] için  (*) = * + $(*) �eklinde bir  : [!, "] % #  dönü�ümü 

tan�mlayal�m. Bu durumda  -sürekli bir dönü�ümdür. E�er $(!) . ! ise,  (!) 8 C- ve 

$(") 8 "- ise,  (") . C olur. Ara de�er teoremi gere�ince  (&) = 0 olaca��ndan 

$(&) = & olacak �ekilde bir & ' [!, "]  vard�r. 

Teorem 2.3.6 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): 1, #7 de kapal� bir küre (dolay�s�yla 

#7 nin bir kompakt konveks alt kümesi) olsun. Bu durumda $: 1 % 1 sürekli 

dönü�ümü en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001). 

Bu teorem sonlu boyutlu uzaylarda geçerlidir. Yani, Brouwer��n bu teoremi herhangi bir 

sonsuz boyutlu Banach uzay�nda geçerli de�ildir. Bu durumu bir örnekle izah edelim. 

Örnek 2.3.7: 1, &3 Banach uzay�nda bir kapal� birim küre olsun. * = (*4, *5, � ) için 

 :1 % 1,  (*) = (6 + |*4|, *4, *5, � )  

dönü�ümünü alal�m. Her *,7 ' 1 için 

8&* + &78 = 8* + 78 

oldu�undan & süreklidir. Ancak, &* = * denkleminin 1 de bir çözümü yoktur. 
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Teorem 2.3.8 (Schauder Sabit Nokta Teoremi):   bir Banach uzay�,  ! " bo! 

olmayan kompakt konveks bir alt küme ve #: $   sürekli bir dönü!üm olsun. Bu 

durumda # en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001). 

Teorem 2.3.9 (Banach Daralma �lkesi): (", %) tam metrik uzay ve &: " $ " daraltan 

bir dönü!üm olsun. Bu durumda'& bir tek sabit noktaya sahiptir. 

�spat: *+, "'de keyfi bir nokta ve 

*- = &*+, *. = &*- = &.*+, � , */0- = &*/ = &/0-*+ 

olsun. Önce {*/} dizisinin bir Cauchy dizisi oldu�unu ve sonra da bu dizinin limit 

noktas�n�n &* = * denkleminin bir tek çözümü oldu�unu gösterece�iz. 1,2 3 4 için 

%5*/06, */7 = %(&/06*+, &/*+) 

8 9%5*/06;-, */;-7 

= 9%(&/06;-*+, &/;-*+) 

8 9.%5*/06;., */;.7 8 < 

8 9/%5*/06;/, */;/7 = 9/%(*6, *3) 
8 9/(%5*6, *6;47 > %5*6;-, *+7) 
8 9/(9%5*6;-, *6;.7 > %5*6;-, *6;.7 > %5*6;., *+7) 
= 9/(%5*6;., *+7 > %5*6;-, *6;.7 > 9%5*6;-, *6;.7) 
8 9/?%5*6;., *+7 > 9%5*6;., *6;@7 > 9.%(*6;5, *6;@)A 
B 

         8 9/(%(*4, *3) > 9%(*-, *+) > 9.%(*4, *3) ><) 

= 9/%(*4, *3)(4 > 9 > 9. > 9@ ><)''''''''''' 
= 9/%(*4, *3) C 4

4 D 9E,'''(1 $ F) 

olur. Yani, 

%5*/06, */7 8 9/

4 D 9
%(*4, *3) 
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d�r. 0  ! < 1 oldu�undan " # $ için limit al!n!rsa, %&'()*, '(+ # 0 elde edilir. Bu 

da {'(} dizisinin Cauchy dizisi oldu�unu gösterir. - tam oldu�undan '( # ' ve 

dolay!s!yla  '(). # '  dir. / dönü�ümü sürekli oldu�undan dizisel süreklidir, yani 

/'( # /' dir. '(). = /'( de " # $ için limit al!n!rsa ' = /' elde edilir. #imdi bu 

sabit noktan!n tek oldu�unu gösterelim. 2, / nin ba�ka bir sabit noktas! yani, /2 = 2 

olsun. Bu durumda 

%3', 24 = %3/', /24  !%3', 24 

olur. Bu ise %3', 24 = 0 olmas!n! gerektirir. Çünkü,  

%3', 24  !%3', 24 5 %3', 24 6 !%3', 24  0 

7777777777777777777777777775 %3', 24[1 6 !]  0 

dir. ! < 1 oldu�undan 1 6 ! > 0 d!r. Dolay!s!yla hem 1 6 ! > 0 hem de %3', 24 8 0 

oldu�undan %3', 24[1 6 !]  0 e�itsizli�inin sa�lanmas! için %3', 24 = 0 olmas! 

gerekir. Bu da ' = 2 demektir. 

Örnek 2.3.10: 9 = [0,1] : ;, /?9 # 9, /' = @

A
 olsun. 'B =

.

A
 olarak seçelim. 

Buradan 

    '. = /'B =
.

CA
 

    'D = /'. = /D'B =
.

D.A
 

    'C = /'D = /D'. = /C'B =
.

.DEA
 

      F 

    '( = /'(G. = /D'(GD = H = /('B 

       

�eklinde bir {'(} dizisi elde ederiz. " # $ için  

lim
(#I

'( = 0 

olur. Dolay!s!yla / dönü�ümünün sabit noktas! 0 J [0,1] dir. Sabit nokta tan!m!ndan da 
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 ! = !" !

6
= ! " #! = 6! " ! = 0 

d�r. Yani ! = 0,   dönü ümünün!sabit!noktas�d�r. Ancak dönü ümlerin!sabit!noktalar�n�!

tan�mdan!hareket!ederek!bulmak!her!zaman!kolay de"ildir. Bu sebeple farkl�!dönü üm!

s�n�flar�n�n!sabit!noktalar�n�n!bulunmas�nda!iterasyon!metodlar�!kullan�l�r. 

Teorem 2.3.11: ($, %) bir tam metrik uzay ve & ' * için!  + bir! daraltan! dönü üm!

olacak!  ekilde! bir  : $ - $ dönü ümü! verilsin.! Bu! durumda   bir tek sabit noktaya 

sahiptir (Khamsi and Kirk 2001). 

�spat: Banach! sabit! nokta! teoremi! gere"ince,!  + bir tek !. sabit noktas�na! sahiptir.!

Dolay�s�yla 

 +/1!. =  ( +!.) =  !. 

yaz�l�r.!Ayr�ca! !.,   + nin! bir! sabit! noktas�d�r.! + nin sabit noktas�! tek! oldu"u! için!

 !. = !. olur.! E"er! 2 = 2 ise, bu durumda  +2 = 2 olur. Bu da 2 = !. olmas�n�!

gerektirir. 

Teorem 2.3.12: ($, %) bir kompakt metrik uzay ve  : $ - $ kesin daraltan bir 

dönü üm!olsun.!Bu!durumda!  bir tek !.  sabit! noktas�na! sahiptir.!Üstelik!her!! ' $ 

için, 

lim
+-3

 +! = !. 

d�r (Khamsi and K�rk!2001).  

�spat: ! ' $ için, 

4(!) = %(!,  !), 

 art�n�!sa"layan!bir!4:$ - 5/# fonksiyonunu!tan�mlayal�m.!Bu!durumda!4# sürekli!ve!

alttan!s�n�rl�d�r.!Bu!yüzden!4, bir !. ' $ noktas�nda!minimum!de"erini!al�r.!!. 7  !. 

oldu"unu!kabul!edelim.!Buradan 

4( !.) = %( !.,  
8!.) < %(!.,  !.) = 4(!.) 
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elde edilir. Bu ise  ' = #&'  olmas�n� gerektirir. �imdi & ! " noktas! ve (#($% ,  &)) 
dizisi verilsin. �ayet $% '  & ise, 

#($%*7 ,  &) = #($%*7 , $ &) @ #($% ,  &) 

olur. Bu nedenle (#($% ,  &)) dizisi kesin azaland!r. Sonuç olarak - . A  için 

0 = lim
%.>

#($% ,  &) 

limiti vard!r ve 0 2 3 d!r. Ayr!ca " kompakt oldu"u için ($% ) dizisi yak!nsak bir 

($%4 ) alt dizisine sahiptir. lim5.> $%4 = 6 diyelim. ($% ) dizisi azalan oldu"undan 

0 = #(6,  &) = lim
5.>

#($%4 ,  &) = lim
5.>

#($%4*7 ,  &) = #($6,  &) 

olur. E"er 6 '  & ise, bu durumda 

#($6,  &) = #($6, $ &) @ #(6,  &) 

dir. Bu ise ($% ) in herhangi yak!nsak alt dizisinin  & noktas!na yak!nsad!"!n! gösterir. 

O halde, lim%.> $% = & d!r. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. !terasyon Yöntemleri 

Bir dönü�ümün sabit noktas�n� veya noktalar�n� bulurken çe�itli iterasyon metotlar� 

kullan�l�r. Bunlardan baz�lar� a�a��da verilmi�tir. 

3.1.1. Picard !terasyon Metodu 

( , !) bir metrik uzay,  ! " kapal� bir alt küme ve # $  %   bir dönü!üm olsun. 

&' ( " olmak üzere Picard iterasyonu 

&) = #&)*+ = #)&',---. / 1,                                            (3.1) 

!eklinde tan�mlan�r (Picard 1890). 02&', #3 ile gösterilen Picard iterasyonu bazen 

ard�!�k yakla!�klar dizisi (sequence of successive approximations) olarak da adland�r�l�r. 

Tam metrik uzayda tan�ml� daraltan dönü!ümlerin sabit noktalar�na yakla!�m için 

kullan�lan iterasyonlardan biri de Picard  iterasyonudur. Daraltan dönü!üm yerine farkl� 

s�n�ftan bir dönü!üm al�n�rsa, Picard iterasyonu dönü!ümün sabit noktas�na 

yak�nsamayabilir. 

Örnek 3.1.1.1: " = [4,1] olmak üzere her & ( [4,1] için #: [4,1] % [4,1], #& = 1 5 & 

olsun. # geni!lemeyen bir dönü!ümdür ve 62#3 = 7+89 dir. Herhangi bir &' = ; < +
8 

noktas� için (3.1) Picard iterasyonu,  

&+ = #&' = 1 5 ;------------------- 

    &8 = #&+ = #8&' = ; 

    &> = #&8 = #8&+ = #>&' = 1 5 ; 

      ? 
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     ! = #&!#* = "9 (#9 = & = "( ' 

       

�eklinde olup bu da (J, 1 ! J, J, 1 ! J,� ) sal�n�ml� dizisine kar��l�k gelir. Bu dizi 

J "
#

$
 için yak�nsak olmad���ndan, Picard iterasyonu dönü�ümün sabit noktas�na 

yak�nsamaz. Dolay�s�yla istenilen sabit noktay� bulmak için di�er iterasyon metodlar�n� 

göz önüne almak gerekir. 

3.1.2. Krasnoselskij �terasyon Metodu 

(%, &'&) bir normlu uzay ve * + % - % bir dönü�üm olsun. ./ 0 % ve 2 0 [3,1] için 

Krasnoselskij iterasyonu, 

.45# = (1 ! 2).4 6 2*.4,7778 9 3,                            (3.2) 

�eklinde tan�mlan�r (Krasnoselskij 1955). (3.2) Krasnoselskij iterasyonu k�saca 

:(./, 2, *) ile gösterilir. Ayr�ca bu iterasyon,  2 = 1 için Picard iterasyonuna indirgenir. 

3.1.3. Kirk �terasyon Metodu 

; bir normlu uzay ve * + ; - ; bir dönü�üm olsun. Kirk iterasyonu, ./ 0 ; olmak 

üzere 

.45# = </.4 6 <#*.4 6 <$*
$.4 6>6 <?*

?.4                         (3.3) 

�eklinde tan�mlan�r. Burada, @ 9 1 tamsay� ve A = 3,1,B, � , @ için <# C 3 ve <D 9 3 

olmak üzere </ 6 <# 6 <$ 6>6 <? = 1 dir. 

(3.3) e�itli�i ile verilen Kirk iterasyonu, @ = 1 için Krasnoselskij iterasyonuna 

indirgenir (Kirk 1971). 
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3.1.4. Mann �terasyon Metodu 

Banach daralma ilkesini sa�lamayan dönü�ümlerin sabit noktalar!n! elde etmek için 

kullan!lm!�t!r.   bir normlu uzay, ! "   bo� olmayan konveks bir alt küme, #:! $ ! 

bir dönü�üm ve %& ' ! keyfi bir nokta olmak üzere Mann iterasyonu, 

%(8* = +1 , -(.%( / -(#%(020003 4 52                                    (3.4) 

�eklinde tan!mlan!r. Burada  {-(} ' [521] dir (Mann 1953). Mann iterasyonu k!saca 

6+%&2 -(2#. ile gösterilir.  

 (3.4) e�itli�i ile verilen Mann iterasyonunda -( = 7 (sabit) olarak al!n!rsa bu  

iterasyon, Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Berinde 2006). 

Mann�!n bulmu� oldu�u sonuçlar Franks ve Marzec (1971) taraf!ndan, ayn! �ekilde 

Franks ve Marzec�in sonuçlar! da Rhoades (1974) taraf!ndan geni�letilmi�tir. Yine 

Rhoades (1974) herhangi bir kapal! ve s!n!rl! aral!ktan yine bu aral!�a tan!ml! bir 

dönü�üm için Mann iterasyonunun bu dönü�ümün bir sabit noktas!na yak!nsad!�!n! 

göstermi�tir. 

Örnek 3.1.4.1:  = 8*9 2 ;< kümesi üzerinde #:  $  , #% =
*
> olarak tan!mlan!rsa, 

Mann iterasyonu bu dönü�ümün sabit noktas! olan % = 1 e yak!nsar. 

3.1.5. Ishikawa �terasyon Metodu 

Lipschitzian ve pseudocontractive dönü�ümler için Mann iterasyon yönteminin 

yetersizli�i durumunda yeni bir iterasyon metodu olarak olu�turulmu�tur. Bu iterasyon 

ilk olarak bir Hilbert uzay!n!n konveks ve kompakt alt kümesi üzerinde tan!ml! 

Lipschitzian ve pseudocontractive bir dönü�ümün sabit noktaya kuvvetli yak!nsad!�!n! 

göstermek amac!yla kullan!lm!�t!r (Berinde 2006).   bir normlu uzay, ! "   bo� 

olmayan konveks alt küme, #: ! $ ! bir dönü�üm ve %& ' ! keyfi bir nokta olmak 

üzere Ishikawa iterasyonu, 
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 5"#$ = (1 % &")5" + &"'*",-
*" = (1 % .")5" + ."'5"-,,,/ 0 2-3                                      (3.5) 

�eklinde tan�mlan�r. Burada { !}, {"!} # [0,1] dir (Ishikawa 1974). Ishikawa iterasyonu 

k�saca $(%&,  ! , "!, ') ile gösterilir.  

(3.5) e!itli�i ile verilen iterasyonda "! = 0 al�n�rsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna 

indirgenir. Buna ra�men Mann ve Ishikawa iterasyonlar� için yak�nsama sonuçlar� 

aras�nda genel bir ba� yoktur (Berinde 2006). 

3.1.6. Noor �terasyon Metodu 

* bir normlu uzay, + - * bo! olmayan konveks alt küme, ': + . + bir dönü!üm ve %& # + keyfi bir nokta olmak üzere Noor iterasyonu, 

/%!23 = (1 4  !)%! 5  !'6!7,6! = (1 4 "!)%! 5 "!'8!7,8! = (1 4 9!)%! 5 9!'%!,777; < 0,>                                          (3.6) 

!eklinde tan�mlan�r. Burada { !}, {"!}, {9!} # [0,1] dir (Noor 2000). 

Noor, Hilbert uzaylardaki çe!itli e!itsizliklerin yakla!�k çözümlerini çal�!mak için 3-

ad�m (Noor) iterasyonunu tan�tm�!t�r. 

Xu ve Noor, (3.6) iterasyonunun düzgün konveks bir Banach uzay�n�n kapal�, s�n�rl� ve 

konveks alt kümesinde kendi üzerine tan�mlanm�! asimptotik geni!lemeyen bir 

dönü!ümün sabit noktaya yak�nsakl���n� çal�!m�!lard�r (Xu and Noor 2002). 

3.1.7. n-ad!m �terasyon (Multistep �teration) Metodu 

* bir normlu uzay, + - * bo! olmayan konveks alt küme, ': + . + bir dönü!üm ve %& # + keyfi bir nokta olmak üzere ;-ad�m iterasyonu ? < @ için 
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 " !" = (1 # $ )% + $ &' ",
' * = -1 # . * /% + . *&0 *!",22223 = 1, 4, � , 5 # 4,
0 67" = -1 # . 67"/% + . 67"&% ,222

8                      (3.7) 

�eklinde tan�mlan�r. Burada {$ } 9 [:,1] ve 1 ; 3 ; 5 # 1 için <. * > 9 [:,1) dir 

(Rhoades and #oltuz 2004). 

 

Rhoades ve #oltuz, 2003-2004 y�llar�nda dönü�ümlerin çe�itli s�n�flar� için Ishikawa 

iterasyonunun yak�nsakl�"�n�n, Mann iterasyonunun yak�nsakl�"�na denk oldu"unu 

göstermi�lerdir. 

3.1.8. S-�terasyon Metodu 

 

? bir lineer uzay, @ A ? bo� olmayan konveks alt küme, &B @ C @ bir dönü�üm ve 

%" 9 @ keyfi bir nokta olmak üzere S-iterasyonu 

D% !" = (1 # $ )&% + $ &' ,
' = (1 # . )% + . &% ,222E F 1,8 (3.8) 

�eklinde tan�mlan�r. Burada {$ }, {. } 9 (:,1) dir (Agarwal-O�Regan-Sahu 2007). S-

iterasyonu k�saca G(% , $ , . , &) ile gösterilir. 

S-iterasyon yöntemi Mann ve Ishakawa iterasyon yöntemlerinden ba"�ms�zd�r. Yani S-

iterasyonu ile Mann veya Ishakawa iterasyonu birbirinden elde edilemez. Agarwal-

O�Regan-Sahu, daraltan dönü�ümler için S-iterasyon yönteminin yak�nsama h�z�n�n 

Picard iterasyon yönteminin yak�nsama h�z�na denk ve di"er sabit nokta iterasyon 

yöntemlerinin yak�nsama h�zlar�ndan daha h�zl� oldu"unu göstermi�lerdir. 

3.1.9. Modifiye Edilmi! S-�terasyon Metodu 

? bir lineer uzay, @ A ? bo� olmayan konveks alt küme, &B @ C @ bir dönü�üm ve 

%" 9 @ kefi bir nokta olmak üzere modifiye edilmi� S-iterasyonu 
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 5"#$ = (1 % & )! " + + ! $ ,$ = (1% & )" + & ! " ,'''* - 1,. (3.9) 

�eklinde tan�mlan�r. Burada {+ }, {& } / (0,1) dir (Agarwal-O�Regan-Sahu 2007). 

Modifiye edilmi� S-iterasyonu 2(" ,+ ,& ,! ) ile gösterilir. 

 

Agarwal-O�Regan-Sahu, çe�itli dönü�ümler için hem S-iterasyon hem de modifiye 

edilmi� S-iterasyon yönteminin, dönü�ümün sabit noktas�na kuvvetli ve zay�f 

yak�nsamas�n� incelemi�lerdir. 

3.2. Hatal� �terasyon Yöntemleri  

Hatal� iterasyon yöntemleri ilk olarak Liu (1995) taraf�ndan çal���lm��t�r. Liu�nun hatal� 

iterasyon yöntemleri a�a��da verilmi�tir. 

(i) 3 bir normlu uzay, 4 5 3 bo� olmayan bir alt küme, !:4 6 4'bir dönü�üm ve 

"7 / 4 keyfi bir nokta olmak üzere hatal� Mann iterasyonu, 

" 87 = (1% + )" + + !* + 9 ,''''* - 1,   (3.10) 

�eklinde tan�mlan�r. Burada {+ } / [0,1] ve '; <9 <> ?7 @ A dur. 

(ii) 3 bir normlu uzay, 4 da 3 bo� olmayan bir alt küme, !:4 6 4'bir dönü�üm ve 

"7 / 4 keyfi bir nokta olmak üzere hatal� Ishikawa iterasyonu, 

B" 87 = (1% + )" + + !$ + 9 ,$ = (1% & )" ' + & '!* + C ,'''* - 1,.   (3.11) 

�eklinde tan�mlan�r. Burada {+ }, {& } / [0,1] ve ; <9 <> ?7 @ A,'; <C <> ?7 @ A dur. 

(3.11) de & = C = 0 olarak al�n�rsa hatal� Mann iterasyonu elde edilir. 

Liu�nun verdi�i hatal� iterasyon yöntemlerinin tamamen tatmin edici olup olmad��� 

tart���lmaktad�r. Çünkü hatalar�n olu�umu rastgele bir �ekildedir. 
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Xu (1998), a�a��daki iterasyon yöntemlerinin hata terimlerini ifade etmede, daha yeterli 

oldu�unu göstermi�tir. 

3.2.1. Hatal� Mann �terasyon Metodu 

  bir normlu uzay, ! "   bo� olmayan konveks bir alt küme, #:! $ !'bir dönü�üm 

ve'&- ( ! keyfi bir nokta olmak üzere hatal� Mann iterasyonu 

&)*- = +)&) , -)#&) , .)/);%%%%1 2 3;   (3.12) 

�eklinde tan�mlan�r. Burada {/)} dizisi ! da s�n�rl� ve H) , -)% , .)% = 3 olmak üzere  

{H)}; {-)%}; {.)%} ( [4;3] dir. 

3.2.2. Hatal� Ishikawa �terasyon Metodu 

  bir normlu uzay, ! "   bo� olmayan bir alt küme, #:! $ !%bir dönü�üm ve {&)}, ! 

da bir dizi olsun.%&' ( ! keyfi bir nokta olmak üzere, hatal� Ishikawa iterasyonu 

5&)*' = H)&) , -)%#6) , .)%/);
6) = H)A &)% , -)A #&) , .)A 8);%%%%1 2 3;9   (3.13) 

�eklinde tan�mlan�r. Burada%%{/)}; {8)} dizileri ! da s�n�rl� ve H) , -)% , .)% = H)A ,
-)A , .)A = 3 olmak üzere {H)}; {-)%}; {.)}; {H)A }; {-)A }; {.)A } ( [4;3] d�r.  

(3.13) e�itli�i ile verilen iterasyonda -)A = .)A = 4%al�n�rsa, bu iterasyon hatal� Mann 

iterasyonuna indirgenir. 

3.2.3. Hatal� Noor �terasyon Metodu 

  bir normlu uzay, ! "   bo� olmayan konveks bir alt küme, #:! $ ! bir dönü�üm ve 

&' ( ! keyfi bir nokta olmak üzere hatal� Noor iterasyonu 



32 

 

 

  !"# = $! ! + %!&'(! + )!&*!,(! = $!-  !& + %!-'.! + )!- /!,.! = $!-- !& + %!--' ! + )!--0!,&&&&1 2 3,4   (3.14) 

 �eklinde tan�mlan�r. Burada&&{*!}, {/!} ve {0!} dizileri 5  da s�n�rl� ve $! + %!& +)!& = $!- + %!- + )!- = $!-- + %!-- + )!-- = 3 olmak üzere {$!}, {%!&}, {)!&}, {$!- }, {%!-},{)!- }, {$!--}, {%!--}, {)!--} 6 [7,3] d�r. 

 

 

(3.14) e�itsizli�i ile verilen iterasyonda %!-- = )!-- = 7&al�n�rsa Xu�nun hatal� Ishikawa 

iterasyonuna, %!- = )!- = 7 ve %!-- = )!-- = 7 al�n�rsa Xu�nun hatal� Mann iterasyonuna 

indirgenir.                   

3.3. Asimptotik Geni�lemeyen Dönü�ümler 

Bu ba�l�k alt�nda asimptotik geni�lemeyen dönü�ümler kullan�larak yap�lan baz� 

çal��malara yer verilmi�tir. 

Goebel ve Kirk, düzgün konveks bir Banach uzay�nda asimptotik geni�lemeyen 

dönü�ümlerin sabit noktaya sahip oldu�unu a�a��daki teoremle ispatlam��lard�r. 

Teorem 3.3.1: 8 düzgün konveks bir Banach uzay�, 5 da bu uzay�n bo�tan farkl� 

kapal�, konveks, s�n�rl� bir alt kümesi ve ':5 9 5 asimptotik geni�lemeyen bir 

dönü�üm olsun. Bu durumda ', 5 da bir sabit noktaya sahiptir (Goebel and Kirk 1972). 

!spat: ( 6 5 ve ; > 7 için ( merkezli ve ; yar�çapl� <?(, ;@ yuvar�n� göz önüne alal�m.  

5 A BACDEF <G'C(, ;HI J K 

olacak �ekilde bir L 6 M say�s�n�n oldu�u, bütün ; say�lar�ndan olu�an küme NO olarak 

tan�mlans�n. �eklinde tan�mlans�n. E�er P, 5 n�n çap� yani  P = diam?5@ ise P 6 NO 

dir. Böylece NO J K dir. ;Q = infR;: ; 6 NOS olsun. Her T > 7 için 

5U =VED#F BACDEF <G'C(, ;Q + THI 
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tan�mlanabilir (Kirk 1969). O halde her  > 0 için !" # ! kümesi bo�tan farkl� ve 

konvekstir. $ uzay�n�n yans�mal� olmas�  

#"%& ('!"))) # !* + , 

olmas�n� gerektirir. - .#"%& ('!"))) # !*, / > 0 ve 1 2 1& için 

3- 4 5673 8 9& : / 

olacak �ekilde bir 1& tamsay"s" vard"r. #imdi - .#"%& ('!"))) # !* eleman" için {56-} 
dizisinin - noktas"na kuvvetli yak"nsamad"$"n" kabul edelim. Bu durumda her ; =
<?@? � için 

356A- 4 -3 2   

olacak !ekilde {56-} in bir {56A-} alt dizisi vard"r. 56 in Lipschitz sabiti B6 olsun. O 

halde C > 1 için 

356- 4 5D-3 8 B63- 4 5DE6-3 

dir. 

F< 4 GH I  9& : JKL (9& : J* M 9& 

e!itsizli$ini sa$layan 9& > 0 ve J > 0 say"lar"n"n oldu$unu kabul edelim. 3- 4 56-3 2
  ve B6 N9& : O

PQ 8 9& : J olacak !ekilde bir 1 say"s" seçelim. E$er 1& 2 1 yeteri kadar 

büyükse bu durumda C > 1& için 

3- 4 5DE673 8 9& : J@ 

olur. Dolay"s"yla 

356- 4 5D73 8 B63- 4 5DE673 8 B6 N9& : J@Q 8 9& : J 

ve 

3- 4 5D73 8 9& : J 

olup, C > 1& için $ in düzgün konveksli$inden  
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 12 (! + "#!) $ "%& ' *1 $ ,- . /03 + 456 (03 + 4) < 03 

elde edilir. Bu ise 03 �n tan�m�na terstir. Böylece 03 = 7 veya ! = "! sonucu elde edilir. 

Fakat 03 = 7, {"#&} nin bir Cauchy dizisi olmas�n� gerektirir ve böylece lim#89 "#& =
! = "! olur. Bu durumda :;>3 (?@;AAA : @), " nin bir sabit noktas�n� ihtiva eden tek 

nokta kümesidir. 

Goebel ve Kirk, düzgün konveks bir Banach uzay�nda asimptotik geni!lemeyen 

dönü!ümlerin sabit noktalar�n�n kümesinin kapal� ve konveks oldu�unu a!a��daki 

teoremle ispatlam�!lard�r. 

Teorem 3.3.2:   düzgün konveks bir Banach uzay�, ! da bu uzay�n bo!tan farkl�, 

kapal�, konveks, s�n�rl� bir alt kümesi ve ":! # ! asimptotik geni!lemeyen bir 

dönü!üm olsun. Bu durumda $(") kümesi kapal� ve konvekstir (Goebel and Kirk 

1972). 

�spat: T dönü!ümü sürekli oldu�undan $(") kümesi daima kapal�d�r. %,& ' $(") 
olsun. $(") nin konveks oldu�unu ispat etmek için * = (% + &) 2- ' $(") oldu�unu 

göstermek gerekir. Her . ' / için 

0% 1 "3*0 = 0"3% 1 "3*0 4 530% 1 *0 = :
2530% 1 &0, 

0& 1 "3*0 = 0"3& 1 "3*0 4 530& 1 *0 = :
2530% 1 &0, 

dir.   düzgün konveks oldu�undan 

0* 1 "3*0 4 :
2 7: 1 89 ; 253<> 530% 1 &0 4 :

2 7: 1 89 ; 253<> 53diam(!) 

olur. Böylece . # ? limit al�n�rsa, "3* # * elde edilir. " dönü!ümünün süreklili�inden 

*, " nin bir sabit noktas�d�r. 
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Schu (1991), Hilbert uzaylar�nda asimptotik geni!lemeyen dönü!ümlerin sabit 

noktalar�na yakla!mak için modifiye edilmi! Mann iterasyon !emas�n� te!kil etti ve 

a!a��daki teoremi ispatlad�. 

Teorem 3.3.3:   bir Hilbert uzay�,   da bu uzay�n bo!tan farkl� kapal� konveks ve 

s�n�rl� bir alt kümesi, !: "   asimptotik geni!lemeyen bir dönü!üm ve # ($%& ')
%*+

1, < - olsun. Ayr�ca {.%}, uygun /0 2 sabitleri için 3 < / 4 .% 4 2 < 1 !art�n� 

sa�layan [301] aral���nda bir dizi olsun. Bu durumda herhangi bir 5+ 6   için, 

5%7+ = (1' .%,5% 8 .%!%5%0999; > 109                                     (3.15) 

!eklinde tan�mlanan {5%} dizisi, ! nin bir sabit noktas�na kuvvetli yak�nsar. 

3.4. Kendi Üzerine Tan�ml� Olmayan Asimptotik Geni!lemeyen Dönü!ümler 

Kendi üzerine tan�ml� olmayan asimptotik geni!lemeyen dönü!üm kavram�, asimptotik 

geni!lemeyen dönü!ümlerin önemli bir genelle!tirmesi olarak ilk defa Chidume, Ofoedu 

ve Zegeye taraf�ndan ifade edilmi!tir. 

Kendi üzerine tan�ml� olmayan bir dönü!üm için ele al�nan iterasyon !emas� iyi tan�ml� 

olmayabilir. Bu iterasyon !emas�n� iyi tan�ml� yapabilmek için bir çekmeye ihtiyaç 

duyulmaktad�r. 

Tan�m 3.4.1 (Çekme): ? bir reel Banach uzay� ve   da ? nin bir alt kümesi olsun. Her 

5 6   için @5 = 5 olacak !ekilde @: ? "   sürekli dönü!ümü varsa,   ya ? nin bir 

çekilmesi (retract) denir. E�er @: ? " ? dönü!ümü @& = @ !art�n� sa�l�yorsa @ ye bir 

çekme (retraction) denir. @ dönü!ümü bir çekme ise o zaman @ nin görüntü 

kümesindeki her A için @A = A dir.  

Tan�m 3.4.2 (Sunny Geni!lemeyen Çekme): ? bir Banach uzay�, B ve C, ? nin iki alt 

kümesi olsun. D5 6 B ve E > 3 için @F@5 ' E(5 ' @5,G = @5 ise @: B " C 
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dönü�ümüne sunny çekme denir. Sunny çekme ayn� zamanda geni�lemeyen dönü�üm 

ise sunny geni�lemeyen çekme olarak adland�r�l�r. 

Tan�m 3.4.3:  , bir ! reel normlu uzay�n�n bo�tan farkl� bir alt kümesi ve ": ! #   

dönü�ümü ! nin   üzerindeki bir geni�lemeyen çekmesi olsun.  

(i) Her $, % &   için 

'()"(*+-.$ / ()"(*+-.%' 0 1+'$ / %' 

olacak �ekilde 1+ # 2 �art�n� sa�layan bir {1+} 3 [2,�* dizisi varsa, (: # ! 

dönü�ümüne asimptotik geni�lemeyen dönü�üm denir.  

(ii) Her $, % &   için 

'()"(*+-.$ / ()"(*+-.%' 0 4'$ / %' 

olacak �ekilde bir 4 > 5 reel say�s� varsa, (: # ! dönü�ümüne düzgün 4 -

Lipschitzian dönü�üm denir.  

Tan�m 3.4.4 ()6* !art�): 7)(* 8 9 olmak üzere (: # ! bir dönü�üm olsun. E�er her 

; > 5 için <);* > 5, <)5* = 5 olacak �ekilde azalmayan bir <: [5,�* # [5,�* 
fonksiyonu var ve her $ &   için 

'$ / ($' ? < @AB$, 7)(*CD 

ise, ( ye )E* �art�n� sa�l�yor denir (Senter and Dotson 1974). Burada AB$, 7)(*C =
infF&G)H*A)$, %* dir. Tan ve Xu ya göre )E* �art�,   n�n kompaktl���ndan daha zay�ft�r 

(Tan and Xu 1993).  

Khan ve Fukhar-ud-din, (., (I J  # ! asimptotik geni�lemeyen iki dönü�üm için bu 

)E* �art�n� a�a��daki �ekilde geli�tirmi�tir:  , ! nin bo�tan farkl� bir altkümesi ve 

(., (I J  # ! dönü�ümleri verilsin. E�er her K > 5 için <)K* > 5, <)5* = 5 olacak 

�ekilde azalmayan bir <: [5,L* # [5,L* fonksiyonu var ve her $ &   için 
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1
2 ( ! " #$! +  ! " #%! ) & ' *,-!. /(#)01 

ise, #$. #% 2 3 4 5 dönü�ümleri (67) �art�n� sa�l�yor denir (Khan and Fukhar-ud-din 

2005). Ayr�ca #$ = #% = # olarak al�n�rsa (6) �art�n�n (67) nün özel bir hali oldu�u 

görülür. 

Chidume et al. (2003), 5 düzgün konveks bir Banach uzay, 3 da 5 nin geni�lemeyen 

bir çekmeye sahip bo�tan farkl�, kapal�, konveks bir alt kümesi ve #:3 4 5 asimptotik 

geni�lemeyen bir dönü�üm olmak üzere a�a��daki iterasyon yöntemini çal��m��lard�r: 

 !$ 8 3.999!;<$ = >-(? " @;)!; + @;#(>#);A$!;0 (3.16) 

Burada {@;} 8 (B.?) dir. 

 

Bu çal��madan sonra, pek çok iterasyon �emas� yaz�lm�� ve bu iterasyon �emalar�n�n 

dönü�ümlerin ortak sabit noktalar�na zay�f ve kuvvetli yak�nsamalar� incelenmi�tir. 

Bunlardan baz�lar� a�a��da verilmi�tir: 

 

Wang (2006), 5 düzgün konveks bir Banach uzay, 3 da 5 nin > çekmesine sahip 

bo�tan farkl�, kapal�, konveks bir alt kümesi ve  #$. #%: 3 4 5 kendi üzerine olmayan ve 

asimptotik geni�lemeyen iki dönü�üm olmak üzere a�a��daki iterasyon yöntemini 

çal��m��t�r: 

C!;<$ = >((? " @;)!; + @;#$(>#$);A$D;).D; = >-(? " E;)!; + E;#%(>#%);A$!;0.999F & ?GH (3.17) 

Burada  {@;}. {E;} 8 [B.?) dir. 

 

Zhou et al. (2007), 5 düzgün konveks bir reel Banach uzay, 3 da 5 nin bir > çekmesine 

sahip bo�tan farkl�, kapal�, konveks bir alt kümesi ve  #$. #%: 3 4 5 kendi üzerine 

olmayan ve asimptotik geni�lemeyen iki dönü�üm olmak üzere a�a��daki iterasyon 

yöntemini çal��m��lard�r: 

!;<$ = @;!; + E;(>#$);!; + I;(>#%);!;.999F & ?G 
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Burada {  }, {! } ve {" }, J $ (0,1) için [J, 1 % J] aral!"!nda H + ! + " = 1 #art!n! 

sa"layan reel dizilerdir. 

 

Thianwan (2009), ' bir normlu uzay, * da ' nin bir - geni#lemeyen çekmesine sahip 

bo#tan farkl!, konveks bir alt kümesi ve  ./, .2: * 3 ' kendi üzerine olmayan ve 

asimptotik geni#lemeyen iki dönü#üm olmak üzere (projeksiyon tip Ishakawa iterasyonu 

olarak adland!r!l!r) a#a"!daki iterasyon yöntemini çal!#m!#t!r: 

45 6/ = -((1 % H )7 + H ./(-./) 8/7 ),7 = -9(1 % ! )5 + ! .2(-.2) 8/5 ;,<<<> ? 1@A (3.18) 

Burada  {H }, {! } $ [0,1) dir. 

 

3.2. bölümde bahsedilen hatal! iterasyon yöntemlerinde . dönü#ümü, ' normlu 

uzay!n!n bo#tan farkl! * alt kümesinde kendi üzerine bir dönü#ümdür. Wang et al. 

(2009), kendi üzerine olmayan ve asimptotik quasi-geni#lemeyen iki dönü#üm için 

hatal! iterasyon yöntemini a#a"!daki gibi tan!tm!#lard!r: 

 

' bir reel normlu uzay, * da '�nin bir - geni#lemeyen çekmesine sahip bo#tan farkl!, 

kapal! ve konveks bir alt kümesi, ./, .2: * 3 '<kendi üzerine olmayan ve asimptotik 

quasi-geni#lemeyen iki dönü#üm olsun. 5/ $ * keyfi bir nokta olmak üzere {5 } 
iterasyon yöntemi, 

B5 6/ = -(H 7 + ! ./(-./) 8/7 + " C ),7 = -(H I 5 + ! I.2(-.2) 8/5 + " IE ),<<<> ? 1,A (3.19) 

#eklindedir. Burada {C }, {E } dizileri * da s!n!rl! ve H + ! + " = H I + ! I + " I =
1 olmak üzere {H }, {! }, {" }, {H I }, {! I }, {" I} $ [0,1] dir. 

 

(3.19) e#itsizli"i ile verilen iterasyonda ./, .2 asimptotik geni#lemeyen ve " = " I = 0 

al!n!rsa, bu iterasyon Thianwan�!n (3.18) iterasyonuna indirgenir. 

 



39 

 

 

Thianwan (2008),   düzgün konveks bir Banach uzay,   da !�nin bir " geni!lemeyen 

çekmesine sahip bo�tan farkl�, kapal� ve konveks bir alt kümesi, #: $ !%kendi üzerine 

olmayan ve geni�lemeyen bir dönü�üm ve &' (   keyfi bir nokta olmak üzere a�a��daki 

iterasyon yöntemini çal��m��t�r: 

)&*+' = ",-1 . /* . 0*2&* 3 /*#"--1 . 4*25* 3 4*#5*6 3 0*7*28%5* = "-1 . 9* . ;*2&* 3 9*#"--1 . <*2&* 3 <*#&*2 3 ;*>*28%%%? @ 1AB   (3.20) 

Burada {7*}8 {>*} dizileri   da s�n�rl� ve {/*}8 {9*}8 {0*}8 {;*}8 {4*}8 {<*} ( [C81] dir. 

 

K�z�ltunç vd (2010), Thianwan��n (3.20) iterasyon yöntemini kendi üzerine olmayan ve 

geni�lemeyen iki dönü�üm için a�a��daki gibi genelle�tirmi�lerdir. 

! bir normlu uzay,   da !�nin bir " geni�lemeyen çekmesine sahip bo�tan farkl�, kapal� 

ve konveks bir alt kümesi, #8 D:  $ !%kendi üzerine olmayan ve geni�lemeyen iki 

dönü�üm olsun. &' (   keyfi bir nokta olmak üzere {&*} iterasyon yöntemi, 

)&*+' = ",-1 . /* . 0*2&* 3 /*D"--1 . 4*25* 3 4*D5*6 3 0*7*28%5* = "-1 . 9* . ;*2&* 3 9*#"--1 . <*2&* 3 <*#&*2 3 ;*>*28%%%? @ 18B   (3.21) 

�eklindedir. Burada {7*}8 {>*} dizileri   da s�n�rl� ve {/*}8 {9*}8 {0*}8 {;*}8 {4*}8 {<*} (
[C81] dir. 

(3.21) iterasyonu D = # için Thianwan��n (3.20) iterasyon yöntemine indirgenir. Ayr�ca 

(3.21) de 4* = <* = C, D = # ve # kendi üzerine geni�lemeyen dönü�üm olarak 

al�n�rsa, (3.21) iterasyonu Xu�nun (3.13) iterasyon yöntemine indirgenir. 

 

Yine Özdemir vd (2010), Thianwan��n (3.20) iterasyon yöntemini kendi üzerine 

olmayan ve asimptotik geni�lemeyen iki dönü�üm için a�a��daki gibi 

genelle�tirmi�lerdir. 

 

! bir normlu uzay,   da !�nin bir " geni�lemeyen çekmesine sahip bo�tan farkl�, kapal� 

ve konveks bir alt kümesi, #'8 #E:  $ !%kendi üzerine olmayan ve asimptotik 
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geni�lemeyen iki dönü�üm olsun.   ! " keyfi bir nokta olmak üzere {#$} iterasyon 

yöntemi, 

%#$& = '()1 * +$ * ,$-#$ . +$/ )'/ -$0 '))1 * 2$-3$ . 2$/ )'/ -$0 3$4 . ,$5$-63$ = ')1 * +$7 * ,$7-#$ . +$7 /8)'/8-$0 '))1 * 2$7 -#$ . 2$7/8)'/8-$0 #$- . ,$79$-6 : 
!eklindedir. Burada {5$}6 {9$} dizileri " da s�n�rl� ve {+$}6 {2$}6 {,$}6 {+$7 }6 {2$7 }6 {,$7} !
[;61] dir. 

 

#imdi, Ara�t�rma Bulgular� k�sm�nda ispatlad���m�z teoremlerde kullanaca��m�z 

lemmalar a�a��da verilecektir. 

 

Lemma 3.4.5: {<$}6 {>$} ve {?$}  
<$& @ )1 . ?$-<$ . >$6AAAB C 1 

e�itsizli�i sa�layan ve negatif olmayan reel say� dizileri olsun. E�er D >$ E �
�$F  ve 

D ?$ E �
�$F  ise, lim$G�<$ limiti vard�r (Tan and Xu 1993). 

�spat: H6 B C 1 için 

<$&I& @ )1 . ?$&I-<$&I . >$&I 

@ )1 . ?$&I-)<$&I . >$&I- 
@ )1 . ?$&I-()1 . ?$&I0 -)<$&I0 . >$&I0 - . >$&I4 
J 
@ KL)1 . ?M-

$&I

MF$
NK<$ . O >M

$&I

MF$
N 

yaz�labilir. Böylece 

limsup$GP <$ @ KL)1 . ?M-
P

MF$
NK<$ .O>M

P

MF$
N (3.22) 

olur. D >$ E �
�$F  ve D ?$ E �

�$F  oldu�undan lim$G�
Q )1 . ?M-PMF$ = 1 ve 

lim$G�
D >MPMF$ = ; elde edilir. (3.22) den limsup$GP<$ @ liminf$GP<$ yaz�labilir. O 

halde, lim$G�<$ limiti vard�r. 
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Lemma 3.4.6:   düzgün konveks bir reel Banach uzay! ve ! " 1 için 0 # $ # %& #
' < 1 olsun. {(&} ve {)&},   de iki dizi olmak üzere uygun bir * " 0 için 

limsup&+�

,(&, # - . limsup&+�

,)&, # -.////// lim&+�

,%&(& 2 31 4 %&5)&, = - 

�artlar! sa�lans!n. Bu durumda lim&+�
,(& 4 )&, = 0 d!r (Schu 1991). 

�spat: - = 0 için ispat aç!kt!r. - > 0 olsun. Kabul edelim ki {(& 4 )&} dizisi s!f!ra 

yak!nsas!n. Bu durumda {(& 4 )&} dizisinin inf67(&8 4 )&87 > 0 olacak �ekilde 

9(&8 4 )&8: alt dizisi vard!r. limsup&+�
,(&, # - ve limsup&+�

,)&, # - oldu�undan 

7(&87 # *. 7)&87 # * olacak �ekilde {!6} alt dizisi için * ; 3-. - 2 15 oldu�unu kabul 

edebiliriz. Her ? ; @ için 

A$31 4 '5BC DE*F < 1/ve/7(&8 4 )&87 " E > 0 

olacak �ekilde * " E > 0 seçebiliriz.   düzgün konveks oldu�undan her % ; 30.15, 
* > 0,  (. ) ; G, ,(, # * ve ,), # * için 

,%( 2 31 4 %5), # * H1 4 Amin{%. 1 4 %}BC I,( 4 ),
* JK (3.23) 

elde edilir. (3.23) den  

7%&8(&8 2 31 4 %&85)&87 # * L1 4 A%&8M1 4 %&8NBC DE*FO 
# * L1 4 A$31 4 '5BC DE*FO < - 

olur. Bu durum hipotezle çeli�mektedir. Böylece ispat tamamlanm!� olur. 

Lemma 3.4.7:   düzgün konveks bir reel Banach uzay! ve P/da   nin bo�tan farkl!, 

kapal!, konveks bir alt kümesi olsun. Q R P +   asimptotik geni�lemeyen bir dönü�üm 

ise, 3S 4 Q5 s!f!rda demicloseddir (Chidume et al. 2003).  

�spat: {(&}, P de bir dizi, ! + T için (& U (V ; P ve 3S 4 Q5(& + 0 olsun. 3S 4
Q5(V = 0 oldu�unu ispatlayaca�!z. {(&} dizisi (V a zay!f yak!nsak oldu�undan s!n!rl!d!r. 
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Dolay�s�yla { !} " # = $ % &'()0* olacak �ekilde bir + > 0 say!s! vard!r. Böylece #, $ 

da bo�tan farkl�, kapal�, konveks ve s�n�rl� bir kümedir. "imdi iddiam�z , - . için 

/)1/*!23 4 -  4  (3.24) 

dir. Buna göre { !} dizisi  4 a zay�f yak�nsad���ndan Mazur�un teoreminden her , > 5 

için 67)!* 8 0 ve 9 67)!* = 5:)!*7;3  olacak �ekilde 

<! = ? 67)!* 7@!
:)!*
7;3  

konveks kombinasyonu vard�r ve , - . için 

A<! B  4A - 0  (3.25) 

d�r (Wojtaszczyk 1991). Bununla birlikte {)C B /* !} dizisi 0 a kuvvetli yak�nsak 

oldu�undan her , 8 D, E 8 5 ve F > 0 için 

A)C B /* !A G 5H5 I J3 I JK ILI JM23N O F 

olacak �ekilde D = D)FP E* > 0 say�s� vard�r. Tan�m 3.4.3 den, 1 geni�lemeyen bir 

dönü�üm olup, her , 8 D için 

QHC B /)1/*M23N !Q G A)C B /* !A I QH/ B /)1/*N !Q 

                                    ILI QH/)1/*M2K B /)1/*M23N !Q 

                                    G H5 I J3 I JK ILI JM23NA ! B / !A O F (3.26) 

elde edilir. / R $ - S asimptotik geni�lemeyen bir dönü�üm oldu�undan / R # - S bir 

asimptotik geni�lemeyen dönü�ümdür. Dolay�s�yla her E 8 5 için JM 8 5 Lipschitz 

sabitine sahip /)1/*M23 R # - S dönü�ümü bir Lipschitzian dönü�ümdür. Ayr�ca, 

Q/)1/*M23<! B <!Q G T/)1/*M23<! B ? 67)!*/)1/*M23 7@!
:)!*
7;3 T 
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+ !"(#)$%(&%)'*,-".# / -".#$
0(#)

"1,
 (3.27) 

dir. (3.26) e�itsizli�ini kullanarak her  ! " için 

# $%(&)'*(+*),-./%0& 1 /%0&'2(&)
%3. < 4 (3.28) 

yaz labilir.!(3.26)!e"itsizli#i!ve!5 in!düzgün!konveksli#inden,!her! ! " için 

6*(+*),-.7& 1 # $%(&)*(+*),-./%0&
2(&)
%3. 6 8 9,:-.;=4 > =?;@ 1 9,-.A9,A (3.29) 

olacak! "ekilde! kesin! artan! sürekli! ve! konveks! bir!:BC0 D C0E :(F) G F fonksiyonu 

vard r!(Chang et al. 2001). (3.27)!e"itsizli#inde!(3.28)!ve!(3.29)!kullan l rsa 

'*(+*),-.7& 1 7&' 8 9,:-.;=4 > =?;@ 1 9,-.A9,A > 4 

olur.!Bu!e"itsizli#in!her!iki!taraf n n!limsup u!al n rsa, 

limsup&DH '*(+*),-.7& 1 7&' 8 9,:-.;=?;@ 1 9,-.A9,A (3.30) 

elde!edilir.!Di#er!taraftan!herhangi!bir!I ! @ için!(3.25) den 

'*(+*),-./J 1 /J' 8 '*(+*),-./J 1 *(+*),-.7&' > '*(+*),-.7& 1 7&' 

KKKKKKKKKKKKKKKKKKK>L7& 1 /JL 

KKKKKKKKKKKKKKKK8 ;9, > @AL7& 1 /JL > '*(+*),-.7& 1 7&' 

yaz labilir.! (3.30)! e"itsizli#i! kullan larak! üstteki! e"itsizli#in! her! iki! taraf n n! limsup u 

al n rsa,! 

'*(+*),-./J 1 /J' 8 9,:-.;=?;@ 1 9,-.A9,A 
elde!edilir.!Yine!yukar daki!e"itsizli#in!her!iki!taraf n n!limsup u!al n rsa,! 

limsup,DH '*(+*),-./J 1 /J' 8 :-.(F) G F 

olur. Bu da I D M iken '*(+*),-./J 1 /J' D F olmas n !gerektirir.!Böylece!(3.24) de 

ki!iddiam z!sa#lanm "!olur.!!*+ nin!süreklili#inden! 



44 

 

 

lim
 !"

#$%#($#) &'*+, = #$*+ = #*+ = *+ 

yaz�l�r. Böylece ispat tamamlanm�� olur. 

Lemma 3.4.8: - smooth bir reel Banach uzay�, . da/- nin sunny geni�lemeyen bir 

çekmeye sahip bo�tan farkl�, kapal� ve konveks bir alt kümesi ve #:. ! - zay�f inward 

�art�n� sa�layan bir dönü�üm olsun. Bu durumda 0($#) = 0(#) dir (Chidume 2009). 

�spat: 0(#) 1 0($#) oldu�u aç�kca görülmektedir. 0($#) 1 0(#) oldu�unu 

gösterelim. 0($#) 2 0(#) oldu�unu farzedelim. O halde * 3 0(#) olacak �ekilde 

* 4 0($#) vard�r. Fakat # zay�f inward oldu�undan dolay� bir 5 > 6 ve 7 8 * için 

#* = * 9 5(7 ; *) olacak �ekilde 7 4 . vard�r. 7 = * ise #* = * olur. * 3 0(#) 

oldu�u için bu bir çeli�kidir. $ sunny geni�lemeyen oldu�undan dolay� her < ? @ için 

$[$#* 9 <(#* ; $#*)] = * dir. Fakat $#* = * oldu�undan her < ? @ için $[<#* 9

(6 ; <)*] = * olur. # zay�f inward ve 7 4 . için $7 = 7 oldu�undan 7 A <B#* 9

(6 ; <B)* olacak �ekilde <B 4 (@C6) vard�r. Bu ise 7 = $7 = * olmas�n� gerektirir. 

* 8 7 oldu�undan dolay� bu bir çeli�kidir. Dolay�s�yla 0($#) 1 0(#) olmas� gerekir. 

Bu durumda 0($#) = 0(#) dir.  
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4. ARA�TIRMA BULGULARI 

 

 

Bu bölümde, çal��mam�zda elde etti�imiz sonuçlara yer verilecektir. 

 

Kendi üzerine tan�ml� olmayan asimptotik geni!lemeyen iki dönü!üm için yeni bir 

iterasyon !emas� te!kil edilmi!tir. "lk olarak bir reel Banach uzay�nda ve daha sonra 

smooth ve düzgün konveks bir reel Banach uzay�nda bu iterasyon !emas� için kuvvetli 

ve zay�f yak�nsama teoremleri verilmi!tir. 

 

 :! " # asimptotik geni!lemeyen bir dönü!üm ve $: # " ! geni!lemeyen bir çekme 

ise $ :! " ! asimptotik geni!lemeyen bir dönü!ümdür. Gerçekten, %&, ' ( ! ve ) ( * için +-$ ./& 0 -$ ./'+ = +$ -$ ./12& 0 $ -$ ./12'+ 3 + -$ ./12& 0  -$ ./12'+ 3 4/+& 0 '+ 

dir. 

 # bir reel normlu lineer uzay ve ! da # nin $ çekmesine sahip bo!tan farkl�, kapal� ve 

konveks bir alt kümesi olsun.  2,  5: ! " #, $ ye göre kendi üzerine olmayan ve 

asimptotik geni!lemeyen iki dönü!üm olsun. {6/}, {7/}, {8/},{6/9 }, {7/9 }, {8/9}, {6/99}, {7/99}, {8/99} dizileri 6/ ; 7/ ; 8/ = 6/9 ; 7/9 ; 8/9 = 6/99 ; 7/99 ; 8/99 = < !art�n� 

sa#layan [>,<] aral�#�nda reel diziler ve {?/}, {@/}, {A/} ! da s�n�rl� diziler olsun. {&/} 
iterasyonu 

B&/C2 = 6/-$ 2./'/ ; 7/-$ 5./'/ ; 8/?/,'/ = 6/9 -$ 2./D/ ; 7/9 -$ 5./D/ ; 8/9@/,D/ = 6/99&/ ; 7/99-$ 2./&/ ; 8/99A/, E (4.1) 

!eklinde tan�mlan�r. Bu !ema kendi üzerine olmayan ve asimptotik geni!lemeyen iki 

dönü!üm için yeni bir iterasyon yöntemidir. 
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Sonuç 4.1: (i) (4.1) iterasyon yöntemimiz,   = !, "# = " ve $%& = '% = '%& = '%&& = 0 

olmas� durumunda modifiye edilmi! Mann iterasyon yöntemine indirgenir. 

(ii) Wang��n (3.17) iterasyon yöntemi, Thianwan��n (3.18) iterasyon yöntemi ve (4.1)  

iterasyon yöntemimiz birbirinden ba��ms�zd�r. Yani hiçbiri di�erine indirgenemez. 

4.1. Reel Banach Uzaylarda Yak�nsama Teoremleri 

Kuvvetli ve zay�f yak�nsama teoremlerinden önce bu teoremlerin ispat�nda 

kullanaca��m�z baz� lemmalar a!a��da verilmi!tir. 

Lemma 4.1.1 : ( bir reel normlu lineer uzay ve ) da ( nin geni!lemeyen bir çekmeye 

sahip bo!tan farkl�, kapal� ve konveks bir alt kümesi olsun. * = 1,2 için +  
-%. /3%456 7

18 < 9 ve :3%456; > [1,96 olmak üzere " , "#? ) @ (, A çekmesine göre iki asimptotik 

geni!lemeyen dönü!üm olsun. Ayr�ca +  
-%. '% < 9, +  

-%. '%& < 9 ve +  
-%. '%&& < 9 

olmak üzere {B%} dizisi (4.1) deki gibi tan�mlans�n. E�er C D E ise, her F G C için 

lim%@-HB% 7 FH 

limiti vard�r. 

 

!spat: F G C ve 3% = max:3%4 6, 3%4#6; olsun. * = 1,2 için + I#%. /3%456 7 1J < � 

oldu�undan dolay� + I#%. 43% 7 16 < � dur. {K%}, {L%} ve {M%} dizileri ) da s�n�rl� 

diziler oldu�undan 

N = max Osup
%P 

HK% 7 FH, sup
%P 

HL% 7 FH, sup
%P 

HM% 7 FHQ 
olacak !ekilde N R 0 say�s� vard�r.  
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(4.1) den 

          !"# $ %! = !&#''(# + )#''*,-./#(# + 0#''5# $ %!                                                 

 = !&#''(# + )#''*,-./#(# + 0#''5# $ *&#'' + )#'' + 0#''/%! 

 2 &#''!(# $ %! + )#''!*,-./#(# $ %! + 0#''!5# $ %! 

 2 &#''!(# $ %! + )#''3#!(# $ %! + 0#''!5# $ %! 

 = *&#'' + )#''3#/!(# $ %! + 0#''!5# $ %! 

 2 *&#'' + )#''/3#!(# $ %! + 0#''!5# $ %! 

 2 *&#'' + )#''/3#!(# $ %! + 0#''4 

 2 3#!(# $ %! + 0#''4                                                                         (4.2) 

elde edilir. Benzer �ekilde (4.2) kullan�larak 

          !"# $ %! = !&#' ()*+,#-# . /#
' ()*0,#-# . 1#

' 2# $ %!                                       

 = 3&#
' ()*+,#-# . /#

' ()*0,#-# . 1#
' 2# $ (&#

' . /#
� . 1#

' ,%3 

 4 &#
' !()*+,#-# $ %! . /#

' !()*0,#-# $ %! . 1#
' !2# $ %! 

 4 &#
' 5#!-# $ %! . /#

' 5#!-# $ %! . 1#
' !2# $ %! 

 = (&#
' . /#

' ,5#!-# $ %! . 1#
' 6 

 4 5#!-# $ %! . 1#
' 6 

 4 5#(5#!7# $ %! . 1#
''6, . 1#

' 6 

 = 5#
0!7# $ %! . 5#1#

''6 . 1#
' 6                                                         (4.3) 

bulunur. Ayr!ca yine (4.1) ve (4.3) den 

            !7#8+ $ %! = !&#()*+,#"# . /#()*0,#"# . 1#9# $ %!                                       

 = !&#()*+,#"# . /#()*0,#"# . 1#9# $ (&# . /# . 1#,%! 

 4 &#!()*+,#"# $ %! . /#!()*0,#"# $ %! . 1#!9# $ %! 

 4 &#5#!"# $ %! . /#5#!"# $ %! . 1#!9# $ %! 

 = (&# . /#,5#!"# $ %! . 1#!9# $ %! 

 4 (&# . /#,5#(5#
0!7# $ %! . 5#1#

''6 . 1#
' 6, . 1#6 

 = (&# . /#,5#
:!7# $ %! . ;(&# . /#,5#

01#
'' . (&# . /#,5#1#

' . 1#<6 

 4 5#
:!7# $ %! . ># 

 = (? . (5#
: $ ?,,!7# $ %! . >#                                                    (4.4) 
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elde edilir. Burada  ! = "(#! + $!)%!&'!** + (#! + $!)%!'!* + '!,- dir. . /�!01 '! < �, . /�!01 '!* < � ve . /�!01 '!** < � oldu undan . /�!01  ! < � olur. Yine . /�!01 (%! 2 3) <
� ise . /�!01 (%!4 2 3) < � olur.!Dolay"s"yla! (4.4)! ve!Lemma!3.4.5 den her 5 6 7 için!lim!8�9:! 2 59 limiti!vard"r.!Böylece!ispat!tamamlanm"#!olur.!! 

Lemma 4.1.2: ; bir reel normlu lineer uzay ve > da ; nin!geni#lemeyen!bir çekmeye!

sahip!bo#tan! farkl",!kapal"!ve!konveks!bir!alt!kümesi!olsun. ? = 3@A için . /B!01 C%!(D) 2
3, < E ve F%!(D)G H [3@E) olmak!üzere I1@ I&J > 8 ;, K çekmesine!göre iki asimptotik 

geni#lemeyen! dönü#üm! olsun.! Ayr"ca . /B!01 '! < E, . /B!01 '!* < E ve . /B!01 '!** < E 

olmak!üzere {:!} dizisi (4.1) deki gibi tan"mlans"n. E er!7 L M ise, her 5 6 7 ve bir N O P için 

9:!QR 2 59 S NT !" D $ +% &'
()" *(, (4.5) 

dir. Burada *( = -./" + 0"12"34"55 + ./" + 0"12"4"5 + 4"67 �eklindedir. 

�spat: Lemma 4.1.1 de ispatland!"! gibi  !"89 # $ : 2"; !" # $ + *" 
 

dir. Burada *" = -./" + 0"12"34"55 + ./" + 0"12"4"5 + 4"67 dir. Her ! < > için ? + ! : @A oldu�u bilinmektedir. Yukar�daki e�itsizlik kullan�larak 

 &&&& !"8B # $ : .? + .2"8BC9; # ?11 !"8BC9 # $ + *"8BC9 

 : @DEFGHIJ C9 !"8BC9 # $ + *"8BC9 

 : @DEFGHIJ C9[.? + .2"8BC3; # ?11 !"8BC3 # $ + *"8BC3] + *"8BC9 

 : @DEFGHIJ 8DEFGHKJ C3 !"8BC3 # $ + @DEFGHIJ C9[*"8BC3 + *"8BC9] 
 L 
 : @M &EFGHINOE .DNJC91 !" # $ + @M &EFGHINOE .DNJC91M &"8BC9()" *( 
 : PQ !" # $ + M &"8BC9()" *(RS 
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elde edilir. Burada  = !
" #$%&'(
)*$ +,)

-./0 dir. Yani her 12 3 4 5 ve her 6 7 8 için 

 !"#$ % & ' () !" % & +* ,-
./" 0.1 

dir.  

Teorem 4.1.3: 2 bir reel Banach uzay ve 3 da 2 nin geni�lemeyen bir çekmeye sahip 

bo�tan farkl!, kapal!, konveks bir alt kümesi olsun. 4 = 567 için 8 ,-"/9 :;"<>? % 5@ A B 

ve C;"<>?D E [56B? olmak üzere F96 FGH 3 I 2, J çekmesine göre iki asimptotik 

geni�lemeyen dönü�üm olsun. Ayr!ca K L M ve 8 ,-"/9 N" A B, 8 ,-"/9 N"O A B, 8 ,-"/9 N"OO A B olmak üzere {!"} dizisi (4.1) deki gibi tan!mlans!n. {!"} iterasyon 

�emas�n�n F9 ve FG nin ortak bir sabit noktas�na kuvvetli yak�nsamas� için gerek ve yeter 

�art 0<!"6 K? = inf{ ! % & H & P K} olmak üzere liminf"I- 0<!"6 K? = Q olmas�d�r. 

 

�spat: Gereklilik �art� aç�kt�r. Bu yüzden sadece yeterlilik �art�n� ispatlayaca��z. liminf"I-0<!"6 K? = Q oldu�unu fazedelim. (4.4) den 

0<!"#96 K? ' ;"R !" % & + 0" 

elde edilir. 8 ,-"/9 0" A B ve 8 ,-"/9 <;" % 5? A B oldu�u için Lemma 3.4.5 ten lim"I-0<!"6 K? limiti vard�r. liminf"I-0<!"6 K? = Q hipotezinden dolay� lim"I-0<!"6 K? = Q olmal�d�r. #imdi {!"} nin bir Cauchy dizisi oldu"unu 

gösterece"iz. S T Q olsun. lim"I-0<!"6 K? = Q ve 8 ,-"/9 0" A B oldu"undan dolay! 

her U V UW için 

0<!"6 K? A SX( ,ve, * ,-
./"Y

0. A SZ( 

olacak �ekilde bir UW sabiti vard!r. Özel olarak 0\!"Y 6 K] A _̂` dir. Yani infab!"Y %
& H & P Kc A _̂` dir. O halde 

b!"Y % &Ob A Sd( 

olacak �ekilde &O P K vard!r. U V UW için Lemma 4.1.2 deki (4.5) e�itsizli"inden 
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 !"#$ % !" &  !"#$ % '( +  !" % '(  

& 2) *,!"- % '(, + . /"-#$01
34"-

536 

& 2) 7 89) + 8:); 

= 8 

elde edilir. Dolay�s�yla { !}, " kümesinde bir Cauchy dizisidir. Bu yüzden { !}  dizisi 

" da bir noktaya yak!nsar. lim!#$ ! = % olsun. lim!#$&( !, ') = 0 olmas! 

&(%, ') = 0 olmas!n! gerektirir. Asimptotik geni�lemeyen dönü�ümlerin sabit 

noktalar!n!n kümesi kapal! oldu�undan ' kapal!d!r. O halde, % * ' dir.  

4.2. Düzgün Konveks ve Smooth Banach Uzaylarda Yak�nsama Teoremleri 

Bu bölümde düzgün konveks reel ve smooth Banach uzaylarda (4.1) iterasyon 

yönteminin +- ve +., / çekmesine göre kendi üzerine olmayan ve asimptotik 

geni�lemeyen dönü�ümlerinin ortak bir sabit noktas!na kuvvetli ve zay!f yak!nsamas! 

verildi. 

Lemma 4.2.1: 1 düzgün konveks bir reel Banach uzay ve " da 1 nin geni�lemeyen bir 

çekmeye sahip bo�tan farkl!, kapal!, konveks bir alt kümesi olsun. 2 = 3,4 için 

5 6$
!7- 89!(:) ; 3< > ? ve @9!(:)A B [3,?) olmak üzere +-, +.C " # 1, / çekmesine göre 

iki asimptotik geni�lemeyen dönü�üm olsun. Ayr!ca {D!}, {D!E }, {D!EE} dizileri bir 

F * (0,3) için [F, 3 ; F] aral!�!nda ve 5 6$
!7- G! > ?, 5 6$

!7- G!E > ?, 5 6$
!7- G!EE > ? 

olmak üzere { !} dizisi (4.1) deki gibi tan!mlans!n. E�er ' H I ise 

lim
!#$

J ! ; (/+-) !J = lim
!#$

J ! ; (/+.) !J = 0 

 

d!r. 
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�spat: Herhangi bir  ! " için Lemma 4.1.1 den lim !"#$ % &# limiti vard!r. ' ( 0 

olmak üzere lim !"#$ % &# = ' olsun. Böylece {$ }, (4.3) den {) } ve (4.2) den {* } 
dizisi s!n!rl!d!r. Dolay!s!yla {+-./1 $ }, {+-./1 ) }, {+-./1 * }, {+-.21 ) } ve 

{+-.21 * } s!n!rl!d!r. {3 }, {4 } ve {5 } dizileri 6 da s!n!rl! diziler oldu"undan 

7 = max 8sup 9/#3 % $ #, sup 9/
#4 % $ #, sup 9/#5 % $ #,sup 9/#3 % +-.21 ) #, sup 9/#4 % +-.21 * #, sup 9/#5 % +-./1 $ #: 

olacak #ekilde 7 > 0 vard!r. (4.3) e#itsizli"inden 

#) % &# ; < 2#$ % &# ? < @ AA ? @ AB 

oldu"u bilinmektedir. Buradan 

limsup !"
#) % &# ; limsup !"

#$ % &# = lim !"
#$ % &# = ' (4.6) 

elde edilir. Her C ( D için #+-./1 ) % &# ; < #) % &# ve #+-.21 ) % &# ;< #) % &# dir. Bu e#itsizliklerin her iki taraf!n!n limsup u al!n!rsa s!ras!yla limsup !"#+-./1 ) % &# ; ' ve limsup !"#+-.21 ) % &# ; ' e#itsizlikleri elde 

edilir. $imdi 

#+-./1 ) % & ? @ +3 % +-.21 ) 1# ; #+-./1 ) % &# ? @ #3 % +-.21 ) # ; < #) % &# ? @ 7 

e#itsizli"ini ele alal!m. lim !" @ = 0 oldu"undan 

limsup !"
#+-./1 ) % & ? @ +3 % +-.21 ) 1# ; ' (4.7) 

elde edilir. Yine 

#+-.21 ) % & ? @ +3 % +-.21 ) 1# ; #+-.21 ) % &# ? @ #3 % +-.21 ) # ; < #) % &# ? @ 7 

e#itsizli"inden limsup !"
#+-.21 ) % & ? @ +3 % +-.21 ) 1# ; ' (4.8) 

elde edilir. 
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c = lim !"
#$ %/ ' (# 

= lim !"#) *+,&- . / 0 *+,1- . / 2 3 ' (# 

= lim !"#) *+,&- . / *4 ' ) ' 2 -*+,1- . / 2 3 ' *4 ' ) -( ' ) (# 

= lim !"5) *+,&- . / *4 ' ) -*+,1- . ' 2 *+,1- . /2 3 ' *4 ' ) -( ' ) ( 5 

= lim !"6) *+,&-
 . ' ) ( / ) 2 3 ' ) 2 *+,1- . /*4 ' ) -*+,1- . ' *4 ' ) -( ' 2 *+,1- . / 2 3 ') 2 3 / ) 2 *+,1- . 6 

= lim !"5) [*+,&- . ' ( / 2 *3 ' *+,1- . -]/*4 ' ) -[*+,1- . ' ( / 2 *3 ' *+,1- . -]5 

7 lim !" 8) 5limsup !" 9*+,&- . ' ( / 2 *3 ' *+,1- . -:5
/*4 ' ) - 5limsup !" 9*+,1- . ' ( / 2 *3 ' *+,1- . -:5; 

7 lim !"[) < / *4 ' ) -<] = < 

oldu�undan 

lim !"5) [*+,&- . ' ( / 2 *3 ' *+,1- . -]/*4 ' ) -[*+,1- . ' ( / 2 *3 ' *+,1- . -]5 = < (4.9) 

olur. (4.7), (4.8), (4.9) ve Lemma 3.4.6 den 

lim !"#(+,&) ' * (+,+) ' # = 0 (4.10) 

elde edilir. 

#, -& * .# = #/ ($%&)
 ' 1 (2 * / * 3 )($%+)

 ' 1 3 4 * .# 

5 #/ ($%&)
 ' 1 ($%+)

 ' * / ($%+)
 ' * 3 ($%+)

 ' 1 3 4 * .# 

5 / #($%&)
 ' * ($%+)

 ' # 1 #($%+)
 ' * .# 1 3 #4 * ($%+)

 ' # 

                      5 6 #' * .# 1 3 7 

dir. Bu e�itsizlikten 

8 5 liminf
 !"

#' * .# 

elde edilir. (4.6) ve yukar�daki e�itsizlikten 
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lim !"#$ % &# = ' (4.11) 

bulunur. (4.2) e�itsizli�inden  !" # $ % &" '" # $ + ("
))* 

oldu�u bilinmektedir. Buradan 

limsup
",-

 !" # $ % limsup
",-

 '" # $ = lim
",-

 '" # $ = . (4.12) 

elde edilir. (4.3), (4.11) ve (4.12) den 

. = limsup
",-

 /" # $ % limsup
",-

 !" # $ % . 

elde edilir. Dolay!s!yla 

lim",- !" # $ = . 

dir. Her 0 1 2 için  34567
"!" # $ % &" !" # $  ve  34587

"!" # $ % &" !" # $  

dir. Bu e�itsizliklerin her iki taraf�n�n limsup u al�n�rsa s�ras�yla 

limsup",- 34567
"!" # $ % . ve limsup",- 34587

"!" # $ % . e�itsizlikleri elde 

edilir. "imdi 

 34567
"!" # $ + ("

)39" # 34587
"!"7 %  34567

"!" # $ + ("
) 9" # 34587

"!"  

% &" !" # $ + ("
): 

e�itsizli�ini göz önüne alal�m. Bu e�itsizlikten lim",- ("
) = ; oldu�undan dolay� 

limsup
",-

 34567
"!" # $ + ("

)39" # 34587
"!"7 % . (4.13) 

yaz�l�r. Ayn� �ekilde 

 34587
"!" # $ + ("

)39" # 34587
"!"7 %  34587

"!" # $ + ("
) 9" # 34587

"!"  

% &" !" # $ + ("
): 

e�itsizli�inden 

limsup
",-

 34587
"!" # $ + ("

)39" # 34587
"!"7 % . (4.14) 

elde edilir. 
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 = lim!"#$%! & '$ 

= lim!"#$(!) *+,-.!/! 0 1!) *+,2.!/! 0 3!)4! & '$ 

= lim!"#$(!) *+,-.!/! 0 *5 & (!) & 3!).*+,2.!/! 0 3!)4! & *5 & (!) .' & (!) '$ 

= lim!"#6(!) *+,-.!/! 0 *5 & (!) .*+,2.!/! & 3!)*+,2.!/!03!)4! & *5 & (!) .' & (!) ' 6 

= lim!"#7(!) *+,-.!/! & (!) ' 0 (!) 3!)4! & (!) 3!)*+,2.!/!0*5 & (!) .*+,2.!/! & *5 & (!) .' & 3!)*+,2.!/! 0 3!)4!&(!) 3!)4! 0 (!) 3!)*+,2.!/! 7 

= lim!"#6(!) [*+,-.!/! & ' 0 3!)*4! & *+,2.!/!.]0*5 & (!) .[*+,2.!/! & ' 0 3!)*4! & *+,2.!/!.]6 

8 lim!"# 9(!) 6limsup!"# :*+,-.!/! & ' 0 3!)*4! & *+,2.!/!.;6
0*5 & (!) . 6limsup!"# :*+,2.!/! & ' 0 3!)*4! & *+,2.!/!.;6< 

8 lim!"#[(! 0 *5 & (!. ] =   

oldu�undan 

lim!"#6(!) [*+,-.!/! & ' 0 3!)*4! & *+,2.!/!.]0*5 & (!) .[*+,2.!/! & ' 0 3!)*4! & *+,2.!/!.]6 =   (4.15) 

olur. (4.13), (4.14), (4.15) ve Lemma 3.4.6 kullan�l�rsa lim !"#(+,&) ' * ($%+) ' # = 0 (4.16) 

elde edilir.  imdi de 

#, * - . / 
11(2 * ($%&)

 , )# 3 #, * -# . / 
11#2 * ($%&)

 , # 

3 #, * -# . / 
114 

e!itsizli�ini#göz#önüne#alal�m.#Bu#e!itsizlikten lim !"/ 
11 = 0 oldu�undan 

limsup
 !"

#, * - . / 
11(2 * ($%&)

 , )# 3 5 (4.17) 

elde#edilir.#Ayn�#zamanda 

#($%&)
 , * - . / 

11(2 * ($%&)
 , )# 3 #($%&)

 , * -# . / 
11#2 * ($%&)

 , # 

63 7 #, * -# . / 
114 

e!itsizli�inden de 
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limsup !" #(+,&) ' * + , -"
..(/" * ($%&)

"'")# 0 1 (4.18) 

elde edilir. 

 = lim!"#$%! & '$ 

((((= lim!"#$)!**+! , -!**./012!+! , 3!**4! & '$ 

((((= lim!"#$)!**+! , .5 & )!** & 3!**2./012!+! , 3!**4! & .5 & )!**2' & )!**'$ 

= lim!"#$)!**+! , .5 & )!**2./012!+! & 3!**./012!+! , 3!**4! & .5 & )!**2' & )!**'$ 

= lim!"#6)!**+! & )!**' , )!**3!**4! & )!**3!**./012!+!,.5 & )!**2./012!+! & .5 & )!**2' & 3!**./012!+! , 3!**4!&)!**3!**4! , )!**3!**./012!+! 6 

= lim!"#7)!**[+! & ' , 3!**.4! & ./012!+!2],.5 & )!**2[./012!+! & ' , 3!**.4! & ./012!+!2]7 

8 lim!"# 9)!** 7limsup!"# :+! & ' , 3!**.4! & ./012!+!2;7
,.5 & )!**2 7limsup!"# :./012!+! & ' , 3!**.4! & ./012!+!2;7< 

8 lim!"#[)! , .5 & )!2 ] =   

oldu�undan 

lim!"#7)!**[+! & ' , 3!**.4! & ./012!+!2],.5 & )!**2[./012!+! & ' , 3!**.4! & ./012!+!2]7 =   (4.19) 

olur. Dolay s yla!(4.17), (4.18), (4.19) ve Lemma 3.4.6 de 

lim!"#$+! & ./012!+!$ = > (4.20) 

bulunur. %! = )!**+! , -!**./012!+! , 3!**4! e�itli�inden 

$%! & +!$ = $)!**+! , -!**./012!+! , 3!**4! & +!$ = $.5 & -!** & 3!**2+! , -!**./012!+! , 3!**4! & +!$ = -!**$./012!+! & +!$ , 3!**$4! & +!$ 8 -!**$./012!+! & +!$ , 3!**? 

olur.!Bu!e"itsizlikte!(4.20)!kullan l rsa 
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lim !"#$ % & # = 1 (4.21) 

elde edilir. 

#(') )!"! # $!% & %('* )
!"! # ('*+)

!$!% , %('*+)
!$! # $!% 

& %('* )
!"! # ('*+)

!"!% , %('*+)
!"! # ('*+)

!$!%---

, %('*+)
!$! # $!% 

& %('* )
!"! # ('*+)

!"!% , .!%"! # $!% , %('*+)
!$! # $!% 

e�itsizli�inde (4.16), (4.20) ve (4.21) kullan�l�rsa 

lim
!/0

%('* )
!"! # $!% = 1 (4.22) 

elde edilir. 

%('*+)
!"! # $!% & %('*+)

!"! # ('*+)
!$!% , %('*+)

!$! # $!% 

& .!%"! # $!% , %('*+)
!$! # $!% 

e�itsizli�inde (4.20) ve (4.21) kullan�l�rsa 

lim
!/0

%('*+)
!"! # $!% = 1 (4.23) 

elde edilir. (4.21) ve (4.22) kullan�larak 

%('* )
!$! # $!% = %('* )

!$! # ('* )
!"!% , %('* )

!"! # $!% 

& .!%$! # "!% , %('* )
!"! # $!% 

                                               / 1---(-2 / 3) 

yani 

lim
!/0

%('* )
!$! # $!% = 1 (4.24) 

bulunur. 4! = 5!
6 ('*+)

!"! , 7!
6 ('* )

!"! , 8!
69! e�itli�inden  

%4! # $!% = %5!
6 ('*+)

!"! , 7!
6 ('* )

!"! , 8!
69! # $!% 

= %5!
6 ('*+)

!"! , 7!
6 ('* )

!"! , 8!
69! # (5!

6 , 7!
6 , 8!

6)$!% 

& 5!
6 %('*+)

!"! # $!% , 7!
6 %('* )

!"! # $!% , 8!
6%9! # $!% 

& 5!
6 %('*+)

!"! # $!% , 7!
6 %('* )

!"! # $!% , 8!
6: 

elde edilir. Dolay�s�yla (4.22) ve (4.23) den 
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lim /"#$ % & # = 1 (4.25) 

bulunur. (4.21) ve (4.25) den ise 

 !" # $" =  !" # %" +  %" # $"  

& 0''() & *, (4.26) 

elde edilir. (4.10), (4.23) ve (4.26) den 

 %"-. # %" =  /"(12.,
"!" + 3"(124,

"!" + 5"6" # %"  

=  /"(12.,
"!" + 3"(124,

"!" + 5"6" # (/" + 3" + 5",%"  

7 /" (12.,
"!" # %" + 3" (124,

"!" # %" + 5" 6" # %"  

7 /" (12.,
"!" # %" 

+ 3"( (124,
"!" # (12.,

"!" +  (12.,
"!" # %" , + 5"8 

= (/" + 3", (12.,
"!" # %" + 3" (124,

"!" # (12.,
"!" 

+ 5"8 

7 (/" + 3",( (12.,
"!" # (12.,

"$" +  (12.,
"$" # %" ,

+ 3" (124,
"!" # (12.,

"!" + 5"8 

7 (/" + 3",9" !" # $" + (/" + 3", (12.,
"$" # %" 

+ 3" (124,
"!" # (12.,

"!" + 5"8 

'& 0''() & *, (4.27) 

elde edilir. (4.21) ve (4.27) den 

 %"-. # $" =  %"-. # %" +  %" # $"  

& 0''() & *) (4.28) 

bulunur. 

 %"-. # (12.,
"$" 7  %"-. # %" +  %" # (12.,

"$"  

e�itsizli�inden de 

lim
"&:

 %"-. # (12.,
"$" = 0 (4.29) 

elde edilir. 1 çekmesine göre her asimptotik geni�lemeyen dönü�ümün yine 1 

çekmesine göre düzgün ;-Lipschitzian dönü�ümdür. Dolay!s!yla ; = sup"<.{9"} > ? 

olmak üzere  
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 ! ! ("#*)% & ' &% ! ("#*) % &+ &("#*) % ! ("#*) * ,*& +&("#*) * ,* ! ("#*)% & ' &% ! ("#*) % &+ - &% ! * ,*&+ .&("#*) ,** ,* ! % & 

dir. Bu e�itsizlikte (4.20), (4.28) ve (4.29) kullan�l�rsa 

lim /0&% ! ("#*)% & = 1 

bulunur. (4.22) ve (4.27) den 

&% 2* ! ("#3) * & ' &% 2* ! % &+ &% ! ("#3) * & 

                                                          / 1  (4 / 5) 
ve böylece 

lim /0&% 2* ! ("#3) * & = 1 (4.30) 

elde edilir. (4.24), (4.28), (4.30) ile birlikte " çekmesine göre her asimptotik 

geni�lemeyen dönü�ümün yine " çekmesine göre düzgün .-Lipschitzian dönü�üm 

oldu�u kullan�l�rsa 

&% 2* ! ("#3)% 2*& ' &% 2* ! ("#3) 2*% 2*&+ &("#3) 2*% 2* ! ("#3) 2** & +&("#3) 2** ! ("#3)% 2*& ' &% 2* ! ("#3) 2*% 2*&+ - 2*&% 2* ! * & +.&("#3) * ! % 2*& 

/ 1666(4 / 5) 
elde edilir. Yani 

lim /0&% ! ("#3)% & = 1 

dir. Böylece lemman�n ispat� tamamlanm�� olur. 

Teorem 4.2.2: 7 smooth ve düzgün konveks bir reel Banach uzay ve 8 da 7 nin sunny 

geni�lemeyen bir çekmeye sahip bo�tan farkl�, kapal�, konveks bir alt kümesi olsun. 

9 = :;< için > 60 ?* @- (A) ! :B C 5 ve D- (A)E F [:;5) olmak üzere #*; #3G 8 / 7, " 

çekmesine göre zay�f inward ve asimptotik geni�lemeyen iki dönü�üm olsun. Ayr�ca 

{H }, {H I }, {H II} dizileri bir J K 1 için [J; : ! J] aral���nda olmak üzere {% } dizisi 

(4.1) deki gibi tan�mlans�n. E�er L M N ve #* ve #3 dönü�ümlerinden biri tamamen 
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sürekli ise {  } iterasyon �emas� !" ve !# dönü�ümlerinin ortak bir sabit noktas�na 

kuvvetli yak�nsar.  

�spat: Herhangi bir $ % & için Lemma 4.1.1 den lim '()* + $) limiti vard�r. {* } 
dizisinin !" ve !# nin ortak bir sabit noktas�na kuvvetli yak�nsayan bir alt dizisi 

oldu�unu göstermek yeterlidir. Lemma 4.2.1 den lim '()* + ,-!".* ) =
lim '()* + ,-!#.* ) = 0 d�r. !" dönü�ümünün tamamen sürekli oldu�unu 

farzedelim. - nin geni�lemeyen oldu�u göz önüne al�n�rsa, {-!"* } nin -!"* / ' $ 

olacak �ekilde {-!"* /} alt dizisi vard�r. Bu yüzden 1* / + $1 2 1* / + -!"* /1 3
1-!"* / + $1 ifadesinden 4 ' 5 için * / ' $ dir. lim6'( 1* / + -!"* /1 = 0 

e�itli�i ile birlikte - ve !" in süreklili�inden  $ = -!"$ elde edilir. Benzer olarak, 

$ = -!#$ ve böylece Lemma 3.4.8 den $ % & dir. Dolay�s�yla {* } iterasyon �emas� !" 

ve !# nin ortak $ sabit noktas�na kuvvetli yak�nsar. Böylece ispat tamamlanm�� olur. 

Teorem 4.2.3: 7 smooth ve düzgün konveks bir reel Banach uzay ve 8 da 7 nin sunny 

geni�lemeyen bir çekmeye sahip bo�tan farkl�, kapal�, konveks bir alt kümesi olsun. 

9 = :;< için > ?( @" AB ,C. + :D E 5 ve FB ,C.G H [:;5. olmak üzere !"; !#I 8 ' 7, - 

çekmesine göre zay�f inward ve asimptotik geni�lemeyen iki dönü�üm olsun. Ayr�ca 

{J }, {J K }, {J KK} dizileri bir L M 0 için [L; : + L] aral���nda olmak üzere {* } dizisi 

(4.1) deki gibi tan�mlans�n. E�er & N O ve !" ve !# dönü�ümleri ,PK. �art�n� sa�l�yorsa 

{* } iterasyon �emas� !" ve !# dönü�ümlerinin ortak bir sabit noktas�na kuvvetli 

yak�nsar.  

 

�spat: Lemma 4.1.1 den lim '()* + $) vard�r. Böylece her $ % & için 

lim '(Q,* ; &. vard�r. Ayn� zamanda Lemma 4.2.1 den lim '()* + ,-!".* ) =
lim '()* + ,-!#.* ) = 0 d�r. ,PK. �art� ve Lemma 3.4.8 den  

lim '(RSQ,* ; &.T 2 lim '(U
:
< ,)* + ,-!".* ) 3 )* + ,-!#.* ).V = 0 

elde edilir. Yani, 
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 lim /"#$%(& , ')* = 0 

 

dir. #(0) = 0 ve +- . (0,/) için  (!) > 0 olacak �ekilde  : [0,/) # [0,/) 
azalmayan bir fonksiyon oldu�undan dolay� 

 lim$#%&('$, *) = 0 

olmal�d�r. Teorem 4.1.3 de {'$} nin + da bir Cauchy dizisi oldu�u gösterilmi�ti. 

Dolay�s�yla - tam uzay oldu�undan . # " iken '$ # / olacak �ekilde bir / 1 + 

vard�r. O halde lim
$#%

&('$, *) = 0 olmas� &(/, *) = 0 olmas�n� gerektirir. * kapal� 

oldu�undan / 1 * dir. Böylece ispat tamamlanm�� olur. 

 

Teorem 4.2.4: -, Opial �art�n� sa�layan smooth ve düzgün konveks bir reel Banach 

uzay ve + da - nin sunny geni�lemeyen bir çekmeye sahip bo�tan farkl�, kapal�, 

konveks bir alt kümesi olsun. 2 = 3,4 için 5 6%
$78 9;$(<) ? 3@ A " ve B;$(<)C D [3,") 

olmak üzere E8, EF: + # -, G çekmesine göre zay�f inward ve asimptotik geni�lemeyen 

iki dönü�üm olsun. Ayr�ca {H$}, {H$I }, {H$II} dizileri bir J > 0 için [J, 3 ? J] aral���nda 

olmak üzere {'$} dizisi (4.1) deki gibi tan�mlans�n. E�er * K L ise {'$} iterasyon 

�emas� E8 ve EF dönü�ümlerinin ortak bir sabit noktas�na zay�f yak�nsar. 

 

�spat: M 1 * olsun. Lemma 4.1.1 den lim$#%N'$ ? MN var ve {'$} s�n�rl�d�r. GE8 ve 

GEF dönü�ümlerinin + da kendi üzerine olduklar�na dikkat edelim. #imdi {'$} nin * de 

tek bir zay�f yak�nsak alt dizisi oldu�unu ispatlayacag�z. $lk olarak {'$} nin s�ras�yla M8 

ve MF ye zay�f yak�nsayan O'$PQ ve B'$RC alt dizileri oldu�unu farzedelim. Lemma 4.2.1 

den 2 = 3,4 için lim$#%S'$P ? (GE<)'$PS = 0 dir. Lemma 3.4.7 dan (T ? GE8)M8 = 0 

yani (GE8)M8 = M8 dir. Benzer olarak, (GEF)M8 = M8 dir. Ayn� yolla (GE8)MF = MF ve 

(GEF)MF = MF oldu�u görülebilir. Dolay�s�yla Lemma 3.4.8 den M8, MF 1 *  dir. $kinci 

olarak M8 K MF oldu�unu farzedelim. O halde Opial �art�ndan 

lim
$#%

N'$ ? M8N = lim
U#%

S'$P ? M8S 

A lim
U#%

S'$P ? MFS 

= lim
V#%

W'$R ? MFW 
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< lim
U#"

#$%& ' ()# 

= lim
%!"

*$% ' ()* 

elde edilir. Bu bir çeli�kidir. Dolay�s�yla  ! =  " dir. O halde {#$} iterasyon �emas� %! 

ve %" nin ortak bir sabit noktas�na zay�f yak�nsar. Böylece ispat tamamlanm�� olur.  
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5. TARTI�MA ve SONUÇ 

 

Bu bölümde, çal!�mam!zda elde etti�imiz baz! sonuçlar verilecektir. 

$lk olarak bir reel Banach uzay!n bo�tan farkl! kapal!, konveks bir alt kümesi üzerinde 

tan!mlanan kendi üzerine olmayan   ,!":# $ % asimptotik geni�lemeyen iki dönü�üm 

için kuvvetli yak!nsamayla ilgili sonucu verelim. 

Sonuç 5.1: % bir reel Banach uzay ve # da % nin geni�lemeyen bir çekmeye sahip 

bo�tan farkl!, kapal!, konveks bir alt kümesi olsun. & = 1,2 için ' ()
*+ -.*/03 4 15 < 6 

ve 7.*/038 9 [1,63 olmak üzere ! , !": # $ %, ; çekmesine göre iki asimptotik 

geni�lemeyen dönü�üm olsun. Ayr!ca(> ? @ ve ' ()
*+ A* < 6, ' ()

*+ A*B < 6, 

' ()
*+ A*BB < 6 olmak üzere {C*} dizisi (4.1) deki gibi tan!mlans!n. {C*} iterasyon 

�emas�n�n !  ve !" nin ortak bir sabit noktas�na kuvvetli yak�nsamas� için gerek ve yeter 

�art D/C*, >3 = inf{EC 4 FE: F G >} olmak üzere liminf*$) D/C*, >3 = H olmas�d�r. 

Son olarak smooth ve düzgün konveks bir reel Banach uzay�n�n bo�tan farkl� kapal�, 

konveks bir alt kümesi üzerinde tan�mlanan kendi üzerine olmayan ! , !": # $ % zay�f 

inward ve asimptotik geni�lemeyen iki dönü�üm için kuvvetli ve zay�f yak�nsamayla 

ilgili sonuçlar� verelim. 

Bulunan sonuçlar �unlard�r : 

Sonuç 5.2: % smooth ve düzgün konveks bir reel Banach uzay ve # da % nin sunny 

geni�lemeyen bir çekmeye sahip bo�tan farkl�, kapal�, konveks bir alt kümesi olsun. 

& = 1,2 için ' ()
*+ -.*/03 4 15 < 6 ve 7.*/038 9 [1,63 olmak üzere ! , !": # $ %, ; 

çekmesine göre zay�f inward ve asimptotik geni�lemeyen iki dönü�üm olsun. Ayr�ca 

{I*}, {I*B }, {I*BB} dizileri bir J K H için [J, 1 4 J] aral!"!nda olmak üzere {C*} dizisi 

(4.1) deki gibi tan!mlans!n. E"er > ? @ ve !  ve !" dönü�ümlerinden biri tamamen 
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sürekli ise {  } iterasyon �emas� !" ve !# dönü�ümlerinin ortak bir sabit noktas�na 

kuvvetli yak�nsar.  

Sonuç 5.3: $ smooth ve düzgün konveks bir reel Banach uzay ve % da $ nin sunny 

geni�lemeyen bir çekmeye sahip bo�tan farkl�, kapal�, konveks bir alt kümesi olsun. 

& = 1,2 için ' ()
 *" +- ./0 3 14 < 5 ve 6- ./07 8 [1,50 olmak üzere !", !#: % 9 $, ; 

çekmesine göre zay�f inward ve asimptotik geni�lemeyen iki dönü�üm olsun. Ayr�ca 

{> }, {> ? }, {> ??} dizileri bir @ A B için [@, 1 3 @] aral���nda olmak üzere {C } dizisi 

(4.1) deki gibi tan�mlans�n. E�er D E F ve !" ve !# dönü�ümleri .G?0 �art�n� sa�l�yorsa 

{C } iterasyon �emas� !" ve !# dönü�ümlerinin ortak bir sabit noktas�na kuvvetli 

yak�nsar. 

Sonuç 5.4: $, Opial �art�n� sa�layan smooth ve düzgün konveks bir reel Banach uzay 

ve % da $ nin sunny geni�lemeyen bir çekmeye sahip bo�tan farkl�, kapal�, konveks bir 

alt kümesi olsun. & = 1,2 için ' ()
 *" +- ./0 3 14 < 5 ve 6- ./07 8 [1,50 olmak üzere 

!", !#: % 9 $, ; çekmesine göre zay�f inward ve asimptotik geni�lemeyen iki dönü�üm 

olsun. Ayr�ca {> }, {> ? }, {> ??} dizileri bir @ A B için [@, 1 3 @] aral���nda olmak üzere 

{C } dizisi (4.1) deki gibi tan�mlans�n. E�er D E F ise {C } iterasyon �emas� !" ve !# 

dönü�ümlerinin ortak bir sabit noktas�na zay�f yak�nsar. 
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