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OZET

DOKTORA TEZi

iKi BOYUTLU HIiPERBOLIK BiR PROBLEMDE LINEER OLMAYAN
OPTIMIiZASYON iLE TERS KATSAYI BELIRLEME

Faika Derya SENDUR
Danmisman: Prof. Dr. Murat SUBASI

Amag¢: Bu calismanin amaci, iki boyutlu hiperbolik bir baslangic-sinir deger problemde,
¢Ozlime ait bir final an1 gozlemi kullanilarak problemde yer alan bir katsayr fonksiyonunun
belirlenmesini incelemektir. Bu dogrultuda, 6nce ele alinan hiperbolik baslangi¢-sinir deger
probleminin direkt ¢6ziimii i¢in etkili bir metodun kullanilmasi, ardindan bir optimizasyon
tekniginin gilincellenerek bu tiir problemlerde katsay1 fonksiyonunu belirlemesi saglanacaktir.
Bu giincellenmis teknigin, matematiksel modellemeye yeni bir yaklasim getirmesi
hedeflenmektedir. Ayrica, hazirlayacagimiz simiilasyonlar ile bu tiir problemlerde ¢6ziimiin
etkili bir sekilde elde edilmesi amaglanmaktadir.

Yontem: Bu tez calismasi, iki boyutlu hiperbolik bir baslangi¢c-sinir deger probleminde,
¢ozlimiin bir final am1 gozleminden yola ¢ikarak ters katsayr fonksiyonunun belirlenmesiyle
ilgilidir. Direkt problemin ¢6ziimii, zayif ¢oziim yaklasimi ve sonlu elemanlar yontemi ile elde
edilmistir. Ters problem kisminda, katsay1 fonksiyonunun belirlenmesi i¢in, lineer olmayan en
kiigiik kareler optimizasyon ydntemlerinden Levenberg—Marquardt yontemi giincellenerek
probleme uyarlanmistir. Bu asamada, klasik Levenberg—Marquardt yontemine aday parametre
fonksiyonlar1 adapte edilmis ve yerlestirilen agirlik katsayilar1 sayesinde optimizasyon siireci
basartyla tamamlanmistir. Ayrica, MATLAB programi kullanilarak hem direkt problemin hem
de ters problemin ¢dziimiinii veren simiilasyonlar hazirlanmistir. Incelenen teknigin ve
hazirlanan simiilasyonlarin basarisi, iiretilen niimerik problemler tizerinden test edilmistir.

Bulgular: Incelenen problemde katsayr fonksiyonu ¢oziimiin bir final an1 gdzleminden
belirlenecegi i¢in niimerik ydntemlerin kullanilmasi kac¢imilmazdir. Direkt problemin
¢oziimiinde literatiirde mevcut olan sonlu elemanlar yontemi kullanilmistir. Ters katsay1
belirleme kisminda ise lineer olmayan en kiiciik kareler optimizasyon yontemlerinden
Levenberg—Marquardt yonteminin segilen problem i¢in giincellenmis hali oldukga basarili
sonuglar vermistir. Calismada sunulan test problemleri {izerinden elde edilen veriler ve analiz
sonuglar1 gorsel ve sayisal olarak gosterilmistir. Bu 6rnekler, arastirma bulgularinin somut ve
anlagilir bir sekilde sunulmasina katki saglamistir.

Sonug: Iki boyutlu bir hiperbolik baslangig-sinir deger probleminde ters katsay belirleme
problemi icin Levenberg-Marquardt optimallestirme tekniginin uyarlanmis hali ile katsay1
fonksiyonu basarili olarak elde edilebilmistir. Calismanin esas katkis1 bu ¢éziimiin simdiye
kadar benzer problemlerde uygulanmamis bir optimizasyon teknigi sayesinde belirlenmis
olmasidir. Bu katki, olusturulan yazilim ve simiilasyonlarla desteklenerek, aragtirmanin pratik
uygulamalar lizerindeki etkisini giiclendirmektedir. Ayrica, yeterli sayida niimerik test yaparak
teorik sonuclar1 dogrulamak, aragtirmanin giivenilirligini artirmakta ve bulgularin daha genis
bir kitleye ulasmasini saglamaktadir. Belirlenen bu yontemin, hiperbolik denklemler i¢in ters
problemlerin ¢ézlimiinde dnemli bir ara¢ olabilecegi ortaya konmustur.

Anahtar Kelimeler: Ters Problemler, Hiperbolik Denklemler, Sonlu Elemanlar Yontemi,
Sayisal Optimizasyon.

Agustos 2024, 93 sayfa



ABSTRACT

DOCTORAL DISSERTATION

INVERSE COEFFICIENT IDENTIFICATION BY NONLINEAR OPTIMIZATION IN
A TWO DIMENSIONAL HYPERBOLIC PROBLEM

Faika Derya SENDUR
Supervisor: Prof. Dr. Murat SUBASI

Purpose: The aim of this study is to examine the determination of a coefficient function in a
two-dimensional hyperbolic initial-boundary value problem using a final-time observation of
the solution. In this direction, first an effective method will be used for the direct solution of
the hyperbolic initial-boundary value problem, then an optimization technique will be updated
to determine the coefficient function in such problems. It is aimed that this updated technique
will bring a new approach to mathematical modelling. In addition, the aim is to obtain a solution
effectively for such problems with the simulations we will prepare.

Method: This thesis study is related to the determination of the inverse coefficient function in
a two-dimensional hyperbolic initial-boundary value problem, using a final moment
observation of the solution. The solution of the direct problem is obtained by the weak solution
approach and the finite element method. In the inverse problem part, the Levenberg—Marquardt
method, one of the nonlinear least squares optimization methods, is updated and adapted to the
problem in order to determine the coefficient function. At this stage, the candidate parameter
functions are adapted to the classical Levenberg—Marquardt method and the optimization
process is successfully completed thanks to the weight coefficients placed. In addition,
simulations that give the solution of both the direct problem and the inverse problem are
prepared using the MATLAB program. The success of the examined technique and the prepared
simulations is tested on the generated numerical problems.

Findings: In the problem under consideration, since the coefficient function will be determined
from a final time observation of the solution, it is inevitable to use numerical methods. The
finite element method available in the literature was used in the solution of the direct problem.
In the inverse coefficient determination part, the updated version of the Levenberg—Marquardt
method, one of the nonlinear least squares optimization methods, for the selected problem gave
quite successful results. The data obtained from the test problems presented in the study and
the analysis results are shown visually and numerically. These examples contributed to the
presentation of the research findings in a concrete and understandable way.

Results: The coefficient function has been successfully obtained by adapting the Levenberg-
Marquardt optimization technique for the inverse coefficient determination problem in a two-
dimensional hyperbolic initial-boundary value problem. The main contribution of the study is
that this solution has been achieved by an optimization technique that has not been applied to
similar problems so far. This contribution strengthens the impact of the research on practical
applications by supporting the software and simulations developed. In addition, verifying the
theoretical results by performing a sufficient number of numerical tests increases the reliability
of the research and ensures that the findings reach a wider audience. It has been demonstrated
that this determined method can be an important tool in solving inverse problems for hyperbolic
equations.

Keywords: Inverse Problems, Hyperbolic Equations, Finite Element Method, Numerical
Optimization.
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GIRIS

Dalga denklemleri, dalgalarin yayilimin1 modellemek i¢in kullanilan hiperbolik kismi
diferansiyel denklemlerdir. Hiperbolik denklemler, iki veya daha fazla degiskenli fonksiyonlar
ile olusturulmus kismi diferansiyel denklemlerin 6zel bir siifidir. Bu denklemler, birinci ve
ikinci mertebeden tlirevlerin bir arada yer aldigi denklemler olup genellikle dalgalarin ve

titresimlerin matematiksel modellerini saglarlar.

Hiperbolik denklemler bir ortam igerisindeki titresimlerin ve 6zellikle dalgalarin nasil
yayildigin1 tanimlarlar. Bu nedenle “dalga denklemleri” olarak adlandirilirlar. Dalga
denklemlerinin en basitlerinden biri bir-boyutlu haldeki salinim yapan yay problemine ait
olamdir. iki-boyutlu halde bir davulcunun titrestirdigi davul zar1 6rnek olarak diisiiniilebilir.
Ug-boyutlu halin hayal edilmesi biraz daha zor olsa da 6rnek olarak seffaf bir jelatin igerisindeki
bir s1vida siispansiyon halinde yer alan taneciklerin jelatin zarfa yaptigi ¢carpma hareketi olarak
alabilir (Yiikselen 2009).

Hiperbolik denklemlerin tarihgesi, dalga denklemlerinin incelenmeye baslandigi 18.
yiizyila dayanir. Jean le Rond D’Alembert (1747) yaymladig1 ¢alismasinda, titresen bir telin
davranigini incelemek icin ilk dalga denklemini modellemistir. Bu c¢alisma, hiperbolik

denklemler alanindaki ilk temel adimlardan biridir (Graff 2012).

18. yiizyilin sonlarina dogru, D'Alembert ve Leonhard Euler, dalga denklemlerinin
matematiksel ¢oziimlemesi tizerinde g¢alismislardir. 1766 yilinda Leonard Euler, kavisli
cubuklarin davranisina dayanarak bir zilin titresimlerini analiz etmeye calismistir. James

Bernoulli de (1789) bu sorunun analizini yapmaya c¢alismistir (Graff 2012).

19. yiizyilda, Joseph-Louis Lagrange ve Pierre-Simon Laplace gibi matematikgiler,

hiperbolik denklemlerin analitik ¢oziimiinii derinlestirmislerdir.

20. yiizyilda, hiperbolik denklemler teorisi, matematiksel analizin 6nemli bir pargasi
haline geldi. John von Neumann ve Kurt Friedrichs gibi matematikgiler, hiperbolik
denklemlerin teorik temellerini incelemislerdir ve hiperbolik sistemlerin istikrarini ve

¢Ozlimlerini analiz etmislerdir.



Soyut ve uygulamali matematikte dalga denklemleriyle ilgili hiperbolik problemler
bircok bilim insamnin dikkatini cekmistir. izlenebilir davramisindan dolayr dalganin ig
dinamikleri hakkinda biraz bilgi edinme istegi bu ilginin nedeni olmustur. Genis uygulama
alanlar1 nedeniyle, bir¢cok bilim insani, g¢esitli sistemlerin davraniglarini modellemek ve ilgili
sayisal algoritmalar gelistirmek i¢in hiperbolik problemlere ve ilgili evrimsel denklemlere

biiyiik 6nem vermektedir.

Gliniimiizde, hiperbolik denklemler, bilgisayar simiilasyonlar1 ve sayisal analiz teknikleri
sayesinde bir¢cok alanda uygulanmaktadir. Bu denklemler, fizik, mihendislik ve diger
disiplinlerde ses dalgalari, elektromanyetik dalgalar, su dalgalar1 ve sismik dalgalar gibi
olgular1 incelemek i¢in kullanilir. Hiperbolik denklemler, miihendislik, fizik, bilgisayar
grafikleri ve goriintii isleme gibi alanlarda genis bir uygulama yelpazesine sahiptir. Bu nedenle,
hiperbolik denklemler ve onlarin uygulamalari, matematik ve bilimde siirekli gelisen bir

arastirma alanidir.

Ters problem; bir matematiksel sistem hakkinda bilinen bir sonu¢ veya yapilan
gozlemden yola ¢ikarak, sistemin 6zelliklerini veya parametrelerini tahmin etmeye ¢alisan bir

problemdir.

Ters problemlerin kokenleri oldukga eski olmasina ragmen, modern anlamda sistemli
bir sekilde ele alinmalar1 19. yiizyilin sonlarina dayanmakta olup, 20. yiizyilin baslarinda ve
ortalarinda yapilan teorik ¢aligmalarla sekillenmistir. Matematiksel analiz, integral denklemler
teorisi ve diferansiyel denklemler teorisi gibi alanlarin gelismesiyle birlikte, ters problemlere
olan ilgi artmistir. Ters problemlerin tarihgesi, Newton ve Fourier gibi erken donem
matematikg¢ilerden baslayarak, Gauss, Abel, Hadamard, Tikhonov, Kolmogorov ve Wiener gibi
onemli isimlerin katkilariyla zenginlesmis, ters problemlerin anlasilmasi ve ¢oziilmesinde
onemli adimlar atilmis ve modern donemde Tarantola gibi matematikcilerle gelismeye devam

etmistir.

Jacques Hadamard, ters problemlerin dogasini daha da anlamak i¢in 6nemli katkilarda
bulunmustur. Hadamard (1908, 1932) yayinladigi ¢alismalarinda, lineer hiperbolik
denklemlerin 6zellikleri, ¢6ziimleri ve bu denklemlerin “iyi tanimlanmis” olmasi i¢in gereken
kosullar1 detayli bir sekilde incelemistir. Ayrica, ¢ozliimiin varlig, tekligi ve ¢oziimdeki kiiciik
degisikliklerin sonuca etkisinin kontrol edilebilir olmas1 gibi konular1 detayl1 ve acik bir sekilde

ele almistir.



Andrey Tikhonov, ters problemlerin ¢oziimiinde kullanilan diizglinlestirme
(regularization) yontemlerini gelistirmistir. Tikhonov (1963) yayimladig1 ¢alismasinda, ters
problemlerin kararsiz dogasini ele almis ve diizgiinlestirme teknikleriyle bu problemlerin
¢Ozlimlerinin daha kararli hale getirilmesini saglamistir. Tikhonov diizgiinlestirmesi,

gilinlimiizde hala ters problemler i¢in yaygin olarak kullanilan bir yontemdir.

Ters problemlerin genellikle baslangi¢ verilerine gore siirekli olma sartin1 saglayan
niimerik ¢oziimleri elde edilemez. Yapilan gozlemler giiriiltii icerebileceginden bazi
durumlarda ters problemin ¢Oziimiiniin varligt bile mimkiin degildir. Bu durumlar
bilindiginden ters problemlerde kararli optimal ¢ézlimler bazi 6zel tekniklerle aranir. Kullanilan
metotlar, bir elemanin tersini kararli bir sekilde (baslangic verilerine gore siirekli olma sarti ile)

elde etmeye dayanur.

Ters problemlerin ¢6ziimii, genellikle c¢ok zordur fakat sistemlerin daha iyi
anlagilmasina ve daha verimli bir sekilde calistirilmasina yardimci olur. Bu nedenle bu
problemlerin ¢dziimleri 6nemlidir. Ornegin, bir makine tasarimi sirasinda, makine
ozelliklerinin belirlenmesi i¢in ters problemlerin ¢6ziimii kullanilabilir. Bu sayede, makine
daha verimli bir sekilde ¢alistirilabilir ve daha az maliyetli hale gelebilir. Bu nedenle, hiperbolik
denklemler i¢in ters problemlerin ¢oziimii, ger¢ek hayattaki problemlere daha iyi yaklasmak ve

dogru sonuglar elde etmek i¢in kritik bir adimdir.

Ters problemler, birgok alanda kullanilir. Ornegin, fizik, miihendislik, bilim, ekonomi
ve saglik gibi alanlarda ters problemlerle karsilasilir. Hiperbolik denklemlerle ilgili ters
problemler, miithendislik uygulamalarindaki énemli rolii nedeniyle biiyiik ilgi gérmektedir. Bu

problemlerin ¢6ziimii, son yillarda oldukc¢a 6nemli bir aragtirma alani haline gelmistir.

Denklemde bilinmeyen katsayilar iceren pek ¢ok fiziksel modeller ve bu katsayilarin
belirlenmesinden olusan ters problemlerin ¢6ziimii son yillarda oldukga popiiler bir aragtirma
alani haline gelmistir. Hiperbolik denklemler i¢in ters problemler; titresimli sicim, sismoloji,

jeofizik, vs. gibi fiziksel uygulamalar i¢in 6nemli bir yer tutar (Tekin 2018).

Giliniimiizde ters problemler, bircok uygulama alaninda karsimiza ¢ikmaktadir. Tibbi
goriintlileme, manyetik rezonans goriintileme (MRI), bilgisayarli tomografi (CT),
ultrasonografi, PET taramalar1 gibi tibbi goriintiileme tekniklerinde, yeralt1 goriintiileme ve
petrol arama gibi jeofizik uygulamalarda, malzeme karakterizasyonu, sismoloji, akustik,

elektriksel olctimler ve daha birgok alanda ters problemler karsimiza ¢ikar.



Gelisen teknoloji ve matematiksel yontemler, ters problemlerin ¢éziimiinde yeni ve ileri
uygulamalarim ortaya ¢ikmasina olanak saglamaktadir. Ozellikle yapay zeka, makine 6grenimi,
derin 6grenme gibi alanlardaki ilerlemeler, ters problemlerin daha karmasik ve biiyilik 6lgekli

veri setleriyle basa ¢ikmasini saglamaktadir.

Hazirladigimiz tez ¢alismasinda asagidaki hiperbolik baslangic sinir deger problemi ele

alinacaktir.

x € )  R? bolgesindeki konum degiskenlerini ve t € (0,T] araligindaki zaman
degiskenini g6z Onilinde bulundurarak, Qt := (x,t) € QX (0,T] bolgesinde asagidaki

hiperbolik problemi yazalim;

Zi—;‘ — V- (c()VW) + a(®)u = f(x 1), (x,t) € Qr (1.1)
u(x,0) = ug (%), u(x%0) = vy (X), XEQ (1.2)
u(x,t) = g(t), xeaQ, te€ (0,T]. (1.3)
Burada,
¢(x) € Ley(Q) ve c(x) > 0,a(x) € Lo (Q), f(x,£) € L,(Qr), (1.4)
ug(x) € H1(Q),v(x) € L,(Q), g(t) € L,(0,T]
seklindedir.

(1.1)-(1.3) denklemleriyle verilen problemin bir¢ok fiziksel uygulamasi vardir. Bu
uygulamalarin muhtemelen en Onemlilerinden biri, Q bélgesinde bulunan homojen veya
homojen olmayan malzemeden yapilmis bir zarin titresimini ifade eden dalga denklemidir.
Ornegin (1.1)-(1.3) probleminin u(x,t) ¢dziimii, zarn x noktasinda vet zamanda denge
konumundan yer degistirmesidir. Aslinda dalga denklemi, Newton’un zar {lizerindeki hareket
denkleminin bir yorumu olarak kabul edilebilir; kiicik bir zar pargasmin muy,

momentumundaki degisim, etki eden kuvvetlere esittir.
Bu kuvvetler su sekilde aciklanabilir;

V- (c(x)Vu); zarin geriliminden kaynaklanan net kuvvettir: Gerilim bileseni, zar
pargasi lizerinde net enine bir kuvvet olusturur ve c(x) fonksiyonuna, x noktasindaki gerilimin

fonksiyonu denir.

a(x)u; geri getirme kuvvetidir ve zarin yer degistirmesine kars1 yoneltilmis bir kuvvet
olarak etki eder. Eger u yer degistirme pozitif olursa (Q alaninin iizerinde), 0 zaman kuvvet
negatiftir.



f(x,t) dis kuvvet olarak adlandirilir; Bu kuvvet, zar boyunca x ve t degiskenlerinin
herhangi bir degerinde etkili olabilir. Ornegin, titresimli davul yiizeyini tarif ederken, davulun

yiizeyine ¢arpan ses dalgalar tarafindan extra bir kuvvet uygulanabilir (Farlow 1993).

Bu tez ¢aligmasinda (1.1)-(1.3) hiperbolik baslangi¢ sinir deger problemi ele alinmstir.
[k olarak bu hiperbolik kismi diferansiyel denkleminin ¢dziim uzay1 belirlenmistir. Sonra ele
alinan problem i¢in zayif ¢6ziim tanimlamasi yapilarak bu ¢6ziim icin direkt probleme Sonlu
Elemanlar Y 6ntemi uygulanmistir. Daha sonra ortaya ¢ikan adi diferansiyel denklem sisteminin
niimerik ¢6ziimii elde edilmistir. MATLAB programlama dili kullanilarak elde edilen niimerik
¢Ozlim ile direkt problemin ¢6ziimii test edilmistir ve direkt problemin ¢dziimiinii verecek
simiilasyonlar olusturulmustur. Ardindan bu tezin amaci olan ve ele alinan hiperbolik
problemin de yer aldig1 bir ters problem olusturulmus ve bu problemin ¢6zimi arastirilmistir.
Bu agamada ters problem i¢in diizgiinlestirme teknigini igeren bir optimallestirme metodunun

belirlenmesi hedeflenmistir. Bu ters problem, giiriiltiilii bir w € Y gdzlemi verildiginde,
F(c) = |(Te @ A)(c) — wl|?

fonksiyonelini minimum yapacak c(x) elemanini belirleme olarak &zetlenebilir. Bu
fonksiyoneli minimum yapacak bir optimallestirme metodunun belirlenmesi {izerine
incelemeler yapilmistir. Son olarak da, bulunan ters katsay1 belirleme probleminin optimal
¢Oziimiiniin siirekliliginin, liretilen veriler lizerinde test edilmesi amaglanmaktadir. Bu sebeple,
istenen bagil hata ile rastgele giiriiltii tiretilmistir ve baz1 giirtiltiilii gzlemler ile bunlara karsilik
gelen optimal ¢ozlimler arastirilmistir. MATLAB programlama dili kullanilarak ters katsay1
fonksiyonunu hesaplayacak kodlar yazilmaya ¢alisilmistir. Bu kapsamda grafiksel kullanici ara
yiizleri olusturularak belirli bir giiriiltii ylizdesine sahip gézlem fonksiyonu girildiginde aranan

ters katsay1 fonksiyonunu belirleyip grafigi ¢izdirilebilmektedir.
Bu calismanin 6nemi su sekilde ifade edilebilir:

v’ Caligsma, hiperbolik baslangi¢ sinir deger problemlerinin ¢dziimii igin belirlenen
optimallestirme teknigini arastirmakta ve uygulamaktadir. Bu yeni matematiksel
yaklasim, hiperbolik denklemler i¢in ters problemlerin ¢oziimiinde kullanilabilecek
etkili bir ydontem olabilir.

v' Hiperbolik denklemler ve ters problemler, mithendislik, fizik, jeofizik gibi birgok
uygulama alaninda 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu ¢alisma, bu alanlarda karsilasilan
problemlere yeni bir bakis acis1 getirerek uygulamali matematikte ilerlemeyi

hedeflemektedir.



v/ Calisma, optimallestirme tekniklerinin hiperbolik denklemler i¢in nasil
uygulanabilecegini gostermektedir. Bu sayede, benzer problemlerin ¢dziimiinde
kullanilabilecek yeni optimizasyon yontemleri gelistirilmesi ve bu alanda ilerleme
saglanmas1 amacglanmaktadir.

v’ Belirlenen matematiksel yontemin uygulanabilirligini gostermek amaciyla
yazilimlar gelistirilmesi planlanmaktadir. Bu yazilimlar, benzer problemlerin

¢Oziimiinde arastirmacilara ve miihendislere yardimci olabilir.

Sonug olarak, bu ¢alismanin 6nemi, hiperbolik baslangi¢ sinir deger problemlerinin
¢Ozlimii i¢in yeni bir matematiksel yaklasim gelistirmesi, uygulamali matematikte ilerleme
saglamasi, optimizasyon tekniklerinin gelistirilmesine katkida bulunmasi ve yazilim gelistirme

surecine odaklanmasidir.

Tezin giris boliimiinde, dalga denklemleri, hiperbolik denklemler ve ters problemler
hakkinda tarihgesiyle birlikte genel bilgiler verilmistir. Kuramsal temeller boliimiinde, ileride
kullanilacak temel tanimlar verilmistir ve konu ile ilgili literatiir incelemesi yapilmistir.
Materyal ve metot boliimiinde, sonlu elemanlar yonteminin genel yapisi, ill-posed problemlenin
tanimi ve optimizasyon teknikleri detayli olarak agiklanmistir. Arastirma bulgular1 béliimiinde,
direkt problem i¢in sonlu elemanlar yontemi ve zayif ¢oziimii ile ters problemin Levenberg-
Marquardt metodu ile ¢6ziimii incelenmistir. Elde edilen veriler ve analiz sonuglar1 gorsel ve
sayisal olarak gosterilmistir. Sonuglar yazilim ve simiilasyonlarla da desteklenmistir. Tartisma

ve sonug boliimiinde ise, bu ¢calismadan elde edilen sonuglar ve literatiire katkis1 agiklanmustir.



KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde, ileride kullanilacak bazi temel kavramlarin tanimlar1 ve hiperbolik
problemler i¢in optimizasyon ile ilgili literatiirdeki bazi ¢aligsmalar verilmistir (Cagliyan ve

Celebi 2013; Bayraktar 2017; Piskin 2018; Sahin ve Yildirim 2018).
Tanim 1 (Operator):
Vektor uzayinda tanimli dontistimlere operatdr denir.
Tanmim 2 (Fonksiyonel):

V, F cismi lizerinde bir vektor uzayi olmak ilizere f: V — F operatorii fonksiyonel olarak

adlandirtlir. Eger f lineer ise, 0 zaman £’ ye lineer fonksiyonel adi verilir.
Tanim 3 (Adi- Kismi Diferansiyel Denklem):

Diferansiyel denklem, tek bir bagimsiz degiskene gore tiirev igerirse buna adi

diferansiyel denklem denir. Bu denklemler genel olarak

ey y.y", . y™) =0
biciminde veya eger y(") yalniz birakilabiliyorsa
y® = fx,y,y,y", ... y™)
bi¢iminde yazilir.

Diferansiyel denklem, birden fazla bagimsiz degiskene gore tiirev igerirse buna da kismi

diferansiyel denklem denir. Bu denklemler ise genel olarak

0z 0z
f(x,y,z,&,a, >
veya
f(x, V12, Zx, Zy, ) =0
bi¢iminde yazilir.
Tanmm 4 (Dalga Denklemi):
Upe — CPUyy = 0

tiiriindeki denklem bir boyutlu homojen dalga denklemi,



Uge — CPUyy = F(x, 1)

tiriindeki denklem ise bir boyutlu homojen olmayan dalga denklemi olarak adlandirilir.
Burada x degiskeni konumu ve t degiskeni zamani ifade etmektedir. ¢ pozitif bir sabit sayidir.

F ise dalgaya etki ettigi bilinen bir dis kuvveti temsil eder.
Tanim 5 (Hiperbolik, Parabolik ve Eliptik Denklemler):

Ikinci mertebeden hemen — hemen lineer
A, Y)Zxx + 2B(X,Y)Zyy + C(X,¥)Zyy + F(x,v,2 Zx,Zy) =0 (2.1)
denklemini ele alalim. Burada A, B ve C; xy — diizleminin bir Q bolgesinde x ve y’ nin iki kez
stirekli tiiretilebilir fonksiyonlaridir ve ayni anda iicii de sifir olmayan fonkiyonlar olarak kabul
edilir.
A(x,y) = B*(x,y) — A(x, y)C(x,y)
olacak sekilde tanimlanan bu fonksiyona, (2.1) denkleminin diskriminanti denir.
Eger bir Q nin bir (x,, y,) noktasinda
A(xy, ¥o) > 0ise, (2.1) denklemine bu noktada hiperboliktir,
A(xy, vo) = 0 ise, (2.1) denklemine bu noktada paraboliktir,
A(xy, ¥o) < 0ise, (2.1) denklemine bu noktada eliptiktir,

denir. Bir Q bolgesindeki her noktada hiperbolik, parabolik veya eliptik bir denklem varsa, Q
icinde bu denklem hiperbolik, parabolik veya eliptik olarak adlandirilir.

Genellikle bir denklem, katsayilarinin tanimlandigi bir bolgede hiperbolik, parabolik
veya eliptik olabilir. Ozel olarak A, B ve C katsayilar1 (yani ikinci mertebeden tiirevlerin

katsayilar1) sabit olan bir denklem tiim diizlemde ayni tiirdendir.
Tanmim 6 (Baslangic-Sinir Deger Problemi):

Uygulamali bilimlerde genellikle bir diferansiyel denklemin genel ¢oziimii yerine onun
baz1 ek kosullar1 saglayan ¢oziimlerinin bulunmasi istenir. Eger ek kosullar bagimli degisken
ve tlirevleri i¢in tek bir noktada verilmisse, bu problem baslangig-deger problemi olarak
adlandirilir. Eger kosullar en az iki farkli noktada verilmigse ise, bu problem sinir-deger

problemi olarak bilinir.



Tamm 7 (Momentum):
Sabit m kiitlesine sahip bir pargacik i¢in Newton’un ikinci hareket yasasi,

> dv d
Fper = dT:t = d_t

seklinde yazilabilir. Bu ifade, parcacik iizerine etki eden net kuvvetin, parcacigin net hizi ile

(MVper)

kiitlesinin ¢arpiminin zamanla degisim hizina esit oldugunu sodyler. Burada kiitle ile hizin
carpimindan olugan terime (mv¥) momentum denir. Aslinda, momentum cismin hareket
miktaridir ve p = mv ifadesi ile verilir. Momentum vektorel bir niceliktir; m kiitlesi skaler bir
nicelik oldugundan momentum hiz ile ayni yonlidiir.

Tamim 8 (Implus (itme) Kuvveti-Momentum Degisimi):

Belli bir zaman araliginda uygulanan bir kuvvet i¢in momentum degisimini hesaplamak

i¢in,
ts ts
. dp ¥y .
det=] Edt=ps—pi=Ap
t; t;

bagmtis1 kullanilabilir. Bu esitlikteki ftt_s Fdt niceligine At =tg; —t; zaman araliginda

parcaciga etki eden F kuvvetinin impulsu, kuvvete ise impulsif kuvvet denir. Bu ayn1 zamanda

sabit net bir kuvvetin anlik itmesi olarak da isimlendirilir. Bir parcacik lizerine etki eden F
kuvvetinin impulsu, bu kuvvetin neden oldugu parg¢acigin momentumundaki degisime esittir.

Impuls ya da momentumdaki degisme,
a5 =] = [ Fdt = et

olarak yazilir. Impuls vektdriiniin (f ’nin) yonii momentum degisiminin (Ap’nin) yoni ile
aynidir. Ortalama kuvvet, ¢arpma siiresi olan At zaman araliginda etkiyen kuvvetin ortalama
degeridir.

Tanim 9 (Direkt Problem):

Bir matematiksel sistem verildiginde sistemde yer alan fonksiyonlarindan herhangi

birinin parametre fonksiyonu olarak belirlenip, bu parametreye bagli olarak sistemin ¢éziimiine

ait bir 6zelligin belirlenmesi problemidir.
Tanim 10 (Ters Problem):

Matematiksel bir sistemin ¢oziimiine ait bir 6zellikten (gézlemden) faydalanarak bu

sistemde yer alan bir parametre fonksiyonunun belirlenmesi problemidir.



Ornegin; son yillarda yasanan salginlar dikkate alindiginda salgmlarla ilgili direkt
problem, enfekte olan birey sayisinin, belirli bir matematiksel model (6rnegin, SIR modeli)
kullanilarak zaman i¢indeki degisiminin ongoriilmesidir. Ters problem ise, bu siirecte elde
edilen verilerden hareketle hastaligin bulasma orani gibi model parametrelerinin ya da

baslangigtaki enfekte birey sayisinin belirlenmesidir.

Tamm 11 (Hadamard Sartlar):
Bir problemin

I. Varlik: En az bir ¢6ziimii varsa
Ii. Teklik: Coziimii tek ise ve
iii. Kararlilik: C6ziim giris verilerine stirekli bagimli ise yani baslangig verilerinde olan

kiiciik degisiklik ¢oziimde de kiigiik degisiklik meydana getiriyor ise

probleme iyi tanimlanmis (well-posed) problem denir. Eger bu sartlardan bir tanesi dahi

saglanmiyorsa kotii tanimlanmis (ill-posed) problem denir. Bu sartlara Hadamard sartlari denir.
Tamim 12 (Cauchy Dizisi ve Tam Metrik Uzay):

X = (X, d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilmis herhangi bir £ >
0vem,n = n, igin
d(xm,xy) < €
olacak sekilde bir ny = ny(¢) sayisi varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi (veya esas dizi) denir. X
tizerindeki her (x;,) Cauchy dizisi yakinsaksa (X, d) metrik uzay1 tam metrik uzay veya kisaca
tam olarak adlandirilir.

Tamim 13 (i¢ Carpim Uzay):
X, F cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun. (, ): X X X — F fonksiyonu,

. (x+y,2z)={(x2z)+(y 2),
ii. (ax,y)=alx,y), (¢ €F)
. (x,y) =(y,x),

iv. (x,x)=0ve(x,x)=0=x=0

sartlarini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim veya i¢ ¢arpim fonksiyonu ve X’e de i¢ ¢arpim
uzay1 denir. I¢ ¢arpim uzay1 genellikle (X, (,)) olarak gosterilir, burada (, ) i¢ ¢arpim isaretini

temsil eder.
Tanim 14 (Normlu Uzay):

N bir vektor uzayidir ve || ||: N = R fonksiyonu, x’ in normunu ||x|| ile gosterir.

10



Bu fonksiyon i¢in
i. Jx[=0&ex=0,
il lax|l = lalllx]l, (a € F) ve

i lx +yll < llxll + [lyll (liggen esitsizligi),

sartlarin1 saglhiyorsa || || ye N de veya N tizerinde norm ve N vektor uzayina da normlu uzay
denir. Genellikle (N, || |]) ile gosterilir. ||x|| sayisina ise x vektoriiniin normu (uzunlugu)
denir.

Tamm 15 (Norm Metrigi):

(N,|| II) normlu uzayinda d(x,y) = ||x — y|| olarak tanimlanan d metrigine, normun

olusturdugu metrik veya kisaca norm metrigi denir.
Tanim 16 (Banach Uzay1):

(N, |l ID normlu uzayi, d(x,y) = ||x — y|| olarak ifade edilen norm metrigine gore

tam ise 0 zaman Banach uzay1 olarak adlandirilir.
Tamm 17 (Hilbert Uzay1):
X bir i¢ garpim uzayi ve || ||, i¢ garpim normu olmak tizere
dx,y) = llx =yl = v{x =y, x =)

seklinde tanimlanirsa (X, d)’ ye bir metrik uzayi denir. Eger X i¢ garpim uzay1, i¢ ¢arpim normu

ile tamimlanan d metrigine gore tam ise, X’e Hilbert uzay: ad1 verilir.
Bu tanima gore Hilbert uzaylarina, 6zel Banach uzaylar1 da denilebilir.
Tanim 18 (L,(Q) Uzay):
L2(9),

ff|f|2dﬂ<oo

olmak iizere tim f: Q — R fonksiyonlarina 6l¢iilebilir fonksiyonlar uzay1 denir. Bu uzayda

sirasiyla i¢ ¢arpim ile norm asagidaki sekilde ifade edilir:

f D) = ff fx, t)g(x, t)dxdt,
q

If e, = ’(f'f)Lz(Q)-

Yukarida belirtilen i¢ carpim ile L,(Q) uzayi bir Hilbert uzayidir.
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Tamm 19 (H*(Q) Uzay):

H'(Q), Q iizerinde taniml1 olan ve kendisi ile birinci mertebeden genellestirilmis kismi
tirevleri L,({1) uzayma ait olan fonksiyonlarn olusturdugu bir Hilbert uzayidir. Bu uzay

tizerinde, sirastyla i¢ ¢arpim ile norm

af (x,t) dg(x,t) df(x,t) dg(x,t)
(f.g)Hl(m=£f<f(x,t)g(x,t)+ % o T e T ar )dxdt,

If 152y = /(f'f)Hl(Q)

Teorem (Birinci Green Ozdesligi):

olacak sekilde tanimlanir.

u € C?(Q) N C(Q) olsun. (Yani; u fonksiyonu Q bélgesinde iki defa tiirevli siirekli

ve Q bolgesinin kapaniginda (Q= Q U 9Q) tiirevli siirekli olsun). Bu durumda

0
f vAudx =f v—uds—f VvVudx
Q s On Q

dir. Burada n disa dogru yonlendirilmis birim vektor ve Z—Z = n.Vu dir.

Literatiirdeki Calismalar

Hiperbolik denklemler i¢in optimal kontrol problemleri literatiirde, g¢esitli yazarlar

tarafindan farkli agilardan ¢alisilmistir. Bu calismalardan bazilar1 su sekildedir:
Yamamoto (1999) ¢alismasinda,
u(x,t) = Aulx, t) — g(x)u(x, t), xeQ,0<t<T
u(x,0) = a(x), u'(x,0) =b(x), xeQ
u(x,t) ={(x,t), xedQ, 0<t<T
ve
y'(x,t) =Ay(x,t) —q(x)y(x,t) + f(x)R(x,t), xeQ,0<t<T
y(x,0) =y'(x,0) =0, xeQ
y(x,t) =0, xedQ, 0<t<T

lineer olmayan-lineer ¢cok boyutlu hiperbolik ters problemler i¢in ilkinde g (x), ikincisinde f (x)

belirleyerek u = u(q) ve y = y(f) zayif ¢éziimlerinin tekligini ve kararliligini incelemistir.
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Maciag (2011) caligmasinda,

1 0%u 62u d%u

o axz Tayr T AXOD

baslangic ve sinir kosullariyla tamamlanan iki boyutlu dalga denklemi i¢in dalga polinomlarini
(dalga denklemi icin Trefftz fonksiyonlar1) kullanarak direkt ve ters problemlerin yaklasik

¢Oziimlerini aragtirmistr.
Subas1 and Sara¢ (2012) ¢alismasinda,
Upe — A%Uyy = F(x,t), (x,t)€(0,1) X (0,T)
ux,0) =),  ulx0) =9&)
u(0,t) =0, u(l,t) =0

hiperbolik denklemi i¢in

l l l
h=fmmﬂ@—nQWM+fmmﬂ@—n@meaf%m
0 0

fonksiyonelini kullanarak ¢ (x)eH*(0, 1) kontrol fonksiyonunu bulma problemini incelemistir.
Goncharskii and Romanov (2012) ¢alismalarinda,
c2(Mug(r, £) — Au(r,t) = 6(r — Q) f ()
u(r,t=0)=u(r,t=0)=0

ters katsayr problemlerini ¢dzmek amaciyla dalga denklemi icin Green fonksiyonlarin
yardimiyla elde edilen integral gosterimlere dayanan yaklasim ile hata fonksiyonunun
gradyaninin bir kismi diferansiyel denklem i¢in ek problemin ¢6ziimii agisindan dogrudan

hesaplanmasina dayanan yaklasimi karsilagtirmistir.
Tagiyev (2012) galismasinda,

0%u 0

o T (K5 + 4G Ou =D, (0 €Q

u
Ule=o = @(x), —lt=0 = 91 (), uls, =0

Jat

lineer hiperbolik denklemi i¢in

J(v) = a, j lu(x, t,v) — zo(x, t)|? dxdt + a; f lu(x, T, v) — z;(x)|? dx
Q
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fonksiyonelini kullanarak k(x) = (kl(x), k,(x), ..., kn(x)) olmak lizere v = (k(x), q(x, t))
katsayilarini kontrol etmistir.
Serovajsky (2013) calismasinda,
y'=Ay+1ly'IPy = v, (x,)eQ =2 x(0,T)
y=0, (x,t) eX=Sx(0,T)
y(x,0)=0,y'(x,00 =0, x€Q

hiperbolik denklemi i¢in

I(v) = f F(x, t;y[v](x, t), v(x, t))dQ
Q

fonksiyonelini kullanarak v(x, t) fonksiyonunu kontrol etmistir.
Ivanov and Potapov (2015) ¢alismasinda,
Vet = Yex — 0(X)y, t>0 0<x<lI
—BoYx + 00Y lx=0 =uo(1),  Bryx + 1Y [x=1 = w1 (D), t>0
Vle=o =0, Yle=0=0, 0<x<I
u= (uo(t), ul(t)) sinir kontrollerine karsilik gelen dalga denklemi igin
Iyle=r = FOON? + Iyele=r — FOII?
fonksiyonelini minimum yaparak belirli her sabit hedef f = (fo(x),fl(x)) i¢in bir ¢ift
u* = (u*o(t),u*l(t)) siir kontrolleri aragtirmistir.
Deiveegan et al. (2017) galismalarinda,
U (x,t) = Aulx, t) + o(t) f(x), xeQ,0<t<T
u(x,0) = u(x,0) =0, xeQ)
u(x,t) =0, xe0,0<t<T

problemi igin

NG =§f [ Bren-geo
Q

’ B
dxdt + Ef |f|?dx,
0 Q

A={fel?(Q):Ifl < a}, Jg:ACI*(Q) > R*

14



fonksiyonelini minimum yapacak feL?(Q) kaynak terimini bulma problemini, Gradyan

methodu ve iki parametreli model fonksiyon methodunu kullanarak incelemistir.

Tekin (2018) ¢alismasinda,

Uy = Uy +a(ux, t) + f(x, 1),

(x,t) € Dy
u(x,0) = ex), u;(x0) = PYx), 0<x<1
u(0,t) = 0, u, (0,t) = u,(1,1), 0<t<T

u(1,t) = h(v), 0<t<T

problemi i¢in Fourier 6zfonksiyon acilimi yontemini kullanarak (a(t),u(x,t)) ¢6ziim ¢iftini
bulma problemini incelemistir.

Subasi and Araz (2019) calismasinda,
0*u 0 ou
o a(k(x)a +v()u = f(x,t), (x,t) € Q=(0,1)%x(0,T)

U(X, O) = QD(X), ut(xi 0) = lp(x)' X € (O, l)

w(©0,8) = u(l,t) =0, te(07)

hiperbolik problemi i¢in

l l
Kw=%fWmﬂw—n&ww+me&%w—h@WM
0 0

fonksiyonelini kullanarak v(x) kontrol fonksiyonunu incelemistir.
Safarova (2020) ¢aligmasinda,

0%u

F—Au+ lulu + vu = f (x,t), (x,t) € Q

ou
u=0, (x,t) €S, Uli=o = Up(x), Elt:o = u, (x), x €N

uxT) = o(x), X € Q
dalga denklemi i¢in

_uw=h@+ff|wmmx
2 Q

fonksiyonelini minimallestirecek v € V katsayisini kontrol etme problemini incelemistir.
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Akhundov and Habibova (2022) ¢alismalarinda,
Ut — Uyx = f(t)g(X), (x, t) €ED= (0' 1) X (0' T]
u(xr O) = (P(x); ut(xr O) = l/](x)l x € [0'1]

u(0,t) = u(1,t) =0, te]0,T]
1
[ wGe o=, cefor
0
olup g(x), ¢(x), Y(x) ve h(t) bazi verilen fonksiyonlardir. Ters problemin incelendigi bu
calismada, hiperbolik denklemin sag tarafindaki bilinmeyen katsayinin belirlenmesi {izerine

odaklanilmis ve ¢6ziimiin benzersizligi, kararliligi ve varligiyla ilgili teoremler iizerinden analiz

yapilmistir.
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MATERYAL VE METOT

Hazirlanan bu tez ¢alismasi, (1.1)-(1.3) problemi kullanilarak bir direkt problemin ve
buna bagli bir ters problemin olusturulmasini, sonrasinda bu ters problemin optimizasyon

teknikleri ile ¢ozlimiiniin bulunmasini icermektedir.

Sonlu Elemanlar Yonteminin Genel Yapisi

Sonlu Elemanlar yontemi; karmasik bir geometriyi, geometri tizerinde bir ag olusturarak
alt alanlarin bir toplami1 olarak tanimlar. Alt alanlar bir ag olusturur ve her bir kdse noktasina
bir diiglim adi verilir. Bir sonraki adim, daha basit denklemler kullanilarak her bir alt etki
alaninda orijinal probleme yaklasmaktir. Ayrica Sonlu Elemanlar ydntemi, ilgili hata
fonksiyonunu en aza indirerek bir ¢oziime yaklagmaktadir. Li (2019) tarafindan yapilan

calismadan ¢ikarilan sonuglar asagidaki gibi ifade edilebilir.

Iki boyutlu 6rnek bir kismi diferansiyel denklem

0%u ou
o V. = 3.1
m 72 +d 5% V-(cVu)+au=f (3.1)

seklindedir. Sonlu elemanlar yontemini kolayca agiklamak i¢in, kismi diferansiyel denklemi

zaman tiirevli terimleri olmadan ele alalim. Bu ylizden (3.1) denklemindeki zaman tiirevli

terimleri ¢ikartalim. Boylece

V- (cVu)+au=f (3.2)

elde edilir. Zaman tiirevleri olmadiginda, yukaridaki denklemin ¢6ziimii zamana bagli degildir.

Bu nedenle yukaridaki kismu diferansiyel denkleme kararli-durum problemi denir.
Coziim bolgesinin her noktasinda (3.1) veya (3.2) esitligini saglayan u ¢6ziim fonksiyonunu
bulma yaklasimina problem i¢in gii¢lii formiilasyon denir. Siireklilik sartlarinin agirligindan

dolay1 ¢ogu zaman gii¢lii formiilasyon tercih edilmez. Bunun yerine daha az siireklilik sarti

gerektiren zayif formiilasyonlar olusturulur.

Kism diferansiyel denkleminin zayif formiilasyonu

Sonlu elemanlar yontemi, (3.2) denklemin gii¢lii formiilasyonunu ¢6zmez, bunun
yerine, kismi diferansiyel denkleminin zayif bir formiilasyonunu ¢ézer. Burada u ¢6ziimiiniin

konum degiskenlerine gore ikinci tiirevleri yerine birinci tlirevleri kullanilir. Bu islem, Green
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0zdesligi kullanilarak u fonksiyonunun konum tiirevlerinden birinin v test fonksiyonlari

lizerine tasinmasiyla yapilir.

Zayif formiilasyon asagidaki sekilde elde edilir. Giiglii formiilasyon, v test fonksiyonu ile

carpilir ve (x,y) € Q € R? olmak iizere Q iizerinden integral alinir. Bdylece

fﬂ -V (cVu)vdx+fQ auvdx = fﬂ fvdx (3.3)

esitligi elde edilir. dx notasyonu, Q bolgesindeki hacim integrasyonudur. dx = dxdy olmak

lizere ii¢ boyutta ise dx = dxdydz seklindedir.

Green 0zdesliginden;

f =V (cVu)vdx = f (cVu) - Vvdx — | (cVu) - nvds (3.4)
Q Q 20

olmak tizere ds, bdlgenin siir1 d() Tlizerindeki yiizey integrasyonunu gosterir. Bu, ) alani

tizerinde dx ile gosterilen hacim integrasyonunun tersinedir.

(3.4) denkleminde esitligin sag tarafi, (3.3) denkleminin ilk terimi yerine yazilirsa

f (cVu) - Vvdx — | (cVu) - nvds + f auvdx = f frdx (3.5
Q Q Q

20
olur. u ¢oziimii,

(cVu) n+qu=g, (xy) €

seklindeki sinir sartlar1 denklemini sagladigindan dolay1

] (cVu) -Vvdx — | (g — qu)vds + f auvdx = J fudx (3.6)
Q Q Q

a0

denklemi elde edilir.

(3.6) denklemindeki u” yu igeren tiim terimler sol tarafa alinirsa

f (cVu)-Vvdx+f quvds+f auvdx =f fvdx+f gvds (3.7)
9] a0 QO QO a0

elde edilir. Boylece bu esitligi saglayan u fonksiyonunun bulunmasi problemi, siireklilik

sartlarin1 azalttigindan incelen problem i¢in bir zayif formiilasyon olur.
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Sonlu elemanlar

Simdi u ve v i¢in fonksiyonel uzaylar1 segelim. Fonksiyonel uzaylar, Q' nun sonlu
elemanlar adi verilen kiiciik geometrik pargalarin birlesimi halinde ayriklastirilmasiyla
yakindan iligkilidir. Pratikte kullanilan en yaygin sonlu elemanlar, R?’de iiggenler ve R3’de

dort yiizliilerdir.

Q alanina,

Nt
Q~Th= UTi
i=1

olmak tizere Ny tane elemanin birlesimi ile yaklasilacaktir. Burada T, i. elemandir (her T;, iKi
boyutta iiggen ve ii¢ boyutta dort yiizliidiir). Elemanlarm birlesimine 7" denir ve Q alani igin
sonlu elemanlar agidir. h sayis1 elemanlarin boyutunu gosterir. Dolayisiyla, () i¢in h ve N nin
farkli oldugu farkli boyutlarda birka¢ agin olmasi miimkiindiir. Elemanlarin boyutu ne kadar

kiigiik olursa, u'nun yaklasik ¢6ziimii o kadar dogru olur.

T" sonlu elemanlar agindaki diigiimler veya noktalar, elemanlardaki tiim koselerin
birlesimidir. ki boyutta her elamanda 3 kdse vardir. Ug boyutta ise her elemanda 4 kose vardir.
Ancak, elemanlar birbirine temas ettiginden diigiim sayisinin 3 X N veya 4 X Ny 'den cok daha
az oldugu acik olmaldir, dolayistyla aym diigiim birden fazla elemana ait olabilir. v}, v?, v}
(iki boyutta) veya v}, vZ, v}, v} (ii¢ boyutta) T; elemaninin kdseleri olsun. O zaman diigiimlerin

kiimesi,
{Pl,PZ, ...,PNP} = U{v}, kY, i=1,..,Np, k=3veya4
seklindedir. N, sayis1 T’ " daki toplam diigiim sayisidir.

P4 elemanlar

u ve v i¢in kullanilacak en basit fonksiyon uzayi, 1. dereceden global pargal siirekli
polinomlarin uzay1 olan P, uzayidir. Bu uzay,
pi(x,y), j=1,..,.N,
olacak sekilde bir dizi baz fonksiyona sahiptir. Burada, N,, diigiim sayisidir.

@;(x,y) baz fonksiyonu, x,y’ deki lineer fonksiyondur ve asagidaki ozelliklere

sahiptir:
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0 T{ de P; ¢ {v}, ..., v} ise,

. . . . . o K ; (3.8)
ajx +bjy +cjx? +dixy +efy* + ki T/ de P, € {v}, .., v} ise.

(P](x:}’) = {

@;j(x,y) baz fonksiyonunu T; eleman: iizerinde tanimlanan a}, bji, c]-i, d}, eji, k} polinom

katsayilarini elde etmek i¢in, T;’nin koselerine asagidaki kisitlama uygulanir:

1, (x,y) = P;ise,

3.9
0, (x,¥)#Pjve(x,y) € {v}, .., vf}ise (3.9)

(pj(ny) = {

Kisacast, ¢;(x, y) baz fonksiyonunu elde etmek i¢gin, P;” nin bir tepe noktas1 oldugu tiim
T; tggenler ve (3.9) denklemindeki kisitlamalar uygulanarak, ¢;’ yi T; elemam lizerinde
tanimlayan a}, b}, cji, d}, eji, kji katsayilar bulunmalidir. (3.8) denkleminde goriildiigii gibi, ¢;

yalnizca P;’ nin bir tepe noktasi oldugu elemanlarda sifirdan farkli oldugu igin etkisi kuigiiktiir.

Elemanlarin biiytik ¢ogunlugunda, ¢; 6zdes olarak sifirdir.

Calisilacak fonksiyon uzayi,
Np

U=1flxy) = 2}3 9;(xy), fieR
j=1
olmak tizere ¢; baz fonksiyonlari tarafindan gerilen uzaydir.
Yukarida agiklanan ¢;’ nin segimi igin,
F(B) =1

olmak lizere f; katsayisinin sadece P; diiglimiindeki f* degeri oldugu goriilmektedir. Bu, segilen

sonlu elemanlar fonksiyon uzayinin se¢iminin ¢ok kullanigh ve pratik bir 6zelligidir.

Uzayda ayriklastirma

U fonksiyon uzayini tanimladiktan sonra, bu fonksiyon uzayma ait kismi diferansiyel
denklem i¢in yaklasik bir ¢6ziim arandigini varsayalim. Yani, yaklasik ¢6ziim asagidaki sekilde

olacaktir;

Np
ul(x,y) = Z Upij(x,y), Uj€R. (3.10)
j=1

h, baz fonksiyonlarin tanimlandig1 7" sonlu elemanlar agmi hatirlatir. Yaklasik ¢ziimii

bulmak i¢in U; katsayilarinin bulunmas: yeterlidir. Ve Uj;, P; digiimiindeki fonksiyonun degeri
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ile cakistigindan, ayni zamanda sonlu elemanlar agi diiglimlerindeki yaklasik ¢6ziimiin

degerleri de elde edilir.

Simdi, (3.7) denklemini ele alalim ve u” yaklasik ¢6ziimiinii yerine yazalim.

f (cVuh) - Vvdx + f qulvds + f auvdx = f fvdx+ | guvds. (3.11)
Q 0 Q Q 20
Buradan
Np Np
z Ujf (cV @) - Vodx +ZU]-J qejvds
= Ja = o
(3.12)

Np

+ ZUjf a<pjvdx=f fvdx+f gvds
= e Q G1o)

elde edilir. Yukandaki, yaklasik ¢Oziimiin saglamasi gereken bir kisitlamadir. N, tane
bilinmeyen katsayr bulundugundan, N,, tane kisitlama denklemlerine ihtiya¢ vardir. Bu
denklemler, v’ nin ¢;, i =1,...,N, baz fonksiyonlarinin her biri olarak se¢ilmesiyle elde

edilir. N, tane kisitlama denklemleri asagidaki gibidir:

Np

14
zU]j (cVo;) - Vo;dx +2Ujf qe;e;ds
— " Jo — o

J

s (3.13)

Np
+ ZU]-I a(pj(pl-dxzf fodx + goids
= Q Q a0

Dolayisiyla, N,, tane bilinmeyenli ve N,, tane denklemden olusan sistemin bir tek U =
T
[Ul, e UNp ] ¢cOziimii vardir.

Simdi asagidaki sonlu eleman matrislerini ve vektorlerini tanimlayarak (3.13)

denklemini matris formunda yazalim;

K;j = j (cV;)) - V;dx, i=1,..,Ny, j=1,., N, (3.14)
Q

Qi = f qppids,  i=1,.,N, j=1,.,N, (3.15)
a0
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4; zj ap,pidx,  i=1,.,N, j=1,.,N, (3.16)
Q
F = f foudx, i=1,..N, (3.17)
Q

G, = f geids i=1,..,N,. (3.18)
o0

Burada K matrisi sertlik matrisi olarak adlandiritlir. A ve @ matrislerdir. F ve G, N,

uzunlugundaki siitun vektorleridir.

O halde, (3.13) denkleminin matris formu,

KU+AU+QU=F+G, U (3.19)

seklindedir.

u” fonksiyonu, (3.2) denkleminin yaklasik bir ¢oziimiidiir.

Simdi zaman tiirevli terimlere sahip (3.11) denklemine geri donelim. u" yaklasik
¢Oziimiinde kiiglik bir degisiklik yaparak U;’ nin sabit sayilar olmasi yerine, U;’ yi zamanin

fonksiyonlar haline getirelim:

Np

why,0 = ) U(O¢;(x9), (3:20)
j=1

U; fonksiyonlarmnin, m # 0 ve d = 0 oldugunda iki siirekli zaman tiirevine (dalga denklemi)
ve m = 0ved # 0 oldugunda ise bir siirekli zaman tilirevine sahip oldugunu varsayalim.

Ayrica ¢;(x,y) zamana bagl degildir. Dolayisiyla, dalga denklemi (m # 0 ve d = 0 ) igin,

Mij = f m(pj(pidx, i= 1, ...,Np, ] = 1, ...,Np (321)
Q
olmak lzere
92U Uy
M—+ KU+ AU + QU =F +G, U=|: (3.22)
ot? Uy
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zamana bagli matris denklem sistemi elde edilir.

O halde elde edilen (3.22) denklem sistemi ikinci dereceden adi diferansiyel denklem

sistemidir. Bu sistemin baslangi¢ sartlar
au; ]
U;(0) = uo(P;), =5 = vo(P), j=1,...N,

seklindedir. Boylece

2
MZTZ+KU+AU+QU=F+G

(3.23)
U =U0), Vo= (0)

problemi elde edilir. Bu problem, (0,T] zaman araliginda herhangi bir niimerik yontem ile

¢oziilebilir.

Iyi Tanimlanms (well-posed)- Kétii Tanimlanmus (ill-posed) Problem

Asagidaki ii¢ sart saglaniyorsa verilen probleme iyi tanimlanmis (well-posed) problem

denir.

1 Verilen g €Y icin Kf = g esitligini saglayan en az bir f € X elemanin1 bulma
(¢0zlimiin varligy)

2 Verilen g €Y igin Kf = g esitligini saglayan bir tek f € X elemanin1 bulma
(¢cOzlimiin tekligi)

3 Kf = g esitliginde g fonksiyonundaki kii¢iik degisikliklere karsilik f fonksiyonunda
da kiigiik degisiklikler elde etme (¢oziimiin kararlilig)

Bu sartlardan en az biri saglanmiyorsa probleme kétii tanimlanmug (ill-posed) problem
denir.

Coziimiin varhgi: Verilen g €Y icin Kf = g esitligini saglayan en az bir f € X
elemanini bulma.
K operatoriiniin tanim kiimesi D(K) S X olsun. K operatorii bu kiimedeki elemanlari

K(D(K)) kiimesine doniistiirecektir. Verilen g € Y eleman1 ayn1 zamanda K (D (K)) kiimesine

ait degilse Kf =g esitligini saglayan bir f € X elemant mevcut olmayacaktir.
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Sekil 1. Operator denklemlerde ¢oziimiin varliginin sematik yapisi.

11 1 1
Ormegin; (1 z) (;) = (1) problemi icin (1) € K(D(K)) olup bu problemin bir
1 3 1 1

(;C]) ¢Oziimii vardir ve (;) = ((1)) dir.

1 1 1 1
1 2 (x)= 1 | problemiicin [ 1 | & K(D(K)) olup bu problemin bir (x) coziimii
1 3 Y 0 0 y

yoktur. Optimal ¢6ziimii; (;) = (1’_63 27)dir.

Coziimiin tekligi: Verilen g €Y i¢cin Kf = g esitligini saglayan bir tek f € X

elemanini bulma.

fi # f, elemanlan i¢in K(f;) = K(f;) =g oluyorsa ¢ozim tek degildir.

X Y

»é K(f1) =K(f2)
K(D(K))

Sekil 2. Operator denklemlerde ¢6ziimiin tekliginin sematik yapisi.

Ornegin; (_12 _24) (;) = (_i 0) problemi i¢in (%) ve ((F;) elemanlar1 birer

¢Oziimdiir. Dahasi bu sistemin sonsuz ¢oziimii vardir.
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Coziimiin kararhhgi: Kf = g esitliginde g fonksiyonundaki kii¢iik degisikliklere
karsilik f fonksiyonunda da kii¢iik degisiklikler elde etme.

1Afllx < cllAglly

Sekil 3. Operator denklemlerde ¢oziimiin kararliliginin sematik yapisi.
Ornegin;

x+2y+3z=1
2x +4y + 6,001z =1

sistemini ele alalim.

Bu sistem A = [; i ) 0301 veb = (i) icin

B 421 6,0301] (g’>=(1)

x 600,2
seklinde AX = b matris formunda yazilabilir. Bu sistemin ¢dziimii x = <y> = (1200,4)
z —1000

seklindedir. Simdi b vektoriinde bazi kiigiik degisiklikler yapalim ve bu degisikliklerin ¢éziime

olan etkisini inceleyelim.

594,2
b, = ( 1 ) ile verilen sag taraf vektorii igin ¢oziim x; = | 1188,4 | olup
1,01 oo

[lb — byll = 0,01 iken |[x — x4 ]l = 16,73 olacaktr.
Bu sonucu baska bir nokta ile kontrol edelim.
099 588,2
b, = ( ’ 1 ) ile verilen sag taraf vektorii i¢in ¢6ziim x, = 1176,4 | olup
-980

[lb —Db,|l = 0,01 iken [Ix — x,|| = 33,47 olacaktir.
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Yani sistem, sag taraf vektoriindeki kiiciik degisikliklere karsilik tutarli bir ¢6ziim

sergilememektedir.

Dolayisiyla, ozellikle ters (invers) problemler ¢aligilirken problemin kétii tanimlanmig
(ill-posed) olmasi ¢ok sik karsilasilan bir durumdur. Ters problemler; ¢6ziimiin varligi, tekligi
ve kararliligi olan Hadamard gereksinimlerine gore kotii tanimlanmistir. Diizgiinlestirme
teknikleriyle kotii tanimlamanin iistesinden gelmek icin birgok ¢aligsma vardir (Engl et al. 1994;
Yamamoto 1996; Cheng and Yamamoto 2000; Feng et al. 2003; Kabanikhin et al. 2005).

Uygulamali matematikte kullanilan veriler genellikle Ol¢limlerden alinir veya tam
verilerden ziyade niimerik hesaplamalarla elde edilmis yaklasik veriler kullanilir. Bu yiizden

kullanilan verilerde bir miktar hata (giiriilti) olmas1 kaginilmazdir.

Dolayisiyla, uygulamali matematik ile ugrasirken her zaman verilerde giriilti
olabilecegi kabul edilip bazi regiilerlestirme teknikleri kullanilarak optimal ¢6ziim aranmustir.
Eger giirtiltii ya da hata yoksa optimal ¢6ziim denilen sey zaten tam ¢oziim olacaktir. Giiriiltii
veya hata varsa da optimal ¢oziim ile bu giiriiltiiye karsilik en uygun ¢oziim ortaya ¢ikmig
olacaktir. O halde verilmis g € Y elemanina karsilik Kf = g esitligini saglayan f € X
elemanini bulma seklinde bir invers problemi ¢alistyorsak ve bu problem sadece teorik anlam
ifade etmiyorsa 6zellikle baz1 uygulamalara karsilik geliyorsa o verilmis g € Y elemaninda bir
miktar giiriltii bulunabilecegi ya da g’ nin yaklasik bir ifade olabilecegini kabul etmemiz

gerekir.

Bu durumu g = K(f) + € seklinde gosteririz. Burada &, iist sinir1 bilinen ya da kontrol

edilebilen giiriiltliyli ya da hatay1 temsil eder. Giiriiltiideki sinir || € [[y < § ile gosterilir.

Coziimlerin tutarsizligmmi onlemek i¢in diizgiinlestirme (regiilerlestirme) teknikleri
denilen teknikler kullanilir. Bu tekniklerden en 6nemlisi Tikhonov diizgiinlestirme teknigidir.

Tikhonov diizgiinlestirme, giiriiltiileri azaltmaya yonelik 6nemli bir yontemdir.
O halde ters (invers) problem
Verilmis g = K(f) + € elemanina karsilik gelen f elemanini bulma
seklinde diistiniilmelidir.

Dolayisiyla ill-posed problemlerde a parametresine bagli bir R,(g) diizgilinlestirme

teknigi (Tikhonov Diizgiinlestirme) kullanilir.
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@ &

R, (g)
D(K

Sekil 4. Operator denklemlerde diizgiinlestirme tekniginin sematik yapisi.

Burada § — 0 i¢in yani giiriltii sifira giderken R, (g) — f seklindedir.
Bazi Optimizasyon Yontemlerinin Temel Tanimlari ve Karsilastirmalar
fiR" SR™ 5 R
1 m
e =5 me9% nl) =y - MG t)
1=

fonksiyonu i¢in olusturulmus

min f(x)
problemini ele alalim.
f (x) fonksiyonunun V£ (x) gradyeni
_(O0f Of of
Vi) = (E)xl'axz ' ""axn)

vektorudir.

Hessian matrisi de

0*f (x)

axiaxj ’

Vif(x) = Lj=12,..,n

simetrik matrisidir.

r(x) = [ (), (%), ..., 1, ()] vektorel fonksiyonunun Jakobyeni

_on)

U mxn = 9%, i=12.,n j=12,..,m
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matrisidir.

Bir x, vektoriiniin min f(x) probleminin lokal minimumu olmasi igin
X

a) Gerek sart: x, vektori igin V£ (x,) = 0 olmasidir.

b) Yeter sart: V2f(x,) matrisinin pozitif taniml1 olmasidur.
Buna gore f:R™ - R doniisiimii i¢in
') =9f(x) =]
') =V =] () + Zzln VP (x) =J()TT(X) + SX)
yazilabilir.

Simdi min f (x) problemi i¢in bazi1 optimizasyon tekniklerini inceleyelim.
X

Steepest Descent metodu (Gradyen metodu)

f fonksiyonunun x noktasinda bir h vektorii yoniindeki degisimini inceleyelim. Taylor

acilimi kullanilarak a > 0 icin
fx+ah) = f(x) + ahTf'(x) + 0(a?)

yazilabilir.

Buradan yeteri kadar kii¢iik a degeri igin
f(x+ah) = f(x) + ahTf'(x)
f(x+ah) — f(x) = ah'f'(x)
elde edilir.

Eger hTf'(x) < 0 ise h vektorii f fonksiyonunun x noktasinda azalma yonii olur.

f fonksiyonunun x noktasinda h vektorii yoniindeki bagil degisimini inceleyelim.

f®—f(x+ah) o —ahTf'0) 1 L o 1o
lim a2l = ”h”h f'x) = T I f* ) lcoso
= —|lf'®llcosb

Burada, 6, f'(x) ve h vektorleri arasindaki agidir.
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Bu bagil degisimin maksimum olmasi i¢in 6 = 7 olmasi gerekir. Yani f'(x) ve h

vektorleri zit yonlii olmalidir.

Bir fonksiyonun maksimum veya minimum degerlerini bulmak i¢in bagil degisimin
maksimum oldugu noktalar1 incelemek gerekir. Cilinkii bagil degisimin maksimum oldugu
noktalar, bir fonksiyonun kritik noktalaridir. Bu noktalarda fonksiyonun egimi en hizli degisir,
fonksiyonun yonii degisir ve genellikle fonksiyonun en biiyiik (maksimum) veya en kii¢iik

(minimum) degerlerine ulagilir.

O halde Steepest Descent Metodu (Gradyan Metodu) i¢in hggq adim uzunlugunu
hgg = —f'(x) = =V(x)
hsa = /(0T (%)
esitliginden elde ederiz.
Bu metot lokal minimuma lineer olarak yakinsar. Yani yakinsama genellikle yavastir.

Newton metodu

f fonksiyonunu x noktasinda iki kez siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. f’

fonksiyonunu x noktasindaki Taylor agilimi
f'&x+h) =f'(x)+ f"COh+ 0(lhll*)

seklindedir.

X, vektori lokal minimum ise bu noktada f'(x,) =0 olacagmi biliyoruz. x +h
noktasinin x, noktasina yeterince yakin oldugunu kabul edelim. Bu yiizden Newton metodu
iterasyonun son asamalarinda yani x + h noktas1 x, noktasina yakin oldugunda iyi sonuglar

Verir.

Bu sart altinda f'(x + h) = f'(x,) = 0 ve h adim1 da yeterince kiigiik olacagindan
kiiciik ||h]| sayis1 i¢in

0=f'(x)+f"h
f'®h=-f'(x)

yazilabilir.

f') =Vf(x) =] ()
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') = V() =] +SX)

esitlikleri kullamlarak
" Goh = —f'(x)
iin
UG +SE0)]h = —J(0)r(%)

ifadesinden Newton metodu igin h,, adim uzunlugunu

UG + S0 Th, = =] (0 r(%)
esitliginden elde ederiz.

Burada f"(x) =J(x)TJ(x) + S(x) matrisi pozitif tanimli ise h, vektorii azalma

yOniinii gosterecektir.

Herhangi bir adimdaki x noktasi, X, lokal minimum noktasinin yakininda f"'(x) matrisi
pozitif tanimli olacak sekilde bir bolgede ise yakinsama karesel olacaktir. Diger yandan bu
bolgede f"'(x) matrisi negatif tanimli ise yakinsama minimum nokta yerine maksimum nokta
yoniinde olabilir. O halde Steepest Descent metodunun garanti yakinsamasi ile Newton

metodunun hizin1 birlestirmek daha uygun olacaktir.
Bu durumda s6yle bir hibrit algoritma kullanilabilir:

x noktasinda
f"" (x) pozitif tanmiml ise; h = h
Degilse; h = hgy
x =X+ h.

Gauss-Newton metodu

Newton metodundaki
)T ) + SX)]h, = =/ () (%)
esitliginin
U ]hg = —J ) Tr(x)

seklinde glincellenmesiyle olusur.
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Bazi durumlarda S(x) teriminin elde edilmesi zorluklar igerdiginden bu terimi ¢ikarmak
bazi agilardan kolaylik saglayabilir. S(x,) = 0 ise yine karesel yakinsama saglayacaktir. Diger

yandan S(x,) ¢ok biiyiik ise bu terimi ¢ikarmak metodun yakinsamasini bozabilir.

Buradan azalma vektoru

hgn = —UGTTI7Y (01 (%)
hgn =—J()r()

olarak ifade edilebilir.

Levenberg-Marquardt metodu

Gauss-Newton metodunda hg, vektorii teorik olarak azalma yoniinii gostermekle

birlikte kotii tanimlanmus (ill-posed) problemlerde veya ] (x) Jakobyeni i¢in rank yetersizligi
durumlarinda bu metot yakinsamayabilir. Bu yiizden Gauss-Newton metodunda lineer adimlar
icin Tikhonov diizgilinlestirme(regiilerlestirme) yontemi ile kararlilik saglanarak Levenberg-

Marquardt metodu olusturulur.

Dolayisiyla bu metodun adim uzunlugu
)T ) + Uy, = =] () r(%)
esitligi ile elde edilir. Burada, A damping(soniimleme) parametresidir ve I birim matristir.

J()TJ(x) matrisi J(x)T](x) + Al ile degistirerek kotii tanimlanmis veya pozitif yari
tanimli matris, pozitif tanimli matrise doniisiir ve bu da hy,, dogrultusunun azalma yoni

olmasini garanti eder.

Levenberg-Marquardt metodu, ters problem i¢in diizgiinlestirme teknigini igeren bir
optimallestirme metodu ve en kiiciik kareler yontemiyle optimize edilen bir parametre tahmin
algoritmasidir. Ozellikle dogrusal olmayan modellerde ve giiriiltiilii verilerle ¢alisirken etkili
bir sekilde kullanilir. Levenberg-Marquardt metodunun uygulanmasinda, baslangi¢c noktasinin
ve lambda degerinin secimi kritiktir. Baslangi¢ noktasi, ¢dziimiin yakinsama hizin1 ve
dogrulugunu etkiler. Lambda'nin yiiksek olmasi, ¢ziimii istikrarli hale getirirken, diisiik olmasi
Gauss-Newton'un hizli yakinsama 6zelligini korur. Metot, bir modelin parametrelerini uygun
bir sekilde ayarlamak igin iteratif adimlar kullanir. Bu adimlar, 6nceden belirlenen bir baslangi¢
¢Ozlimiinden baslar ve her bir adimda en kiigiik kareler hatasini1 azaltmaya ¢alisarak ¢6ziime
dogru ilerler. Adaptif parametre olan lambda, iterasyon siiresince dinamik olarak ayarlanir.

Adimlar, genellikle en kiigiik kareler probleminin hatasini azaltan bir yonde ve hizla ilerleyen
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bir yonde bir bilesim kullanilarak belirlenir. Algoritma, belli bir durdurma kriterine ulasana

veya maksimum iterasyon sayisina ulasana kadar tekrarlar.

Levenberg-Marquardt metodu, Gauss-Newton metoduna benzer ancak bazi Oonemli
degisiklikler igerir. Gauss-Newton metodunu, her adimda hesaplanan matrisin tersini alarak ve
bu ters matrisi hesaplarken bir A parametresi kullanarak gelistirir. Bu A parametresi, adimlarin
blytkligiinii kontrol eder ve Gauss-Newton metoduna gore daha istikrarli bir yakinsama
saglar. Bliyilk adimlar hizli bir sekilde yakinsamak i¢in kullanilirken, kiigiik adimlar yerel

minimumlara yakinsamak i¢in kullanilir.

Ayni zamanda, A parametresi biiyiik oldugunda Gauss-Newton metoduna daha ¢ok
benzerken, A parametresi kii¢iik oldugunda Steepest Descent metoduna daha ¢ok benzer.
Levenberg-Marquardt metodu, hizli bir sekilde yakinsamak i¢in Gauss-Newton metodunun
gliciinii kullanirken, A parametresini ayarlayarak Steepest Descent metodu ile de iligkilidir.
Levenberg-Marquardt metodu, Steepest Descent metodunun yavas yakinsama sorununu

azaltarak daha hizli ve kararli bir yakinsama saglar.

Ornek: Rosenbrock fonksiyonunun minimizasyonu

Rosenbrock fonksiyonu;

f) =1 —x)%+100(x, —x,%)?

seklinde olup iki boyutlu lineer olmayan bir optimizasyon problemidir. f(x)
fonksiyonu, orijin etrafindaki egriliginden dolayt Muz Fonksiyonu olarak da bilinir.
Fonksiyonun minimuma dogru giden yolu, dar ve derin vadiler seklinde olmasi1 metodlarin hizli
bir sekilde global minimuma ulagmasini engelleyebilir. Zorlu bir test fonksiyonu oldugundan

optimizasyon metodlarmin performansini degerlendirmek icin sik¢a kullanilir.

Bu fonksiyonun, global minimumu x = [1,1] noktasinda bulunur ve bu noktadaki
minimum degeri f(1,1) = 0 olur.
Howard H. Rosenbrock tarafindan (1960) yapilan makalede, Rosenbrock fonksiyonu

tanitilmistir ve bu fonksiyonun optimizasyonunda kullanilan bazi yontemler tartigilmistir.

Simdi bu fonksiyonunu, baglangic noktasi xy = [—1,9,2] olmak iizere yukarida
tanittigimiz dort farkli optimizasyon metodu ile MATLAB'da ¢ozelim ve iterasyon adimlarini

grafikle gosterelim.
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Steepest Descent metodu (Gradyen metodu) ile optimizasyon

Rosenbrock fonksiyonunu optimize etmek i¢in Steepest Descent Metodu iterasyon

adimlarinm1 gosteren grafik asagidaki gibidir.

Steepest Descent Metodu-iterasyon Adimlan

Sekil 5. Rosenbrock fonksiyonunun minimizasyonunda Steepest Descent metodu.

Steepest Descent metodu en basit ve en genel optimizasyon algoritmalarindan biridir.
Her iterasyonda sadece ilk tiirev hesaplandigi icin hesaplama maliyeti diisiiktiir. Fakat
Rosenbrock fonksiyonu gibi dar vadiler i¢eren fonksiyonlarda, Steepest Descent metodu yavas
yakinsama gosterir. Fonksiyonun egimlerini takip ederken zigzag yapabilir ve bu da iterasyon

sayisini artirir. Ayrica yerel minimumlara takilabilir.

Newton metodu ile optimizasyon

Rosenbrock fonksiyonunu optimize etmek i¢in Newton Metodu iterasyon adimlarini

gosteren grafik asagidaki gibidir.
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Newton Metodu-iterasyon Adimlari
~——— —

X2

-2

Sekil 6. Rosenbrock fonksiyonunun minimizasyonunda Newton metodu.

Newton metodu Rosenbrock fonksiyonu gibi ikinci tlirevlerin  kullanildig
fonksiyonlarda, Newton yontemi genellikle hizli ve kararli bir sekilde yakinsar. Ancak Hessian
matrisinin hesaplanmasi ve tersinin alinmasi maliyetlidir. Hessian matrisinin pozitif tanimli

olmadig1 durumlarda ise yontem basarisiz olabilir veya yavaslayabilir.

Gauss-Newton metodu ile optimizasyon

Rosenbrock fonksiyonunu optimize etmek i¢in Gauss-Newton Metodu iterasyon

adimlarini gosteren grafik asagidaki gibidir.

Gauss-Newton Metodu-iterasyon Adimlan

Sekil 7. Rosenbrock fonksiyonunun minimizasyonunda Gauss-Newton metodu.
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Gauss-Newton yontemi nonlineer en kii¢lik kareler problemlerinde etkilidir. Newton
yontemine gore Hessian matrisini yaklasik olarak kullanir ve bu nedenle hesaplama maliyeti

diistiktiir. Ancak sadece belirli tiirdeki problemlere uygundur ve yerel minimumlarda takilabilir.

Levenberg-Marquardt metodu ile optimizasyon
Rosenbrock fonksiyonunu optimize etmek i¢in Levenberg-Marquardt Metodu iterasyon

adimlarini gosteren grafik asagidaki gibidir.

Levenberg-Marquardt Metodu-iterasyon Adimlari
3r N ~NT— —

Sekil 8. Rosenbrock fonksiyonunun minimizasyonunda Levenberg-Marquardt metodu.

Levenberg-Marquardt metodu, Gauss-Newton ve Steepest Descent metodlarinin bir

kombinasyonudur ve genellikle daha iyi sonug verir.

Levenberg-Marquardt yontemi ise stabilite ve adaptif yapisi sayesinde yani Hem Gauss-
Newton hem de Steepest Descent yontemleri arasinda gegis yaparak, iterasyonlarda hizli ve
kararli bir yakinsama saglar. Hessian matrisine bir damping(sdniimleme) parametresi ekleyerek
fonksiyonun egiminin hizli degistigi bolgelerde adim boyutlarini kiigiilterek algoritmanin
kararli bir sekilde ilerlemesini saglar. Bu parametre, algoritmanin yerel minimumlara takilma
riskini azaltir ve global minimuma ulasma olasiligini artirir. Daha genis bir problem sinifinda
daha giivenilir ve etkili sonuglar saglar. Bu nedenle genellikle daha iyi bir sonug verir ve tercih
edilir. Levenberg-Marquardt yontemi, 6zellikle dar ve egimli vadiler gibi zor optimizasyon
problemlerinde daha etkili olabilir.
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Optimizasyon metodlarinin Karsilastirmast

Rosenbrock fonksiyonunu optimize etmek i¢in bu dort metodun iterasyon adimlarini

karsilastirarak gosteren grafik asagidaki gibidir.

Optimizasyon Metodlannin Kargilastirmasi-iterasyon Adimlari
B s - e — -

SR N . —
R ———— 1
N > datat
=8 Steepest Descent
| ——t— Mewton

A === Gauss-Newtan
sl |_evenberg-Marguardt

-2 -1.56 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

Sekil 9. Rosenbrock fonksiyonunun minimizasyonunda optimizasyon metotlarinin
karsilastirilmasi.

Stepesst Descent metodu, genellikle ¢ok sayida kiiciik adim atar ve yakinsama yavastir.
Gauss-Newton metodu, Hessian matrisinin yaklasik formunu kullanarak daha biiylik adimlar
atabilir. Bu nedenle, iyi bir baslangi¢c noktasina sahipse hizlica ¢6ziim noktasina yakinsar.
Ancak, baslangic noktasi ¢oziimden uzak veya problem kotii kosullu oldugunda, Newton
metodu ve Gauss-Newton metodu kararlilik sorunlari yasayabilir ve yanlis yone gidebilir.
Levenberg-Marquardt metodu, Steepest Descent metodu ve Gauss-Newton metodlarinin bir
birlesimi olup baslangi¢ noktasi ¢dziimden uzak veya problem kotii kosullu olsa bile yakinsama
garantisi daha yliksektir ve zor problemlerde daha giivenilirdir.  Grafik sonuclarina
bakildiginda, zor problem olarak bilinen Rosenbrock fonksiyonu i¢in Levenberg-Marquardt
metodunun iterasyon adimlarinin daha kararli ve hizli oldugu goriilmektedir. Sonug olarak,
Levenberg-Marquardt metodunun digerlerine gore daha kararli ve giivenilir bir yakinsama

sagladigini yani daha iyi performans gosterdigini grafik sonuglarina bakarak sdyleyebiliriz.
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ARASTIRMA BULGULARI

Iki boyutlu bir hiperbolik baslangi¢-sinir deger probleminde ters katsay1 belirleme
problemi icin Levenberg-Marquardt optimallestirme tekniginin uyarlanmis hali ile katsayi
fonksiyonu basarili olarak elde edilebilmistir. Niimerik 6rnekler kullanilarak, elde edilen veriler
ve analiz sonuglar1 gorsel ve sayisal olarak gosterilmistir. Bu 6rnekler, arastirma bulgularinin

somut ve anlasilir bir sekilde sunulmasina katki saglamistir.

Direkt problemin yapist ve matematiksel ifadesi su sekildedir.

o [ o)

Operator Uzay Coram Uzay

Parametre Uzay Gozlem Uzaw

Sekil 10. Direkt problemin sematik yapisi.

A doniistimii, C,y € {c € Lo (): c(x) > 0} parametre uzaymdan operator uzayina

A(c(x)) ==V (cx)Vu) + a(x)u

seklinde tanimlanmis lineer olmayan doniisiim olsun.

@ doniisiimi operator uzayindan ¢6ziim uzayina

P(A(c(x))) = u

seklinde tanimlanmis doniisiim olsun.

[' doniisiimii ¢6ziim uzayindan gézlem uzayina,

F(@(A(c(x))) =w

seklinde U ¢oziimiiniin final anindaki izi olarak tanimlanmis dontistim olsun.

Boylece direkt problem C,; parametre uzaymdan (I'ec @ o A)( C,4 ) gbzlem uzayma

(TodoA)(c)=w
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seklinde tanimlanir.

(1.1)-(1.3) problemi igin direkt problemin ¢oziimii, zayif ¢oziim yaklagimi ve sonlu

elemanlar yontemi ile asagidaki sekilde elde edilmistir.

Direkt Problem icin Sonlu Elemanlar Yontemi ve Zayif Coziim

Zayif ¢ozilm

(1.1)-(1.3) baslangi¢-sinir deger probleminin (1.4) sartlar1 altinda u, € C([0,T], L,(Q))
ve u, € C([0,T], H 1(Q)) zayif tiirevleri ile u € C([0,T], H1(Q)) zayif bir ¢dziimii vardir
(Evans 2002). Ayrica bu ¢oziim

12 oy 12 Meoorisnan < €U0 ol £ iy

+II uo ||H1(Q)+" v ||L2(Q)+|| g ”LZ(O,T])

esitsizligini saglar.
Katsayr fonksiyonlar1 ve diger fonksiyonlarin siireklilik sartlarini saglamadigi

durumlarda integral esitliklerini saglayan zayif ¢6ziim bulunmaya c¢aligilir. Buna gore (1.1)-

(1.3) baglangi¢ sinir deger problemi i¢in zayif ¢oziim su sekilde tanimlanar:

(1.1) denklemini bolgenin sinirinda sifir olan ve bolge lizerinde integrallenebilen bir v

test fonksiyonu ile ¢carpalim ve elde edilen denklemin () bolgesi lizerinden integralini alalim.

Her t € (0, T] i¢in asagidaki integral esitligi elde edilir:

filvdx—!l‘ V. (cVu)vdx+S[ auvdx =f[fvdx. (4.1)

Q

Bu esitlikte Green 6zdesligi kullanilirsa

- f V. (cVu)vdx =f(cVu).Vvdx— f(cVu).ﬁvds
Q ) a0

olup

filvdx+ f(cVu).Vvdx— f(cVu).ﬁvds+ f auvdx = ffvdx (4.2)

Q Q Q Q Q

elde edilir.
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Hy = {1l v )+ Vv ll, )< o, vlgp= g}
Ve
Hy = {v: 11 v )+l Vv N, )< o, v lan= 0}
seklinde tanimlansin.

O halde her v € Hy" ve her t € (0, T] igin (4.2) esitligi

fiivdx+ f((cVu).Vv+ auv)dx = f fvdx (4.3)
Q Q Q

olarak yazilir. Vv € Ho' igin (4.3) esitligini saglayan u € H; fonksiyonuna (1.1)-(1.3)

probleminin zayif ¢6ziimii denir.

Sonlu elemanlar yontemi

Sonlu elemanlar yontemini (4.3) direkt problemine uygulayalim. Q bdlgesi, Ny

elemanlarinin birlesimi olarak tanimlanir.

Q=~th

Nt

U

i=1
Burada t;, i. elemandir. Elemanlarin birlesimine " denir ve bu Q bélgesi icin sonlu

eleman agidir. h sayis1 elemanlarin boyutunu gosterir.

Yaklasik ¢6zlim,

Np

ul(x,y,t) = Z u;i (0) @i (x,y)
J=1

formda aranmaktadir. Burada N, biitiin diigiim noktalarinin sayisidir.
@;j(x,y) baz fonksiyonu

@j(x,y) = a; + azx + azy + a,x* + asxy + agy?
ikinci dereceden Lagrange sekil fonksiyonlaridir.

@; baz fonksiyonunu elde etmek igin, diigiim noktalarinin kose noktast oldugu tim t;

licgenleri bulunur ve ¢; baz fonksiyonunu t; eleman iizerinde tanimlayan alti a; katsayilari da

_{1,j=k
=

O =0, j+k

J
sartin1 saglayacak sekilde
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(pj(xk,yk) = 6jk’ ],k =1,2, ...,Np (44)

ile belirlenir (Larson and Bengzon 2010). ¢; yalnizca diigiim noktalarmin kdse noktast oldugu

elemanlarda sifirdan farklidir. Elemanlarin biiyiik ¢ogunlugunda ¢; sifirdir.
Ve = il v Il +1 Vol 1< oo, v |50= 0}

ve
Vit = o+ Vot 1< oo, v 190= g}

sonlu elemanlar uzaylari olmak iizere Vv"* € V[ igin

fﬁhvhdx+ f((cVuh).Vvh + auv)dx = f foldx (4.5)
aQ aQ a

esitliginin u € I/;,h ¢Oziimiine problemin sonlu elemanlar ¢6ziimii denir.
ul € Vg ve ult € V' olmak iizere u" fonksiyonunu
ul = uf +ul (4.6)

seklinde tanimlayalim. Boylece sinirda u = g sarti ug tarafindan saglanir. (4.6) fonksiyonu

(4.5) esitliginde yerine yazilirsa

f(u(’} + ulyvhdx + f ((cV(ug + uf})) Vot +a(uf + ul )vMdx = f fotdx
aQ aQ a

f ulvhdx + f(cVungh + aulv™)dx (4.7)
aQ aQ

= J (fv" —ufv" — cVulvol — aufv™ydx
Q

bulunur. ug , sinir sartini saglayacak sekilde secilmis bir fonksiyondur. () bolgesinin i¢ diiglim

noktalarinda sifir, sinir diiglim noktalarinda g fonksiyonuyla ayni1 degerleri alacak sekilde

segilir.

Boylece sonlu elemanlar ile ¢oziilen problem Vv" € VI icin i¢ diigiim noktalarinda

(4.7) esitligini saglayan ufl € V{* fonksiyonunun bulunmasi problemine déniisiir.
o (uf,v") = f(cVungh + aulv")dx, vvh
Q
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L") = f (fv" — ulvh — cVulvo — aulvhydx, vvh
0

diyelim.

d2
F(u(’},vh)Lz + (ug,vh)LZ = ("), vt eVlte(0,T] (4.8)

esitligi elde edilir.
Baslangi¢ sartlari
um(x,0) = uf(x,0) + ul(x,0)
uh(x,0) = ul(x,0) + ul*(x,0)
seklinde olup ug(x, 0) = u:g(x, 0) = 0 olacak sekilde ug segilirse, u™ fonksiyonu ile ul

fonksiyonu ayni baslangic¢ sartlarina sahip olur.

Konumsal ayriklastirma

N,, biitiin diiglim noktalarinin sayisi ve N; i¢ diigiim noktalarinin sayisi olsun. ¢;, j =

1,2, ..., N; baz fonksiyonlart kullanilarak i = 1,2, ..., N; i¢in vh = @; alarak (4.8) esitligi

d? )
E(u(’)’,(pi)+oc (ul, ;) = (@), i=12,..,N; (4.9)
sistemine doniisiir.
Simdi u{l fonksiyonu igin
h ~ yi , .
Uy = 2]=1u] (t) <p] (X)

yaklasimini olusturalim.

Boylece
N; N;
zu].(.t)f pjp;dx +Zuj(t) « (¢;,0:) =€(p), i=12..,N;
- [9) -
j=1 j=1

denklem sistemi ortaya ¢ikar.
M=MU =J (pj(pidx, i,j=1,2,...,Ni
Q
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A=A =x(g;,¢;)= f(cV(ijgoi + apjp;)dx
Q

ve

= f(f%- —ulg; — cVullVe; — aullp)dx

olmak iizere N; X N; tipinde

2

d“U
MF+AU = F(t), t € (0,T]

adi diferansiyel denklem sistemi ortaya ¢ikar. Burada U vektori

[Ul(t)] [u(Pl, )]

S =
= :

~

~

—
——

seklinde j = 1,2, ..., N; diiglim noktalarinin t anindaki degerleridir.
uo(Py)
U =Us(B) =|
U (P N i)
d Vo (P 1)
7V (0 =", () =
Vo (PN

baslangi¢ sartlarini temsil eden vektorlerdir.

Bdylece ikinci mertebeden

d2U
M— + AU = F(t)

d 2

U(O) = Uo
d Uu) =V,
dt B

adi diferansiyel denklem sistemi i¢in baslangi¢ deger problemi ortaya ¢ikar.
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Zaman ayriklastirma
Zaman i¢inde ayriklastirma icin; (0, T] zaman araligin
O=tyo<t; <<t =T
olmak iizere
k=t —t,_4, l=12,..,L
adimina sahip L tane araliga bolelim.
U =Y diyelim. Boylece 2. mertebeden olan ilk denklem sistemi
MU = MY
MY + AU = F(t)
birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemine doniisiir.

Simdi Crank-Nicolson yontemini bu iki sistemin her birine uygularsak,

Ui—Ui-1 _ M Yi+Y14
k; 2

M

Y,—-Y._ U +U_ F+ F_
Y e S R -1 _ M1t

k; 2 2
denklemlerinden
—k; k; 0
Mo - MM Ul
k Y| |-k Y,_
?IA M : TlA M| é(Fz+Fz-1)

(4.10)

sistemi yazilir. Bu sistemin U, Ve Y, baslangi¢ elemanlar1 problemin U, ve V, baslangi¢

sartlaridir. (0, T] zaman araliginda (4.10) sistemi ¢oziiliir.

Crank-Nicolson, ileri Euler ve geriye dogru Euler yonteminin her birinin dogruluk,

kararlilik ve hesaplama maliyeti ile ilgili kendine has 6zellikleri vardir. Basitce sdylemek

gerekirse, ileri Euler ¢cok hizli, geriye dogru Euler sayisal olarak kararli ve Crank-Nicolson en

dogru olanidir. Yani; Crank-Nicolson yontemi, Euler yontemine (ileri-geri) gore daha dogru

sonuglar verir. Ayrica enerji koruma 6zelligine sahiptir. Bu nedenle dalga denklemi i¢in uygun

bir yontemdir.

Dalga denklemini ¢6zmek igin Crank-Nicolson yontemini asagidaki algoritma ile

Ozetleyebiliriz:
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» Algoritma: Dalga Denklemi icin Crank-Nicolson Yontemi

1. Q bolgesinin bir Ny liggenlemesi olusturun, pargali siirekli lineer fonksiyonlara

karsilik gelen V{ uzaymi ve {(pi}?:il baz fonksiyonunu tanimlayin.

2. 0=ty <ty <--<t,=T,I=(0T] araliginda, L zaman adimlar1 k; = t; —

t;_q ile bir zaman 1zgarasi olusturun.
3. U, veY, secin.
4, forl=1,2,..,Ldo

5. N; x N; kiitle ve sertlik matrisleri M ve A ile N; X 1 yiik vektorii F(t) yi

1 1
M;j = f @jp;dx, Ayj =f (cVo;Vo; + apjp;)dx,
0 0

1 .
()i = f (F(t)9i — il g; — VUV, — autg)dx
0

girigleriyle hesaplayin.

-k ki
6 M M Ul] _ MM U1—1] :
' ki Y| |-k Y,_ k
-4 M : - A4 M [t ;l(Fz + F1)

lineer deklem sistemini ¢oziin.
7. end for
Simdi agagidaki 6rnegi ele alalim;
Ornek:

x € Q € R? bolgesindeki konum degiskenleri ve t € (0,1] araligindaki zaman
degiskeni dikkate alindiginda, Qr = (x,t) € Q X (0,1] bdlgesindeki hiperbolik denklemi

yazalim:

2
Zt_:l —V-((2+ cosmx cosy)Vu) + (—4m? — 1 — 4n? cosmx cosmy)u = 0, (x,t) € Qg

u(x,0) = uy (x) = sinmxsinmy, u;(x,0) = vy (x) = —sinmxsinmy, x € Q
u(x,t) =0, xe€adqQ, te (0,1]

seklindedir. Burada,

- a3
Il
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c(x) = 2 + cosx cosmy
a(x) = —4n? — 1 — 4n? cos mx cos my

u(x,0) = sinmx siny
u;(x,0) = —sinmx siny

seklindedir. Bu denklemin gergek ¢dzlimiiniin
Uger = € sinmx sinmy

oldugu biliniyor. O halde simdi ¢6ziim teknigimizi kullanarak direkt problemin niimerik
¢Oziimiini MATLAB programi ile bulalim. Daha sonra buldugumuz ¢6ziimiin gercek ¢oziime

ne kadar yaklastigini test edelim.

Asagidaki MATLAB arayiliz ekraninda, hazirlanan simiilasyon ile direkt problemin

¢Oziimii incelenebilir.

hmax: 0.15 Sonlu elemanlar ag1

1 E3 1
0.8 0.8
0.6 0.6
E4 B2
04 0.4
0.2 0.2
0 | = | 0
1] 0.5 1 0 0.5 1

Final anindaki gézlem

8 0.4 03

02
A Direkt Problem

0
1

h igin yaklagik hata

02 0.00080195

01

Sekil 11. Direkt problemin ¢6ziimii i¢in hazirlanan simiilasyonu gosteren MATLAB arayiiz
ekrani.

Matlab arayiiz ekran1 incelendiginde, ¢oziim teknigimiz kullanilarak hmax = 0,15 i¢in
niimerik ¢6ziimiin ger¢ek ¢dziime minimum bir hata ile yaklastig1 goriilmektedir. Sonug olarak,
iki boyutlu bir hiperbolik denklem i¢in sonlu elemanlar yontemi gercek ¢coziime oldukca yakin

degerler liretmistir.
Bu arayiiz ekraninin Matlab kodu EK-1 ile verilmistir.

Sonraki asamada diizgiinlestirilmis sekliyle ortaya konulan ters problem igin bir

optimallestirme teknigi belirlenmistir. Bu teknikle giiriiltii w € Y verildiginde,
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F(c) = [|(T e @ o A)(c) —w||?
fonksiyonelini minimum yapacak c(x) elemani arastirtlmistir.
Ters Katsay1 Belirleme Problemi

Deneylerden veya dl¢timlerden alinan w gézlemi genellikle bir miktar hata ya da giirtilti

icerir. Bu ylizden ters problem su sekilde tanimlanmalidir.

lell| < dilew = (T e ® o A)(c) + € verildiginde c(x) parametresini belirleme  (4.11)

Ters problemlerin genellikle baslangi¢ verilerine gore siirekli olma sartin1 saglayan
nliimerik ¢oziimleri elde edilemez. Yapilan gézlemler giiriiltii igerebileceginden w & (I'o @ o
A)( Caq ) durumunda ters problemin ¢éziimiiniin varligi bile miimkiin degildir. Bu durumlar

bilindiginden ters problemlerde kararli optimal ¢6ziimler bazi1 6zel tekniklerle aranir.

Kullanilan metotlar, w € (I'e @ 0 A)( Cpy) iSe w elemaninin tersini, w € (o ® o
A)(Cyq ) ise w gozleminin (' e @ o A)( C,y ) kiimesine izdiisiimii olan g = P(w) elemant igin
bu elemanin tersini kararli bir sekilde(baslangic verilerine gore siirekli olma sart1 ile) elde

etmeye dayanir. Bu metotlar diizgiinlestirme (regiilerlestirme) stratejilerine dayanur.
Genel olarak her ¢ € X igin
Li{)l;l) Ry,(TodoA)(c)) =c
ise, 0 zaman 0 < a < o olmak {izere R,:Y — X siirekli doniisiimiine bir diizgiinlestirme
stratejisi ve a parametresine de diizgiinlestirme parametresi denir.

Ele aldigimiz problem igin § > 0 giiriiltii seviyesini gostermek tizere eger § — 0 iken

a(6) » 0iseveherc € Xigin § = 0 iken

sgp{IIRa(g) —cll}—-0

sartlarin1 saglayan bir @ = a(6§) se¢imi diizgiinlestirme parametresi olarak adlandirilabilir.

Ters problemin yapist ve matematiksel ifadesi de su sekildedir.
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Parametre Uzay Gozlem Uzay

Sekil 12. Ters problemin sematik yapisi.

(1.1)-(1.4) ile iligkili ters problemi asagidaki gibi ele aliyoruz:

Giris fonksiyonlarmin a(x), f(x,t), baslangi¢ fonksiyonlarinin ve sinir fonksiyonunun
(1.4)’ teki kosullar altinda bilinecegini varsayarsak ve w = u(x, T) igin son bir zaman gozlemi

verildiginde, c(x) katsay1 fonksiyonunu belirleme.

Bu dogrusal olmayan ters problemi asagidaki minimizasyon problemi ile ¢oziiyoruz:

Giiriilti w € Y verildiginde,
F(c) = I(Te® o A)(c) —wl? (4.12)

fonksiyonelini minimum yapacak c(x) elemanini bulma.

Ters katsay belirleme probleminin ¢éziimii
(4.12) ile verilen problemde, final an1 gézleminden bilinmeyen katsay1 fonksiyonunu
elde etmek amaclanmaktadir. Bundan dolay:

¢* = argmin F(c(x)) (4.13)

problemi i¢in lineer olmayan en kii¢iik kareler optimizasyonunu kullanacagiz. Burada
2
F(c(9) = Ju(x T;c(0) =wel|” = Ir@1I1? = Z}7, [u" (B Ti () ) - w(P)]

ve r(c) fonksiyonunun bilesenleri 7;(c) = ul (PJ, T; C(P])) - W(Pj), Jj =12,.., N, seklinde
tanimlanir.

Verilen baslangi¢-sinir deger probleminde uyumluluk kosullar1 dikkate alinarak, ters
problem ile belirlenmek istenen c(x) fonksiyonu, igerisinde ¢ = {cy, ¢,, ..., ¢,y } parametreleri

olacak sekilde (4.13) sarti altinda tahmin edilir. Bu yaklasim, diferansiyel denklemler
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teorisindeki belirsiz katsayilar metodunun veya yapay sinir aglart konusundaki agirlik

parametrelerinin kullanim1 mantig1 ile benzerdir.

Herhangi bir ¢ noktasi etrafinda F fonksiyonelinin 2. derecesi ile Taylor yaklagimini

yazalim:

F(c+ Ac) = L(AC) = F(c) + (AS)Tg + g (AS)T B (Ac).

Burada L(Ac), F (c) fonksiyonelinin c noktasi etrafindaki ikinci dereceden yaklagimidir.
g, ¢ noktasinda hesaplanan F(c) fonksiyonelinin gradyani, B, c¢ noktasindaki F(c)
fonksiyonelinin H, Hessian, matrisinin yaklasimidir ve H, ¢ noktasindaki F (c) fonksiyonelinin

gergek Hessian matrisidir. r; fonksiyonunun ¢; noktasina gore kismi tiirevi (Jacobian)

Orl-
J(o) = []ij]prm = a—Cj(C)

seklindedir. Dolayist ile, ¢ noktasindaki gradyan g(c) = J(c)T r(c), c noktasindaki Hessian
H(c) = J(0)TJ(c) + Z?’jlrj(c)r]{’(c) ve ¢ noktasindaki Hessian yaklasimi B(c) = J(c)T](c)
seklindedir.

2-norm ile ||c|| = \/clz-l-—+c,2n olmak tiizere, eger c* noktasi local minimize eden
nokta ise, 0 zaman g(c*) = 0 (local minimize nokta i¢in gerekli kosul) ve baz1 § > 0 i¢in
(Ac)TB(c*)(Ac) > 6]|Ac||? (pozitif-kesinlik- local minimize nokta icin yeterli kosul) olur. Bu

nedenle, her zaman pozitif tanimli B matrisini olusturmaliyiz.

Steepest descent metodundaki (en dik inis metodu) Ac adim uzunlugu; Ac = hggq =

—J(©)Tr(c) esitligiyle, Gauss-Newton metodundaki Acadim uzunlugu ise Ac = hg, =

—(](C)T](c))_ll(c)Tr(c) esitligiyle hesaplanir. Steepest descent method, en dik inis yontemi
olarak da bilinir, dogrusal olarak yerel minimuma yaklasir. Bu nedenle genellikle yakinsama
hiz1 yavagstir. Steepest Descent metodu, yavas yakinsama ve bazi1 durumlarda zigzag hareketiyle
karsilasma gibi dezavantajlara sahiptir. Gauss-Newton yonteminde hg, vektorii teorik olarak

azalma yOniinii gosterir, ancak bu yontem, ill-posed (kotii tanimlanmis) problemlerde veya J(c)

Jakobiyen matrisinin rank yetersizligi durumlarinda yakinsamayabilir

Bu sorun, adim uzunlugu Ac = hy, = —(J(c)TJ(c) + A~ (c)Tr(c) olan Levenberg-
Marquardt metodu (Levenberg 1944 ve Marquardt 1963) kullanilarak ¢oziilebilir. A parametresi
Ac adimmin hem yoniini hem de uzunlugunu etkiler. Fonksiyonel degerin azaldigi her

iterasyon adiminda, yon dogrudur ve yakinsama, A degerini azaltarak hy, = hgyile hizlanir.

Fonksiyonel degerin arttig1 iterasyon adimlarinda ise, yon yanlistir ve A degeri

arttirtlarak hy,, = hgq ile steepest descent (en dik inis) yoniine dogru dondiiriiliir.
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Bazi1 durumlarda, Hessian matrisinin kararsiz veya tekillik egiliminde olmasi nedeniyle
optimizasyon siirecinde zorluklar yasanabilir. Levenberg-Marquardt yonteminde, dogrusal
olmayan bir problemde Hessian matrisini ve ¢Oziimii kararli hale getirmek igin su

diizgilinlestirici terim kullanilir:
H=]T] + AL

Burada ] Jacobi (fonksiyon tiirevlerinin matrisi) matrisidir, A damping(soniimleme)
parametresi ve I birim matristir. Bu ek terim, Hessian matrisinin tekillik durumunu engeller ve

pozitif kesin hale getirir, bu da ¢6zlimiin kararliligin artirir.

Incelenen problem igin Levenberg-Marquardt metodu akis semas1 asagidaki gibidir.
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Veri Girisi
(1.2) -(1.3)’ iin verileri

P;, T,w,c® A, tol, max iter

\ 4

Hesapla

uh(Pi:T; Ci(Pi))

A

Hesapla

F= (B 1) — wee]’
=1

v

Hesapla

him = =TT+ D7 (HT[ut — w]

Hesapla

cttl =ct + hy,

\ 4

Hesapla

Np
P =[BT — w(p)f
j=1

Lambda artir

IVF ()l < tol
veya
iter > max iter

Dur
Cikti ¢*LF

EVET

Lambda azalt
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Niimerik Ornekler

Simdi, bu siireci asagidaki problemler iizerinden test ederek agiklayalim. Problemlerin

¢oziimiinde MATLAB2019 yazilimi kullanilmistir (MathWorks 2019).

Ornek 1:
Q = (0,1) x (0,1) alanin1 kaplayan materyali diistinelim.

t € (0,1] zaman araliginda,

0%u
Freie V- (c(X)Vu) + (—4m? cosmx cosy — 4m? — 1)u = 0, (xt) €Q,  (4.14)
u(x,0) = sinmx sinmy, u;(x,0) = —sinmxsinmy, x € Q (4.15)
u(x,t) =0, te(0,1] (4.16)

problemini ele alalim.
w(x) = u(x,1) = e lsinmxsinmy (4.17)
final an1 konum bilgisinden c(x) katsay1 fonksiyonunun belirlenmesi isteniyor.
Gergek katsay1 fonksiyonu; c(x) = 2 + cos x cos wy seklindedir.

Ik olarak c(x) — u(x,1) direkt probleminin sonlu elemanlar yéntemi ile ¢dziimiinii

hesaplayalim.

Problem i¢in tanim kiimesi ve sonlu eleman ag1 sekli asagida verilmistir;

1 E3 1
0.8 0.8
0.6 0.6
> E4 B2 >
0.4 04
0.2 0.2
0 E1 0
0 0.5 1 0 0.5 1
X X

Sekil 13. Ornek 1 icin tanim kiimesi ve h = 0,1 i¢in sonlu eleman ag.
Agboyutu h = 0,1 i¢in eleman ve diigiim sayisi sirastyla 228 ve 497'dir.

u(x,1) gercek ¢oziimii ve u™(x,1) sonlu elemanlar yéntemi ile hesaplanan ¢oziimii

asagidaki sekillerde gosterilmistir;
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Sekil 14. Ornek 1 icin T = 1 aninda gercek Sekil 15. Ornek 1 i¢in T = 1 aninda hesaplanan
dalga fonksiyonu. dalga fonksiyonu.

Farklt h maksimum ag boyutuna karsilik gelen bazi hata norm degerleri Tablo 1'de
verilmistir. Kotii kosullama nedeniyle, Tablo 1'de h = 0,1 ve h = 0,08 deki degerlere bakilirsa
daha kiigiik bir /# degerinin daha biiyiik bir hata normu verdigi goriilebilir. Dolayisiyla bu 6rnek
icin h =0,1 ag boyutunu aliyoruz. Sekil 16, bu ag boyutu i¢in hesaplama hatasini

gostermektedir.
Tablo 1. Ornek 1 icin Baz1 h ve <10°5
Karsilik Gelen Hata Norm Degerleri gl
h lux, 1) — ul(x,1)|| ’ ] 8
0,2 3,9822 x 1072 5
0,15 1,2618 X 1072 4
0,1 8,0195 x 10~* L
0,08 5482 %1073
a
0,05 1,744 x 1073 0

Sekil 16. Ornek 1 icin h = 0,1 degerine karsilik hata
degerleri.

Ikinci olarak, dogrusal olmayan en kiigiik kareler optimizasyon teknikleri ile w(x) —

c(x) ters tanimlama probleminin ¢6ziimiiyle ilgileniyoruz.

Verilen problemin verileri ve final ani gozlem fonksiyonu kullanilarak katsayi

fonksiyonu en uygun sekilde tahmin edilmelidir.

(4.14) ve (4.15) de verilen fonksiyonlarin yapisini goz oniinde bulundurarak, c(x)

fonksiyonunu asagidaki formlardan biri olarak diisiinebiliriz;
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Tablo 2. Ornek 1 icin Bazi Aday Parametre Fonksiyonlari

P1 c(x) =c

P2 c(x) = ¢; + ¢, sinmx sin Ty

P3 c(x) = ¢; + ¢, cos mx cos Ty

P4 c(x) = ¢; + ¢, cosmx cos Ty + c3 sinx sin Ty

Bu formlardan en uygun olani,
2
F(c) = argmin ”uo’1 (P], 1; C(Pj)) —w(P) ” (4.18)
Ci

fonksiyonel degerini digerlerinden daha kii¢iik yapandir.

Bu fonksiyonelin minimizasyonu, ¢®=11,..,0] baslangic parametrelerinden
baslayarak MATLAB kullanilarak Levenberg-Marquardt metoduyla gerceklestirilirse,

asagidaki sonugclar elde edilir:

Tablo 3. Ornek 1 i¢in Baz1 Aday Parametre Fonksiyonlari i¢in Elde Edilen Sonuglar

P1 c(x) = 2,04135 F(c) = 2,08986 x 1071
P2 c(x) = 1,52701 + 1,69518 sin x sin Ty F(c) = 6,50539 x 1072
P3 c(x) = 2,00001 + 0,999825 cos x cos Ty F(c) =3,01324 x 1078
P4 c(x) = 2,00925 + 1,00784 cos mx cos Ty F(c) = 2,52699 x 10-6

—2,55286 x 1072 sin mx sin wy

Bu ¢iktilar, EK-2' de verilen Matlab arayiiziiniin ekranlarindan goriilebilmektedir.

P3'te verilen fonksiyon, en kiigiik fonksiyonel degeri verdigi i¢in (4.18) probleminin

¢Oziimii olarak alinabilir. Yani optimal ¢6ziim;
c*(x) = 2,00001 + 0,999825 cos mx cos Ty

olur. Boylece, parametre fonksiyonunun Levenberg-Marquardt metoduyla elde edilebilecegi

ortaya ¢ikmistir.

P3 probleminin hesaplama adimlar1 asagidaki tabloda sunulmustur;
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Tablo 4. Ornek 1 i¢in P3 Probleminde Iterasyon Sonuglari

First-Order Norm of
Iteration Func-count Residual optimality Lambda step
0 5 217312 5.22e+05 0.01
1 10 2184¢6.7 7.2e+04 0.001 0.e40571
2 15 1855.73 $.7%=+03 0.0001 0.361556
3 20 123.598 1.38e+03 le—-05 0.261183
4 25 4.67058 195 le-06 0.335156
5 30 0.e70861 67.8 le-07 0.4371%92
5] 35 0.212061 37.2 le—-08 0.354979
7 40 0.115324 28.1 le-09 0.31z2886
g8 45 0.000559484 1.94 le-10 0.0644538
9 50 2.50466e-07 0.039 le-11 0.00485304
10 55 3.01324e-08 1.25%=-08 le-1Z2 5.0765%%e-05

Bu hesaplamalarda, A 'nin baslangi¢ degeri 4, = 0,01 olarak se¢ilmis ve yinelemelerde

bu parametre F < F iken A = 1/10 azaltilmis ve F > F iken A = 102 arttirilmistir.
Ayrica Levenberg-Marquardt algoritmasinda,
IVE(Q)|lo < 1e—10

durdurma kriteri kullanilmistir. Hesaplama adimlarinda ||VF (c)||, = 2.476602e — 14 olarak
bulunan deger durdurma kriterinden kii¢iik oldugu i¢in, algoritma 10. iterasyondan sonra

durmustur.

P3 tarafindan verilen se¢im kabul edildikten sonra, veriler {izerinde optimal ¢dziimiin
stirekliligini test etmek gerekmektedir. Bu siirecte istenilen bagil hata payiyla rastgele giirtilti

eklenir ve ilgili ¢oziimler elde edilir.
Asagidaki tabloda bazi giiriiltiilii gézlemler ve bunlara karsilik gelen optimal ¢oziimler

yer almaktadir.

Tablo 5. Ornek 1 i¢in P3 Problemindeki Giiriiltiilere Karsilik Gelen Céziimlerin Bagil Degisimi

GUrItd  [jw — wyg e

||c*(x; w) — C*(X: Wguriiltii)”

c’ (Xi ngiriiltii)

Yiizdesi lwl| lle* G w)l
%10 0,1 [2,00003,0,980146] 5,10073x% 1073
%4 0,04 [2,00008,0,995556] 1,10699 % 1073
%1 0,01 [1,99995,0,997524] 597144x 10~*
9%0,5 0,005 [2,00001,0,998932] 2,31463x 10~*4
%0,1 0,001 [2,0,99946] 9,47348 X 10~°
%0 0 [2,00001,0,999825] 0
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Bu sonuglar, EK-3’de verilen Matlab arayliziiniin ekranlarindan goriilebilmektedir.

Ayrica bu arayiiziin Matlab kodu da EK-4 ile verilmistir.

Giiriiltii seviyesi § — 0 iken

N cxw) —c(x ngiriiltii)|| 50
up llc* G w)|

oldugu i¢in tablodaki Levenberg-Marquardt yontemiyle elde edilen ¢oziimiin diizgiinlestirilmis
¢oziim oldugu goriilebilir.
Ornek 2:

y =F 1 V2 x ve y = F1 dogrulariyla smirlanan alani kaplayan malzemeyi diisiinelim.

(Subagt et al. 2021)

t € (0,2] zaman araliginda,

0%u ¢ 4.19
Froie V- (c(x)Vu) + 2u = e2(0,25x2 + 5,5y?), (x,t) € Q, (4.19)
1

u(x,0) = x? — 2y?, u,(x,0) = . (x?2 —2y?), xeQ (4.20)

0 + !

on y=F—x
u(x,t) = VZ©, te(0,2] (4.21)
t
ez(x* —2) on y=F1
problemini ele alalim.

wx) = u(x,2) = el(x? — 2y?) (4.22)

final an1 konum bilgisinden c(x) katsay1 fonksiyonunun belirlenmesi isteniyor.

Gergek katsay1 fonksiyonu; c(x) = x? + y? fonksiyonudur.

Ik olarak c(x) — u(x,2) direkt probleminin sonlu elemanlar yéntemi ile ¢dziimiinii

hesaplayalim.

Problem i¢in tanim kiimesi ve sonlu eleman a1 sekli asagida verilmistir;
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Sekil 17. Ornek 2 i¢in tanim kiimesi ve h = 0,15 i¢in sonlu eleman ag.
Ag boyutu h = 0,15 i¢in eleman ve diigiim sayisi sirasiyla 292 ve 671" dir.

u(x,2) gergek ¢oziimii ve u"(x,2) sonlu elemanlar yontemi ile hesaplanan ¢oziimii

asagidaki sekillerde gosterilmistir;

Sekil 18. Ornek 2 i¢in T = 2 aninda gercek ~ Sekil 19. Ornek 2 icin T =2 animnda
dalga fonksiyonu. hesaplanan dalga fonksiyonu.

Farklt h maksimum ag boyutuna karsilik gelen bazi hata norm degerleri Tablo 6' da
verilmistir. K6tii kosullama nedeniyle, Tablo 6'da h = 0,15 ve h = 0,1 deki degerlere bakilirsa
daha kiiciik bir /# degerinin daha biiyiik bir hata normu verdigi goriilebilir. Dolayisiyla bu 6rnek
icin h =0,15 ag boyutunu aliyoruz. Sekil 20, bu ag boyutu i¢in hesaplama hatasini

gostermektedir.
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Tablo 6. Ornek 2 icin Baz1 h ve Karsilik
Gelen Hata Norm Degerleri
h |lux,2) —ulx,2)|

0,3 2,30%x 1072

0,25 1,73x 1072

0,2 1,01x 1072

0,15 5,9x 1073

0,1 6,8x 1073

Sekil 20. Ornek 2 icin h = 0,15 degerine
karsilik hata degerleri.

Ikinci olarak, dogrusal olmayan en kiiciik kareler optimizasyon teknikleri ile w(x) —

c(x) ters tanimlama probleminin ¢6ziimiinii inceleyelim.

Verilen problemin veriler1 ve final an1 gozlem fonksiyonu kullanilarak katsay1

fonksiyonu en uygun sekilde tahmin edilmelidir.

(4.19) ve (4.20) de verilen fonksiyonlarin yapisini goz oniinde bulundurarak, c(x)

fonksiyonunu asagidaki formlardan biri olarak diisiintilebilir;

Tablo 7. Ornek 2 i¢in Baz1 Aday Parametre Fonksiyonlar

P1 cxX) =cx+cy+c;

P2 c(x) = c1x% + cpxy + c3y?

P3 (%) = c1x% + ¢, y?

P4 c(x) = c1x2 + cpxy + c3y? +cux +csy + ¢

Bu formlardan en uygun olan,
2
F(c) = argmin ||u°'15 (PJ, 2; C(P])) - W(P]) ” (4.23)
¢

fonksiyonel degerini digerlerinden daha kii¢iik yapandir.
Bu fonksiyonelin minimizasyonu, c¢®=10,..,0] baslangic parametrelerinden
baglayarak MATLAB kullanilarak Levenberg-Marquardt metoduyla gerceklestirilirse,

asagidaki sonuclar elde edilir:
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Tablo 8. Ornek 2 icin Baz1 Aday Parametre Fonksiyonlari i¢in Elde Edilen Sonuglar
P1 c(x) = 1,34415x + 0,0076309y + 1,82528 F(c) =1,84783

c(x) = 0,998386x2 + 1,25986e — 05xy
+ 0,999903y2

P3 c(x) = 0,998415x2 + 0,999905y> F(c) = 3,38205 x 107°

c(x) = 0,998247x% + 1,54042e — 05xy
+ 0,999676y2 — 0,180302x
+1,88356 x 10~y
+ 0,000385914

P2 F(c) = 3,38201 x 10~°

P4 F(c) = 4,03737 x 107°

Bu ¢iktilar Ek-5' te verilen Matlab arayliziiniin ekranlarindan goriilebilmektedir.

P2'de verilen fonksiyon en kiiciikk fonksiyonel degeri verdigi igin, (4.23) probleminin

¢Ozlimii olarak alinabilir. Yani optimal ¢6ziim;
c*(x) = 0,998386x2 + 1,25986e — 05xy + 0,999903y?
olur.

P2 probleminin hesaplama adimlar1 asagidaki tabloda sunulmustur.

Tablo 9. Ornek 2 i¢in P2 Probleminde Iterasyon Sonuglari

First-Order Norm of
Iteration Func-count Residual optimality Lambda step
0 7 30000.4 1.43e+06 0.01
1 14 27515 5.597e+05 0.001 0.00143508
2 21 24471.4 4.92e+05 0.0001 0.00238177¢
3 28 16418.3 2.01e+05 le-05 0.0155319
4 35 7257.16 4.8%=+04 le-06 0.0651355
5 42 2400.87 1.16e+04 le-07 0.1372¢e1
[ 45 446.689 2.01e+03 le-08 0.272e7
1 56 73.6973 3%¢6 1e-05 0.2145%4¢
= 63 6.29704 39.9 le-10 0.230933
9 70 3.32318 8.62 le-11 0.0798915
10 17 1.635345 3.17 le-12 0.150742
11 24 0.544841 1.06 le-13 0.27584
12 91 0.0700452 0.237 le-14 0.444307
13 S8 0.00326481 0.226 le-15 0.345271
14 105 5.55952e-05 0.0472 le-1le¢ 0.105851
15 112 3.38201e-05 0.000122 le-17 0.00el8e593

Bu hesaplamalarda, A 'min baslangi¢ degeri A, = 0,01 olarak segilmistir ve
yinelemelerde bu parametre F < F iken A= 1/10azaltilmis ve F > F iken 1 =101

arttirilmistir.
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Ayrica Levenberg-Marquardt algoritmasinda,
IVF()ll < 1e —10

durdurma kriteri kullanilmistir. Hesaplama adimlarinda ||VF(c)||. = 8.538889e — 11 olarak
bulunan deger durdurma kriterinden kii¢clik oldugu i¢in, algoritma 15. iterasyondan sonra

durmustur.

P2 tarafindan verilen se¢im kabul edildikten sonra, veriler {izerinde optimal ¢oziimiin
stirekliligini test etmek gerekmektedir. Bu siirecte istenilen bagil hata payiyla rastgele giiriiltii

eklenir ve ilgili ¢oziimler elde edilir.
Asagidaki tabloda bazi giiriiltiilii gézlemler ve bunlara karsilik gelen optimal ¢oziimler

yer almaktadir.

Tablo 10. Ornek 2 igin P2 Problemindeki Giiriiltiilere Karsiik Gelen Coziimlerin Bagil
Degisimi

GUraltd  ||w — wiggpieq ¢* (% Weararea) [|c* (s w) - ¢* (% Weartea) |

Yiizdesi lw| llc* G w)l
%10 0,1 [1,11676 1,75095 x 10~ 1,02251] 1,08946x 1071
%4 0,04 [0,830589 1,97917 x 10~* 0,998188] 9,03616x 1072
%1 0,01 [0,964733 1,20856 x 1072 0,999205] 1,91052% 1072
%0,5 0,005 [0,067433 4,48277 x 10~* 0,999201] 1,68245%x 1072
%0,1 0,001 [1,00406 1,37985 x 1073 1,00014] 3,19126x 1073
%0 0 [0,998386 1,25986 x 105 0,999903] 0

Bu sonuglar Ek-6' da verilen Matlab arayiiziiniin ekranlarindan goriilebilmektedir.

Ayrica bu arayiiziin Matlab kodu da Ek-4 ile verilen kodun benzeridir.

Giiriiltii seviyesi § — 0 iken

N (g w) — c*(X; Wguriiltii)” >0
Wp |lc* (x5 w)ll

oldugu i¢in tablodaki Levenberg-Marquardt yontemiyle elde edilen ¢6ziimiin diizgiinlestirilmis

¢Ozlim oldugu goriilebilir.

Bu tezdeki bulgular, Subasi and Sendur (2024) tarafindan bir 6n baski(preprint) olarak

yayimlanmustir.
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TARTISMA VE SONUC

Hiperbolik sistemler, uygulamali matematik ve miihendislik alanlarinda karsilasilan
karmasik problemlerden biridir. Ozellikle ¢ok degiskenli hiperbolik sistemlerde yeterli sayida
calisma bulunmamasi, diizglinlestirme tekniklerinin zorluklarindan kaynaklanmaktadir. Bu
durum, bu alanda 6nemli bir bosluk olusturmaktadir. Bu ¢alismanin amaci da, hiperbolik
sistemlerdeki bu boslugu hem teorik hem de pratik agidan doldurmak ve mevcut bilgi
birikimine katki saglamaktir. O halde diizgiinlestirme tekniklerinin daha pratik bir sekilde
kullanilabildigi metotlar1 ¢ok boyutlu hiperbolik problemlerle birlestirmenin yollar
aranmalidir. Hazirlanan bu tez ¢alismasinda da boyle bir teknigi bu tiir denklemlere entegre
etmenin yollar1 arastirilmistir. Gelistirilen metotla ¢ok boyutlu sistemler i¢in teoriyi destekleyen
niimerik yaklagimlar olusturup, bunlar hazirlanan yazilimlarla da kolay kullanilabilir hale

getirilmistir.

Bu tez calismasinda, oncelikle miithendislik alaninda da sik¢a kullanilan iki boyutlu bir
probleme ait modelleme gergeklestirilmistir. Burada modellenen sistemle bir ters problem
olusturulmustur ve bu sistemin ¢oziimii kismi diferansiyel denklemler i¢in kullanilan sayisal
metotlarla gergeklestirilmistir. Calismanin esas katkisi, simdiye kadar benzer problemlerde
kullanilmamig bir optimizasyon teknigi olan Levenberg-Marquardt yontemini probleme
uyarlayarak kullanilmasiyla problemin ¢6ziimiiniin elde edilmesinin planlanmasidir. Bu katk1

hazirlanmis yazilim ve simiilasyonlarla da desteklenmistir.

Bu aragtirmanin, literatiire 6nemli katkilar saglayacagina inaniyorum. Yeni bir bakis
acis1 sunarak teorik bilgiyi genigletmenin yani sira, pratik uygulamalara yonelik degerli bilgiler

de sunmaktadir. Bu, ilgili alanlarda ¢alisan arastirmacilar i¢in 6nemli bir kaynak olacaktir.

Sonu¢ olarak, belirlenen optimizasyon tekniginin hiperbolik baslangig-sinir deger
problemlerinde etkili bir sekilde kullanilabilecegi ve bu yontemin hiperbolik denklemlerle ilgili
ters problemlerin ¢oziimiinde 6nemli bir arag olabilecegi gosterilmistir. Orneklerde gosterildigi
gibi, ters problemlerde siklikla karsilagilan k&tii konumlanma (ill-posedness) sorunu,
Levenberg-Marquardt yonteminin igerdigi diizgiinlestirme teknigi sayesinde etkili bir sekilde
ortadan kaldirilmistir. Bu ¢alismadan sonra, benzer ters problemler i¢in diger dogrusal olmayan
optimizasyon tekniklerinin ne gibi sonuglar verebilecegini incelemek amaciyla karsilastirmali

analizler yapilabilir.
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EKLER

EK-1. Direkt Problemin Coziimii icin Yazilmus Matlab Arayiiziiniin Kodu

function varargout = direct problem(varargin)
gul Singleton = 1;
gul State = struct('gui Name', mfilename,

'gui Singleton', gui Singleton,
'gui OpeningFcn',
@direct problem OpeningFcn,
'gui OutputFcn',
@direct problem OutputFcn,
'gui LayoutFcn', 1,
'gui Callback', (1)
if nargin && ischar (varargin{l})
gui State.gui Callback = str2func(varargin{l});
end

if nargout

[varargout{l:nargout}] = gui mainfcn(gui State,
varargin{:});
else

gui mainfcn(gui State, varargin{:});
end

function direct problem OpeningFcn (hObject, eventdata,
handles, varargin)
handles.output = hObject;

guidata (hObject, handles);

function varargout = direct problem OutputFcn (hObject,
eventdata, handles)
varargout{l} = handles.output;

function pushbuttonl Callback (hObject, eventdata, handles)
axes (handles.axesl) ;

hmax=0.15;

domain;

pdegplot (model, 'edgelabels', 'on') ;

axis([-0.1 1.1 -0.1 1.11);

function editl Callback (hObject, eventdata, handles)

function editl CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor"'))

set (hObject, 'BackgroundColor', '"white') ;
end

function pushbutton2 Callback (hObject, eventdata, handles)

axes (handles.axes?);
hmax=str2double (get (handles.editl, 'String'));
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domain
pdeplot (model) ;
axis([-0.1 1.1 -0.1 1.11);

function edit2 Callback (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, '"BackgroundColor', "white') ;
end

function edit3 Callback (hObject, eventdata, handles)

function edit3 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

function edit4 Callback (hObject, eventdata, handles)

function edit4 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, '"BackgroundColor', 'white');
end

function editb Callback (hObject, eventdata, handles)

function editb CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor"'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

function edit6 Callback (hObject, eventdata, handles)

function edit6 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

function edit7 Callback (hObject, eventdata, handles)
function edit7 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', "white') ;

end

function edit8 Callback (hObject, eventdata, handles)
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function edit8 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

function edit9 Callback (hObject, eventdata, handles)

function edit9 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, '"BackgroundColor', 'white');
end

function pushbutton3 Callback (hObject, eventdata, handles)
axes (handles.axes3);

hmax=str2double (get (handles.editl, 'String'));

domain;

data;
specifyCoefficients (model, 'm',m, 'd',d, 'c',ccoeff,'a',a,'f',f);
setInitialConditions (model, u0,utO);
applyBoundaryCondition (model, 'Edge’', [1,2,3,4],'u',bc);
result=solvepde (model,tlist);

u=result.NodalSolution;

pdeplot (model, 'xydata',u(:,N), 'zdata',u(:,N), 'mesh', 'on', 'xygr
id', 'on', 'ColorBar', 'on');

title ('Observation at Final Time');

axes (handles.axes4) ;

title ('Coefficient Function');

w=exp (-T) * (sin (pi*mesh.Nodes (1, :)) .*sin(pi*mesh.Nodes (2,:)));
w=w';

pdeplot (model, "xydata',u(:,N)-w, 'zdata',u(:,N) -

w, 'mesh', 'on', 'xygrid', 'on', 'ColorBar"', 'on') ;

set (handles.textl8, 'String',num2str (norm(u(:,N)-w)))

function editl0 Callback (hObject, eventdata, handles)

function editl0 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', "white') ;
end
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EK-2. Ornek 1 ile Verilen Secenekler icin Giiriiltiisiiz Gozlemlere Ait Matlab Arayiiz
Ekranlarn

Ornek 1 ile verilen P1 secenegi icin giiriiltiisiiz gozlem icin Matlab arayiiz ekran.

0 | % Giiriilti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangic degerleri:

1

Ters hesaplamalar1 baglat

2.04135

Parametre fonksiyonu

Parametre fonksiyonu

Bagil hata
2.04135
Ters
parametreler:
1
05 05
y L X
0.208986

Residual norm

Ornek 1 ile verilen P2 secenegi icin giiriiltiisiiz gozlem icin Matlab arayiiz ekrani.

0 % Giirtltii Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangic degerleri:

1 '+ o0 sin(pi*x)sin(pi*y)

Ters hesaplamalari baslat

152701 4 189518 gin(pi*x)sin(pi*y)

Parametre fonksiyonu

Parametre fonksiyonu

Bagil hata

1.52701
1.69518

Ters
parametreler:

X
0.0650539

Residual norm
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Ornek 1 ile verilen P3 secenegi icin giiriiltiisiiz gozlem icin Matlab arayiiz ekrani.

0 | % Giralti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

1 + 0 cos(pi*x)cos(pi*y)

Ters hesaplamalar1 baglat

200001 4  0.899825 cog(pi*x)cos(pity)
Parametre fonksiyonu

Parametre fonksiyonu

Bagil hata
2.00001
0.999825
Ters
parametreler:
05 e
Y o8o X
. 3.01324e-08
Residual norm

Ornek 1 ile verilen P4 secenegi icin giiriiltiisiiz gozleme ait Matlab arayiiz ekranu.

0 | % Giiriiltii | Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

1+ 0 cos(pi*x)cos(pi*y) + 0 sin(pi*x)sin(pi*y)

‘ Ters hesaplamalar1 baslat ’

200925 + 100784 cos(pix)cos(pi’y) + -0.025528 sin(pi*x)sin(pi'y)

‘ Parametre fonksiyonu

Parametre fonksiyonu

Bagil hata

2.00925
1.00784
Ters -0.0255286

parametreler:

Residual norm
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EK-3. Ornek 1 ile Verilen P3 Secenegi icin Bazi Giiriiltiilii Gozlemlere Ait Matlab Arayiiz
Ekranlan

Ornek 1 ile verilen P3 secenegi icin %10 giiriiltiilii gzleme ait Matlab arayiiz ekrani.

10 | % Giiriilti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

1 + 0 cos(pi*x)cos(pi*y)

‘ Ters hesaplamalar1 baslat

200003 4 0980146 cog(pix)cos(pity)

| Parametre fonksiyonu

Parametre fonksiyonu

Bagil hata

2.00003

Ters
parametreler:

X
0.146764

Residual norm

Ornek 1 ile verilen P3 secenegi icin %4 giiriiltiilii gozleme ait Matlab arayiiz ekrani.

4 | % Giirilti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

1+ 0 cos(pi*x)cos(pi*y)

‘ Ters hesaplamalar1 baslat ‘

200008 4 0.995556 cos(pi*x)cos(pi*y)

| Parametre fonksiyonu |

Parametre fonksiyonu

Bagil hata

2.00008
Ters
parametreler:
05 05
y one X
: 0.0234657
Residual norm
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Ornek 1 ile verilen P3 secenegi icin %1 giiriiltiilii gozleme ait Matlab arayiiz ekrani.

1 % Giiriilti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

1 + 0 cos(pi*x)cos(pi*y)

Ters hesaplamalari baslat

199995 4 0.997524 cog(niryicos(pity)

Parametre fonksiyonu

Parametre fonksiyonu

Bagil hata

1.99995

0.997524 0.000597144

Ters
parametreler:

05

0.5
00

X
oot

Ornek 1 ile verilen P3 secenegi icin %0.5 giiriiltiilii gozleme ait Matlab arayiiz ekrani.

0.5 % Giirtilti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangic degerleri:

1+ 0 | cos(pi*x)cos(pi*y)

l Ters hesaplamalari baglat l

2.00001 + 0.998932 COS(pi'X)COS(pi’y)

’ Parametre fonksiyonu

Parametre fonksiyonu

Bagil hata
2.00001
0.998932 0.000231463
Ters
parametreler:
05 05
\ 0o "
Residual norm 0.000366624
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Ornek 1 ile verilen P3 secenegi icin %0.1 giiriiltiilii gozleme ait Matlab arayiiz ekrani.

0.1 | 9% Giiriiltii Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangic degerleri:

1 B o cos(pi*x)cos(pi*y)

‘ Ters hesaplamalari baslat ‘

> o 0.98946  cog(pi*x)cos(pity)

| Parametre fonksiyonu

Parametre fonksiyonu

Bagil hata
2
0.99946 9.47348e-05
Ters
parametreler:
03 05
v 00 <
Residual norm S S

Ornek 1 ile verilen P3 secenegi icin %0 giiriiltiilii gozleme ait Matlab arayiiz ekrani.

0 % Giirtilti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baglangi¢ degerleri:

1+ 0 | cos(pix)cos(pi*y)

‘ Ters hesaplamalari baglat |

2.00001 + 0.999825 COS(pi’X)COS(pi'y)

‘ Parametre fonksiyonu

Parametre fonksiyonu

Bagil hata

2.00001
0.999825

0
Ters

parametreler:

0.5

0
X
Residual norm 3.01324e-08
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EK-4. Ornek 1 ile Verilen Ters Problemde Giiriiltiilii Gozlemlere Karsiik Gelen Coziimii
Bulma i¢in Yazilmis Matlab Arayiiziiniin Kodu

function varargout = inverse probleml (varargin)
gui Singleton = 1;
gul State = struct('gui Name', mfilename,

'gui Singleton', gui Singleton,
'gui OpeningFcn',
@inverse probleml OpeningFcn,
'gui OutputFcn',
@inverse probleml OutputFcn,
'gui LayoutFcn', (1,
'gui Callback', (1)
if nargin && ischar (varargin{l})
gul State.gui Callback = str2func(varargin{l});
end

if nargout

[varargout{l:nargout}] = gui mainfcn(gui State,
varargin{:});
else

gui mainfcn(gui State, varargin{:});

end

function inverse probleml OpeningFcn (hObject, eventdata,
handles, varargin)

handles.output = hObject;

guidata (hObject, handles);

function varargout = inverse probleml OutputFcn (hObject,
eventdata, handles)
varargout{l} = handles.output;

function editl Callback (hObject, eventdata, handles)

function editl CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, '"BackgroundColor', '"white') ;
end

function pushbuttonl Callback (hObject, eventdata, handles)
axes (handles.axesl) ;
p=str2double (get (handles.editl, 'String'));
hmax=0.1;
domain
w=exp (-1) * (sin (pi*mesh.Nodes (1, :)) .*sin(pi*mesh.Nodes(2,:)));
if p==
WP=W;
else
no=normrnd (0, p, [1, length(w)])
eps=no/norm(no) *p/100*norm (w) ;
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wp=w+eps;
end
pdeplot (model, "xydata',wp, 'zdata',wp, 'mesh', 'on', 'xygrid', 'on'
, 'ColorBar', 'off');

function edit2 Callback (hObject, eventdata, handles)

function edit2 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, '"BackgroundColor', "white') ;
end

function edit3 Callback (hObject, eventdata, handles)

function edit3 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

function pushbutton2 Callback (hObject, eventdata, handles)
cl=str2double (get (handles.edit5, 'String'));
c2=str2double (get (handles.edit7, 'String'));

c=[cl c2];

options = optimoptions ('lsgnonlin', 'Algorithm', 'levenberg-
marquardt', 'FiniteDifferenceType', 'central', 'Display', 'iter');
[opt cont, resnorm, residual,exitflag, output, lambda, jacobian]
=lsgnonlin(@fonksiyonel,c, [],[],options);

set (handles.text3, 'String', opt cont)

set (handles.text4, 'String', resnorm)

set (handles.textl9, 'String',opt cont(1l));

set (handles.text2l, 'String',opt cont(2));

axes (handles.axes?2);

syms X y;

ezsurf (opt cont (1)+opt cont (2) * (cos (pi*x) *cos(pi*y)), [0 1 O
17)

title ('Parameter Function');

function edit4 Callback (hObject, eventdata, handles)
function edit4 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', "white') ;
end

function edit5 Callback (hObject, eventdata, handles)
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function editb CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor"'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

function edit6 Callback (hObject, eventdata, handles)

function edit6 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

function edit7 Callback (hObject, eventdata, handles)

function edit7 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, '"BackgroundColor', 'white') ;
end

function pushbutton4 Callback (hObject, eventdata, handles)
domain;

ccl=str2double (get (handles.textl19, 'String'));
cc2=str2double (get (handles.text21l, 'String')) ;

c=2.00001+0.999825*cos (pi*mesh.Nodes (1, :)) .*cos (pi*mesh.Nodes (
2,:));
cw=ccl*ones (1, length(c))+cc2*cos (pi*mesh.Nodes (1, :)) .*cos (pi*m

esh.Nodes (2, :));
bh=norm(c-cw) /norm(c) ;
set (handles.text30, 'String',bh);
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EK-5. Ornek 2 ile Verilen Secenekler icin Giiriiltiisiiz Gozlemlere Ait Matlab Arayiiz
Ekranlan

Ornek 2 ile verilen P1 secenegi icin giiriiltiisiiz gozleme ait Matlab arayiiz ekran.

0 % Giirtilti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

0 x+| 0 |y+| O

’ Ters hesaplamalari baglat ‘

1.34415 44 0.0076308 1.82528

y+

‘ Parametre fonksiyonu ‘

Parametre fonksiyonu

3
2 Bagil hata
1.34415
0.0076309 :
Ters 1.82528 0
parametreler: 1

0

-1 -1

- X
Residual norm 1.84783

Ornek 2 ile verilen P2 secenegi icin giiriiltiisiiz gozleme ait Matlab arayiiz ekranu.

0 % Gurilti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

0 [xA24 0 Xyt o y*2

l Ters hesaplamalari baslat ‘

0.998386 xaQ4+ 1.25986e-05 xXy+ 0.9993903 yA2

‘ Parametre fonksiyonu ‘

Parametre fonksiyonu

Bagil hata

0.998386
1.25986¢-05
Ters 0.999903

parametreler:

0
1 -1

" - X
Residual norm 3.38201e-05
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Ornek 2 ile verilen P3 secenegi icin giiriiltiisiiz gozleme ait Matlab arayiiz ekran.

0 | % Gurilti Gozlem Fonksiyonu
Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

0 X2+ 0 |(yn2

‘ Ters hesaplamalari baslat l

0.998415 ya24 0.999905 Y2

‘ Parametre fonksiyonu |

Parametre fonksiyonu

Bagil hata

0.998415
0.999905

Ters
parametreler:

-1 -1
Residual norm 3.38205e-05

Ornek 2 ile verilen P4 secenegi icin giiriiltiisiiz gozleme ait Matlab arayiiz ekranu.

0 % Giirtiltii Gozlem Fonksiyonu
Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

0 XxM2+ 0 xy+| 0 y24 0 x+| 0 |y+ O

’ Ters hesaplamalari baslat I

0.998247 yaD4+  1.54042e-05 xy+ 0.999676 Y2+ -0.180302 y4 1.88356e-0 v+ 0.000385914

‘ Parametre fonksiyonu ‘

Parametre fonksiyonu

Bagil hata

0.998247
1.54042e-05
Ters 0.999676
-0.180302
parametreler: 1.88356¢-06
0.000385914 o

0

= -1
y 1

Residual norm

X
4.03737e-05
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EK-6. Ornek 2 ile Verilen P2 Segenegi icin Bazi Giiriiltiilii Gozlemlere Ait Matlab Arayiiz
Ekranlar

Ornek 2 ile verilen P2 secenegi icin %10 giiriiltiilii gozleme ait Matlab arayiiz ekrani.

10 || % Giiriiltii Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

0 XM+ 0 (Xy+ o y"2

‘ Ters hesaplamalari baslat ‘

111676 xaD+ 0175085  xys 102251 yap

| Parametre fonksiyonu ‘

Parametre fonksiyonu

Bagil hata
1.11676
0.175095 0.108946
Ters 1.02251

parametreler:

0

-1 -1
— .
Residual norm 36.1134

Ornek 2 ile verilen P2 secenegi icin %4 giiriiltiilii gozleme ait Matlab arayiiz ekrani.

4 % Gurilti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

0 XM+ 0 (Xy+ o y*2

‘ Ters hesaplamalar1 baslat |

0.830569  ya24+ 0.000197917 xXy+ 0.998188 yr2

’ Parametre fonksiyonu ‘

Parametre fonksiyonu

Bagil hata
0.830569
0.000197917 0.0903616
T 0.998188
parametreler:
1
2 0
-1
y t X
: 578132
Residual norm
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Ornek 2 ile verilen P2 secenegi icin %1 giiriiltiilii gozleme ait Matlab arayiiz ekranu.

1 % Gurilti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

0 X2+ 0 Xy+ o y*2

I Ters hesaplamalar1 baglat ‘

0.964733 ya24+ 0.0120856 xXy+ 0.999205 yr2

| Parametre fonksiyonu |

Parametre fonksiyonu

Bagil hata
0.964733
0.0120856 0.0191052
Ters 0.999205

parametreler:

0
Y -1
\ 1 X
Residual norm 0.360726

Ornek 2 ile verilen P2 secenegi icin %0.5 giiriiltiilii gozleme ait Matlab arayiiz ekrani.

05 || % Giirilti Gozlem Fonksiyonu

Parametrelerin baslangic degerleri:

0 xA2+ 0 (Xy+| o y*2

’ Ters hesaplamalar1 baglat |

0.967433  xaD4+ 0.000448277 Xy+ 0.999201 yr2

| Parametre fonksiyonu ‘

Parametre fonksiyonu

Bagil hata
0.967433

0.000448277 0.0168245
Ters 0.999201

parametreler:
1
s 0
-1 -1
e -
Residual norm 0.0903962
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Ornek 2 ile verilen P2 secenegi icin %0.1 giiriiltiilii gozleme ait Matlab arayiiz ekran.

0.1

% Gurtlti

Gozlem Fonksiyonu

1.00406
0.00137985
Ters 1.00014
parametreler:

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

0 X2+ 0 Xy+ o yR2

Ters hesaplamalar baslat

1.00406  xap4+ 0.00137985 xy4+  1.00014 yh2
Parametre fonksiyonu
: Parametre fonksiyonu
Bagil hata
0.00319126

1

2 0
-1 =1

X
0.00385718

Residual norm

Ornek 2 ile verilen P2 secenegi icin %0 giiriiltiilii gozleme ait Matlab arayiiz ekrani.

% Guirtilti

Gozlem Fonksiyonu

0.998386
1.25986e-05
Tors 0.999903
parametreler:

Parametrelerin baslangi¢ degerleri:

0 XM+ 0 Xyt o y*2

| Ters hesaplamalar: baslat l

0.998386  xn2+ 1.25986e-05 xy+ 0.999903 yr2

| Parametre fonksiyonu |

Parametre fonksiyonu

Bagl hata

0

0

= -1
y 1

Residual norm

X
3.38201e-05
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