p(-)-LAPLACIAN ICEREN ELIiPTiK TiP STANDART
OLMAYAN BUYUME KOSULLU PROBLEMLERIN
COZUMLERININ ARASTIRILMASI

Ebubekir AKKOYUNLU
Danisman: Prof. Dr. Sezgin AKBULUT
Doktora Tezi
Matematik Anabilim Dah

2020
(Her hakki saklidir)



T.C.
ATATURK UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANA BIiLIM DALI

p()-LAPLACIAN ICEREN ELIPTIK TiP
STANDART OLMAYAN BUYUME KOSULLU
PROBLEMLERIN COZUMLERININ ARASTIRILMASI

(Research of the Solutions of Elliptic Type Problems with Nonstandard
Growth Condition Involving p(-)-Laplacian)

DOKTORA TEZI

Ebubekir AKKOYUNLU

Danisman: Prof. Dr. Sezgin AKBULUT
Ikinci Tez Danismani: Prof. Dr. Rabil AYAZOGLU

Erzurum
Kasim, 2020



KABUL VE ONAY TUTANAGI

p()-LAPLACIAN ICEREN ELIPTIK TIP STANDART OLMAYAN BUYUME
KOSULLU PROBLEMLERIN ¢OZUMLERININ ARASTIRILMASI

Prof. Dr. Sezgin AKBULUT damismanliginda, Ebubekir AKKOYUNLU tarafindan
hazirlanan bu ¢alisma, 26/11/2020 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali’nda Doktora tezi olarak oybirligi ile kabul
edilmistir.

Jiri Bagkani:  Prof. Dr. Murat OZDEMIR Asl1 Islak Imzahdir.
Atatiirk Universitesi

Danigsman: Prof. Dr. Sezgin AKBULUT Asli Islak Imzalidur.
Atatiirk Univesitesi

Jiri Uyesi: Prof. Dr. Murat SUBASI Asli Islak Imzahdir.
Atatiirk Universitesi

Jiiri Uyesi: Prof. Dr. Muhammet YILDIRIM Asli Islak Imzahdir.
Atatiirk Universitesi

Jiiri Uyesi: Prof. Dr. Ismail EKINCIOGLU Asli Islak imzalidir.
Kiitahya Dumlupinar Universitesi

Jiiri Uyesi: Prof. Dr. Ali OLGUN Asli Islak Imzahdir.
Kirikkale Universitesi

Ikinci Tez Prof. Dr. Rabil AYAZOGLU Asli Islak Imzahdr.

Danigmana:

Bayburt Universitesi

Enstitt Yonetim
Kurulunun
21.09.2018 tarih ve
55885869-000-
E.1800268120 sayili
karar.

Bu tezin Atatiirk Universitesi Lisanstisti Egitim ve Ogretim Yonetmeligimin
1lgili maddelerinde belirtilen sartlar: yerine getirdigini onaylarim.

Prof. Dr. Mehmet KARAKAN
Enstitu Mudura

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaklardan yapilan bildiris, ¢izelge, sekil ve fotograflarin kaynak olarak kullanima,
5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



ETIiK BILDIRIiM VE iINTIHAL BEYAN FORMU

Doktora Tezi olarak Prof. Dr. Sezgin AKBULUT danismanliginda sunulan “p(-)-Laplacian
Iceren Eliptik Tip Standart Olmayan Biiyiime Kosullu Problemlerin Céziimlerinin
Arastirtlmasr” baghikli ¢alismanin tarafimizdan bilimsel etik ilkelere uyularak yazildigini,
yararlanilan eserlerin kaynakg¢ada gosterildigini, Fen Bilimleri Enstitiisii tarafindan belirlenmis
olan Turnitin Programi benzerlik oranlarinin asilmadigini ve asagidaki oranlarda oldugunu
beyan ederiz.

Tez Boliimleri Tezin Benzerlik Orani (%) Maksimum Oran (%)
Giris 4 30

Kuramsal Temeller 26 30

Materyal ve Metot 17 35
Aragtirma Bulgular: ve 12 20

Tartisma

Sonug ve Oneriler 0 20

Tezin Geneli 17 25

Not: Yedi kelimeye kadar benzerlikler ile Baglik, Kaynakc¢a, Icindekiler, Tesekkiir, Dizin ve Ekler kuistmlart
tarama dusi birakilabilir. Yukaridaki azami benzerlik oranlari yaninda tek bir kaynaktan olan benzerlik

oranlarmin %5’den biiyiik olmamas: gerekir.

Beyan edilen bilgilerin dogru oldugunu, aksi halde dogacak hukuki sorumluluklari

kabul ve beyan ederiz.

Tez Yazari (Ogrenci) Tez Danismani

Ebubekir AKKOYUNLU Prof. Dr. Sezgin AKBULUT
5.11.2020 5.11.2020

Imza: Imza:

* Tez ile ilgili YOKTEZ’de yayinlamasina iliskin bir engelleme var ise asagidaki alan1 doldurunuz.

L] Tezle ilgili patent bagvurusu yapilmasi / patent alma siirecinin devam etmesi sebebiyle Enstitii
Yonetim Kurulunun ..../.../.... tarth ve ............. say1l1 karari ile teze erisim 2 (iki) y1l siireyle engellenmistir.

[0 Enstitii Yonetim Kurulunun ..../.../.... tarthve ............. sayili karar1 ile teze erisim 6 (alt1) ay siireyle
engellenmistir.

1i



TESEKKUR

Doktora tezi olarak sundugum bu calisma, Atatiirk Universitesi Fen Fakiiltesi

Matematik Boliimii’nde hazirlanmstir.

Doktora tezi olarak sundugum bu ¢alismada bana her tiirlii kolayligi saglayan, bilgi ve
tecriibeleriyle beni destekleyen ¢ok degerli danigman hocalarim Sayin Prof. Dr. Rabil
AYAZOGLU’na ve Saym Prof. Dr. Sezgin AKBULUT’a en igten dileklerimle tesekkiir eder

saygilarimi sunarim.

Ebubekir AKKOYUNLU

111



OZET

DOKTORA TEZi

p(-)-LAPLACIAN ICEREN ELIiPTiK TiP STANDART OLMAYAN BUYUME
KOSULLU PROBLEMLERIN COZUMLERININ ARASTIRILMASI

Ebubekir AKKOYUNLU
Damisman: Prof. Dr. Sezgin AKBULUT
ikinci Tez Damismam: Prof. Dr. Rabil AYAZOGLU

Amag: Bu tezde, p(-)-Laplacian igeren eliptik tip standart olmayan biiyiime kosullu
problemlerin ¢6ziimlerinin varligini ve ¢oklugunu ispatlamak amag¢lanmistir.

Yontem: Sub-sup ¢6ziim yontemi ve varyasyonel yontem kullanilmistir.

Bulgular: p(-)-Laplacian igeren eliptik tip standart olmayan biiyiime kosullu 3 farkli problem
ele alinmis ve

i) p(-)-Laplacian igeren problemin uygun kosullar altinda Wol’p(')(ﬂ) uzayinda bir ¢6ziimii
oldugu,

i) p(-)-Kirchhoff tipi problemin uygun kosullar altinda Wol'p(')(ﬂ) uzayinda sonsuz sayida
¢Ozlimii oldugu,

iii) p(-)-Schrodinger-Kirchhoff tipi problemin uygun kosullar altinda E uzayinda birden fazla
¢oziimii oldugu

elde edilmistir.

Sonug: Literatiirdeki Laplacian, p-Laplacian ve p(-)-Laplacian igeren eliptik tip problemler
incelenmis ve bu ¢alismalardan esinlenerek elde ettigimiz p(-)-Laplacian iceren eliptik tip
standart olmayan biiyiime kosullu problemlerin ¢dztimlerinin varligi ve ¢oklugu ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Degisken islii Lebesgue ve Sobolev uzaylari, standart olmayan biiyiime
Kosulu, varyasyonel yaklagim, mountain pass teknigi, fountain ve dual fountain teoremi.
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ABSTRACT

DOCTORAL DISSERTATION

RESEARCH OF THE SOLUTIONS OF ELLIPTIC TYPE PROBLEMS WITH
NONSTANDARD GROWTH CONDITION INVOLVING p(-)-LAPLACIAN

Ebubekir AKKOYUNLU
Supervisor: Prof. Dr. Sezgin AKBULUT
Co-supervisor: Prof. Dr. Rabil AYAZOGLU

Purpose: The aim of the study is to prove the existence and multiplicity of solutions of elliptic
type problems with non-standard growth condition involving p(-)-Laplacian.

Method: Sub-sup solution method and variational method were used.

Findings: 3 different elliptic type problems with nonstandard growth condition involving p(-)-
Laplacian were studied and obtained that

i) there is a solution of the problem involving p(-)-Laplacian in the space Wol'p(') () with
appropriate conditions,

ii) there are infinitely many solutions of the problem p(-)-Kirchhoff type in the space
w,"*) (@) with appropriate conditions,

iii) there are multiplicity of solutions of the problem p(-)-Schrodinger-Kirchhoff type in the
space E with appropriate conditions.

Results: Elliptic type problems involving Laplacian, p-Laplacian and p(-)-Laplacian in the
literature were examined and the existence and multiplicity of solutions the elliptic type
problems with nonstandard growth condition involving p(-)-Laplacian that we obtained were
proved.

Keywords: Lebesgue and Sobolev spaces with variable exponent, non-standard growth
condition, variational approach, mountain pass technic, fountain and dual fountain theorem.
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GIRIS

Bu bolimde degisken islii Lebesgue ve Sobolev uzaylarin tarihsel gelisiminden
bahsedilecek, sonra da standart olmayan biiyiime kosullu diferansiyel denklemlerin gelisimi ve

fiziksel uygulamalar1 hakkinda genel bilgi verilecektir.

Sobolev (1936, 1938), k. mertebeden zayif tirevleri ve kendisi LP () uzayina ait olan
fonksiyonlarin (W*P(Q)) uzaymi tanitmis ve daha sonraki yillarda da bu uzaylarin diger
ozelliklerini incelemistir. Sobolev (1950), hazirladigi “Some Application of Functional
Analysis in Mathematical Physics” isimli kitabinda bu uzaylarin matematiksel fizigin gesitli

problemlerine uygulamasinin énemine vurgu yapmistir.

Orlicz (1931), & c RY agik bir bolge, u: Q — [0,0), 1 > 0 ve ¢ baz1 dzel kosullar

saglayan bir fonksiyon olmak iizere

90 = f o(Alu()dx < o &
Q

seklindeki modiiler forma sahip fonksiyon uzaylarini ele almis ve literatiirde Orlicz uzay1 adiyla
anilan fonksiyon uzaymi tanimlamistir. Ek olarak, eger 9 fonksiyonu bazi kosullar saglarsa
boyle uzaylara da modiiler uzay ad1 verilir. Modiiler uzaylar ilk defa sistematik olarak Nakano
(1950,1951) tarafindan ¢alisilmistir. Musielak and Orlicz (1959), (1) esitligindeki ¢

fonksiyonunu x degiskenine bagli hale getirerek

9(Au) = f o (x, Mu(x)])dx < o
Q

sartin1 saglayan genellestirilmis Orlicz uzaylar1 veya Musielak Orlicz uzaylari ad1 verilen daha
genel uzaylar1 elde etmislerdir. Reel aralikta degisken iislii Lebesgue uzaylan ile ilgili ilk
kapsamli c¢aligmalar Rus arastirmacilar Tsenov (1961) ve Sharapudinov (1979) tarafindan
gergeklestirilmistir. Tsenov (1961), ¢@(x, Alu(x)|) fonksiyonunu x € Q ve p(x) = 1 olmak
tizere |u(x)|P™ seklinde alarak genellestrilmis Orlicz uzaymnin 6zel durumu olan degisken iislii
Lebesgue uzaymi (LP©(Q)) tanimlamustir. Sharapudinov (1979), p fonksiyonu Q bélgesinde
dlgiilebilir reel degerli bir fonksiyon, u sabit bir fonksiyon ve v ise LP®([a, b]) nin sonlu

boyutlu alt uzayinda degisen bir fonksiyon olmak iizere



b
flu(x) — () |P™ dx

integralinin minimize problemini ¢alismistir. Sharapudinov bu ¢alismasinda degisken islii
Lebesgue uzaylar i¢in Luxemburg normunu tanimlamis ve kuvvet 1 < p~ < p* < o olmak

tizere degisken iislii Lebesgue uzayin yansimali oldugunu ispatlamistir.

Kovacik and Rakosnik (1991) tarafindan, k. mertebeden zayif tiirevleri ve kendisi
degisken iislii Lebesgue (LPC)(€))) uzayina ait olan degisken iislii Sobolev (W*P0)(Q)) uzayi
tamitilmis ve RV de degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylarin bircok temel 6zelligi ifade
edilmistir. Ayrica Edmunds and Rékosnik (1992); Samko (1998); Edmunds and Rakosnik
(2000); Samko (2000); Fan and Zhao (2001); Diening (2002); Diening et al. (2011) tarafindan

yapilan ¢alismalarda da degisken islii uzaylarla ilgili temel 6zelliklere yer verilmistir.

Zhikov (1987), degisken iislii uzaylarla yakindan iligkili olan standart olmayan biiylime
kosullu

j (1 + V()| @dx
Q

varyasyonel integralini ¢alismis ve bu ¢alisma ile degisken iislii uzaylarla ilgili arastirmalar i¢in

yeni bir ufuk agmistir.

2000’li yillarin basinda ¢esitli faktorler degisken islii uzaylarin yogun bigimde
calisiimasina katkida bulunmustur. Bu dogrultuda ilk once, degisken {islii uzaylarla standart
olmayan biiylime kosullu ve coercive’lik 6zelligine sahip varyasyonel integraller arasinda iliski
kurulmustur (Zhikov 1995; Acerbi and Mingione 2001). Sonra bu varyasyonel problemlerle
electroreheolojik (ER) akiskanlarin matematiksel modellemesi arasindaki iliski farkedilmistir
(Rajagopal and Ruzicka 1996; Ruzicka 2000; Rajagopal and Ruzi¢ka 2001). Ardindan fizik ve
miihendislikte kaydedilen ilerleme, bu sivilarin akiskan mekanik 6zelliklerinin incelenmesini
onemli bir konu haline getirmistir (Diening 2002). Daha sonra varyasyonel problemlerle
gozenekli ortamlarda akis (flow in porous media), lineer olmayan esneklik teorisi (nonlinear
elasticity theory), goriintii iyilestirme (Chen et al. 2006; Li et al. 2010) gibi farkli fiziksel

durumlarla da baglant1 kurulmustur.

Son yillarda, ¢oziimleri degisken {islii uzaylarda olan standart olmayan biiyiime kosullu
(p(x) biiyiime kosullu) kismi diferansiyel denklemlere ve varyasyonel integrallere olan ilgi
artmistir (Acerbi and Mingione 2002; Cekic vd 2006; Harjulehto et al. 2006; Mihailescu and
Radulescu 2007; Harjulehto and Héasté 2008; Ogras vd 2008; Buhrii and Mashiyev 2009;



Mashiyev vd 2010b; Mashiyev vd 2010c; Mashiyev vd 2011; Ekincioglu ve Ayazoglu 2017;
Ayazoglu vd 2018).

Standart olmayan biiyiime kosullu diferansiyel denklemlerin bazi fiziksel uygulamalari

ve bu uygulamalarda degisken iislii uzaylarin 6nemi asagida ifade edilmistir.

Electroreheolojik (ER) akiskanlar, harici bir elektrik alan kullanilarak reolojik
ozellikleri (viskozite, akma gerilimi, kayma modiilii vb.) kolayca kontrol edilebilen akilli
malzemelerdir. ER akigkanlar, genellikle iletkenlik 6zelligi olmayan akiskanlarin igine yari
iletken materyalden hazirlanan tanecikler veya yari iletken sivi materyal eklenmesiyle
olusturulurlar. ER akiskanlar, disaridan elektrik alan uygulandiginda, Sekil 1. de gosterildigi
gibi uygulanan alana paralel olarak lifli yapilar olusturarak tepki verirler ve milisaniye i¢inde
stv1 halden kat1 hale, elektrik alan uzaklastirildiginda ise tekrar milisaniye i¢inde kat1 halden
stvi hale gecebilme gibi oldukc¢a 6nemli reolojik davraniglar sergilerler. ER akiskanlarla ile
ilgili ilk 6nemli ¢alisma Winslow (1949) tarafindan yapilmis ve bu ¢alismada Winslow ER
akigkanlarm kendi iclerindeki bagil devinime gosterdikleri direnme &zelliginin yani

viskozitenin, akigkana uygulanan elektrik alaninin kuvveti ile ters orantili oldugunu tespit

etmistir.

Sekil 1. A) Elektrik alan yoklugunda izotropik siispansiyon, B) Elektrik alanindaki fibrillenmis
yapilar (Halsey 1992).

Elektroreheolojik akiskanlar farkli sekillerde modellenebilir. Bu modellemelere iliskin
yaklasimlardan biri, malzemenin gézle goriilebilir bir ¢esidini elde etmek amaciyla altta yatan
mikro yapinin incelenmesidir (Halsey and Toor 1990; Klingenberg et al. 1991; Bonnecaze and
Brady 1992; Parthasarathy and Klingenberg 1996). Bir diger modelleme, devamlilik
mekaniginin framework 6zelligi yardimiyla elektroreheolojik s1vi homojenlestirilmis tek bir
par¢a halinde ele alinarak yapilmistir (Atkin et al. 1991; Rajagopal and Wineman 1992;
Wineman and Rajagopal 1995). Farkli bir modelleme olan, pargaciklarin dinamikleri ve

etkilesimi goz oniinde bulundurularak dogrudan sayisal benzetimlere dayanan modelleme ile



tamamen farkli bir bakis acist saglanmistir (Bailey et al. 1989; Whittle 1990). Bu
modellemelerin hepsinde elektrik alan sabit bir parametredir. Rajagopal and Ruzicka (1996),
elektromanyetik alanlar ile hareketli sivilar arasindaki hassas etkilesimini hesaba katan farkli
bir model tizerinde ¢alistilar ve elektrik alanini tanimlanmasi gereken bir degisken seklinde
aldilar. Ardindan Ruzicka (2000), bu modeli gelistirerek electroreheolojik akiskanlar icin
katsayilar1 degisken biiyiime oranli dogrusal olmayan sistem igeren farkli bir matematiksel

model {izerinde ¢alismistir.

ER akigkanlarin pargaciklart manyetik alanla karsilastiklarinda hareket sirasinda bir
miktar kiitle kaybederler. p kuvveti sabit oldugunda x € RY igin farkli noktalardaki kiitle
kaybinin esit oldugu kabul edilmektedir ve bu durumda farkli kiitle kayiplar1 hesaba
katilmamaktadir. Eger, p kuvveti p(x) seklinde 6lgiilebilir pozitif reel degerli bir fonksiyon
olarak almirsa, x € RN nin farkl1 eksenlerdeki hareketleri boyunca meydana gelen farkli kiitle
kayiplar1 hesaba katilmis olur. Dolayisiyla, ER akiskanlara iliskin matematiksel modellemeler
standart olmayan biiylime kosullu lineer olmayan eliptik denklem tipindedir ve bu denklemler
ancak degisken islii Lebesgue ve degisken iislii Sobolev uzaylarda olusturulabilir ve
incelenebilirler. ER akigskanlarin matematiksel modellemelerine iliskin ¢alismalara 6rnek
olarak Acerbi and Mingione (2002); Mihailescu (2006); Mihailescu and Radulescu (2006);
Ayazoglu ve Ekincioglu (2016) verilebilir.

ER akigkanlarin mekanik 6zellikleri, genis bir aralikta kolayca kontrol edilebildigi i¢in
ER akigskanlar gilinlimiizde otomobil subaplari, debriyajlar, damperler, hidrolik, robot
sistemleri, biyolojik uygulamalar, u¢ak ve havacilik gibi farkli alanlar da kullanilmaktadir.
Gilniimiizde ER akigkanlarin kullanim ve uygulama alanlari ile ilgili bir¢cok yenilik sz
konusudur. Ornegin; ABD ordusunda “gelecegin savas giicii” adinda bir proje planlanmaktadir.
Bu projeye gore, ER akigkanlarin kumasin icine derinlemesine isleme ve kumasin normal
durumundan ¢ok daha kati (dayanikli) hale ¢ok hizli bir sekilde doniismesi 6zelliklerinden
faydalanarak su ankinden ¢ok daha hafif olan kursun gec¢irmez yelekler iiretilmesi
amaclanmaktadir. Bununla birlikte, yine ABD’de NASA laboratuarlarinda ER akiskanlarin
robot ve uzay teknolojisinde kullanimryla ilgili deneysel caligmalar yapilmaktadir. Ayrica; ER
akigkanlarin, sarilabilir/dondiiriilebilir ekranlar ve keypadler ile birlikte kullanilarak ihtiyag
duyuldugunda kati hale getirilebilen, ihtiyag olmamasi durumunda ise esnekleserek
sarilabilir/dondiiriilebilir hale getirilebilen ‘esnek elektronik cihazlar’ iiretimi i¢in de

kullanilabilecegi ongoriilmektedir.

Degigken tslii uzaylarin 6nemini imaj (goriintii) iyilestirme isleminin matematiksel

modellemesinde de gorebiliyoruz. Klasik uzaylarda, ima;j iyilestirme islemleri i¢in kullanilan



toplam varyasyon (TV) temelli difiizyon, izotropik difiizyon ve izotropik olmayan difiizyon
yontemleri mevcuttur. Klasik uzaylarda uygulanan bu yontemlerde ozellikle giiriiltiiden
(gorlintliyii kirleten ve goriintii kalitesini diisiiren harici kaynaklardan olusan etki) dolay1 ortaya
cikan bazi eksikliklerin giderilebilmesi i¢in degisken {islii uzaylara ihtiya¢ duyulmus ve bu
uzaylarda imaj iyilestirme tlizerine ¢alismalar yapilmistir (Blomgren et al. 1997; Chen et al.
2006; Li et al. 2010; Harjulehto et al. 2013).

Toplam varyasyon diizgiinlestirme islemi

minf (IVu(x)Ip + % lu(x) — I(x)|2> dx (2)
Q
minimizasyon isleminde p =1 alinarak gergeklestirilir. (2) de bulunan A terimi
diizgiinlestirmenin gii¢liigline isaret eden bir parametreyi, u gercek goriintiiyii,  giiriiltii olarak
ifade edilen istenmeyen noktaciklarin olusturdugu bozulmus gri (bulanik) alanlari, () diizlemde
yer alan dikdortgen seklindeki bolgeyi, I ise I = u +n (u = gergek goriinti, n = glrilti)
fonksiyonelini temsil eder. Ilk olarak Rudin et al. (1992) tarafindan onerilen bu ydntem
gortintiileri yeniden olustururken kenarlar1 korur ancak orijinal goriintiide bulunmayan yeni

kenarlar meydana getirir.

Izotropik diizgiinlestirme islemi, (2) deki p degeri 2 iken W2(Q) Sobolev uzayinda
gerceklestirilen minimize islemidir. Izotropik difiizyon, goriintiideki detaylara zarar
verdiginden dolay1 tek basina goriintliiyli yeniden olusturmak icin Onerilen bir uygulama
degildir.

Anizotropik difiizyon islemi, (2) deki p degeri, 1 < p < 2 seklinde secilerek (p, 1 ile
2 araliginda sabit bir deger) gerceklestirilen minimize islemidir. Anizotropik difiizyon islemi,
parcali plirtizsiiz bolgeleri yeniden olusturmakta etkilidir. Ancak, p nin aldig1 sabit degere gore

anizotropik difiizyon islemi kenarlar1 yok edebilir.

Yukaridaki yontemlerin zayif ve giliglii yanlan birlikte degerlendirilerek, p degisken bir
iis seklinde yazilip imaj iyilestirme i¢in degisken iislii uzaylarda calismalar yapilmistir. Bu

uzaylarda yapilmis bazi ¢calismalar asagida verilmistir.
Blomgren et al. (1997), makalelerinde lir‘%p(s) = 2, lim p(s) = 1ve p monoton
S— S—>00
azalan olmak iizere

minf (IVu(x)lp(Wu(x)D + % lu(x) — I(x)lz) dx
Q



minimizasyon problemini c¢alismiglardir. Bu ¢alismada, |Vu(x)| ile ifade edilen goriintii
iyilestirme terimindeki {issli gercek goriintiiye bagli hale getirmislerdir. Bu model ile izotropik

ve TV temelli difiizyonun faydali yanlarini birlestirmislerdir.

Bollt et al. (2009), Blomgren et al. (1997) ¢alismasini genisleterek

minf (IVu(x)Ip(W“(x)') + % lu(x) — I(x)|q> dx
Q

minimizasyon problemini ¢alismislardir. Bu ¢alismada g = 1 durumunda L'(€) normu ile
q =2 durumunda L?(Q) normu ile problemin minimum degerlere sahip oldugunu

gostermislerdir.

Chen et al. (2006) tarafindan ¢alisilan modellemede; 4 = 0, Q © R™ acik bir bélge, p
siirh ve Lipschitz siirekli bir fonksiyon olmak iizere 1 < p(x) < 2 igin (2) minimizasyon
probleminde ortaya ¢ikan izotropik diflizyon (p = 2 durumu), toplam varyasyon (TV) temelli
difizyon (p =1 durumu) ve izotropik olmayan (1 <p < 2 durumu) difiizyon tiplerinin
kuvvetli yanlar1 birlestirilmektedir. Chen et al. (2006), p degerinin goriintiideki x in yerine
bagimli olmasini sagladilar. Bu sekilde, her konumdaki diflizyonun yoniinii ve hizim yerel
davranisa bagl hale getirdiler. Chen et al. (2006) tarafindan 6nerilen model, > 0 bir sabit ve
1<a<q(x)<2i¢n

(
q(x)
dCx, 1) = ! TR Irl<p o
’ Irl — ﬁq()c)——ﬁq(x) |T'| > ,B
L q(x)
olmak tizere
1 2 ,
uEBVnLZ(Q)_'Bf ¢ (x, [Vul) + E(u(x) —1(x)) )dx (4)

seklindedir.

(3)-(4) iin temel faydasi, yerel goriintii bilgilerini barindirmasidir. Bu model gradient
yeterince biiyiik oldugunda (¢ogunlukla kenarlarda) sadece TV-temelli, gradientin sifira yakin
oldugu yerde (yani, homojen bdlgelerde) izotropiktir. Ayrica pargali olarak piiriizsiiz olabilen
veya gliriiltii ile kenarlar arasindaki farkin ayirt edilmesinin zor oldugu bolgelerde anizotropik
difiizyon (1 < p < 2) kullanmaktadir.

Li et al. (2010), Chen et al. (2006) in ¢alismasindan faydalanarak p(x) = 1 + g(x) ve



g(x) = m olmak tizere

min
ueWw1r®(Q)nL2(Q)

By () = f (5517l + 5 e = £7) x ©)

modelini 6nerdiler ve Chen et al. (2006) ¢alismasin1 p~ = infp > 1 i¢in incelediler. Li et al.
(2010), (5) problemini degisken iislii WP*) Sobolev uzayinda ¢alismislardir. Li et al. (2010)
calismasi, Harjulehto et al. (2013) tarafindan p~ = 1 igin genellestirilmistir.

Goriintii iyilestirme islemlerinde p kuvveti sabit alindiginda Q bdlgesinin tamaminda
ayni minimizasyon islemi gerceklestirilir vebudap=1,p=2vel <p <2 (p,1lile2
araliginda sabit bir deger) icin yukarida ifade edilen dezavantajlardan en az birinin ortaya
cikmasina sebep olur. Fakat p kuvveti p(x) seklinde degisken alindiginda Q bolgesinin her
farkli x noktasinda farkli minimizasyon islemi gergeklestirilmis olur. Bu da p degeri sabit iken
ortaya cikan problemlerin giderilmesini saglar. Yani eger p kuvveti p(x) seklinde 6lgiilebilir
pozitif reel degerli bir fonksiyon olarak segilirse, x € Q nin her farkli degeri i¢in yeni bir

goriintii iyilestirme islemi gergeklestirilmis olur.

Degisken iislii uzaylarin 6nemini fizikteki Kirchhoff ve Schrodinger-Kirchoff tipi dalga

denklemlerinin matematiksel modellemelerinde de gorebiliriz.

p kiitle yogunlugu, p, ilk gerginlik, L telin uzunlugu, h enine kesitin alani, E materyalin
Young (esneklik) modiilii olmak tizere Kirchhoff (1883) tarafindan

(G- (£l

hiperbolik tip dalga modeli ¢alisilmistir. (6) denklemlnde > potansiyel enerjl — | | dx

6x2 =0 (®)

kinetik enerjidir. Denklem [0,L] araliginda integralleneblhr oldugu i¢in noktasal
tanimlanamaz. Bundan dolay1 problem nonlokal problem olarak tanimlanir. Bernstein (1940)
bu denkleme ilk kez matematiksel bakis agisiyla yaklagarak, baslangi¢ kosullarinin Sobolev
uzaymdan alinmasit durumunda ¢oziimlerin lokal varligini, baslangi¢ kosullarinin analitik

olmasi durumunda ise ¢oziimlerin global varligini ispatlamistir.

Schrodinger dalga denklemi, Newton yasalarinin ve enerjinin korunumunun klasik
mekanikteki roliinli oynar, yani dinamik bir sistemin gelecekteki davranigin1 tahmin eder. Y
Schrodinger dalga fonksiyonu, m kiitle, A Planck sabiti, V (x) potansiyel enerji ve E(x) toplam

enerji olmak tizere Schrodinger denkleminin lineeer formu
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A +

seklinde ifade edilir. Lineer olmayan Schrodinger denkleminin yapist ¢ok daha karmasiktir.

Kirchoff ve Schrodinger-Kirchhoff tipi problemlerde homojen materyaller igin
Laplacian ve p-Laplacian igeren denklemlerle ilgili pek ¢ok ¢alisma yapilmistir. Bunlardan
bazilar1 Alves and Souto (2005); Correa and Figueiredo (2006); Correa and Figueiredo (2009);
Liu (2010); Jin and Wu (2010); Li et al. (2012) dir. Ancak homojen olmayan materyaller igin
p(-)-Laplacian igeren denklemlere ihtiya¢ duyulmustur (Dai and Hao 2009; Dai and Liu 2009;
Fan 2010; Dai and Ma 2011; Avci vd 2011; Yucedag vd 2012; Afrouzi and Mirzapour 2013;
Chung 2013; Ayazoglu ve Alisoy 2018). Her bir x € RY i¢cin p kuvvetinin alacagi degerlerin
farkli olmas1 homojen olmayan materyallerin dogal yapisiyla uyumluluk gésterir. Dolayisiyla
homojen olmayan materyaller i¢in elde edilen matematiksel modellemelerde herbir x € RY i¢in

p kuvvetinin alacagi degerlerin farkli, yani p(-) olmas1 durumunda klasik Lebesgue ve Sobolev
uzaylar1 yeterli olmaz ve degisken Uslii Lebesgue (Lp(')(ﬂ)) ve degisken {iislii Sobolev
uzaylarina ( wmp0) (Q)) ihtiya¢ duyulur.

Sunulan bu tez; Giris, Kuramsal Temeller, Materyal ve Metot, Arastirma Bulgular1 ve

Tartisma, Sonug ve Oneriler olmak iizere bes boliimden olusmaktadir.

Kuramsal Temeller boliimiinde; tez ¢alismamiz ile ilgili temel tanimlar ve teoremlerin

yani sira degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylar tanitilmistir.

Materyal ve Metot bolimiinde; standart olmayan biiyiime kosuluna sahip kismi
diferansiyel denklemler tanitilmig, bu denklemlerin ¢oziimlerinin varhigi ve ¢oklugu igin
varyasyonel yaklagim, bu yaklasimla ilgili temel kavramlar ve teoremler ile varyasyonel

yaklasimda kullanilan yontemler hakkinda bilgilere yer verilmistir.

Aragtirma Bulgulari ve Tartisma boliimiinde; Sub-Sup ¢6ziim metodu kullanilarak p(-)-

Laplacian iceren eliptik problemin Wol’p(') (Q2) uzayinda Sub ¢oziim ile Sup ¢6ziim arasinda

sifirdan farkli zayif ¢c6ziimii oldugu; Mountain Pass Teoremi, Fountain Teoremi, Dual Fountain

Teoremi kullanilarak p(-)-Kirchhoff tipi problemin Wol’p(') (Q2) uzayinda zayif ¢6ziimlerinin
varlig1 ve coklugu; Mountain Pass Teoremi, Ekeland’s varyasyonel prensibi, Variant Mountain
Pass Teoremi, Krasnoselskii’s genus teoremi kullanilarak p(-)-Laplacian igeren Schrodinger-

Kirchhoff tipi problemin

E ={ueWWORN):A,,W) = f(IVu(x)lp(x) + V() [u(x)|P®) dx < oo

RN



uzayinda zayif ¢oziimlerinin varligi ve ¢coklugu ispatlanmistir.

Sonuglar ve Oneriler boliimiinde; ¢alismamizla ilgili sonuglar ve dneriler sunulmustur.



KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, ¢alismamizda kullanilacak olan temel tanim ve teoremler ifade edilecektir.

Temel Kavramlar

Tamm 1: X, K cismi tizerinde bir vektor uzay ve

I]l: X - R* u {0}
x — |||l
olsun. Her x, y € X ve her a € K igin
)] lx]| =0vel|lx]| =0 & x =6,

i) llax|| = |alllx]l,
i) -l +yll < llxll + llyll
sartlar1 saglaniyorsa ||-|| fonksiyonuna X de bir norm, (X, ||-||) ikilisine de normlu uzay denir.

x € X elemaninin normu [|x|| ile, X uzayinda tanimlanan norm ise ||-||x ile gosterilir (Rudin

1991).

Tanmim 2: n-boyutlu R" reel Euclid uzayinda bir x = (xy, ..., x,,) € RN vektdriiniin

normu

N =

n
Iall, = D
j=1

ile tantmlanir. Bu norma RY deki adi norm veya 6klid normu denir (Saxe 2002).
Tamim 3: (X, ||-||x) normlu bir uzay, a € X ve r pozitif bir say1 olmak tizere
B.(a) ={x € X:|lx —allx <7}
kiimesine a merkezli ve r yarigaplh agik yuvar,
B.(a) = {x € X:|lx — allx <1}
kiimesine a merkezli ve r yarigcapl kapali yuvar,
or(a) ={x eX:llx —allxy =7}

kiimesine a merkezli ve r yarigapl yuvar yiizeyi denir (Musayev ve Alp 2000).
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Tamim 4: (x,), (X, |||l x) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her € > 0 ve n, m = n, igin
llx, — xnllx < € olacak sekilde bir n, € N sayis1 varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir
(Devito 1978).

Teorem 1: Asagida verilen 6nermeler dogrudur.

1) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi sinirhdir,

i) Normlu uzaydaki her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir,

iii) (x,,) Cauchy dizisinin (X, ||-||x) normlu uzayinda a € X noktasina yakinsak bir
(xn, ) alt dizisi varsa (x,,) Cauchy dizisi de a ya yaknsar,

iv) (x) ve (), (X, |I*]lx) normlu uzayinda birer Cauchy dizisi ise (x,, + y,,) dizisi

de (X, |I'llx) normlu uzayinda bir Cauchy dizisidir (Musayev ve Alp 2000).

Tamm 5: (X, ||||x) bir normlu uzay olsun. X deki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayi denir (Rudin 1991).

Tammm 6: X vektor uzaymda tamimli skaler degerli operatorlere fonksiyonel denir
(Rudin 1991).

Tamm 7: X bir vektor uzay ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun. Her x, y € X

ve hera, B € K igin

flax + By) = af (x) + Bf ()
kosulu saglaniyorsa f ye lineer fonksiyonel denir (Rudin 1991).

Tanmmm 8: (X,||||y) normlu uzayr iizerinde tanmimli bitiin lineer ve siirekli
fonksiyonellerden olusan uzaya X vektor uzayinin dual uzayr denir ve X* (veya X') ile
gosterilir. Bu X™ dual uzay1r u,v € X* ve ¢ € Cicin (u + v)(x) = u(x) + v(x) (toplama) ve
(cu)(x) = cu(x) (skalerle ¢arpim) islemleri ile bir vektor uzayidir. Bu uzayda bir u € X*

elemanin normu

lu(x)|
lullx- = sup—= < o0

ex Ixllx
X#0

olarak tanimlanirsa (X*, ||*||x+), bir Banach uzay1 olur (Zeidler 1995).

Ayrica X in dual uzayida normlu uzay oldugundan X* dual uzaymninda dual uzayi

tanimlanabilir.

Tanim 9: X* normlu uzaymin duali olan X** = (X*)* vektor uzayina X uzaymnin ikinci

duali denir. X** ikinci dual uzay1 da bir Banach uzaydir. Sabit bir x € X ve u € X" i¢in

g: X" = R (veya C)

11



u— gx(u) = u(x)

olacak sekilde bir g, fonksiyoneli oldugunu kabul edelim. Her x € X i¢gin yalniz bir simirh

lineer fonksiyonel karsilik geleceginden
T:X - X
x— T(x) = g, (w)

seklinde bir doniisiim tanimlanabilir. Bu tip doniisiimlere kanonik doniistim adi verilir. Eger bu
dontisiim tizerine ise X uzayma yansimali uzay denilir. X yansimali bir uzay ise X = X™ olur
(Miklav¢i¢ 1998).

Teorem 2: (X, ||*]lx) Banach uzay ve M, X de tanimlanan norma gére X in kapali bir alt

uzay1 olsun. Bu durumda X deki norm altinda M de Banach uzayidir. Ayrica

1) X ayrilabilir ise M de ayrilabilir,
i) X yansimali ise M de yansimali,

i) X diizgiin konveks ise M de diizgiin konvekstir (Adams 1975).
Tanim 10: (x;,), (X, ||'||x) normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger (x,) € X dizisi i¢in
gggollxn —xllx =0
olacak sekilde bir x, € X eleman1 varsa (x,) dizisi x, a gi¢li yakinsiyor denir ve x,, = x,

yada lim x,, = x, ile gosterilir (Zeidler 1995).
n—oo

Tanmm 11: (x,,), (X, ||*]lx) normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger her f € X* igin
lim f(xa) = £(x)

olacak sekilde bir x, € X elemani varsa (x,) dizisi x, a zayif yakinsiyor denir ve x,, = x, ile
gosterilir (Zeidler 1995).

Zayif yakinsaklik her f € X™ igin f(x,) sayilarindan olusan dizinin yakinsakligi

anlamina gelir.
Teorem 3: (x,,), (X, ||*]lx) normlu uzayinda bir dizi ve x, € X olmak tizere

)} (x,) dizisi x, a zayif yakinsak ise yakinsadig1 x, degeri bir tanedir,

i) (x,) dizisi x, a zayif yakinsak ise (||x,|lx) dizisi sinirhidir,

iii)  (x,) dizisi x, a zayif yakinsak ise (x,) dizisinin her alt dizisi x, a zayif
yakinsaktir,

iv) (x,) dizisi x, a giiclii yakinsak ise (x,,) dizisi x, a zayif yakinsak olur. Bunun

tersi genel olarak dogru degildir,
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V) Boy X < oo ise (x,) dizisinin x, a gii¢lii yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart
(x,,) dizisinin x, a zayif yakinsamasidir. Yani sonlu boyutlu uzaylarda zayif yakinsaklik ile

giiclii yakinsaklik tanimlar1 ¢akisir (Musayev ve Alp 2000).

Teorem 4: (x,,), (X, ||"|lx) yansimali Banach uzayinda smirl bir dizi ise bu dizinin X

uzayinda zayif yakinsak bir alt dizisi vardir (Wang 2002).
Tamm 12: X normlu uzay ve ||-||; ile ||-||, bu uzayda taniml1 farkl iki norm olsun. Her
x € X i¢in
cllxlly < llxllz < eallxlly

olacak sekilde ¢; > 0 vec, > 0 sabitleri varsa ||-||; ve ||*]|, normlarina denk normlar denir
(Zeidler 1995).

Sonlu boyutlu bir vektdr uzaymda tanimli normlar denk oldugundan dolayi, o uzay
tizerinde aymi topolojiyi tamimlarlar. Yani, ||-||; ve ||:||, normlar1 denk oldugunda X de
Ill; (veya ||-||;) normuna gore yakinsak, smirh ve Cauchy dizisi ise |||, (veya ||*[l1)

normuna gore de yakinsak, sinirli ve Cauchy dizisidir. Ayrica, (X, ||*]l;) (Veya (X, ||-||2)) bir
Banach uzay ise (X, [|*]|5) (Veya (X, ||-||1)) uzay1 da bir Banach uzayidir.

Tamim 13: (X, ||||x) normlu bir uzay ve X in bir E alt kiimesi verilsin. Eger, E deki her

bir (x,,) dizisi X de yakinsak oluyorsa E kiimesine X uzaymda yogundur denir (Zeidler 1995).

Tanim 14: (X, ||'||x) normlu uzayinin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa (X, ||*||x)

normlu uzayina ayrilabilir uzay denir (Devito 1978).

Teorem 5: (X, ||| x) ayrilabilir yansimali bir Banach uzay ve (x,), X da sinirl bir dizi

olsun. Bu durumda (x,,) dizisi, X* da zayif yakinsak bir alt diziye sahiptir (Wang 2002).

Teorem 6: (X, ||[lx) normlu bir uzay olmak iizere X uzaymin yansimali olmasi igin
gerek ve yeter sart X uzayinin yansimali olmasidir. Eger X ayrilabilir uzay ise X* da ayrilabilir
uzaydir. Bu durumda, X uzayi ayrilabilir ve yansimali ise X* da ayrilabilir ve yansimalidir
(Adams 1975).

Tamm 15: (X, ||-||x) normlu uzay ve X deki agik kiimelerin bir smifi A = {G;:i € I}

olsun. Bir E c X alt kiimesi A sinifinin birlesimi tarafindan kapsaniyorsa, yani
E c U Gi
i€l
oluyorsa A sinifina E kiimesinin bir ortiistidiir denir. Eger

) Verilen ortiiye ait kiimeler sayilabilir sayida ise bu ortiiye sayilabilir bir ortd,
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i) Verilen oOrtiiye ait kiimeler sonlu sayida ise bu ortiiye sonlu bir 6rti,

i) Verilen oOrtiiye ait kiimelerin herbirisi acik bir kiime ise bu ortiiye acik bir Ortii,

Iv) Eger D c A alt sinifi da E kiimesini Ortiiyorsa D alt sinifina bir alt ortii
denilir (Musayev ve Alp 2000).

Tanmmm 16: (X, ||"|lx) normlu uzay ve E c X olmak {lizere, E kiimesinin her agik
ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa E kiimesine X de kompakttir denir. Eger E kiimesinin E
kapanis1 X de kompakt ise E kiimesine X de 6n-kompakttir denir. X kompakt (6n-kompakt) bir
kiime ise (X, ||*||x) normlu uzayina kompakt (6n-kompakt) normlu uzay denir (Musayev ve Alp
2000).

Tamm 17: (X, ||*||x) normlu uzay ve E c X olsun. E kiimesindeki her dizinin yakinsak
bir alt dizisi varsa E kiimesine, X de dizisel kompakt kiime denir. Eger E nin E kapanis1 X de
dizisel kompakt kiime ise E ye X de dizisel 6n-kompakt kiime adi verilir. Eger X dizisel
kompakt (dizisel 6n-kompakt) bir kiime ise (X, ||*||x) normlu uzayimna dizisel kompakt (dizisel

on-kompakt) normlu uzay denir (Musayev ve Alp 2000).

Bu tanima gore, X de dizisel kompakt bir E c X alt kiimesinden alinan herhangi bir
(xp) dizisinin bir x € E noktasina yakinsayan bir (xy, ) alt dizisi vardir. Bu x € E noktas1 (x,,)
dizisi i¢in bir limit noktasidir. Ayrica, E C X alt kiimesinden alinan herhangi bir (x,,) dizisinin

bir x € E limit noktasi varsa (x,) dizisinin bu "x" noktasma yakinsayan bir (xy,) alt dizisi

bulunabilir.

Teorem 7 (Heine-Borel teoremi): E c R nin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart

E kiimesinin kapali ve sinirli olmasidir (Wang 2002).

Heine-Borel teoreminden, R deki her kompakt kiimenin R de kapali ve sinirli oldugunu
sOyleyebiliriz. Ayrica, R de bir kiimenin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu kiimenin
kapali ve sinirli olmasidir. Fakat Sonsuz boyutlu Banach uzaylarda kapalilik ve siirlilik kosulu

kompaktlik i¢in gereklidir ancak yeterli degildir.

Teorem 8: (X, [|*llx) normlu uzay ve E c X olsun. E, X de kompakt bir kiime ise E

kiimesi X de dizisel kompakttir (Musayev ve Alp 2000).

Tamm 18: (X, ||-||x) normlu uzay ve E c X olsun. Her £ > 0 i¢in E kiimesinin sonlu

sayida agik yuvarlardan olusan E-Ortiisii varsa E ye X de tamamen simirli bir kiime denir

(Musayev ve Alp 2000).
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Teorem 9: (X, ||"|lx) Banach uzay ve E c X olsun. E kiimesinin X de on-kompakt

olmasi i¢in gerek ve yeter sart E kiimesinin X de tamamen sinirli olmasidir (Musayev ve Alp

2000).

Teorem 9 dan kapali bir kiimenin tamamen sinirl bir kiime olmasti igin gerek ve yeter
sart, bu kiimenin kompakt olmasidir. Boylece sonlu boyutlu uzaylarda dogru olan "kapalilik +
smirlilik = kompaktlik" 6zelligi yerine, "kapalilik + tamamen sirlilik = kompaktlik"

6zelliginin dogrulugu elde edilir.

Teorem 10: Bir (X, ||*|| x) normlu uzayinin sonlu boyutlu olmasi igin gerek ve yeter sart,

bu uzayin {x € X:||x||x < 1} kapali yuvarinin kompakt olmasidir (Wang 2002).

Teorem 11: (X, ||"|lx) Banach uzay ve E c Xolsun. f:E — K fonksiyonelinin E
tizerinde diizgiin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x, y € E ve her € > 0 igin
llx — ¥llx < 6 oldugunda |f(x) — f(y)| < € sartin1 saglayan en az bir § = §(¢) > 0 olmasidir
(Musayev ve Alp 2000).

Teorem 12 (Weierstrass Teoremi): u, (X, |||ly) Banach uzaymin kompakt E alt
kiimesinde siirekli reel bir fonksiyonel ise u fonksiyoneli E iizerinde simnirlidir ve E iizerinde

bir en kii¢iik ve bir en biiyiik degere ulasir (Zeidler 1995).

Tamm 19: (X, ||-]|x) Banach uzayi ve E c X alt kiimesi verilsin. Eger E deki her sonsuz
(xp) dizisinin bir x € E noktasina zayif yakinsayan bir alt dizisi varsa E ye (X, ||||x) da zayif
kompakt (veya dizisel zayif kompakt) kiime denir (Musayev ve Alp 2000).

Teorem 13: (X, ||-||x) Banach uzayinin zayif kompakt her alt kiimesi sinirlidir (Willem
1996).

Tanmm 20: Q ¢ RY ve u € C°(Q) olsun. u nun sifirdan farkli degerler aldig: kiimenin

kapanisina u nun support (destek) u denir ve

suppu = {x € Q: u(x) # 0}

ile gosterilir. Eger suppu, Q bolgesinde kompakt ise u fonksiyonu Q da kompakt destege
sahiptir denir (Devito 1978).

Tanmm 21: X, K (K = RveyaC) cismi ilizerinde bir vektér uzay olmak iizere

(.,.): X x X - K fonksiyonu her x, y € X ve her 6 € K igin

i) (x,x) =0 ve (x,x) =0= x =0,

i) (xy) =),
i) (0x,y) = 0{x,y),
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iv)  (x+yz)=(x2)+(y2)

sartlarin1 saglyorsa (.,.) ye X de bir i¢ ¢arpim ve (X, (.,.)) ikilisine de i¢ ¢arpim uzay1 adi
verilir. K =R olmasi durumunda ii) o6zelligi (x,y) = (y,x) seklinde olur (Curtain and
Pritchard 1977).

Tanim 22: (X,(.,.)) i¢ carpim uzayinda bir x € X vektoriiniin normu

1
llxllx = (x,x)2
olarak tanimlanir (Zeidler 1995).

Tamm 23: n-buyutlu RY reel Euclid uzaymdaki x = (xq, ..., x,) ve ¥y = (V1, ove) V)
vektorlerinin i¢ ¢arpimi

n

(x,y) = Z XY

i=1
seklinde tanimlanir. Bu i¢ ¢arprma RY iizerindeki standart i¢ ¢arpim denir (Curtain and
Pritchard 1977).

Teorem 14 (Paralelkenar Kurali): X normlu uzayinin bir i¢ ¢garpim uzay1 0lmasi igin

gerek ve yeter sart her x, y € X i¢in
lx + 112 + llx — 112 = 2(0Ixl1* + lIylI1*)
esitliginin saglanmasidir (Curtain and Pritchard 1977).

Tamim 24: (X,(.,.)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. X deki her Cauchy dizisi yakinssak ise
bu uzaya Hilbert uzay1 denir (Curtain and Pritchard 1977).

Tamm 25: u: Q € R" - R™, x, € Q ve € > 0 verilmis olsun.
x € Qve |lx — xo|l < & igin |Julx) —ux)|l < €
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa u, x, da siireklidir denir (Bayraktar 2017).

Eger u, Q nin her noktasinda siirekli ise u ya () da siireklidir denir. Q bolgesinde tanimli

biitiin siirekli fonksiyonlarm kiimesi C°(Q) ile gosterilir.

Tanm 26: a = (ay, ay, ..., a,) negatif olmayan a; lerin n-bilesenlisi ise a ya ¢oklu
indis denir ve x%, |a| = X}_, a; mertebeye sahip olan x;* ...x;" olarak tanimlamir. Yani

an

=" olur. Buna gére 1 <j <nigin D; = % ise D* = D/ ...D;™ ifadesi |al.

a
x%=x"..x
Xj

mertebeden bir diferansiyel operator belirtir. Bu durumda herhangi bir u fonksiyonunun |«a|.

mertebeden turevi
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seklinde tanimlanir (Devito 1978; Fucik and Kufner 1980).

Tanmm 27: Q, R de bir bolge ve herhangi bir m > 0, m € Z i¢in C™(Q) uzay1, Q
bolgesinde |a| < m mertebesine kadar bitin D%*u kismi tiirevleri siirekli olan u
fonksiyonlarmm olusturdugu vektdr uzay olsun. C°(Q) = C(Q) ve C*(Q) = Ne=o C™(Q)
olmak iizere, Cy() ve Cy°(Q) alt uzaylar sirasiyla Q bolgesinde kompakt destekli olan C(Q)
ve C%(Q) uzaylarindaki biitin fonksiyonlardan olusur. Cy°(Q2) nin elemanlarina test

fonksiyonu veya diizgiin (smooth) fonksiyon denir (Devito 1978).

Tamim 28: X ve Y ayn1 K cismi tizerinde iki vektor uzayi ve E € X olsun. T:E c X —
Y doniisiimii E nin her bir elemanini Y nin yalniz bir elemanina karsilik getiriyorsa, T ye E den

Y ye bir operator denir (Musayev ve Alp 2000).

Tanmm 29: X ve Y ayn1 K cismi {izerinde iki vektor uzay ve T: E € X — Y bir operator

olmak tizere her x, y € E ve her a, § € K igin
T(ax +By) = aT (x) + BT (y)
oluyorsa T &peratdriine lineer operator denir (Bayraktar 2006).
Tamm 30: E C X olmak lizere T: E — Y operatorii verilsin. Eger her x € E igin
ITxlly < cllxllx (7)

sartin1 saglayan bir ¢ > 0 sabit sayisi1 varsa T operatoriine E de sinirlidir denir. Eger E = X ise

T operatoriine sinirhidir denir (Bayraktar 2006).

(7) esitsizligini saglayan ¢ > 0 sayilarinin infimum degerine T: X — Y sinirhi lineer

operatoriiniin normu denir. Buna gore
|IT]| = inf{c > 0:x € Eigin ||[Tx|ly < cllx||x}
olur. Ayrica, (7) esitsizligi x # 0 igin

ITxlly

lIxllx —

yazilabilir ki bu durumda ¢ degerinin en az sol taraftaki ifadenin E — {0} kiimesi iizerinde
alinan supremumu kadar olabilecegini gosterir. O halde (7) esitsizligin de miimkiin olan en

kiiglik ¢ nin s6z konusu oldugu supremum degerine T operatoriiniin normu denir ve
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ITx|l
IT| = sup ——

xeer |1%]lx
X*+0

ile gosterilir.

Ayrica, X den Y ye tanimlanan biitiin siirlt ve lineer operatorlerin olusturdugu uzay
L(X,Y) seklinde gosterilmek tizere, eger Y bir Banach uzay ise L(X,Y) uzay1 da bir Banach

uzaydir.

Tammm 31: T:X — Y bir operator, (x,) € X dizisi ve x, € X eleman1 verilsin. Eger

n — oo iken

X
”xn - xO”X — 0 (xn - xo)

oldugunda

ITCen) =Tl = 0 ((T20) > Txo))

oluyorsa T operatoriine x, noktasinda stireklidir denir (Musayev ve Alp 2000).

Lineer operatorler icin smirlilik ve siireklilik kavramlar1 denktir. Lineer olmayan

operatorler i¢in bu ifade gecerli degildir.

Tamim 32: T: X — Y bir operatér, X de x, — x, olacak sekilde (x,) c X dizisi ve

Xo € X elemant verilsin. Eger

i) n - ooiken Y de, T(x,) — T(x,) ise T operatoriine x, noktasinda zayif
siireklidir,

i) n—oo iken Y de, T(x,) = T (xy)ise T operatoriine x, noktasinda giiglii
stireklidir denir (Adams 1975).

Norma gore giiclii yakinsak olan bir T operatorii, ayn1 zamanda zayif yakinsak
oldugundan dolayi, eger T operatorii giiglii stirekli ise ayn1 zamanda zayif siireklidir. Bu nedenle

giiclii siireklilik kavrami zayif siireklilikten daha giiclii bir kavramdir.

Tamim 33: X ve Y normlu uzaylari, L: X — Y operatorii ve E < X sinirh alt kiimesi
verilsin. Eger L(E), Y de dnkompakt ise L ye kompakt operator denir. Eger L operatorii siirekli

ve kompakt ise L operatoriine tamamen siirekli operator denir (Devito 1978).

Teorem 15: X yansimali bir Banach uzay ve T: X — Y giclii siirekli operator ise T

operatorii kompakttir (Willem 1996).
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Tamm 34: f: X - R bir fonksiyonel ve x, € X elemani i¢in x,, = x, olacak sekilde

(x,) c X dizisi verilsin. Eger

f(xo) < liminf f (x,) = lim f (xp) (8)

n—-oo

ise f fonksiyoneline x, € X noktasinda alttan yari-siireklidir denir. Eger (8) esitsizligi x,, = x,
olacak sekilde (x,) c X dizisi i¢in saglaniyorsa f fonksiyoneline x, € X noktasinda alttan

zayif yari-siireklidir denir (Adams 1975).

Tamm 35: f: X — R bir fonksiyonel ve x, € X elemani i¢in x,, = x, olacak sekilde
(x,) € X dizisi verilsin. Eger

f(xo) = limsup f(xn) = Tllljnolof(xn) 9)

n—-oo

ise f fonksiyoneline x, € X oktasinda iistten yari-siireklidir denir. Eger (9) esitsizligi x,, = x,
olacak sekilde (x,) © X dizisi i¢in saglaniyorsa f fonksiyoneline x, € X noktasinda iistten

zayif yari-siireklidir denir (Adams 1975).

f fonksiyoneli x, € X noktasinda siirekli ise f fonksiyoneli x, € X noktasinda alttan ve
tistten yari-siireklidir. Eger f fonksiyoneli x, € X noktasinda zayif siirekli ise f fonksiyoneli

Xo € X noktasinda alttan ve iistten zayif yari-siireklidir.

Tanmm 36: X, Y iki Banach uzay ve T: X — Y lineer operator olsun. T operatorii X in
her smirli alt kiimesini Y nin bir 6n kompakt alt kiimesine doniistiiriiyorsa T ye kompakt lineer

operatdr (tamamen siirekli lineer operator) denir (Adams 1975).

Tanim 37: X, Y iki Banach uzay, f: X — Y bir operator ve x € X olsun. Her h € X i¢in

i L&+t — FElly
im

t—0 t

=Tx (b

olacak sekilde bir T € L(X,Y) sinirh lineer operatorii varsa f operatoriine x € X noktasinda ve
h yoniinde Gateaux diferansiyellenebilirdir denir. T operatoriine ise f operatoriiniin x € X
noktasindaki Géateaux tiirevi denir. Eger bu esitlik her x € X i¢in saglanirsa f operatorii Gateaux

diferansiyellenebilirdir denir (Curtain and Pritchard 1977; Willem 1996).

Tamim 38: X bir Banach uzay ve x € X olmak iizere f: X — R fonksiyoneli X de
Gateaux diferansiyellenebiliyorsa ve bu Gateaux diferansiyeli siirekli ise f fonksiyonelinin

diferansiyeli zayif stireklidir denir (Willem 1996).

Teorem 16 (Ortalama Deger Teoremi): X bir Banach uzay ve x, h € X olmak iizere

f: X - R fonksiyoneli Gateaux diferansiyellenebilir ise
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fx+h)—f(x)=f"(x+th)h
olacak sekilde bir 0 < t < 1 sayis1 vardir (Papageorgiou and Kyritsi-Yiallourou 2009).

Tammm 39: X, Y iki Banach uzay, f: X — Y bir operator ve x € X olmak {tizere her
h € X i¢in
- IfCx+h) = fF(x) — T(Wlly _

0
h=0 Al x

olacak sekilde bir T € L(X,Y) sinirh lineer operatorii varsa f operatdriine x € X noktasinda
Fréchet diferansiyellenebilir denir. T operatoriine de f in x € X noktasindaki Fréchet tiirevi
denir. Eger bu esitlik her x € X i¢in saglanirsa f operatorii Fréchet diferansiyellenebilir denir
(Curtain and Pritchard 1977).

Teorem 17: f: X — Y operatorii x € X de Fréchet diferansiyellenebilir ise f operatorii

x € X de sireklidir (Papageorgiou and Kyritsi-Yiallourou 2009).

Teorem 18: f: X — Y fonksiyonelinin X de Gateaux tiirevi siirekli ise bu durumda f
fonksiyoneli Fréchet diferansiyellenebilirdir ve f € C1(X,Y) olur (Willem 1996).

Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir.
Tamm 40: X ve Y iki normlu uzay olsun. Eger
)] X, Y nin bir alt uzay,

i) X denY ye I(x) = x ile tanimlanan [ birim operatorii her x € X igin siirekli ise

X, Y ye gomiiliir denir ve X < Y ile gosterilir.
I birim operatorii dogrusal oldugundan ii) kosulu her x € X igin
ICOly < cllxllx

esitsizligini saglayan ¢ > 0 sabitinin varligina denktir. Eger I birim operatorii kompakt ise X,

Y ye kompakt gomiiliir denir ve X & Y ile gosterilir (Adams 1975).

Tanmmm 41: Q c R de tamimli u € C2(Q) fonksiyonunun x = (x1,x5, ..., x,) € Q

noktasindaki gradienti

Vz(a 9 9 ) 10)

dx, 0x, dxy,

operatorii yardimiyla
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Ju Jdu Jdu
0x, 0x,” " 0xy,

grad(u) = Vu = ( ) =w = (W, Wy, ..., W) (11)

olarak tanimlanan vektorel bir fonksiyondur. u fonksiyonunun gradientinin normu

m= (Y (24))

i=1

1
2

seklinde tanimlanir (Fucik and Kufner 1980).
Tanmim 42: R" de Laplace operatorii A ile gosterilir ve

92 9%

A:— cee
dx? o dx?

(12)

seklinde tanimlanir (Fucik and Kufner 1980).
(10) ve (12) esitliklerinden
V-V=Vi=A
yazilabilir.

Tammm 43: Q c R®™ de tanmimli bir W = (wy,wy,...,w,) vektorel fonksiyonun

diverjansi

(13)

seklinde tanimlanan skaler bir fonksiyondur (Fucik and Kufner 1980).

(11) ve (13) esitlikliklerinden

div(grad i) = V- Vut = 0 (6u>+ d (6u>+ N d <6u>
vigradu) = ”_axl dx, dx, \0x, dx, \0x,

n

0%u(x
=Z ():VZuzAu

2
ox}

i=1
yazilir.

Tamm 44: p > 1 sabit bir deger olmak tizere

\ _Z”: 9 ’au(x)
pU= — axi axi
i=

operatoriine p-Laplace operatorii denir (Fucik and Kufner 1980).

P=2 Ju(x)
axi

> = div(IVu(x)Ip_ZVu(x))

p-Laplace operatorii
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Ju(x)
axi

- £0.20,_ (5 e0y)”

i=1

esitligi kullanilarak

n 2 2 pz;2
Z <6u(x)> . (8u(x)) ou(x)
£ 0x; 9x, 0xy 0x;
seklinde de yazilabilir.

Tanim 45: |t|P®~2¢ = [t|P®~1sgnt ve p(x) >1 olmak iizere

N z" ) |au(x)
p(x)u - = axi axi
l=

bi¢iminde tanimlanan operatore p(x)-Laplace operatorii denir (Fan and Zhao 2001; Cruz-Uribe
and Fiorenza 2013).

PE2 gu(x)
axi

) - div(IVu(x)Ip(x)‘ZVu(x))

p(x)-Laplace operatorii

ag)(:lc) au(alc) au(x) (Z (agi:lc))>

i=1

esitligi kullanilarak

n p(x)-2
2 2\ 2
A B d (6u(x)> P (au(x)) Ju(x)
POt = Z ; ox; 0x, 0x,, ox;
1=

seklinde de yazilabilir.

p(x)-Laplacian operatorii p-Laplacian opearatoriiniin genellestirilmis bir halidir. p(x)-
Laplacian operatorii ile p-Laplacian opearatorii arasindaki ana fark p-Laplacian operatorii
(p — 1). dereceden homejendir, yani her A > 0 degeri i¢in A,(Au) = AP~'A,u esitligini
saglar, ancak p(x) # sabit iken p(x)-Laplace operatorii nonhomojendir. Yani A > 0 degeri
igin Ay (Au) # )lp(x)_lAp(x)u dur. p(x)-Laplace operatorii homojen olmadigindan dolayi
bazi uygulamalar (Lagrange Carpanlar teorisi, Hardy esitsizligi gibi) p(x)-Laplace operatorii
bulunduran denklemlere uygulanamaz. p(x)-Laplacian’in 6zellikleri ve uygulamalar1 Rtzicka
(2000); Fan ve Zhang (2003); Hasto 2007; Mashiyev ve Buhrii (2011); Diening et al. (2011)

calismalarinda verilmistir.

Tamm 46: h = h(x, &), x € Q, £ € R¥ ve h Carathéodory fonksiyonu olsun. x € Q

olmak tizere 6l¢iilebilir u; = u;(x) (i = 1,2, ..., N) fonksiyonu igin
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H(uq, Uy, ..., uy) = h(x; uq (x), uy (x), ...,uN(x))
seklinde tanimlanan operatére Nemytskii operatorii denir (Fucik and Kufner 1980).
Teorem 19: p4,py, ..., Pm Ve v reel sayillar p; >21(i=12,..,m), r=>1 ve h

Carathéodory kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. N(uq,uy,...,uU,) € L"(Q) ise
u; € LPi(Q), g € L' (Q) olmak tizere

h(x,¢é1, &5, 00 &) < g(x) + Czlfil%
i=1

esitsizligini  saglayan ¢ >0 wvardr. Bu durumda N  Nemytskii operatorii
LP1(Q) X LP2(Q) X ... X LPm(Q) uzaymi L (Q) uzayma dondstiiriir. Dolayisiyla N Nemytskii

operatori LP1 () X LPz(Q) X ... X LPm(Q) uzaymdan L" (£) uzayina siirekli operatordiir. Yani

r—1

r—1
c;=m+1) 7 |lgllr@) c2 = (m+ 1)+ C olmak iizere
D
IN Gt s e )iy < €3+ €2 ) Ml gy
i=1
esitsizligini saglayan cq, ¢, > 0 sabitleri vardir (Fucik and Kufner 1980).

Tamm 47: R, RY in alt kiimelerinin bir sinifi olmak iizere
i) RN € R,
ii) EgerAeRiseA°={xeRV:x¢ A} eR,
iii)  Egerj=1,2,..i¢in 4; € Rise UjL; 4; € R
sartlar1 saglaniyorsa R sinifina, RN {izerinde bir o-cebir denir (Adams 1975).

1) - 1ii) 6zelliklerinin bir sonucu olarak

iv) P E R,
V) Egerj =1,2,...icin A; € R ise NjL; 4; € R,
vi) EgerA,BERiISeA—B=ANB‘eR

Ozellikleri yazilabilir. i-iii kosullar1 ile iv-vi kosullar1 birbirine denktir (Adams 1975).

Tamim 48: R, RN de o-cebiri ve u: R — R U {+o0} seklinde tanimlanan bir fonksiyon
olsun. u fonksiyonu R smifindaki ayrik kiimelerin bir {A;:j € N}  siufinin sayilabilir her

birlesimi igin
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o

=1

Jj=1 J

esitligini sagliyorsa, u fonksiyonuna R sinifi izerinde bir 6l¢iim denir (Adams 1975).

Teorem 20: u fonksiyonu R tizerinde bir 6l¢iim olsun. Bu durumda

1) Eger A, BERVveACBise

1(A) < u(B),
i) j=12,..icinA; ERve A; c A, c--ise
u U 4j | = lim u(4;)
j=1

ifadeleri yazilabilir (Adams 1975).

Teorem 21: RY nin alt kiimelerinin R smifi asagidaki dzellikleri saglayan bir o-cebiri

olsun. Bu durumda

i) RY de bulunan her agik kiime R ye aittir,
i) EgerAc B,BeRveu(B)=0ise, A € R ve u(4) = 0drr,

i) A={xeRVigqj<x;<b;,j = 1,2,..,n}ise A€ Rve

k) = | [ - ap
j=1

dir,
iv)  u oteleme altinda degismeyendir, yani x € RY ve A € R i¢in
x+A={x+y:ye A} e Rve u(x + A) = u(4)
dir
sartlarin1 saglayan bir u 6l¢timii vardir (Adams 1975).

Bu ozelliklere sahip bir R sinifinin elemanlarma RY nin Lebesgue 6lgiilebilir alt
kiimeleri, u fonksiyonuna RY nin Lebesgue 6l¢iimii ve herhangi bir A € R icin u(A) ifadesine
A nin 6lgiimii denir (Adams 1975).

Tanmm 49: Eger Bc Ac RV ve u(B) =0 ise A— B kiimesinin her noktasinda

saglanan bir 6zellige, A kiimesinde hemen hemen her (h.h.h.) yerde saglanan bir 6zellik denir

(Jain and Gupta 1986).
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Tamim 50: Olgiilebilir bir kiime iizerinde tanimli ve R U {Foo} kiimesindeki degerleri

alan bir f fonksiyonu verilsin. Eger her k € R igin
{x: f(x) >k}
kiimesi olgiilebilir ise f fonksiyonuna dlgiilebilir fonksiyon denir (Jain and Gupta 1986).

Teorem 22: f ve g, X tizerinde dlgiilebilir fonksiyonlar ve ¢ bir sabit olsun. Bu durumda

i) f+ec,
i) f,
i)  f+tg,
iv) Ifl,
vy f3
vi)  fg,

vii)  f+g (g#0)
fonksiyonlar1 da X de olgiilebilirdir. Ayrica

viii)  (f,) Olgiilebilir fonksiyonlarin  bir dizisi ise max {fy, f2, ..., fu},

min {f3, 5, ..., fu}, sup (f,), inf (f,), limsup (f;,) ve liminf (f,,) de 6lgiilebilir,
iX)  f, X den R ye siirekli bir fonksiyon ve g 6lgiilebilir ve reel degerli fonksiyon ise

(fo g) (x) = f(g(x)) ile tanimlanan "fog " bileske fonksiyonu da 6l¢iilebilirdir (Jain and
Gupta 1986).

Tamim 51: f fonksiyonu olgiilebilir ve reel degerli ise f fonksiyonu her ikisi de

olgiilebilir ve negatif olmayan f* = max(f,0) ve f~ = — min(f, 0) fonksiyonlar cinsinden

f =f*—f" seklinde yazlabilir. Bir Q bolgesi lizerinde tanimlanan fQ fr(x)dx ve

fQ f~(x)dx integrallerinden en az biri sonlu olmak {izere

K[ fxydx = l f+Godx - l f(odx

olarak alinsin. Eger her iki integral sonlu ise f fonksiyonuna Q bdélgesinde Lebesgue
integrallenebilir denir ve Q bolgesindeki integrallenebilir fonksiyonlarm smifi L'(Q) ile

gosterilir (Jain and Gupta 1986).

Teorem 23 (Fatou’s lemma): Q, RN in olgiilebilir bir alt kiimesi ve (f,) negatif

olmayan 6l¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu durumda
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f(lirgr_l)ioglffn(x))dx < ligi;lff frn()dx
Q Q

dir (Zeidler 1995).

Teorem 24 (Lebesgue Majorant Yakinsama Teoremi): Olgiilebilir fonksiyonlarmn
(f,) dizisi RN kiimesinde f fonksiyonuna noktasal ve h.h.h. yerde yakinsak olsun. Her n igin
|f,(x)| < 9(x) olacak bigimde integrallenebilir bir 9 fonksiyonu olsun. Bu durumda f

fonksiyonu RN de Lebesgue anlaminda integrallenebilirdir ve

lim | f,(x)dx < lim (f,,(x))dx = | f(x)dx
n-o Rl .]- n-—oo ]R{'{

RN
dir (Royden 1963).

Tanim 52: E c RY alt kiimesi i¢in

1, x€E
XE(X)={O X&E

seklinde tanimlanan X (x) fonksiyonuna, E nin karekteristik fonksiyonu denir (Curtain and
Pritchard 1977).

Lebesgue Uzay1 (Lp (Q))
Tanm 53: Q, RV de bir bolge ve 1 < p < oo olmak iizere

j lu(x)|P dx < o
Q

ozelligine sahip tim Olgiilebilir fonksiyonlarin sinifina Lebesgue uzayr denir ve LP(Q) ile

gosterilir (Jain and Gupta 1986).

Q, RN in 6lciilebilir bir alt kiimesi, |Q| >0 ve S(Q) = {u € Q: u, Q da taniml1 dl¢iilebilir

fonksiyonlarmn kiimesi} olmak iizere LP () uzay1

LP(Q)z{uES(Q):f |[u(x)|?P dx < oo, 1Sp<00}
Q

olarak da yazilabilir.

1 <p < oo iken LP(Q) uzayi

1
P

luller ) = lul, = <f lu(x)|P dx)
Q
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normu ile bir Banach uzayidir (Adams 1975).

Sonug 1: LP (Q) uzayy, p = 2 i¢in L?(Q2) uzay1 olur. Bu uzay

wor= [ uvedx

Q

i¢ carpimui ile bir Hilbert uzayidir (Adams 1975).

Tanim 54: Q bolgesinde Olgiilebilir bir u fonksiyonu i¢in h.h.h. yerde |[u(x)| <M
olacak sekilde negatif olmayan bir M sabiti mevcutsa u fonksiyonuna hemen hemen smirlidir
denir. Bu esitsizligi saglayan M > 0 sabit sayilarinin en biiyik alt simirma da |u| nun

Q bolgesindeki esas (essential) supremumu denir ve esssup|u(x)| ile gosterilir. Yani
X€EQN

esssuplu(x)| = inf { sup Iu(x)l}
x€Q I?I*IC=% xEQ\Q*

veya

esssup|u(x)| = inf{M > 0: meas{x: |u(x)| > M} = 0}
X€EQ
veya

esssup|u(x)| = inf{sup |lu(x)|: meas (Q\ Q%) = 0}
XEQ*

xXEN

dir. |u| nun Q bolgesindeki esas (essential) infinumumu ise essei!?flu(x)l ile gosterilir ve
X
essinflu()l = sup { inf [uGol)
1*|=0
veya
ességlflu(x)l = sup{M > 0: meas{x: |u(x)| < M} = 0}

X
veya

eisébnflu(x)l = sup {xlélg*lu(x)l: meas (Q\ Q) = O}
seklinde tanimlanir (Jain and Gupta 1986).

Onerme 1: 1) Eger meas|Q| > 0 ise

inf|u(x)| < essinflu(x)| < esssup|u(x)| < sup|u(x)],
XEN XEN x€N x€Q

2) esssup(u(x)) > 0ve esssup(v(x)) > 0 ise
X€ X€EQ
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esssup(u(x)v(x)) < esssup(u(x)).esssup(v(x)),
x€Q X€EQ xX€Q
3) eiséiﬂnf(u(x)) > 0 ve eiseiﬂnf(v(x)) > 0 ise
essinf(u(x)v(x)) 2 essinf(u(x)). essinf(v(x))

dir (Jain and Gupta 1986).

3, x=1
Ornek 1: f(x) = {—2, x=-1 fonksiyonu i¢in meas{—1,1} =0
2, x€R\{-1,1}
oldugundan
sup|f(x)| = 3, inf|f (x)| = —2, essinf|f(x)| = esssup|f(x)| = 2
xER x€ER XER xER
dir.

x3, x€EQ

fonksiyonu ici
arctanx, x € R\Q onksiyonu 1¢in

Ornek 2: f(x) = {

. _ _r . __r
iléﬂlglf(X)I = o, Inf|f(x)| = —oo, es;es]llglplf(x)l y essinflf ()] = —7

dir.
Tamm 55: 1 < p < oo iken %+ 5 =] (p’ = %) esitligini saglayan 1 < p’ < oo
sayisina p nin eslenegi denir (Jain and Gupta 1986).

Tanim 55 ¢ gore, 1 <p < o ve ¢ € (Lp (Q))' alinirsa, her u € LP(Q) igin

o(u) = fu(x)v(x)dx

Q

esitligini saglayan bir v € LP' (Q) vardir. Ayrica

11l gy =

”¢ ”(Lp(ﬂ))’

oldugundan

IR

17'(Q) = (17(Q)'

olur. Bu iki uzay ¢ok farkli elemanlara sahip olmalarina ragmen, Banach uzay olmalari

acisindan ayni kabul edilebilir.

Teorem 25 (Hélder Esitsizligi): Eger 1 < p < o, u € LP(Q) ve v € LP' (Q) ise
uv € L*(Q) olur ve

28



f uGr(O)ldx < July vl
Q

esitsizligi saglanir (Jain and Gupta 1986; Diening et al. 2011).

Teorem 26: |Q| = [, dx <o ve 1<p<q<oo olsun. Eger u € L(Q) ise bu
durumda u € LP(Q) olur ve
11
lul, < 1P 9]ul,
esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla
Li(Q) - LP(Q)
stirekli gémmesi vardir (Jain and Gupta 1986).

Teorem 27: Eger 1 < p < oo ise LP(Q) ayrilabilirdir ve Cy(Q) ile Cy°(Q) uzaylar
LP(Q) da yogundur (Jain and Gupta 1986).

Teorem 28: Eger p € (1, ) ise LP () uzay1 diizglin konveks ve yansimalidir (Adams
1975).

Teorem 27 ve Teorem 28 den L' () nin ayrilabilir fakat yansimali olmadigi, L () nin

ise hem ayrilabilir hem de yansimali olmadig1 sonucuna ulagilir.

Sobolev Uzayr (W™P(Q))

Tamm 56: Q, RY de bir bolge ve p € [1, ) olmak iizere Q bolgesinin her bir kompakt

alt kiimesinde p. kuvveti integrallenebilen Q bolgesindeki tiim Olgiilebilir fonksiyonlarin

p
loc

uzayma LV (Q) uzayr denir. Bu uzay p =1 igin L],.(Q) seklinde gosterilen lokal

integrallenebilir fonksiyonlar siifin1 gosterir (Adams 1975).

Tamm 57: u € L],.(Q) ve a ¢oklu indisi verilsin. Her ¢ € C§° () igin

fgovdx = (—1)|“|JuD“<pdx
Q Q

p

esitligini saglayan v € L;,.(Q) fonksiyonuna u fonksiyonunun a. mertebeden zayif tiirevi

denir. v fonksiyonuna, u fonksiyonun genellesmis tiirevi de denir ve v = D%u bigiminde
yazilabilir (Devito 1978).

Ornek 3: n = 1 ve Q = (0,2) olmak iizere u ve v fonksiyonlari
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wo=f 2E0N e ww-fy 2SO
ise v fonksiyonu u fonksiyonunun zayif tiirevidir.
Gergekten u'(x) = v olmak iizere
2 2
[ utopn@dx = - [ veamedx, ne € cre@) (14)
0 0

esitliginin sol kismma x = u (dx = du), Dn(x)dx = dv (n(x) = v) alarak kismi integral
uygularsak

2 1 2

fu(x)Dn(x)dx = jan(x)dx+an(x)dx

0 0 1

1

=xmm%—fmmm+mmﬁ
0
1

=MD—0—fn@Mx+MD—nﬂ)
0

= —fn(x)dx

0
elde ederiz. (14) esitliginin sag kismindan da

2 1 2

—jv(x)n(x)dx =— fln(x)dx+J 0n(x)dx
0 0 1
= —fr](x)dx
0
bulunur. Boylece
2 2
fu(x)Dn(x)dx = —f v()n(x)dx
0 0

oldugu goriiliir. Yani v, u nun zayif tiirevidir.
Tanmm 58: Q, RN de bir bolge, m = 0, m € Z ve 1 < p < o olmak iizere

wm™P(Q) ={u € LP(Q):D%*u € LP(Q), 0 < |a| < m}
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olarak ifade edilen uzaya Sobolev uzay1 denir. Bu uzayda tanimlanan norm; 1 < p < o igin

1
p

lullwme ) = llullmy = ( ID“(u)|§>

o<|alsm
Ve p = o i¢in

— a
Il =  max D%l

dir. W™P(Q) Sobolev uzay1, 1 < p~ <p* < oo iken ||ull, Ve llullmoe normlar ile bir
Banach uzayidir. C§°(Q) uzaymim W™P(Q) daki kapamsi WP (Q) olur (Sobolev 1938;
Diening et al. 2011).

Lebesgue ve Sobolev uzaylarn tanimlarinin bir sonucu olarak WoP(Q) = LP(Q)
yazilabilir. Ayrical < p < oo iken C;°(Q) uzayr LP(Q) da yogun oldugundan dolay1

WOO’p: LP(Q) olur. Dolayisiyla, bu uzaylar arasinda herhangi birm > 0, m € Z igin
Wy (Q) & W™P(Q) & LP (Q)
stirekli gdmmesi vardir (Adams 1975).
W™P (Q) uzayinda
) m = 0ise WOP(Q) = LP(Q) ile
ii) p = 2ise W™2(Q) = H™(Q), W,™*(Q) = HF(Q) ile gosterilir.

H™ (Q) uzayindaki norm

N =

el ==< > |D“u|§)
o<|alsm

seklinde verilir. H™ () uzayi,

(W, v)ym) = Z (D%u, D%v)

o<|alsm
i¢ ¢arpimui ile bir Hilbert uzayidir (Curtain and Pritchard 1977).
Teorem 29: Eger p € [1, ) ise W™P(Q) ve WP (Q) ayrilabilirdir (Adams 1975).

Teorem 30: Eger 1<p <ooise W™P(Q) ve W,"P(Q) yansimali ve diizgiin
konvekstir (Willem 1996).
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Teorem 31 (Sobolev Esitsizligi): O, RY de acik bir bdlge olsun. Eger 1 < p < oo,

mp < N veu € W,"P(Q) ise

Sobolev kritik iis olmak tizere
Iulp* < C”u”m,p
olacak sekilde bir C(n, m, p) sabiti vardir (Adams 1975).

Tamim 59: RY de B,, (x) ve x noktasini igermeyen By, (v) agik yuvarlarni gz éniine

alalim.
K, = Brl(x) N {x + AMz—x):z € Brz(y),l > 0}

Kiimesine, tepe noktas: x olan sonlu koni denir. Q@ ¢ RY acik kiimesinin her x noktas1 bir K, C
Q konisinin tepe noktasi ise ve biitiin K, konileri bir K sonlu konisinden izomorfik ve izometrik

dontisimlerle elde edilebiliyorsa Q bolgesinin koni 6zelligi vardir denir (Adams 1975).

Teorem 32 (Sobolev Gomme Teoremi): , RY de koni 6zelligine sahip acik bir bolge,

m = 1vej > 0 tamsayilar ve p € [1, ) ise asagidaki gommeler yazilabilir. Eger

) mp < N ise

Witmp(Q) o WiQ), p<q<q =

N-mp

ya da 6zel olarak

wHmPQ) o LU(Q) ,p<q<q = Nf:lp

dir,
i) mp =N ise
WmP(Q) o L1(Q), p<q< ™
dur. Ayrica p = 1 olarak alinirsa
witmiQ) o ¢} (Q)
dir,
iii) mp > Nise
wirmlQ) o ] ()

dir (Adams 1975).
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Yukaridaki ggmmelerde W yerine W, uzayi alinirsa, Q bolgesi tizerinde herhangi bir
kisitlama yapilmaksizin yukaridaki gommeler yine gegerli olur.
Modiiler Uzay ve Orlicz Uzay1
Tamm 60: X bir reel vektor uzay olsun. Eger her x, y € X ve 0 < a < 1 i¢in
ax+(1—-—a)yeX

ise X e konveks uzay denir. Eger X konveks, herx,ye Xve0<a <1ligcinf:X - R

fonksiyonu
flax+ (A —a)y) saf(x) + (1 -a)f(y)
sartin1 sagliyorsa f ye konveks fonksiyon denir (Zeidler 1995).
Tamim 61: X bir reel vektor uzay olsun. Eger p: X — [0, o0) fonksiyoneli her x, y € X
i¢in
i) p(x) =0 & x=0,

i) p(x) =p(=2x),
iii) hera, = 0,a+f = 1igin

plax +By) < p(x) +p)

sartlarin1 sagliyorsa p fonksiyoneline X {izerinde modiiler adi verilir. Eger her a, § > 0,

a+pB =1veherx,y € X icin

plax + By) < ap(x) + Bp (¥)

esitsizligi saglaniyorsa p fonksiyoneline X iizerinde konveks modiiler denir (Nakano 1950;
Musielak and Orlicz 1959).

Tanmim 62: X bir reel vektor uzay ve p: X — [0, o) fonksiyoneli X {izerinde bir modiiler

ise bu durumda
X,={x€ X:lll_r)r(l)p(/lx) =0}

uzayina modiiler uzay ad verilir. X, modiiler uzay X in bir alt vektor uzayidir (Nakano 1950;

Musielak and Orlicz 1959).

Tanmim 63: X bir reel vektor uzay ve p fonksiyoneli X tizerinde konveks modiiler olmak

uzere X P uzerinde
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lu|, = inf A>O:p(%)=]<p(x,%)dx§1

bi¢iminde tanimlanan norma Luxemburg normu adi verilir (Sharapudinov 1979; Musielak
1983; Fan and Zhao 2001).

Tamm 64: Q, RV de 6lgiilebilir bir bolge olsun. Eger ¢: Q X [0,0) — R fonksiyonu
1) her x € Q i¢in ¢ (x,u) azalmayan siirekli bir fonksiyon,
i) @(x,0) =0, u > 0igin ¢(x,0) > 0 ve lim ¢(x,u) = oo,
U—00
iii) her u > 0 igin @ (x, u) 6l¢iilebilir fonksiyon

ozelliklerini sagliyorsa ¢ fonksiyonuna @ (Young fonksiyonlar1) sinifina aittir denir (Musielak
1983).

Tamim 65: X bir reel vektor uzay ve ¢ fonksiyonu @ sinifina ait ise her u € X igin

@ (x, lu(x)|) fonksiyonu olgiilebilirdir ve

p @ = [ oG lu@Dhix

Q

ifadesi X de bir modiiler tanimlar. Eger ¢ (x, u) fonksiyonu her x € Q i¢in u nun konveks

fonksiyonu ise p, X de konveks modiilerdir. Bu durumda

x,=luex: Alg(%f 0 (o AluCo)Ddx = 0

Q
modiiler uzayina genellestirilmis Orlicz uzay:r veya Musielak-Orlicz uzay:1 denir ve L? ile

gosterilir. Ayrica

LY =5ue X:Alirlerf @ (x, [u(x))dx <
Q

kiimesine genellestirilmis Orlicz smifi adi verilir. L‘g, L® uzaymin bir konveks alt uzayi, L?
uzay! ise X in LY uzaymi kapsayan en kiigiik alt vektér uzayidir. Eger ¢(x, u) = ¢(w) ise (¢,
x’den bagimsiz ise) L? ve L‘g uzaylarina sirastyla Orlicz uzayi ve Orlicz siifi denir (Nakano

1950; Musielak 1983).

34



Degisken Uslii Lebesgue Uzayi (Lp(') (Q))

Q c RN blgiilebilir bir altkiime |Q| >0 ve Q bolgesinde tanimli dlgiilebilir

fonksiyonlarin kiimesi
S(Q) = {u: u, Q bolgesinde 6l¢iilebilir bir fonksiyon}

olsun. S(Q) daki h.h.h. yerde birbirine esit fonksiyonlari tek eleman olarak géz 6niine alalim.
p € S(Q) olmak tizere her x € Q, s = 0 igin

o(x,s) = sP(x)

seklinde tanimlanan ¢: Q X [0, ) — R fonksiyonu, Tanim 64 te ifade edilen sartlar1 sagladigi
icin @ smifina aittir. Ayrica, @(x,s) fonksiyonunun her x € Q igin s nin bir konveks

fonksiyonu oldugu agiktir. Bu nedenle u € S(Q) i¢in

p) = Py @) = [ 9 lubdx = [ luGoP@dx
Q Q

seklinde tanimlanan p,,y: S(Q) — [0, o) fonksiyonu her u, v € S(Q) i¢in Tanim 61 de ifade

edilen Ozellikleri sagladigindan dolayr S(1) kiimesi iizerinde bir konveks modiilerdir.

Dolayisiyla
E, = PO(Q) = {u € S(Q): Jim p(u) = 0}
modiiler uzay1, genellestirilmis Orlicz uzayinin 6zel bir ¢esidi ve S(£) uzayinin bir alt uzayidir.

@(x,s) fonksiyonunun o6zelliklerinden, LPC(Q)) uzaymin en az bir 1> 0 igin

p(Au) < oo olacak sekilde tim u € S(Q) fonksiyonlarinin kiimesi oldugu agiktir, yani
LPO@Q) = {u € S(Q):3A > 0,p(lu) < 0 }
yazilabilir.
LPO)(Q) uzayimin konveks bir alt uzay1 olan
1PO(Q) = {u € S(Q): p(u) < »}
uzay1, genellestirilmis Orlicz smifinin bir tiirtidiir ve
1P9(Q) = {u € S(Q): VA > 0, p(Au) < o0 }

uzay1 da S(Q) nin Lz())(') (Q2) kiimesinde kapsanan en biiyiik alt vektor uzayidir. Bu uzaylar i¢in

genel olarak
129@) e P < LPOQ)
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yazilabilir (Fan and Zhao 2001).

Tezimizin bundan sonraki kisminda aksi belirtilmedik¢e p(-): Q = [1, 00) Ol¢iilebilir

fonksiyonu i¢in
p~ := essinfp(x) ve p* := esssup p(x)
notasyonlar1 kullanilacaktir.

Tamm 66: u € S(Q) ve p(x,u) = (u(x))p(x) olmak iizere her u € LPO)(Q) i¢in

%dw=f¢@mmm=jm@wmm

Q Q

seklinde tanimlanan ap(.):Lp(')(Q) —» R fonksiyoneline LPO(Q) uzaymmn modiiler
fonksiyoneli denir (Kovacik and Rakosnik 1991; Diening et al. 2011).

g, Tonksiyoneli

I) ap(.)(u) =0 u=0,
II) ap(.)(u) = 0p() (—u),
i)  heru, veS(Q), hera, >0, a+pf =1 icin

opy(au + pv) < aoyy(w) + Boyy(v)
ozelliklerini sagladigi i¢in LP)(Q) kiimesi iizerinde bir konveks modiilerdir.

Tamm 67: Q, RY de agik bir bdlge olsun. p(-): Q — [1, ) &lgiilebilir bir fonksiyon ve

1< p~ < p*t < w olmak lizere
PO@) = {u € SO [ luGPdx < oo
Q

seklinde tanimlanan uzaya degisken islii Lebesgue uzayr denir. 1 <p~ < p* < oo iken
LPO(Q) uzay

p(x)

) dx <1

A

”Mhmmy=wmg=mf1>&f
Q

normu ile bir Banach uzayidir (Kovaéik and Rakosnik 1991; Diening et al. 2011).

Tanim 67 de ifade edilen Luxemburg normu ile ilgili bir 6rnek asagida verilmistir.

. 1
Ornek 4: p(x) = x, Q = [1,2], f(x) = 2x olmak iizere |f|, ) degeri
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If o) = inf{/’L >0: Pp) G) < 1}

2

1 X
z/x
= inf /1>O:f</1>de1

1

2
=inf {1 > 0: f(z/rX)dx <1
1

227X
=inf {4 > 0,4 # 1: <1
—Inily

200-1) _ 1}
22In
=inf{A> 0,1+ 1: 1> 1,59708}

=inf{/1>0,/1¢1:

IR

1,59708
dir.

Tamim 68: Q bolgesinde hemen hemen smirli u fonksiyonlarinin olusturdugu uzaya

L™ () uzayi denir ve bu uzayda tanimlanan norm

lull o) = ule = esssup |u(x)|
X€EQ

veya
llull o) = inf{c:h.h.h. x € Qi¢in |[u(x)| < c}
dir. Bu norm ile L*(Q) uzayi bir Banach uzayidir (Adams 1975).

Tamm 69: Q bolgesinde hemen hemen sinirli A fonksiyonlarinin olusturdugu uzayin

eleman1 olan ve esseigf |h(x)| = 1 sartin1 saglayan fonksiyonlarin olusturdugu uzaya LY ()
X

uzayi denir. Yani
LY (Q) = {u € L*(Q): es;cséifrllfh(x) > 1}
dir (Adams 1975).

Onerme 2: p(*) € LY () oldugunda 0p(-) modiiler fonksiyonel asagidaki 6zelliklere
sahiptir.

I) ap(.)(u + U) < 2p+ (O'p(.) (u) + op(.)(v)),
i)  u €LPOQ)icin
A>1ise
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O'p(.)(U) < AGP(.)(U) < /1p_0'p(.) (U) < Up(.)(AU) < /1p+ap(.)(u)
0 <A< Tlise
/1p+0'p(.) (U) < O'p(.) (AU) < /1p_0'p(.) (u) < 7\O'p(.) (u) < O'p(.) (u)

dur,
i) we PO @\{0} icin o,y(Au) fonksiyonu A ya gore siirekli konveks cift
fonksiyondur ve 4 € [0, o) igin artandir (Fan and Zhao 2001).

Teorem 33: Eger u,u, € LPY (Q) (n = 1,2, ...) Ve a,¢y: LPO (Q) > Riise

)] lulpoy >1(<L=1) e oy (W) > 1(<1;=1),

i) lulp,oy > 1= |u|5€) < opy(w) < Iulzz“_),

i)l < 1= Julbl) < 0,0 @) < [ul?,

iv) Ai_r){}olunlp(') =0 Al_r)glo oy (un) =0,

V) 7li_r)rololunlp(.) -0 & 7111_{1010 Op() (Up) >
dur (Kovacik and Rakosnik 1991; Fan and Zhao 2001).

Teorem 34: Eger u € LPO(Q) ven = 1,2,... igin u,, € LPO(Q) ise

i) 7li_r)glolun —ulpy =0,

i) Al_r)go Opy)(up —u) =0,

i)  Q bolgesindeki 6l¢iime gore u,, — u iken gl_r)r(}o 0p) (Un) = oy (w)
ifadeleri esdegerdir (Kovacik and Rakosnik 1991; Fan and Zhao 2001).

Teorem 35: p olgiilebilir bir fonksiyon, p € L®(Q) ise C(Q) N LPY(Q) uzayi
(Lp(') (Q), |-|p(.)) da yogundur. Eger Q c RY bolgesi acik ise C§° () uzay1 (Lp(') (Q), |-|p(.)) da
yogundur (Kovacik and Rakosnik 1991; Fan and Zhao 2001).

Teorem 36: Eger x € RY igin 1 < p(x) < p* < oo, p dlgiilebilir ve R deki herhangi
bir yuvarda log-Holder sartin saglayan bir fonksiyon ise C§°(RM) uzayt (LPO(RM), || ,,¢) da
yogundur (Samko 2000).

Tamim 70: Q, RY de bir bélge, E kiimesi Q bolgesinin 6lgiilebilir bir alt kiimesi ve

X5 (x), E nin karekteristik fonksiyonu olsun. Eger her u € LPO(Q) icin
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lim () Xz () = 0
esitligi saglaniyorsa u(x) fonksiyonuna LP)(Q) iizerinde tanimlanan ||,y normuna gore

mutlak siireklidir denir (Fan and Zhao 2001).

Teorem 37: Her u € LPO(Q) fonksiyonu |-|,,¢y normuna gére mutlak siireklidir (Fan
and Zhao 2001).

Teorem 38 (Hélder Esitsizligi): Eger p € LY (RY), p~ > 1 ise ﬁ + pL(x) = 1 olmak

iizere LP'O(RN) uzay1, LPO(RY) in dual uzayidir ve her u € LPO(RN), v € LP'O(RY) i¢in

1 1
f u(x)v(x)dx| < (p—_ + W) lulpiy[vlprey < 2lulpelvly
RN

dir (Kovacik and Rakosnik 1991; Fan and Zhao 2001; Diening et al. 2011; Ayazoglu ve Alisoy

2018).
Teorem 39: : m, h € C, () olmak iizere her x € RN ve u € L"O(Q) igin m(x) < h(x)
h()

olsun. |u|™® € LmO(Q) igin

™y < max {Julfty, i) < hulfy + s
e
dir (Kovacik and Rakosnik 1991; Fan and Zhao 2001; Diening et al. 2011).

Teorem 40: [ € L®(RV), q,1q € L?(RN) ve u € L'OIO(RN) olsun. Bu durumda
min{lulfg)q(.), Iulﬁz)q(.)} < “ull(')lq(-) < max{lulﬁ{.)q(.), Iulfz)q(.)}
dir. Ozel olarak I(-) = I sabit olursa
ultlqe) = lulige
olur (Kovacik and Rakosnik 1991; Diening et al. 2011; Ayazoglu ve Alisoy 2018).
1 € L*(RY), q, lqg € LY (RN) oldugundan her x € RY i¢in I(x) > q% > 0 dur.

Teorem 41: Q, RY de sinirl bir bolge, 0 < [Q] < o ve p(+), q(*) € LY (Q) olsun. Bu
durumda LI0(Q) & LPO(Q) gémmesinin olmasi icin gerek ve yeter sart h.h.h. x € Q icin

p() < q(*) olmasidir. Ayrica

esitsizligi yazilabilir (Kovacik and Rakosnik 1991).
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Degisken Uslii Sobolev Uzay1 (W™P0)(Q))

Tamm 71: Q, RY de bir bolge ve m = 0, m € Z olsun. |a| < m ézellikli her a-¢oklu

indisi i¢in Q bolgesinde tanimli D*(u) € LPO(Q) seklindeki tiim u fonksiyonlarmin smifina

degisken iislii Sobolev uzayi ad1 verilir ve
wmPO(Q) = {u € LPO(Q): D%u € LPO(Q), |a| < m}

seklinde yazilir. 1 < p~ < p* < oo iken W™PO(Q) uzay

lullymay = Mellmpey = ) 1D%ulys

|lalsm
normu ile ayrilabilir ve yansimali bir Banach uzayidir. m = 1 olarak aliirsa W™P(Q) uzayi
wirO(q) = {u € LPO(Q): |[Vu| € Lp(')(ﬂ)}
olur. 1 < p~ <p* < o iken WEPO(Q) uzayi
lellyy 100y = lallspy = Tulpey + Vil

normu ile ayrilabilir ve yansimali bir Banach uzayidir (Kovacik and Rakosnik 1991; Diening
etal. 2011).

Tamm 72: u € S(Q) ve p(x,u) = (Vu(x))p(x) + (u(x))p(x) olmak tizere her
u € WO (Q) i¢in

Apy(w) = f o(x, |lu))dx = f(|vu|P(X) + [ulP®)dx,
Q Q

seklinde tanimlanan A,y : wtrO(Q) -» R fonksiyoneline WP (Q) uzaymm modiiler
fonksiyoneli denir (Kovacik and Rakosnik 1991; Diening et al. 2011).

Teorem 42: Eger u,u, € WPO(Q) (n = 1,2,..) Ve Ayey : WHPO(Q) - Rise
i) lullipoy >1(<KL=1) & Ay (W) > 1(<1;=1),

i) lullipe > 1 =2l < Apo@) < llullf; e,
i) Nullipn <1 =2l < App@) < llullf 5,
iv) Ai_l;l(;lo”unlll,p(-) =0 e lim Ay (u,) =0,

v) limllugllype = e lim Ay (uy) =

dur (Kovacik and Rakosnik 1991; Fan and Zhao 2001).

40



CE(Q) uzaymm, WPO(Q) uzaymdaki kapanisi Wol’p(')(Q) uzayidir. Bu uzayda

tanimlanan norm

||u||W01,p(-)(m = [[ullp¢y = Vulye

seklindedir. Eger 1 < p~ < p* < o ise [Ju]| normu ile Wol’p(')(ﬂ) uzay1 da ayrilabilir

1p()(m

ve yansimali bir Banach uzay1 olur (Kovacik and Rakosnik 1991).

Teorem 43: ? + p—() =1, x € Q ve W,**(Q) uzaymm dual uzay: ( 1”()(9))

.. Vu|P™)
olmak tizere Lu = [ | p(l

dx operatorii

i) L: W1 p()(ﬂ) — R konveks ve L' 1p()(Q) (l/l/ol’p(')(ﬂ)> stirekli, smnurl,
kesin monoton, homeomorfizm operatordiir,
i) L, (S,) tipi doniisiimdiir, yani, eger Wol’p(') (Q) uzaymmda u, = u ve

Iim,, e (L(uy,) — L(w),u,, —u) < 0 ise Wol'p(') (Q) uzayinda u,, - u dur,
i) L, Wol‘p(') (Q) de iyi tammhdir,

iv) LecC! ( w0 (), IR) ve her u,v € W,"*9(Q) igin
(L (W), v) = j (IVulP@-2vuvv) dx )

V) L, Wol’p(') () tizerinde alttan zay1f yari siireklidir
sartlarin saglar (Fan and Zhang 2003).

Teorem 44: QO c RN sinirli bir bolge ve p(x), q(x) € C(Q) olsun. Her x € Qigin 1 <

(x)
N- p(x)

q(x) <p"(x) = ise

wip) Q) oo 14(x) (Q) ve wmpx) Q) oo 14) (Q)
dir (Kovacik and Rakosnik 1991; Fan et al. 2001; Fan and Zhao 2001).

Tammm 73: X, Y iki normlu uzay ve f: X = Y bir fonksiyon olmak tizere herhangi

X1, Xy eEX 1(;11'1

|f(x1) = f(x2)| < Alxg — x,|“

olacak sekilde A > 0 ve a € (0, 1] sayilar varsa f fonksiyonu X iizerinde Holder kosulunu

saglar denir. A Ve a sayilarina, sirasiyla Holder katsayis1 ve Holder dissii denir. Eger a = 1 ise

41



|f Ce)- f(x)| < Llxg— x|

olacak sekilde negatif olmayan L sabiti varsa f fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar veya f,
Lipschitz siireklidir denir (Fucik and Kufner 1980; Miklav¢i¢ 1998).

Lipschitz kosulundan daha zayif kosul olan log-Holder kosulu asagidaki gibi ifade
edilir.

Tamm 74: Q, RN de agik bir bdlge ve p: Q — [1, ) siirekli bir fonksiyon olsun. Eger
her x, y € Q igin

1
lx —yl <=

lp(x) —p)| < >

I
—loglx — yI’
esitsizligini saglayacak bir C, > 0 sayis1 varsa p(x) fonksiyonuna (local olarak) log-Holder

(Lipschitz) siireklidir denir (Diening 2002; Cruz-Uribe and Fiorenza 2013).

Tamm 75: Q, RY de acik bir bdlge ve p: Q = [1, ) siirekli bir fonksiyon olsun. Eger

her x, y € Q i¢in p fonksiyonu log-Hoélder siirekli ve her x € Q igin

— < ik

olacak sekilde |1|im p(x) = po € [1,0) ve C, > 0 sabiti varsa p fonksiyonuna global log-
X |—00

Holder (Lipschitz) siireklidir denir (Diening 2002; Cruz-Uribe et al. 2003; Cruz-Uribe and

Fiorenza 2013).

Teorem 45: p:Q — R Lipschitz siirekli bir fonksiyon ve q:Q — R  &lgiilebilir
fonksiyonu h.h.h. x € Q igin

Np(x)

() < q() <p'() =g— s

ise
wmr@(Q) o L10(Q)
stirekli gdbmmesi vardir (Fan et al. 2001).

Teorem 46: Q, RN de Lipschitz smirma sahip agik sinirli bir bolge, 1 < p~ < pt <N,

+

§=1 A;*q_, N* = % ve p(x) fonksiyonu local olarak log-Hélder siirekli olsun. Bu durumda

enaz bir § > 0 i¢in q(x) < p*(x) — § ozelligindeki g fonksiyonu i¢in
wip) Q) 66 Lq(x)(Q)

kompakt gommesi vardir (Diening 2002).
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Teorem 47: Q, RN de (N = 2) koni 6zelligine sahip agik bir bolge, m pozitif bir

tamsay1 olmak iizere p: @ — R fonksiyonu

1 <p =essinfp(x) < p* =esssup p(x) < 2 ve mp(x) < N
XEQ xeﬁ m

olacak sekilde odlgiilebilir reel degerli diizgiin siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica, {1 da taniml

olgiilebilir g(x) fonksiyonu h.h.h. x € Q igin
p(x) < q(x)
ve
essi_nf(p*(x) — q(x)) >0

X€EQ
kosullarini saglasin. Bu durumda

wmrE) () o L1 (Q)
stirekli goémmesi vardir (Fan et al. 2001).

Teorem 48: Q, RN de (N = 2) sinirh bir bdlge, m pozitif bir tamsay1, p(x) € C(Q)
ve Q da tanimli Slgiilebilir g (x) fonksiyonu h.h.h. x € Q i¢in

p(x) < q(x)
ve
essinf (p*(x) — q(x)) >0
x€Q
ise
wmr® () oo [10(Q)
kompakt gommesi vardir (Fan et al. 2001).

Teorem 49 (Poincaré Esitsizligi): Q, RY de diizgiin smira sahip bir bolge ve p(x) €

LT (Q) olacak sekilde bir fonksiyon olsun. Bu durumda her u € Wol'p(') () i¢in
|u|p(.) < CIVulp(.)

esitsizgini saglayacak ¢ > 0 sabiti vardir (Kovacik and Rakosnik 1991; Diening et al. 2011).
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MATERYAL ve METOT

Bu bdliimde standart olmayan biiyiime kosuluna sahip kismi diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimlerinin varhi@1 i¢in varyasyonel yaklasim, bu yaklasimla ilgili temel kavramlar,
varyasyonel yaklasima iliskin tanimlar ve teoremler ile varyasyonel yaklasimda kullanilan

yontemler hakkinda bilgi verilecektir.

Temel Kavramlar
Tamm 76: F = F(x; &,, &4, ..., éy) bir fonksiyon ve bu fonksiyonun i = 0,1, ..., N i¢in

JoF .. . .
% tiirevleri mevcut olmak iizere Q < RN de tanimli
L

ov(x) 6v(x)> v

) )
0x, dxy

J(w) = j F (x; 500,

fonksiyoneline Euler-Lagrange fonksiyoneli (enerji fonksiyoneli),
oF - 0 [OF
— (x; u(x), grad u(x —Z— — (x;u(x),gradu(x)) | =0 (15)
57, (1100, grad u(x) iﬂaxi(afi( (x), grad u( )))

denklemine de Euler-Lagrange denklemi denir (Fucik and Kufner 1980).
J fonksiyonelini ekstremum yapan bir fonksiyonun var olmasi igin gerek ve yeter sart

(15) denkleminin saglanmasidir.

Ornek 5: X bir Banach uzay, Q ¢ RV (N > 2) siurli bir bdlge, f: Q X R - R siirekli
bir fonksiyon olmak iizere her (x,t) € Q X R igin F(x,t) = [ Ot f (x,s)ds seklinde taniml1 bir

fonksiyon i¢in

— div(|Vu[P®=2vu) = f(x, w) (16)

kismi diferansiyel denklemine karsilik gelen J € C!(X, R) Euler-Lagrange fonksiyoneli (enerji

fonksiyoneli) her u € X igin

J(u) =£‘[$|Vu|p(x)dx—§[ F(x,u)dx

dir. Bu J enerji fonksiyonelinin tiirevi ise
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J'(w),v) = fIVqu(x)_ZVqudx—ff(x,u)vdx
Q Q

dir.

Her v € Cy° igin
fqulp(x)‘ZVqudx - f fx,u)vdx =0
Q Q

esitligini saglayan u € X e (16) diferansiyel denkleminin zayif (genellestirilmis) ¢coztiimii denir.

Tanmm 77: Q c RY smirh bir bdlge, p: Q — (1, %) dlgiilebilir bir fonksiyon olmak

uzere
|tP®) < Fx,t) < c([¢P® +1)

sartim saglayan F(x,t) € C1(Q x RN, R) fonksiyonuna nonstandard biiyiime kosullu veya
standart olmayan biiyiime kosullu yada p(x)-bliyiime kosullu fonksiyon denir. Standart
olmayan biiyiime kosullu fonksiyonlar1 bulunduran denklemlere de standart olmayan biiyiime
kosullu denklemler denir (Zhikov 1987; Acerbi and Mingione 2001).

Tamm 78: QO c RN sinirl bir bélge, p, q: Q = (1,0) ve 1 < p(x) < q(x) seklindeki

oOl¢iilebilir fonksiyonlar olmak iizere
[t]P® < F(x, t) < c([t]9% + 1)

sartm saglayan F(x,t) € C*(Q X RY,R) fonksiyonuna (p(x),q(x))-biiyiime kosullu
fonksiyon denir (Marcellini 1991; Acerbi and Mingione 2001).

Juw) = J F(x,Vu(x))dx

Q
enerji  integrali  p(x)-biiyiime kosuluna sahip iken, F(x,Vu(x)) fonksiyoneli

J, Vu(x) |P® dx olarak alimnip

aF(x,Vu(x)) d aF(x,Vu(x)) o
ou(x) _E< a(Vu(x)) >_

seklindeki Euler-Lagrange denklemine gore diizenlenirse
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A Z”: 9 (10u(x)|P® 72 du(x)
p(x)u B — axl- axl- axi
= diV(IVu(x)Ip(x)_ZVu(x)) =0 (17)

elde edilir. Bu denklem nonlineer ve nonhomojen olan p(x)-Laplace denklemidir. Yani 1 # 0

olmak lzere
Ap(x) (AU) * Ap(x)_lAp(x) (U)
dir.

(17) denkleminde p(x) = p = sabit olarak alinirsa

\ _2”: 9 |au(x)
pU = = Oxi axl-
i=

= div(|Vu(x)[P~2Vu(x)) = 0 (18)

P=2 du(x)
axl- )

seklindeki nonlineer ve homojen p-Lapalce denklemi elde edilir.
Eger (17) denkleminde p(x) = 2 olarak alinirsa
n

Au = Z 0*ul) _ div(Vu(x)) = 0 (19)

dx?

i=1
lineer ve homojen Laplace denklemi elde edilir.

Yukarida ifade edilen (17), (18) ve (19) denklemleri arasinda bazi yapisal farkliliklar
vardir. (19) da verilen Laplace denklemi lineerdir, yani eger u ve v fonksiyonlari (19) denklemi
i¢in bir ¢dzlim ise, a Ve f§ sabitleri i¢in, au + v fonksiyonu da (19) denkleminin ¢6ziimii olur.
Yani lineer denklemlerde herhangi iki ¢oziimiiniin lineer birlesimi ayni denklem i¢in yine bir
¢Oziim olusturur. p-Laplace denklemi, p nin 2 den farkli olmasi durumunda lineer degildir,
ancak scalable’dir, yani genel olarak u + v fonksiyonu (18) denkleminin bir ¢dziimii degilken
au + B fonksiyonu (18) denklemi igin ¢6ziim olabilmektedir. p (x)-Laplace denkleminin lineer
olmama durumu p-Laplace denklemine gore ¢cok daha giicliidiir. Dolayisiyla (18) denkleminin
¢Oziimii olan au + B fonksiyonunun (17) denkleminin ¢6ziimii olabilmesi i¢in A = 1 olmasi

gerekmektedir.
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Tamm 79: X bir Banach uzay ve J: X - R, J € C*(X,R) siifindan bir fonksiyonel

olsun. Her v € X igin
J'w,v) =0
esitligini saglayan u € X e, J fonksiyonelinin kritik noktas1 denir (Rabinowitz 1986).

Bir diferansiyel denklemin zayif ¢oziimleri olan u € X fonksiyonlari ayni zamanda bu

diferansiyel denklemin kritik noktalaridir.

Not: Bir kismi diferansiyel denklemde goriilen tiim kismi tiirevlere sahip ¢6ziime klasik
¢oziim denir. Bununla birlikte zayif ¢oziim, denklemdeki bazi kismi tiirevlere sahip

olmayabilir.
Tamm 80: X bir Banach uzay ve T: X — X* taniml1 bir operator olmak tizere
TGO =70
olacak sekilde bir ] € C1(X, R) enerji fonksiyoneli bulunabiliyorsa T operatoriine varyasyonel

operatdr denir. Eger herhangi bir problem
T()=0
seklinde yazilabiliyorsa bu tip probleme varyasyonel problem denir (Struwe 2000).
Tamim 81: X bir Banach uzay ve J: X - R bir fonksiyonel olmak {izere her u € X igin
Jwl<M

olacak sekilde M > 0 sayis1 mevcutsa J fonksiyoneline sinirlidir veya iyi tanimlidir denir
(Struwe 2000).

Tamm 82: X bir Banach uzay ve J: X = R bir fonksiyonel olmak iizere her v € X igin
Jw*) <J(W)

olacak sekilde X de bir v* fonksiyonu varsa, bu v* fonksiyonuna J fonksiyonelinin bir

minimumu veya minimize edicisi denir ve
inf J(w) =J(v")
seklinde yazilir (Struwe 2000).

Tamm 83: X bir Banach uzay ve J: X — R bir fonksiyonel olmak tizere her (u,) € X

dizisi i¢in

lim J(up) = inf J(u)
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esitligini saglayan (u,) dizisine J enerji fonksiyonelinin minimize dizisi denir (Struwe 2000).

Tammm 84: X bir Banach uzay, Q ¢ R¥N(N > 2) siirli bir bélge ve f:Q X R —» R
olmak iizere f fonksiyoneli

1) h.h.h. x € Qigin & — f(x, &) fonksiyoneli siirekli,

i) her{ € R i¢in x — f(x, &) fonksiyoneli  da dlgiilebilir
sartlarini sagliyorsa f fonksiyoneli Carathéodory kosulunu saglar denir (Struwe 2000).

Onerme 3: X bir Banach uzay, f:Q X R —» R (N > 2) siirekli bir fonksiyon ve her
(x,t) EQAXR igin F(x,t) = fotf(x, s)ds seklinde tanimli bir fonksiyon olsun. Eger her
x€Qvelt] =M (@AM >0),t e Rigin

0 <OF(x,t) <tf(x,t)

olacak sekilde en az bir tane 8 > p* sayis1 varsa f fonksiyonu Ambrosetti-Rabinovitz (AR)

kosulunu saglar (Ambrosetti and Rabinowitz 1973).

AR kosulu bir problemin ¢6ziimii i¢in smnirli bir dizi bulmak gerektiginde f
fonksiyonunun saglamasi gereken 6nemli bir kosuldur.
Tanmm 85: Q, RY de diizgiin smirli bir bolge, f:Q X R — R bir Carathéodory

fonksiyonu ve u, € Hy? () olmak iizere

{—Au =f(,u), x€Q

U = u, x € 0Q) (20)

olsun. Eger 0Q tizerinde u < u, ve her ¢ € C;°(Q), ¢ = 0 i¢in

S[Vu%pdxslf(-,u)(pdx

esitsizligi saglantyorsa u € H>2(Q) ya (20) probleminin sub ¢dziimi,

([Vquode!lf(-,u)(pdx

esitsizligi saglaniyorsa u € H>2(Q) ya (20) probleminin sup ¢dziimii denir (Struwe 2000).
Teorem 50: u, & € H?(£), (20) probleminin sirasiyla sub ve sup ¢dziimleri olsun. Q

bélgesinin h.h.h. yerinde —oo < ¢ <u <u < ¢ < o olacak sekilde ¢, ¢ sabitleri oldugunu

varsayalim. Bu durumda (20) nin Q bdlgesinin h.h.h. yerinde u < u < u sartin1 saglayan bir

u € HY2(Q) zayif ¢oziimii vardir (Struwe 2000).
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Tamm 86: X bir Banach uzay ve J € C1(X,R) taniml bir fonksiyonel olsun. Eger

u € X igin
llullx — oo iken J(u) — oo

oluyorsa J fonksiyoneline, X iizerinde Coercive fonksiyoneldir denir (Drabek et al. 1997).

Varyasyonel Yaklasim

Varyasyonel yaklagim, ozellikle lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
analizinde kullanilan ¢ok etkili bir aragtir. Bu yaklasim, u bilinmeyen bir fonksiyon ve T(-)

lineer olmayan bir operat6r olmak tizere
T(w)=0 (21)

seklindeki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin, fonksiyonel analiz
tekniklerinin kullanildigi bazi varyasyonel hesaplamalara dayanir. Simdilik, (21) tipindeki
denklemlerin ¢oziimiinii veren genel bir teorinin mevcut olmamasi, varyasyonel yaklagimin

Oonemini daha 1yi ortaya koymaktadir.

Varyasyonel yaklasim ile herhangi bir diferansiyel denklemi dogrudan ¢6zmek yerine
verilen diferansiyel denklemin ¢oziimlerini ilgili enerji fonksiyonelinin kritik noktalarina veya
minimize dizisine karsilik getirerek bulmak amaglanir. Varyasyonel yaklasimda iki temel

yontem kullanilir.

1) Klasik metot: Bu metoda gore, (21) denklemine karsilik gelen enerji
fonksiyoneli J olmak tizere T(u) = J'(u) oldugu i¢in T(u) = 0 denkleminin ¢6ziimii olan u
fonksiyonlart J'(u) = 0 enerji fonksiyonelinin de ¢6ziimidiir. Dolayisiyla, J(u) enerji
fonksiyonelini saglayan u kritik noktalar1 aynt zamanda T(u) = 0 probleminin de zayif
¢oziimleridir. Diger bir ifadeyle; X bir Banach uzay, Q c RMN(N > 2) smurl bir bélge,
FeC'(QxR/R) ve J:X > R olmak iizere J(u) enerji fonksiyonelinin minimumlari,
F (x,u (x),Vu (x)) = ( diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri oldugundan dolay1 varyasyonel
yaklagimla, herhangi bir F(x,u(x), Vu (x)) = 0 diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerini bulmak

icin, F (x, u (x),Vu (x)) e karsilik gelen ve

J(w) = f F(x,u (x),Vu (x))dx

Q

seklinde tanimlanan J(u) enerji fonksiyonelinin minimumlar1 (veya kritik noktalari) olan

u = u(x) fonksiyonlarini elde etmek hedeflenir. J(u) enerji fonksiyonelinin minimumlara
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sahip olmasi i¢in gerek sart J'(u) ya karsilik gelen Euler-Lagrange denkleminin saglanmasi

yani

oF d(@F)Z

ou  dx \a(Vu)

olmasidir.

2) Direkt metot: Bu metot ile, X bir Banach uzay ve (21) denklemine karsilik gelen

enerji fonksiyoneli J: X = R olmak {izere

J(u,) = inf(J(w):u € X)
olacak sekilde bir (u,,) € X dizisi hesaba katilarak

iy, = g € X Ve J(ug) = inf J ()

olacak sekilde bir (unk) alt dizisinin varhig1 gosterilir. Bu durumda (u,,) dizisi J fonksiyonelini
minimize eder ve (u,, ) alt dizisinin yakinsadig1 u, degeri de J fonksiyonelinin bir minimumu
(kritik degeri) ve dolayisiyla J'(u) = 0 denkleminin bir (zayif) ¢6ziimii olur. Bu yontemi
kullanirken yukarida bahsedilen yakinsamanin gerceklesebilmesi icin bir baska deyisle
yakinsak bir alt dizinin varligindan emin olmak i¢in bazi kompaktlik kosullart ((PS) kosulu,
Cerami kosulu) ve nispeten daha zay1f topolojiler (Dual uzay tizerinde tanimli topolojik yapilar)

kullanma zarureti dogabilir.

f fonksiyonu gradient igerdigi zaman ele alinan problemler varyasyonel degildir.
Bundan dolay1 f fonksiyonu gradient i¢erdiginde varyasyonel yaklasim direk uygulanamaz. Bu
durumlarda sub ve sup ¢oziimleri, topolojik derece, sabit nokta teoremleri, Morse teorisi ve
yaklagim teknikleri, sabitleme “Freeze” islemi gibi yontemler kullanibilir (Ruiz 2004; Liu et al.
2012; Faria et al. 2014; Faraci et al. 2015; Pei et al. 2017).

Ayazoglu vd (2017a) tarafindan, Q c RY diizgiin sinirli bir bélge, 1 < p(x) < 2, x €
Q ve f baz1 6zel sartlar1 saglayan siirekli bir fonksiyon olmak iizere

{—div(qulp(x)_ZVu) + |uPW=2y = f(x,u, |[VulP@~2Vu), x € Q

u=0, x € 0Q)
varlik problemi incelendi. f fonksiyonu gradient i¢cerdiginden ele alinan problem varyasyonel
degildir. Bu problemde varyasyonel yontemi kullanabilmek i¢in yazarlar tarafindan, Figueiredo
et al. (2004) nun gelistirdigi gradient’i sabitleme “Freeze” islemi gergeklestirilerek varyasyonel
problem elde edilmis ardindan Mountain Pass ve iterasyon teknikleri kullanilarak ¢6ziimiin

varhigi elde edilmistir.
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Varyasyonel Yaklasimda Kullanilan Teoremler

Teorem 51: X bir Banach uzay1 ve ] € C1(X, R) bir enerji fonksiyoneli olmak iizere ]

enerji fonksiyoneli

1) X de alttan zay1f yar1 siirekli,

i) X de coercive, yani ||u|[y — oo iken J(u) = o

sartlarini sagliyorsa
J() = inf J (v)
esitligini saglayan bir u € X minimize fonksiyonu vardir (Willem 1996).

Alttan zayif yari siirekli ve coercive sartlarini saglayan J fonksiyonelinin bir minimum
noktast vardir. J enerji fonksiyoneli eger alttan zayif yar1 siirekli ve coercive sartlarindan
herhangi birini saglamazsa bu teorem gegersizdir. Bu teoremin gegersiz oldugu durumda Kritik
Nokta Teorisi kullanilir. Kritik nokta teorisine gore, fonksiyonelin alttan sinirli olmadigi
durumlarda fonksiyoneli minimize eden global minimum degerler yerine kritik noktalar (saddle

points) bulunur.

Tamm 87 (Palais-Smale Dizisi): X bir Banach uzay1 ve | € C*(X,R) bir enerji

fonksiyoneli olmak iizere herhangi bir (u,) € X dizisi igin

i) Jn)l <c c€eR, (A)

i) X* uzaymdan - o iken J'(u,) - 0

sartlari saglaniyorsa, (u,,) dizisine J enerji fonksiyonelinin bir Palais-Smale dizisi denir. Palais-
Smale dizisi J € C1(X, R) enerji fonksiyonelini minimize yapar (Palais and Smale 1964; Palais
1970).

] € C*(X,R) enerji fonksiyoneli alttan sinirli degilse, J enerji fonksiyonelinin Palais-

Smale dizisi hakkinda kesin bir sey sdylenemez.

Teorem 52 (Palais-Smale Kosulu): X bir Banach uzay ve J € C1(X,R) bir enerji
fonksiyoneli olmak tizere ] nin her Palais-Smale dizisi gii¢lii yakinsak bir alt diziye sahip ise J

enerji fonksiyoneli Palais-Smale kosuluna sahiptir denir (Palais and Smale 1964; Palais 1970).

Tamim 88: X bir Banach uzay1 ve ] € C1(X,R) bir enerji fonksiyoneli olmak iizere
(A) sartlarmi saglayan bir (u,) € X dizisi giiglii yakinsak bir alt diziye sahipse J enerji
fonksiyoneli c € R seviyesinde (PS). kosulunu saglar denir. Eger J enerji fonksiyoneli (PS)
kosulunu saglarsa, o zaman her ¢ € R igin (PS), kosulunu da saglar (Palais and Smale 1964;
Palais 1970; Rabinowitz 1986).
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Teorem 53 (Ekeland Varyasyonel Prensibi): X bir Banach uzay ve J: X — (—o0, o)
taniml1 bir enerji fonksiyoneli olmak {izere J enerji fonksiyoneli X {izerinde alttan zayif yar

stirekli ve alttan siurl1 ise her € > 0 i¢in
J(uy) < inf J(u) + ¢
uex
J(ue) <J) + ellue —ullx, ue #u

olacak sekilde bir (u.) dizisi vardir. Ekeland’s Varyasyonel yaklasimiyla | enerji
fonksiyonelinin Palais-Smale dizisi elde edilebilir (Ekeland 1974; Brezis and Nirenberg 1991).

Teorem 54 (Ekeland Varyasyonel Prensibi 2): X bir Banach uzay ve J: X — (—o0, o)

alttan sinirli bir enerji fonksiyoneli ise her € > 0 igin
J() < infJ(u) + e
X* uzaymda |J' (u,)| < €
esitsizligini saglagan bir u € X vardir (Ekeland 1974).

Teorem 55: X bir Banach uzay ve ] € C1(X, R) bir enerji fonksiyoneli olmak iizere J

enerji fonksiyoneli

i) (PS) kosulunu,

i) X de alttan sinirh
sartlarin1 sagliyorsa

J) < infj(v) +e

esitsizligini saglayan bir u € X minimize fonksiyonu vardir (Willem 1996).

Teorem 56: X bir Banach uzay ve ] € C1(X,R) bir enerji fonksiyoneli olmak iizere ]

enerji fonksiyoneli

1) X de alttan zay1f yar1 siirekli,
i) X de coercive, yani ||u||, — oo iken J(u) = oo,
iii) X de alttan siirl

sartlarin1 sagliyorsa
J(u) < inf j(v)

esitsizligini saglayan bir u € X minimize fonksiyonu vardir (Willem 1996).

Teorem 57: X bir Banach uzay ve J € C1(X, R) bir enerji fonksiyoneli olmak iizere J

enerji fonksiyoneli
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i) X de alttan zayif yar siirekli,
i) X de coercive, yani ||ul|,, = oo iken J(u) - o

sartlarin1 sagliyorsa | enerji fonksiyoneli, X tizerinde alttan sinirlidir ve
J() < inf J(v)
esitsizligini saglayan bir u € X minimize fonksiyonu vardir (Willem 1996).

Tanim 89 (Cerami kosulu): X bir Banach uzay ve /] € C*(X, R) bir enerji fonksiyoneli
olmak iizere ] enerji fonksiyoneli, herhangi bir (u,) € X dizisi i¢in

i) [J(ual < C,

i)  n-+tooiken (1+ llupllx)l/’ (wn)l > 0
sartlarin1 saglayan yakinsak bir alt diziye sahip ise J enerji fonksiyoneli Cerami kosuluna (C)

sahiptir denir. Buradaki (u,,) dizisine de Cerami dizisi denir (Cerami 1980).

Teorem 58 (Mountain Pass Geometrisi): X bir Banach uzay ve J € C*(X,R) enerji
fonksiyoneli (PS) kosulunu ve J(0) = 0 sartin1 saglasin. Bunlara ilave olarak J fonksiyoneli
1) heru € X fonksiyonu igin
lully = pikenJ(u) = a > 0
kosullarini saglayan a ve p pozitif sayilar vardir,
i) J(w) <0 (veya t —» o iken J(tw) < —oo) olacak sekilde [|ully > p sartini
saglayan bir w € X fonksiyonu vardir

sartlarin1 saglarsa J enerji fonksiyoneli, X uzaymnda sifirdan farkli en az bir kritik noktaya

sahiptir ve

['={y € C*([0,1],X)|y(0) = 0,y(1) = e}
olmak iizere

=1 >
c ;glﬁ max J(y(t)) = a

J(u) nun bir kritik degeridir (Rabinowitz 1986; Willem 1996).
Mountain Pass Geometrisi, / enerji fonksiyonelinin coercivelik 6zelliginin yerine
kullanilabilir. Palais-Smale kosulunu ve Mountain Pass Geometrisini saglayan bir J enerji

fonksiyonelinin en az bir kritik noktasi vardir. Bu kritik noktanin varlig: bize verilen denklemin

stfirdan farkli en az bir ¢ézlimiiniin oldugunu gosterir.
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Sekil 3. Sekil 2. de temsil edilen fonksiyonelin R? de geometrik gosterimi (Kazar 2019).

Teorem 59 (Genellestirilmis Mountain Pass Teoremi): X bir Banach uzay, J €

C1(X, R) enerji fonksiyoneli (PS) kosulunu saglayan bir fonksiyonel ve J(0) = 0 olmak iizere

i) llullx > p iken J(uw) < J(0),
i) a=inf{J(u) : u € X, |lully = p} > 0, olacak sekilde bir p pozitif sayisi ve
u € X olsun. Ayrica G # @ olacak sekilde

G ={p € C([0,1],X):9(0) = 0,90(1) = v}

ve

B = inf{max ] (¢ ([0,1])): ¢ € G}
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kiimeleri verilsin. Bu durumda a < f < 400 i¢in £, J fonksiyonelinin kritik noktasidir
(Ambrosetti and Rabinowitz 1973).

Bu agiklanan teoremler, standart olmayan biiylime kosullu lineer olmayan eliptik
denklemin en az bir ¢6ziimiiniin varhigmi gostermek igin yeterlidir. Denklemin sonsuz
¢oziimiiniin varligini gésterebilmek igin ise Z,-Symmetric Mountain Pass, Variant Mountain

Pass, Fountain, Dual Fountain teoremleri kullanilabilir.

Teorem 60 (Z,-Symmetric Mountain-Pass Teoremi): X sonsuz boyutlu bir Banach
uzay, J € C1(X,R) enerji  fonksiyoneli (PS) kosulunu saglayan cift bir fonksiyonel ve
J(0) = 0 olmak tizere J enerji fonksiyoneli

i) Heru € X fonksiyonu i¢in
llully = pikenJ(u) = a >0
olacak sekilde a ve p pozitif sayilar1 vardir,
i) X in her sonlu boyutlu X; (X; € X) alt uzay igin
fueX;:J(u) = 0}
kiimesi X de sinirhidir

sartlarin1 saglarsa J, X de sinirsiz olan bir kiritik degerler dizisine sahiptir (Rabinowitz 1986;
Willem 1996; Mihailescu 2008).

Z,-Symmetric Mountain-Pass Teoremi, denklemin sonsuz ¢oziimiiniin varligini

gostermek i¢in kullanilmaktadir.

Teorem 61 (Variant Mountain Pass Teoremi): X sonsuz boyutlu bir Banach Uzay,
J € C1(X,R) enerji fonksiyoneli ¢ift, J(0) = 0 ve (PS). sartin1 saglasm. V sonlu boyutlu
olmak tlizere eger X =V @ Y ise ve ] fonkisyoneli

i) Jlap,ny = a sartini saglayan p, a > 0 sabitleri var,

i) B,-(0), X uzaymnda orjin merkezli r yarigapli bir agik yuvar olmak tizere her bir
sonlu boyutlu X c X alt uzayi i¢in X\B,-(0) iizerinde J < 0 olan bir r = r()?) vardir

sartlarini saglarsa, J sinirlandirilmamis bir kritik noktalar dizisine sahiptir (Rabinowitz 1986).

Yardimer Teorem 1: X yansimali ve ayrilabilir bir Banach uzay olsun. N* = N\ {0}

olmak tizere her n,m € N* i¢in

1, n=m
fn(em) = 5n,m = {0 n+m

ve
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X =span{e,:n € N* } ve X* = span {f,,: n € N*}
olacak sekilde {e,}nen & X Ve {fi}nen © X vardir. Bu durumda k € N* igin
Xie = span {e}, Y =@, X, Zx =@, X; (22)
olmak tizere X uzay1, X =Y, @ Z; scklinde iki uzaym toplami olarak yazilabilir (Fan and Han
2004).

Teorem 62 (Fountain Teoremi): X bir Banach uzay, J € C*(X, R) ¢ift bir fonksiyonel

ve Xy, Y ve Z, alt uzaylari (22) de tanimladigimiz gibi olsunlar. Eger her bir k € N* i¢in

(A1): a, = max Jw) <0,

lullx=pk

(A2): k > ooiken, b, = inf J(u)— +oo,
UEZY

llullx=7k
(A3): her bir ¢ > 0 igin J fonksiyoneli (PS). kosulu saglanir

sartlarini1 saglayacak sekilde p, > 1, > 0 sayilar1 varsa J fonksiyoneli X uzayinda sinirsiz olan
bir kritik degerler dizisine sahiptir (Bartsch 1993; Bartsch and Willem 1995).

Tamm 90: X bir Banach uzay, /] € C1(X,R) enerji fonksiyoneli ¢ € R ve Xy, Y, ve

Zy alt uzaylar (22) de tanimladigimiz gibi olmak tizere herhangi bir (unj) C X dizisi i¢in
I) |](unj)| < C' unj € Yun.’
]

i)y, > o0 iken (]yu ) (ttn)) > 0
nj
sartlar1 saglaniyorsa (un,-) ye J enerji fonksiyonelinin bir ((PS);) dizisi denir (Willem 1996).

Teorem 63: Eger (PS)7 dizisinin giiglii yakinsak bir alt dizisi varsa J enerji fonksiyoneli
(PS)7 kosulunu saglar denir. (PS); dizisi J enerji fonksiyonelinin bir kritik noktasidir (Willem
1996).

(PS)z kosulunu saglayan J enerji fonksiyoneli (PS). kosulunu da saglar (Willem 1996;
Fan and Han 2004).

Teorem 64 (Dual Fountain Teorem): X bir Banach uzay, J € C'(X,R) cift
fonksiyonel, Xy, Y, ve Z, alt uzaylar1 (22) de tanimladigimiz gibi olsunlar. Eger her bir k > k,
i¢in ko, > 0 olacak sekilde bir k, var ve

(BL: co= jnf J(w) =0,

llullx=pr
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(B2): dy = max J(w) <0,

llullx="

(B3): ec:= inf J@) >0, ko,
k

llullxspr
(B4): her bir c € [eg,,0) i¢in ] fonksiyoneli ((PS)z) kosulunu saglar
sartlarim1 saglayacak sekilde p, > 1, > 0 sayilari da varsa, bu durumda J fonksiyoneli X

uzayinda sifira yakinsayan bir negatif kritik noktalar dizisine sahip olur (Bartsch and Willem
1995; Willem 1996).

Tamim 91: X bir Banach uzay ve ¢, X\{0} kiimesinin orjine gore simetrik kapal alt

kiimelerinin sinifi olsun. Yani
¢ = {A c X\{0}: A kapal1 ve orjine gore simetrik, yani A = —A}
seklinde tanimlansin. A € {, @(x) = —@(—x) olmak iizere A kiimesinin Krasnoselskii’s
genusu y (4) ile gosterilir ve
y(4) = min{k eN:3p € C(4, ]R""\{O}}
seklinde tanimlanir. Herhangi bir k > 0 degeri i¢in boyle bir esleme yoksa y(4) = o0, A =0

ise y(@) = 0 olur. Eger A sonlu sayida elemandan olusuyorsa y(A4) = 1 dir (Krasnoselskii
1964; Struwe 2000).

Teorem 65: ] € C*(X,R) (PS) sartin1 saglayan gift bir fonksiyonel olsun. Eger
i) J alttan smurli ve ¢ift,

i) y(K) = kvesup/(u) <J(0) olacak sekilde kompakt bir K €  kiimesi vardir
UeK

sartlar1 saglaniyorsa J fonksiyoneli en az k farkli kritik nokta ¢iftine sahiptir ve bunlara karsilik
gelen kritik degerler J(0) dan kiigiiktiir (Struwe 2000).

Varyasyonel Yaklasimda Kullanmilan Yontemler

Varyasyonel yaklasgimda Nehari Manifold yontemi, Fibrering esleme yoOntemi,
Lagrange carpant yontemi ve Kritik nokta yontemi kullanilmaktadir. Asagida bizim

caligmalarimizda kullandigimiz kritik nokta yontemi ile ilgili agiklamaya yer verilmistir.

Kritik Nokta Yontemi

Modern fizigin tipik ozelliklerinden biri, algilanabilir ve denenebilir nesne veya

olaylarin varyasyonel ilkelerle karakterize edilmesidir. Dolayisiyla bir¢ok problem, uygun bir
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J enerji fonksiyonelinin uygun bir fonksiyonel sinifina gore minimize edilmesi problemi olarak
goriilebilir. Bu, dogal olarak J fonksiyonelinin kritik noktalarmnin arastirilmasini gerektirir.
Varyasyonel yaklasimin temel amaci ilgili enerji fonksiyonelini minimize etmektir. Ancak ¢ogu
problemde ifade edilen fonksiyonel ne alttan ne de tistten sinirhdir, yani fonksiyonel iyi tanimli
degildir ve bu nedenle mutlak maksimum ve minimumlar aranamaz. Kritik nokta yontemi bu
durumda devreye girer ve fonksiyonelin mutlak minimumunlar1 yerine lokal minimumunlar
veya eyer noktalar1 olarak ifade edilen kritik noktalar1 elde edilerek s6z konusu problemin
¢oziilebilecegini ongoriir. Fonksiyonelin kritik degerlerini elde etmek igin Minimax teorisinin
dayandig1 mountain pass teorem, saddle point teorem ve genellestirilmis mountain pass teoremi
gibi farkli argtimanlardan faydalanilir. Ayrica yerel baglanti kosulu veya simetri kosullari

altinda birden ¢ok kritik noktanin varligina iliskin sonuglarda elde edilebilir.
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ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boéliimde standart olmayan biiyiime kosullu
)} QO c R3 diizgiin smirli bolgesinde p(+)-Laplacian igeren eliptik problemin,

i) Q c RN diizgiin smirli bolgesinde p(-)-Laplacian igeren Kirchhoff tipi

problemin,
iii) RN de p(-)-Laplacian igeren Schrodinger-Kirchhoff tipi problemin

¢Oziimlerinin varligi ve ¢oklugu ele alinmistir.

p(-)-Laplacian iceren Eliptik Problemin Sub-Sup Teknigi ile Coziimii

p(-)-Laplacian igeren eliptik problemlerin ¢éziimleri i¢in varyasyonel metod (Fan and
Zhang 2003; Alves and Souto 2005), monoton doniisiim teorisi (Marcellini 1991), topolojik
metod (Cekic ve Mashiyev 2010), sub-sup ¢oziim yontemi gibi farkli yontemler
kullanilmaktadir. Semilineer ve quasilineer eliptik problemlerde sub-sup ¢6ziim yontemine
iliskin uygulamalar i¢in Zhang (1983); Guedda and Veron (1989); Ambrosetti et al. (1996); Li
and Wang (2000); Drabek and Hernandez (2001); Guo and Zhang (2003) kaynaklar1 ve bu
kaynaklarda verilen referanslar incelenebilir. Diger yontemlere goére, sub-sup ¢6ziim yontemi
f in bliyiime durumuna iligkin daha esnek gereksinimlere izin verme, ¢dziimlerin daha genel

bir uzaydan (daha iyi bir siniftan) olmasin1 saglama gibi belirgin avantajlara sahiptir.

Mohammed (2009), A,u = —div(|Vu|’~*Vu) p-Laplacian operatdr, t — 0" iken
f(x,t) singiiler nonlineer terim, Q baz1 0 < w < 1 i¢in C¥* smirryla RN de smirl bir bolge

olmak tzere

—A,u=f(x,u), x€Q
u(x) >0, x €N
u(x) =0, x € 0Q)

sabit Usli singiiler sinir deger probleminin, f {izerine koydugu bazi sartlar altinda zayif
¢Oziimiinlin varligin1 ve tekligini ispatlamistir. Mohammed (2009) c¢alismasinda f iizerine

koydugu sartlar1 ifade etmeden 6nce
[G,]: hert > pigin g(t) < C sartin1 saglayan p > 1 ve C > 0 sabiti vardir,
[G,]: t > 0igin h(t) = tg(t) olmak lizere

(1) her0<t<dvebaz1 C > 0,6 > 0 sabitleri i¢in h(t) < C,
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(2)  hazalmayan bir fonksiyon,
B3 g azalmayan bir fonksiyon,

(it)  hert > 0i¢in g(6t) < Cog(t) olacak sekilde her bir 8 € (0,1) e
karsilik bir Cy = 1 sabiti vardir,

*

P
(iii) Q da w > 0 olmak iizere bg(w) € Lr*-1(Q) sartin1 saglayan bir
w € C3(Q) vardir

sartlarini saglayan G, g: (0, 00) — (0, ) fonksiyonlarimin sinifin1 ve B, L9 (Q) uzayinda negatif

olmayan b fonksiyonlarinin sinifini tanimlamustir.

Ardindan f izerine koydugu sartlari; herhangi bir s >0 ve x€Q igin
¥s(x) = sup {f (x,t): t > s} olmak lizere

[F.]: herhangi bir s > 0 i¢in y, € L7(Q) dur,

[F,]: a, pozitif 6lgiiye sahip {x € Q:0 < a(x) < 1} kiimesi i¢in Olgiilebilir bir

fonksiyon ve 0 < a < b olmak iizere

(1) (x,5) €Qx(0,p7Y) icin f(x,s) = a(x) dir,

(2) (x,5) €eQx(0,)igin f(x,s) < b(x)g(s) dir,

(3) x€eQ,0<s<tveC > 0sabitiicin f(x,5)g(t) < Cf(x,t)g(s) dir
sartlar1 ger¢ceklenmek kosulu ile [G,], [G,] sartlarini1 saglayan (g, b) € G X B vardir
seklinde ifade etmistir.

Fan (2007), p(x)-Laplacian i¢eren Dirichlet problemleri igin bir sub-sup ¢6ziim prensibi
olusturdu ve verilen enerji fonksiyoneli i¢in C* topolojisinde lokal minimizelerin ayn1 zamanda
WLPX) topolojisinde de lokal minimizeler oldugunu ispatladi. Bu ¢alismada p(x)-Laplacian
denklemleri i¢in kuvvetli bir karsilagtirma teoremi sunulmus ve elde edilen soyut teoremlerin

bazi uygulamalar1 p(x)-Laplacian denklemleri i¢in 6zdeger problemlerine uygulanmistir.

Gongalves et al. (2011), 1 <p <N, f:Q X (0,00) — [0, ) uygun bir fonksiyon ve

A > 0 reel parametre olmak iizere RN de smirli bir Q bolgesinde

—Ay,u = Af(x,u), x €Q
u(x) >0, x €N
u(x) =0, x € 0Q)
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seklindeki sabit iislii nonlineer eliptik probleminin ¢dzlimlerinin varligimi c¢alistilar. Bu
caligmada temel durum s — 0 ya da s — o iken nonlineer f fonksiyonunun f(x,s) - o

olmasidir.

Liu et al. (2014), 9Q diizgiin smirtyla Q € RY sinirli bir bolge ve 2 > 0 bir reel

parametre olmak iizere

—div(|Vu[P®)2Vu) = Af (x,u), x € Q
u(x) >0, x €N
u(x) =0, x € 0Q

p(x)-Laplacian igeren Dirichlet problemi i¢in pozitif ¢6ziimlerin varhigini ¢alistilar. Singiiler
nonlineer f fonksiyonu her bir x € Q igin ya f(x,s) » +ooyadas — 0% iken f(x,s) - +
olarak diistiniilmiisttir. Liu et al. (2014) ¢alismasinin ana sonuglari, Gongalves et al. (2011)
tarafindan sabit iisliiler i¢in elde edilen sonuglarin degisken isliiler icin genellestirilmis halidir.
Yazarlar bu ¢aligmada degisken {islii diferansiyel denklemlerin sup ¢ozlimlerini bulmak igin
kullanish olan daha basit bir denklemin ¢ézlimlerinin asimptotoik davranisini vermisglerdir.
Bizim ¢alismamizda; Q. ¢ R3 diizgiin siirh bolgesinde, Vu = (6x W, Oy, U, Oy, u) ve

—Apyu = —diV(IVulp(x)‘ZVu) olmak tizere

—Apu = f(x,u), x EQ
u(x) >0, x €N (23)
u(x) =0, x € 0Q)

standard olmayan biiylime kosuluna sahip lineer olmayan eliptik p(-)-Laplacian iceren
Dirichlet probleminin nonlineer f € C(Q x R, R) Carathéodory fonksiyonu iizerine konulan

(f1): a4, by = 0 pozitif sabitler, a, + b; > 0, g € C,.(Q) ve her x € Q c R3 i¢in

3
9 +2 < p"(x) =3_”&

mont 2<plx)<3

olmak iizere her (x,t) € Q X Ri¢in
If (6, O < ar + bq|t]1H

dir,

(f2):herx € Q,t € R i¢in

filx,t)=0

veya

Ifi(x. )l <a
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olacak sekilde bir a > 0 sabiti vardir

sartlar1 altinda sub-sup yontemiyle Wol‘p(') () uzayinda sifirdan farkli ¢6ziimiiniin mevcut

oldugu gosterilecektir.
Tanmm 92: u*(x) = max{u(x),0} ve u (x) = min{—u(x),0} olmak tizere u~,u" €
WOLP(')(Q) N C(Q) ve h.h.h. x € Qigin u™, u* > 0 olsun. Eger v = 0 ve suppv cc Q olmak

lizere her v € Wol'p(') (Q) i¢in
j |Vu~ |PX) =2 vy~ Vodx < J f(x,u™)vdx (24)
Q Q

ve
f |Vu* [P =2 vyt Vudx > f f(x, uM)vdx (25)
Q Q

oluyorsa, u~ ve u* ya sirasiyla (23) iin sub ¢6ziimii ve sup ¢éziimii denir. Eger u, (23) in hem

sub ¢6ziimii hem de sup ¢6ziimii ise u ya (23) iin bir ¢oziimiidiir denir.

Tanmm 93: Herhangi bir u € Wol'p(')(ﬂ) N € (Q) fonksiyonu, herv € Wol'p(')(ﬂ) icin
f |Vu|P®) =2 vuVudx = f f(x,wvdx
QO Q

esitligini saglarsa u fonksiyonuna (23) iin bir zayif ¢oziimii denir.

Simdi, ¢aligmamizin ana teoremini ispatlamak i¢in gerekli olan yardimci teoremler ifade

ve ispat edilecektir.
Yardimeir Teorem 2: a, b € RY i¢in
(|b|p(x)—2b — |a|P®@2q,b — a)
1 1
= 5 (1DP®72 4 |a|P®2)|b — af? +  (IbIP®2 = [alP®~2)(|b| = |al?)
dir.
Ispat: ilk olarak
I, = (|p|P™=2p — |a|P™2q,b — a)
= |b|P@® 4 |q|P™) — (|b|p(x)—2 + |a|p(x)—2)_ (a,b)

elde edilir. Ardindan
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I = (IbP®72 + |aP@2)|b — al* + 5 (|b[P@72 — |a|P@-2)(|b]* - |al?)
1
= S (IDIP®72 + [a]P©72)([b]? + |al* - 2(a, b))

1
+5 (IDPD72 = |aPD2)(1b? — |al?)

= |b|P® + |a|P™) — (|b|p(x)—2 + |a|p(x)—2)_ (a,b)
bulunur. Boylece 11 = I, elde edilir.

Yardimci Teorem 3: p~ > 2 olsun. Bu durumda

(|b|P@=2p — |a|P®~2q,b — a) = % (|b|P®)72 4 |a|P@=2), |b — a|? = 2277 |b — a|?®
dir.

Ispat: p(x) =2, t € R*, x € Q icin f(x,t) = tP®~2 olsun. Bu durumda Yardimei
Teorem 2 den f fonksiyonunun Kesin artan oldugu elde edilir. Bu nedenle her t4, t; € R* igin

([t2|P@72t; — [t,|PO728,)(t, — t2) = 0 (26)
dir. Boylece
(lal +1bD® < 2°7*(|al® + |b]*)

esitsizligi kullanilarak

|b—a|P® = |b—al|?lb— a|P®2

p(x)-2

=|b—al*(]b—al®) >

p(x)—-2
2

= |b—al*(b|* - 2(a,b) + |a]*)

p(x px)-2
2 2

)
<|b—al’272 (|b|* +al®)

pt-2 pt-2
< |b—al?2 2 2 2 1(|b|p(x)—2+|a|p(x)—z)

IA

2P"=3|p — al?(|p|P@=2 4 |a[P®)-2)
elde edilir. Son olarak (26) dan

(|b|P¥)=2h — |a|P®2a,b — a) = 227P"|b — a|P™

bulunur.
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Teorem 66: Her x € Q icin 2<p” <p(x) <p* <3 ve peC,(Q) olsun. f

fonksiyonunun (f,) ve (f>) sartlarin1 sagladigin1 kabul edelim. u~, u* € Wol’p(') (Q) (23) in

sirastyla sub ve sup ¢Oziimleri olsun. x € 9{) i¢in
ut >0, u <0 (27)
ve h.h.h. x € Q i¢in
u” <ut (28)
olsun. Eger u, (23) iin herhangi bir ¢6zlimii ise, h.h.h. x € Q i¢gin
u” <u<ut

dir.
Ispat: Ispat bes adimdan olusmaktadir.

1. Adim: h.h.h. x € Q i¢in
z-f(x,z)+ Az (29)
doniistimiinii azalmayan yapacak sekilde bir A > 0 sayis1 se¢elim. Bu doniisiim, a > 0 sayisi
a = max{—f,(x,u):x € Q,u € [u”(x),u"(x)]} (30)
seklinde alinarak (f) yardimiyla olusturulabilir.

Sonu¢ 2: q(x)>2, her(x,t) EQ xR icin |f'(t)]<a ile f(x,t)=[t][9® ¢t

fonksiyonu (30) esitsizligini saglar.

Uy = u olmak tiizere ispatimizin 2. ve 3. adiminda u; (k = 0,1,2,...) icin tiimevarim

yontemini kullanarak

—DpeoyUsr T Ay = FO0ug) + Auy, XEQ, Uy =0, x € 0Q (31)

siir deger probleminin tek bir uy 4 € Wol’p(') (Q2) zayif ¢oziimiiniin oldugunu gosterelim.
2. Adim: h.h.h. x € Q i¢in
U =Uy S U S S U S Upyr ™ (32)

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
(i) ilk olarak k = 0 i¢in (32) nin dogru oldugunu ispatlayacagiz.
Her v € W;"*Y(Q) ve k = 0 igin (31) denklemi

J-(|Vu1|p(x)‘2Vu1Vv + Auyv)dx = f(f(x, Up) + Aug)vdx (33)
Q o)
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esitligini saglar. uy, = u~ olmak tizere (24) ten (33) ¢ikarilarak

J. ((IVuolp(x)_ZVuO — |Vuy PP =2Vuy, Vo) + A(uy — ul,v)) dx <0
Q

elde edilir. v = 0 olmak sartiyla
v = (up—u)* € WHPOQ)

icin
f(IVuolp(x)‘ZVuO — |Vuy PP =200y, V(up — uy)*)dx + Aj(uo —uy, (up —uy)Tdx) <0
a )

sonucunu elde ederiz. Diger taraftan

V(ug — uy), h.h.h. {uy, = u;}icin

J— + —
V(uo — uq) {O, h.h.h. {u; = u,}icin

dir. Yardimci Teorem 3 ten

J (1Yo [PX =2V — |V [PI72Vuy, (Vg — Vuy)F)dx > 227 f |V — Vu |P®dx

Ug2Uq Uo2Uq

elde edilir. Sonug olarak

J (quo - Vu1|p(x) + )\(uO - ul)z)dx S 0

Ug2Uq

ve buradan da h.h.h. x € Q i¢in

Uy (x) < uy (x)
olur. Dolayisiyla k = 0 igin ispat tamamlanmis olur.

(if) Simdi k degeri i¢in ifademizin dogru oldugu kabul edilerek k + 1 degeri igin (32)
nin dogru oldugu ispatlanacak. Dolayisiyla h.h.h. x € Q i¢in

Up—1(x) < up(x), k=0,12,.. (34)

oldugunu varsayalim. (31) den her v € W,**’(Q) igin

j(|Vuk+1|p(x)_2Vuk+1Vv + Aupqv)dx = f(f(x, uy) + Aug v dx (35)
) )
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ve

f(|Vuk|p(x)‘2Vuk\7v + Au,v)dx = ](f(x, Up—1) + Aup_1)vdx
Q Q

elde edilir. v = 0 olmas: sartiyla

U= (Uug — Ups) T

denilirse, (29) ve (34) kullanilarak

2277 f (1V(uy — U s ) IP® + 2wy — Upe1)?)dx

UgZUg 41

= f [f G up—1) + Auge—q — £ Q6 ug) + Awge] (ug — Upqq) Tdx
Q

<0

esitsizligi elde edilir. Boylece h.h.h. x € Q i¢in uy(x) < upyq1(x) elde edilmis ve boylece

k + 1 i¢in sonug ispat edilmis olur.
3. Adim: Simdi h.h.h. x € Q i¢in
u, <ut(k=012..) (36)

oldugunu gosterelim. k = 0 iken (27) ve (28) den (36) nin saglandigi goriiliir. Herhangi bir k

i¢in bolgedeki h.h.h. yerde wu;, < u* esitsizligi saglanir. (25) denkleminden (35) i ¢ikaralim ve
U= (Upqq —uN)T

olarak ifade edelim. Sonra (29) ve (36) dan

220" j (19 i s — )P + Autgay — ut)?)dx

Uppzut

< f[f(x, w) + Aug — fl,ut) + Aut](uygy, —ut)tdx
Q

<0
elde edilir. Boylece u;, < u* oldugu ispatlamis olur.

4. Adim: Simdi uy,q In Wol’p(') (Q2) uzayinda sinirlt oldugunu gosterecek ve ardindan

(S4) sartin1 kullanarak kuvvetli yakinsamayi elde edecegiz.
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1) (32) ve (36) dan h.h.h. x € Q i¢in

u” <...<u, Supyq <...<ut, k=0,12,.. (37)
elde edilir. Buradan
u(x) = Jim wy (x) (38)
dir. Ayrica L19*2(Q) uzayinda
U, > U (39)

dir. Boylece, (37) esitligi Majorant Teoremi kullanilarak ispatlanabilir. Gergekten V(x) =
max{|u~(x)|, [u*(x)|} € C(Q) olmak tizere

[ 10860 = )" ax < e(a,q) [ WG190*2dx < oo
Q Q

esitsizligi elde edilir. (38) ve (39) kullanilarak istenilen sonuca ulagilir.

2) f Carathéodory fonksiyonu (f;) ve(f,) sartlarim sagladigi igin, f olarak

q()+2

genellestirilen Ny (Nf W (x) = f(x, u(x))) Nemytskii operatorii L10*2(Q) dan L10+1(Q) ya
1yl tanimhdir. Yani

q()+2
Np: L1O+2(Q) > LaO+1(Q)

stirekli ve siirlidir (Fan and Zhao 2001). q(x) + 2 < p*(x) kisitlamasi Wol'p(')(Q) GG

L3O+2(Q) gdmmesinin kompakt olmasini saglar. Dolayisiyla Wo_l’p’(') (), Wol’p(') () nin dual

uzay1 olmak iizere

q(:)+2 '
Wol‘p(') (Q) o6 LA0+2(Q) & LaO+I(Q) & W, P )

semasi Ny operatoriiniin Wol’p(') (Q) dan Wo_l’p’(') () ya kompakt operator oldugunu gosterir,

yani
Nf: VVOLP(') Q) 5o M/O—l,p'(') Q)
dir. Eger Wo_l'p,(') () da

—Apn= Np(w)
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ise u € Wol’p(')(Q) N C(Q) eleman1 (23) probleminin ¢dziimiidiir. Yani (.,.): Wol’p(')(ﬂ) -
Wo_l’p,(') (Q) olmak tizere her v € Wol’p(') (Q) igin

(=Apyu, v) = (Nr(w),v)

veya herv € Wol'p(') (Q) i¢in

f|Vu|p(x)‘2Vqudx=Jf(x,u)vdx
b} Q

olur.
3) (31) esitliginin her iki tarafi u,,, € Wol’p(') (Q) ile garpilirsa
(—ApyUi+1 T A, Urr) = (O ug) + Ay, Uperq) (40)

esitligi elde edilir. Sonra, (40) esitliginin her iki tarafina kismi integrasyon uygulanirsa herhangi

bir .1 € WP (Q) igin

f |Vuk+1|p(x)dx+lf uf,dx = f f(x,uk)uk+1dx+/1f Up Up41dX (41)
o) Q Q )

elde edilir. h.h.h. x € Q i¢in
u (x) < up(x) <ut(x),
u™(x),ut (x) € Wy P (Q)
ve
WoP9(Q) & L10+2 ()
oldugundan
[ulgy+2 < Cillullpey, €C2>0
dir. Buradan
lue G| < V(%) = max{Ju™(x)], [u* (0|} € L1O*2(Q) & L*(Q) (42)
dir. Ayrica L10+2(Q) & L2(Q) oldugundan
lulz < Galulgey+2 < GG Ul C,>0 (43)

ve
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fIV(x)Iq(x)”dx < 4o (44)
Q

dur. (f7) sart1, (42), (43), (44) esitsizlikleri, Teorem 38 ve Teorem 39 kullanilarak

f 0w werrdx| < ar f s ldx + by f |95+ g 1| dx
Q Q Q

aq a;
< —f U 41dx +7f dx + 2bs | 1| T gy 42 [ gy +2
a

2
K q(x)+1

aq 2 |Q]ay q+1 q*+1
7[ u’k+1dx + 2 + blmax{lvlq(x)+21 |V|q(x)+2} |uk+1|q(x)+2
Q

IA

|Q2ay
2

a
<2 f U2 1 dx + e+ Callugenn Iy (45)

Q

ve

A A
Af U Up 41 dx Sifluklzdx +§f|uk+1|2dx
Q Q Q

A
=< C4|V|f](x)+2 + Ef |tyeq1 |2 dx
Q

A
<G+ f s |2dx (46)
Q

elde edilir. (41) deki ||ugi1llp) > 1 icin (45), (46) ve Teorem 33 kullamlarak, 0 < A < a,

olmak tlzere

”uk“”ZEx) +Af Ugypdx < f|vuk+1|p(x)dx+/1f uz,dx
Q Q Q

= f f(X,uk)ukde'*‘/lf UpUg+1dX
Q Q
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|Qay

A

1

f [ugs1]?dx + >+ Callugs1llpee) + Ef lugs11%dx + Cs,
Q Q

<

STRS

elde edilir. p~ > 2 oldugundan
”uk+1”p(x) <K (47)
dir. Boylece (47) esitsizligi (uy) dizisinin Wol’p(') (Q2) uzayinda her k € N igin diizgiin sinirh
oldugunu ispatlar. Ayrica, W,"?©(Q) yansimah oldugundan, W,"*®(Q) da ug; = u olacak
sekilde bir (ukj) C (uy) dizisi vardir. —A, ) operatdrii (S,) sartin1 sagladigindan, k; —» +oo
iken W, (Q) da
Uy; = U
ve k; — +oo iken L*(Q) da
Uy; = U
dur. Bundan dolay1 k; — +oo iken Wo_l’p’(') (Q) da
Ap(.)ukj - Ap(.)u
dur.

5. Adim: Son olarak u nun (23) probleminin bir zayif ¢6ziimii oldugunu gosterecegiz.

Bunun icin v € Wol'p(') (Q) & L10+2(Q) olsun. Bu durumda, (40) tan

p(x)-2
f (qukjl Vuy Vv + Auk}.v) dx = f (f(x, Up;-1) + /ij—1) vdx (48)
Q Q

elde edilir. k; - +oo igin

q()+2

LaO+1(Q) da f(x, Ug;-1) = f(x,u)
L2 (.Q) da uk]._l —>u

dur. Boylece (48) esitliginden
f(quIp(x)‘ZVqu + Auv)dx = f(f(x, u) + Au)vdx
Q Q

elde edilir. Dolayistyla her v € W, (Q) igin
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fquIp(x)_ZVqudx = f f(x, wvdx
Q Q

dir. Boylece u € Wol'p(') (Q) fonksiyonunun (23) probleminin ¢6ziimii oldugu gosterilmis olur.

p()-Kirchhoff Tipi Problemin Coéziimlerinin Varhg: ve Coklugu

m (Kitle) ),

Calismamizda ele aldigimiz Kirchhoff-tipi problem, p kiitle yogunlugu (L T

po ilk gerginlik, L telin uzunlugu, h enine kesitin alani, E materyalin Young (esneklik) modiilii

P (Kuvvet)
<E _ Gerilme _ A (Kesit Alani)

" Birim sekil degistirme AL/LO

> olmak tizere Kirchhoff (1883) tarafindan

iki ucu sabitlenmis elastik bir telin enine titresimleri tanimlamak i¢in klasik D’ Alembert dalga

denkleminin bir genisletilmesi olarak sunulan

L
0%u Po Ej ou
o(Z8)- (20 £ [
at h 2L ) lox

0

hiperbolik tip denkleminin duragan (zamandan bagimsiz) durumu ile ilgilidir. Kirchhoff’un

e |2
x ox2

modeli, enine titresimler tarafindan iiretilen telin uzunlugundaki degisiklikleri hesaba katar.
Denklem [0, L] araliginda integrallenebilir oldugu i¢in noktasal tanimlanamaz. Bundan dolay1
problem nonlokal problem olarak tanimlanir. Bernstein (1940) bu denkleme ilk kez
matematiksel bakis agisiyla yaklasarak, baslangi¢c kosullarinin Sobolev uzayindan alinmasi
durumunda ¢oziimlerin lokal varligini, baslangi¢c kosullarinin analitik olmasi durumunda ise

¢oziimlerin global varligini ispatlamigtir.

Kirchhoff denklemi 1s18in kiriim teorisinde ve diger elektromanyetik problemlerde
(Stratton 1941; Jones 1964), akustikte dalga yayilimi problemlerinde kullanilir (Pierce 1981).
Ayrica

{ a+bJ|Vu|2dx Au = f(x,u), x€Q
Q

ku =0, x € 0Q
gibi yerel olmayan siir deger problemleri, populasyon yogunlugu gibi kendi ortalamasina bagl
olan bir islemi tanimlayan cesitli fiziksel ve biyolojik sistemleri modellemektedir (Mashiyev
vd 2010a).
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Liu and Zhao (2012), Qc RN diizgiin smrh bir bdlge, 1<p <N,

Ayu = diV(IVulp(')_ZVu) p-Laplacian operator olmak iizere

p—1

M fqulp dx (—Apu) = f(x,u), x € Q)
Q

u=0, x € 0Q)

p-Kirchhoff tipi nonlocal eliptik tip problemin asikar olmayan ¢6ziimleri oldugunu

gostermislerdir.
Dai and Hao (2009), Q c R¥ diizgiin smrh bir bélge, 1 <p~ = iggp(x) <p*=
X

supp(x) < N ve p(x) € C(Q) olmak iizere f(x,u): 2 X R - R Carathéodory fonksiyonu ve

XEN

M (t) siirekli fonksiyonu tizerine konulan

1) fiQ xR - R Carathéodory fonksiyonu ve her x € Q i¢in a(x) < p*(x) =
I’VVfT(’;)C) iken [f(x, )| < c(1 + |£]*®-1) ve a € C,(Q),

2) M(t) = m, sartin1 saglayan bir m, > 0 sabiti vardir,

3) M(t) = fOtM (s)ds olmak iizere M(t) = (1 — u)M(t)t sartin1 saglayan bir
0 < u < 1 degeri vardir

sartlar1 altinda

p(x)

{ |V |P&)

-M j dx |Apou = f(x,u), x € Q
Q

k u=0, x € 0Q

homojen olmayan eliptik p(-)-Kirchhoff tipi problemin asikar olmayan ¢6ziimlerinin varhigini
ve ¢oklugunu arastirdilar. Varyasyonel yaklasim ve degisken iislii Sobolev uzaylar1 teorisini
kullanmak i¢in, problemin ¢ézlimlerinin varligin1 ve coklugunu saglayan kosullart olusturdular
ve ispatladilar.

Bizim bu ¢alismamizda; Q c RY diizgiin sinirli bir bolge, Apyu = diV(qulp(')_ZVu)

p(+)-Laplacian operator, p: Q@ - R* Lipschitz siirekli ve sinirli bir fonksiyon olmak iizere

p

( VulP™

iM flﬂ@ dx | (=Bpeu) = flx,u), x€Q (49)

Q
u=0, x € 0Q)
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seklindeki p(-)-Laplacian igeren homojen olmayan eliptik p(-)-Kirchhoff tipi problemin,
f: QxR - R Carathéodory fonksiyonu ve M: R* - R* Kirchhoff tipi fonksiyonu iizerine

konulan
(My): M:R* - R* siirekli bir fonksiyon, m, = m, > 0 reel sayilar, § > 1 olmak
tizere her t > 0 i¢in
m,tF~1 < M(t) < m,tB~1 (Polinom biiyiime sartr)
dir,
(f1): q €C.(Q), f:Q xR - R Carathéodory fonksiyonu olmak iizere
her (x,t) € Q X Rigin |f(x, t)| < C1(1 + [¢]9®~1)

sartin1 saglayan bir C; > 0 sabiti vardir,

(f2): x €Qigin lti_{l(}nf;g% =0, (t - 0iken f(x,t) = 0(|t|ﬁp+—1)),

(f3): infiyeqr=13 F(x,t) > 0,

(f2): f fonksiyonu, ikinci degiskenine gore tek, yani her (x,t) € Q X R igin
fx,=t) = =f(x,t)
dir,
(fs): 0 €C.(Q), herx € Qigin p* < %ﬁp‘ olmak iizere
1
t — 0iken f(x,t) > a|t|e®~1
(AR): hert € R, x € Qigin

t
0 < OF(x,t) := HJ f(x,s)ds < tf(x,t)
0

m,B(p*)F

(e f-1 SISt vardir
1

sartin1 saglayan bir 8 >

sartlar altinda zayif ¢oziimlerinin varlig1 ve ¢oklugu arastirilacaktir. Coziimleri elde etmek i¢in
varyasyonel method, Mountain Pass Teoremi, Fountain Teoremi ve Dual Fountain Teoremi

kullanilacaktir.
Kolaylik i¢in ¢aligmamizda Wol’p(') (Q) uzayim W ile gosterecegiz.

(49) probleminin ¢oziimiinde kullanacagimiz enerji fonksiyonelini, M(t) = [ Ot M(s)ds,

F(x,t) = fotf(x,s)ds olmak tizere I: (W, ||ullw) - R
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|V P&
dx —f F(x,u)dx
p(x) Q

(W) =M S.[

olarak tanimlayalim. Bu fonksiyonelimizin Gateaux tiirevi, her u, v € W igin

|V P
p(x)

<I'lw,v>=M f dx f IVulp(X)‘ZVqudx—f f(x,w)vdx
Q Q
Q

dir.
Tanim 94: Her v € W i¢in

|V P
M j dx f IVulp(x)‘ZVqudx=f f(x, w)vdx
2 p(x) Q Q

esitligi saglaniyorsa u € W ye (49) probleminin bir zayif ¢6ziimii denir.
I fonksiyonelinin kritik noktalari1 (49) probleminin zayif ¢oziimleridir.

Teorem 67: (M;) ve (f;) sartlarmin saglandigini kabul edelim. Her x € Q i¢in

Np(x)
q(x) <p*(®) =N —p(x)’ p(x) <N
®, p(x) = N

olmak tizere ¢* < Bp~ < (p7)* ise (49) probleminin bir zayif ¢oziimii vardir.

Teorem 68: M fonksiyonu (M,), f fonksiyonu (f;),(f2), (f3) ve (AR) sartlarini
saglasm. Eger her x € Q i¢in q(x) < p*(x) ve fp* < q~ ise (49) probleminin asikar olmayan

bir zayif ¢oziimii vardir.

Teorem 69: M fonksiyonu (M,), f fonksiyonu (f;) — (f3) ve (AR) sartlarini saglasin.
Eger her x € Q icin q(x) < p*(x) ve fp* < q~ ise I fonksiyonelinin k — oo iken I(u;) — «
sartin1 saglayan (uy ) Kritik noktalar dizisi ve (49) probleminin sonsuz sayida ¢oziimii vardir.

Teorem 70: M fonksiyonu (M,), f fonksiyonu (f;), (f2), (fu) ve (fs) sartlarim
saglasin. Bu durumda (49) probleminin, I(+v;) <0 ve k - oo iken I(tv;) — 0 olacak
sekilde (+vy )=, bir ¢6ziim dizisi vardir.

Yardimci Teorem 4: M fonksiyonu (M, ) sartindan dolay stirekli ve sinirli oldugundan

|V PO
p(x)

Teorem 43, M ( Jq dx) Jo, IVu|P®)dx operatérii iginde gegerlidir.

Yardimci Teorem 4 iin ispat1 Fan and Zhang (2003) galismasinda verilen Teorem 3.1 in

ispatina benzer sekilde kolayca yapilabilir.
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Yardimer Teorem 5: p € C,(Q) ise

1) I fonksiyoneli W de iyi tanimlidur,

i) I fonksiyoneli W de alttan zayif yar siireklidir.

Yardimcr Teorem 5 in ispatt Mashiyev vd (2012) ¢alismasinda verilen Lemma 2.7 nin

ispatina benzer sekilde kolayca yapilabilir.

Teorem 67 nin ispati: Teorem 48 den dolay1 W & LAP" (Q), W & L1O(Q) siirekli

gommeleri ve her u € W igin

lulgp < Collullw

lulgey < Gsllullw
olacak sekilde C,, C5 pozitif sabitleri vardir.
(M) sartindan

%tﬁ < M(t)

ve (f) sartindan her (x,t) € Q X R i¢in

|F(x,t)| < Cy + Cs|t]9)

olur. ||lu]lw > 1 olmak iizere (51), (52), (53), Teorem 33 ve Teorem 42 kullanilarak

(W) =M [VuP dx —f F(x,w)dx
p(x) Q
> % J lv;(lj;X) —J(C4+C5|u|q(x))dx
250 +)B hull?” — Csmax {[uld ), luld )} = culol
2 G g el = CsCamax{Jhully Il } ~ c
2o +)ﬁ lellf?” = CsCallullfy —

elde edilir.

(50)

(51)

(52)

(53)

Bp~ > q* oldugu igin ||ully — oo ikenI(u) — oo olur. Bu yiizden [ fonksiyoneli

coercive’dir. I fonksiyoneli W iizerinde alttan zayif yar1 siirekli oldugundan I fonksiyonelinin
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W uzayinda bir u minimum noktas1 vardir ve bu u minimum noktasi (49) probleminin bir zayif

¢Ozimiudiir.

Teorem 68 in Ispati: Ispat:1 Mountain Pass Teoremi’ni kullanarak yapacagiz. ilk 6nce

Mountain Pass Teoremi i¢in gerekli yardimci teoremleri ifade ve ispat edelim.

Yardimer Teorem 6: Teorem 68 in hipotezleri altinda, I fonksiyoneli (PS), sartini

saglar.

Ispat: (u,), W da bir Palais-Smale dizisi olsun. Bu durumda (M,), (AR), (52) ve

Teorem 42 kullanilarak

1
c+1+ ”un”W = I(un) - E(Il(un):un>

PN |Vun|p(x)
= M(jQ de) fg F(x,u,)dx

1 |Vun|p(x) 1
) e p(x) -
6 . (jn p(x) dx fQ |Vu, P dx + BJQ f(x, up)updx

m, |V, [P Py |V, [P )
= 7([9 —p(x) dx) —§M<fﬂ —p(x) dx)fﬂ |V, [P dx
—<J F(x,un)dx—lf f(x,un)undx>
Q 0 Ja
B
1 @)
U
_L<f |Vu |p(x)dx>ﬁ_1f [V, [P dx
0(p)F1\Jg " a
—<J F(x,un)dx—lf f(x,un)undx>
Q 0 Ja

m M Bp~ _

elde edilir. Bundan dolay1 (u,,) dizisi W da simnirhidir. (u,,) sinirlt oldugu ig¢in W da w,, = u olur.

Bu yiizden (I' (u,,), (u, — u)) — 0 dir. Dolayisiyla

()
(I'(uy), (uy, —u)) =M <J. Iv;;%d:ﬁ <f |V, |P® =2y, (Vu, — Vu)dx)
Q Q
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—f f (e, uy)(uy, —u)dx = 0 (54)
Q

dur. u,, smirl oldugu igin [y |4y < €; olacak sekilde bir C; sabiti vardir. Boylece (f;), Teorem

38 ve Teorem 40 dan

| Feou) -~ wdx
Q

<

f (1 + [un 997 (u,, — w)dx

Q

= le Iun—uldx+C1f |Iun|q(")_1(un—u)|dx
Q Q

< le lu, — uldx + 261|unQ(x)‘1|q,()|(un — w40
q .

+_ -—
= Clj lu, — uldx + 26, {lunlg(.) t 4 |un|2(.) 1} |Cup, — u)lq(-) -0 (55)
Q

olur. Teorem 48 den L10(Q) da (u,) dizisi, u ya kuvvetli yakmsar yanin — oo iken
lun, — ulgey = 0 dir. (54) ve (55) ten

[V, [P ,
M f ———dx f |V, [P®) =2V, (Vu,, — Vu)dx = 0
o pk) Q

elde edilir. (M) sartindan

j |V, |P®~2vu, (Vu, — Vu)dx = 0
Q
olur. Dolayisiyla Teorem 43 (ii) den W uzayinda u,, = u olur. Sonug olarak I fonksiyoneli
(PS). sartin1 saglar.
Yardimc1 Teorem 7: M fonksiyonu (M,), f fonksiyonu (f;), (f;) sartlarini saglarsa

i) ueW igin ||lully, = p; € (0,1) iken I(u) = a; > 0 olacak sekilde iki pozitif p,
ve a; reel sayisi vardir,

i) |lully > pq iken I(u) < 0 sartin1 saglayan u € W mevcuttur.

Ispat: i) p; = |lully < 1 olsun. (M,) sartindan

|V P
dx —f F(x,u)dx
(x) Q

Iw) = M l ;

77



my |vu|p(x) f
— — F(x,u)dx
B p(x) Q Ger)
Q
m1 ﬁp+ f
= u — F(x,u)dx
sl = | Few

bulunur.

0<eg < m olmak lizere herhangi bir &; > 0 akarsilik C,, > 0 segilirse, (f;)

ve (f2) den her (x,t) € Q X Rigin

If (x, )] < e]t]PP7T + C ]9

ve

IF(x,t)| < &|t]PP" + C,, |t]9 (56)
1

elde edilir. Cg = 68163"_ olmak tizere (50), (51), (56) ve Teorem 42 den

1) > Ml f Fx,d)dx

B(p +)ﬁ

|u|ﬁp+dx — Cslf |u|949) dx
Q

llf?* — ¢, f

Q

mq
= B

Bp* Bp* Bp* q- q-
> e +)B lully, —&C" llully, —Ce,C5 llully,

mq + + -
2 (gpigr— el ) Il — Callul,

my Bp* a

2 Zﬁ( +)ﬁp1 C8p1
_ Bpt ( ™ _ a7 Bp >

BENRVI T AR

elde edilir. ||ullyy < 1 ve Bp* < q~ oldugu igin t — 2[;%)3 - Cgpf__ﬁp+ fonksiyonu sifirin

uygun komsulugunda kesin pozitiftir. Bundan dolayr u € W igin ||lully, = p; € (0,1) iken

I(u) = a4 > 0 olacak sekilde pozitif p; ve a; reel sayilar vardir.

i) s> 1iken, (M) sartt kullanilarak

sh m, Iz
M(s)<m,— < 2 gm,P (57)

g B
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elde edilir. Her bir x € Q ve t € Ri¢in, her s = 1 i¢in
11(s) = s79F (x,st) — F(x, )

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda (AR) sart1 kullanilarak her s > 1 igin

ni(s) =s7° <f(x,st)t - gF(x, t)) >0

elde edilir. Dolayisiyla 1, (s), [1, ) araliginda artandir ve her T € [1, o) i¢in

m() >n(1) =0
dir. Dolayisiylaher x € Q, t € R, s > 1 igin

F(x,st) > s% F(x,t) (58)

dir.

Herhangi bir sabit w € W, w = 0, w # 0 ve s > 1 i¢in (57) ve (58) den

- Vsw|PX)
I(sw)=M de —J F(x,sw)dx
p(x) Q
Q
my
m, |Vsw|P)
<— —dx —f F(x,sw)dx
B p(x) Q
Q
my
mzp. + "
m my
< Zmz smiPP JIV(»I”(") dx —s"f F(x,w)dx
\D2p Q
B(p~)m Q
maB 9P

bulunur. (AR) sartindan bir 6 > > %Bp*’ degeri vardir. Sonug olarak s — oo iken
1

my(p7)F-1

I(sw) =» —oo olur.

Yardimcr Teorem 6, Yardimci Teorem 7 ve I(0) = 0 ozelligi saglandigr igin [
fonksiyoneli Mountain Pass Teoreminin sartlarini saglamis olur. Bu yilizden I fonksiyonelinin
en az bir kritik noktas1 vardir, yani (49) probleminin asikar olmayan bir zayif ¢6ziimi vardir.

Bu ise Teorem 68 in ispatin1 tamamlar.

Teorem 69 u ispatlamak i¢in Fountain Teoremini kullanacagiz. Ispata gegmeden dnce

teoremde kullanacagimiz yardimei teorem asagida verilmistir.
Yardimel Teorem 8: a € C,(Q) ve herhangi bir x € Q icin a(x) < p*(x) olmak iizere

vie = sup {[ulay: lull 10y = 1w € Zi)
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tanimlayalim. Bu durumda

limy, =0

k—oo

olur (Fan and Zhang 2003).

Teorem 69 un Ispati: W yansimali ve ayrilabilir bir Banach uzay oldugu icin

W =span{e;:j=12,..} ve W" =span{e;:j=12,..}
ve

(L i=j
(ef'eJ')‘{o, i #j

olacak sekilde e; € W ve e/ € W* vardir. Bu durumda
W; = span{e}, Y, = @9{:1 Wi, Zy = DL, W;
olmak tizere W uzayi, W =Y, @ Z, olarak yazilabilir.

(f4) sartindan dolay1 I ¢ift fonksiyoneldir, Yardimci Teorem 6 dan dolayr da I
fonksiyoneli Teorem 62 (Fountain Teoremi) nin (A3) sarti olan (PS). sartin1 saglar.
Dolayisiyla biz sadece yeterince biiyiik k degerleri i¢in, (A1) ve (A2) sartlarini saglayan p, >

1, > 0 degerlerinin oldugunu gostermeliyiz.
(A1) in saglanmasi: Herhangi bir (x,t) € Q X Rve her & > 1
n2(§) = F(x,§7')§°
olsun. (AR) sart1 kullanilarak
n5(§) = —f (6, §T L0 + OF (x,§ 10§
= &0TMOF (x,§710) — § (0]

<0

elde edilir. Bundan dolay1 n,(¢) fonksiyonu [1,00) araliginda artmayandir. Dolayisiyla
herhangi bir |t| > 1 i¢in 1,(1) = 1,(t), yani € = ;gffl F(x,t) > 0 olmak iizere her x € Q i¢in

[t]=1
F(x,t) = F(x, t 10)|t|® = C|t|? (59)
dir. Ayrica (f;) den,herx € Q, 0 < |t| < t* igin
IF(x, )] < Colt]FP” (60)

sartin1 saglayan Cq > 0, t* > 0 sabitleri ve (f;) den, her x € Q, t* < |t] < 1 igin
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IF(x, )| < C10(Cy + C5|t|q(x)) < Cpo(Cy + Cslt]77) < Cpolt]PP” (61)

sartin1 saglayan C;, > 0 sabiti vardir. (60) ve (61) kullanilarak, her x € Q, |t| € [0,1] i¢in

F(x,t) = —(Co + Cyo)|t]PP” (62)

sonucu ve daha sonra C;; = Cy + C;, olmak iizere (59) ve (62) den, her x € Q, t € R igin

F(x,t) = C|t|® — Cpq|t|PP” (63)

elde edilir. p* < Bp™ < (p7)* oldugu i¢in, (57) ve (63) kullanilarak, p, = 1 iken

_ |Vu|P®)
I(w)=M f dx —f F(x,u)dx
2 p(x) Q
my
mz |Vu|p(x) j . N
S — | (Clul® = CyqulPP")dx
B 2 p(x) q ( 11 )
P
m ~
< | [Wurdx | =[x+ o [ (PP )dx
Bp)ym” Q Q
moy +
m . Bp A +
< —Z— Ml = Cllullg + Crqllullf?
Bp—ym”
Com ﬂ + .
< —— iy = Cllully
L(p~)m

elde edilir. Sonlu boyutlu uzaylarda biitiin normlar es oldugu igin ve 8 > % pp* oldugundan
1
a = max I(u) <0
lullw=pk
sartin1 saglayan yeteri kadar bityiik p;, = 1 degeri vardir. Dolayisiyla (A1) sart1 saglanmis olur.

(A2) nin saglanmasi: (51), (53) ve Teorem 33 kullanilarak herhangi biru € Z;, ||lully, =

1

+ + _ =t ..
re = (€12C{ qyd mit @) = 1igin

|V P
dx —f F(x,u)dx
(x) Q

Iw=M ![ >
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> % |V:(|:;x) dx | —Cy fﬂ (C + |u|7%)dx
Q
> ﬁ(m+)ﬁ lullf?” — ¢, max{lulgg), |ulgz)} — C1,C|Q]
= B(T;i)ﬁ ||u||5/p —Cyy max{Cq |u|q()' q+|u|gz)} —Cyy
2 s Il = G €y el —

Bp~
_ ——g+t
"B +)ﬁ (€€ gty mi p)E )P

+
+ ot + + T
—Ci2 C3q V,f (C1ZC§2 CI+V1§I mII(P-'-)ﬁ)ﬁp Q+_C13
_ . m (1 1)rﬁpﬁ‘p—_q+ C
BHE\B  q*) K >

elde edilir. k > o ikeny;, - 0ve B < Bp~ < q* oldugundan k — oo iken r;, — oo olur.

Bu durumda u € Z, ||ul|lyy = 7y ig¢in k — oo iken

,B( +)ﬁ<; q1>r‘8pﬁp__q — (3>

by, = mf I(u) =

IIuIIW Tk
sartin1 saglayan p; > 1, > 0 degeri vardir. Boylece (A2) sart1 saglanmis olur.

Fountain Teoreminin sartlar1 saglandig igin k — oo iken I(u;) — oo sartin1 saglayan

(uy) kritik noktalar dizisi ve (49) probleminin sonsuz sayida ¢6ziimii oldugu gosterilmis olur.

Teorem 70 i ispatlamak i¢in Dual Fountain Teoremini kullanacagiz. Bunun igin ilk 6nce
M fonksiyonun (M,) sartin1, f fonksiyonun (f;) ve (AR) sartlarin1 saglamasi durumunda, [

fonksiyonelinin (PS)7 sartin1 sagladigini ifade ve ispat edecegimiz yardimci teoremi verelim.

Yardimar Teorem 9: M fonksiyonu (M,), f fonksiyonu (f;)ve (AR) sartlarini
saglarsa, I fonksiyoneli (PS); sartin1 saglar.

Ispat: n; > oo iken Un; € Yy, I(unj) - C ve (Ilynj) (unj) — 0 olmak iizere
Uy . ) € W olsun. Yardimci Teorem 6 daki islemlere benzer sekilde ||u,, . || nin sinirliligini elde
] ]

ederiz. W dau,, — u olacak sekilde bir ( u,, . ) alt dizisi vardir. W = U,, ¥,, oldugundan v, . —
] J ] g J

u olacak sekilde bir Uy, € Yy, alalim. Bu durumda
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Jim (F (“nj) ‘ (”nf - ”)> = Jm (I ("nf) ‘ (u"f - v"f)> + lim (I’ (“"f) ‘ (v"f - ”))

] ] ]
- nljiinoo <(1|Y”j)l (unj)’ (u"j - vnj))
=0
dir. I', (S,) oldugu igin Un; > UVE dolayisiyla I' (unj) — I'(u) olur.

Simdi I'(u) = 0 oldugunu ispatlayalim. Keyfi bir wy, € Y} segelim. n; > k iken
('@, wie) = (1" @) = 1" (i, ) wie) + 41 (un, ), wie)

= ('@ = 1" (un, ) wid + (11, ) (110, ) w0
dir. Yukaridaki esitligin sag tarafinin limiti alinirsa her wy, € Y i¢in
(I'(w), wg) = 0
ve
I'(u)=0
elde edilir. Boylece her ¢ € R i¢in (PS) sartinin saglandigi ispatlanmus olur.

Teorem 70 in Ispati: (f}) sartindan ve Yardime1 Teorem 9 dan sirasiyla I € C*(W, R)
nin ¢ift fonksiyonel oldugu ve (PS); sartinin yani Dual Fountain Teoremindeki (B,) sartinin

saglandigi elde edilmis olur. Simdi diger sartlar1 sagladigini gosterelim.

(B1) in saglanmasi: Herhangi bir v € Z; i¢in ||[v]|y = 1 ve 0 < t < 1 olmak iizere (56)

ve Teorem 33 kullanilarak

. V(t p(x)
I(tv) =M &dx —J F(x,tv)dx
p(x) Q
V(tv)[P™) _
> m &dx — gl|t|ﬁp+f |v|ﬁp+dx — C£1|t|q J |v|q(x)dx
B p(x) Q Q

B

my )
2,8( BY; thr* f|Vv|P(x) dx —€1|t|ﬁp+f |v|ﬁp+dx—C£1|t|q J |v|q(x)dx
P Q Q qQ

Ce, It]T q_IIUIIﬁp+ eger |u|,y < 1ise
> 51 Vi w g q()

my + + + + +
. tBR ||| BT — & CFP7 BT | v)| PP —{

B+F

R + )
Ce, It]7 ! ||v||ﬁ,p eger |ul,¢) > lise
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=4 1,187 o5 .
( ! Cﬁp”) Bt _ {Cslmq Y vl egerlulg) < 1lise

- & -
BHE Ce, 117y IWIIEP” eger [uly(y > 1ise
1 k w q()
m1 B + + - -
elde edilir. Yardimer Teorem 7 nin (i) kisminda oldugu gibi 0 < & < ——=—— sarti
2B8(p+)Bch?
saglayan yeteri kadar kiiglik bir £; degeri olsun. (64) ten
my R
I(tv) = Wtﬁp+ - Cgllth )/Ig (65)

olur. g~ > Bp* oldugundan dolay1 yeteri kadar kiigiik t = pj, alinirsa ||v]|,, = 1 iken v € Zj,
icin I(tv) = 0 saglanir. Yeteri kadar biiyiik k degeri igin
Cp = uiélsz I(u) =0
lullw=pi
elde edilir. Boylece (B1) sartinin saglandigi gosterilmis olur.

(B2) nin saglanmasi: Herhangi bir v € Y, i¢in ||v||lyy, =1 ve 0 <t < p, < 1 olmak

tizere (f5) ve (M,) sartlar1 kullanilarak

_ [ V() |P™
I(tv) =M ———dx —f F(x,tv)dx
p(x) Q
my
_ma [ [ lvempr® A" [ el
< — —_— - X
B 2 p(x) o o)
m
m m_iﬁ ot
<M B [ yppe t 0(x)
S —my V| dx —aQ—+ |[v|e™dx
pp~)m .
my, _ ot
N o*
B(p~)m

elde edilir. o* < %Bp_ oldugu i¢gin t = r;, iken I(tv) < 0 sartin1 saglayan bir 1, € (0, py)
1
vardir. Dolayisiyla

dy, = max I(u) <0
llullw=r

dir. Boylece (B2) nin saglandigi gosterilmis olur.
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(B3) iin saglanmasi: Y, N Z, # @ ve 1 < pi oldugu igin
ey = ulenzf I(u) < d, = max I(u) <0
k k
llullw=pr llullw=rk

dir. (65) ten ||v|lyy = 1,0 <t < p Ve u = tv olmak lizere v € Zj, igin

I(uw) = I(tv)

my + - -
— " _BpT _ q 4,4
22pr Gl

2 _Cgl |t|q_y](q

dir. Dolayisiyla e, = ulean I(u) = 0 elde edilmis olur ve bdylece (B3) iin saglandigi
k
lullw=pi

gosterilmis olur.

Dual Fountain Teoreminin sartlari saglandigindan dolay1 (49) probleminin I(+v,) < 0
ve k = oo iken I(+vy) — 0 sartlarini saglayan (v )=, bir ¢oziim dizisi oldugu gosterilmis

olur.

RV de p(-)-Laplacian iceren Schrédinger-Kirchhoff Tipi Problemin Céziimlerinin
Varhgi ve Coklugu

Schrodinger-Kirchhoff tipi denklemler, Kirchhoff tipi denklemlerin V' (x) potansiyel

fonksiyon i¢eren halleridir.

Chen and Li (2013), f fonksiyonu AR sartini saglamak tizere
—la+b fIVuI2 dx |Au+V(x)u = f(x,u) + h(x), x € RY
RN

problemini ele aldilar ve V, f ve h iizerine konulan

(V1): Ve C(RY x R,R), a; > 0 bir sabit olmak iizere ir]}gflV V(x) = a; > 0 ve her

X€e
M > 0 icin meas{x € R":V(x) < M} < oo dur,

(f1): fECRY"XRR)ve2< p<2*= %, a, > 0 olmak iizere her x € RV ve

z € Ri¢in
If(x,2)] < a; (1 + [zIP7)

dir,

(f2): herx € RN ve z € Rigin
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pPGo) = | fGy)dy < 2f (2)
0

olacak sekilde bir 4 > 4 degeri vardir,

(f3): her x e RN i¢cinz - 0iken I&2 5 0 dur,

Z
(f4): inf F(x,z) > 0 dir,
x€ERN
|z|=1
sartlart altinda Kritik Nokta Teorisindeki Ekeland’s varyasyonel prensibi ile Mountain Pass

Teoremini kullanarak problemin ¢6ziimlerinin ¢oklugunu ispatladilar.
2
Guo and Nie (2015), a > 0, b > 0 sabitler, A parametre,p > 2, N <%, Apu =
div(|Vu|P~2Vu) p-Laplacian operatdr olmak iizere

p-1

(
J —la+b f |[VulP dx Apu + AV () ulP~?u = f(x,u), x €RY (66)
|

RN
u € WPO(RN)
problemini ¢alistilar ve V' potansiyel fonksiyonu ile f fonksiyonu iizerine konulan
(V1): Ve C(RN x R,R), V(x) = 0. Ayrica {x € RV:V(x) < d} # @ ve meas{x €
RM: V(x) < d} < oo sartin1 saglayan bir d > 0 sabiti vardur,
(f1): f € CRN xR, R) ve her (x,u) € RN X R i¢in

Np N>opi
* e— 1se
pr=1N-p P

+o00, N <pise

olmak iizere
IfCow] < cfulP™ + cpful?7!
sartin1 saglayan cq, ¢, sabitleri ve q € (p,p*) degeri vardir,
(f2): x € RN igin |u] - 0iken f(x,u) = o(|ulP~1) dir,

(F3): 0<Co< 252 iken her x € RY ve |u] > 7 igin

0

inf F(x,u)=>0
B, PO =

[ul=7o
ve
uF(x,u) — fl,wu < Golul?

sartin1 saglayan u € (p?%,p*) and r, > 0 vardir,
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— 00

(f4): x € RN icin |u| - oo iken x;:;)

(
|ul
(f5): herx € RN ve |u| > r i¢in
p?F(x,u) — f(x,wu < Clu|?
olacak sekilde r > 0 ve C > 0 vardir,
(f6): her (x,u) € RN x Rigin f(x,—u) = —f(x,u),
(f'5): her (x,u) € RN X Rigin p?F(x,u) < f(x,u)u

sartlar altinda varyasyonel metodlari kullanarak (66) probleminin agikar olmayan ¢dziimlerinin
varligini ve ¢coklugunu ispatlamiglardir.
Shen and Qian (2015), b pozitif bir sabit, V € L* (Q) isaret degistiren fonksiyon, p(x) €

CQ)vel<p = ;rel(fl p(x) <p*= sggp(x) < oo olmak tizere diizgiin sinirli ) bolgesinde
X

( |V [P
J —|1+b f ©) dx | Apcou + V) ulP®2u = f(x,u), x €Q
RN

P
L u e WO (),

problemini ¢aligtilar ve f: Q X R — R Carathéodory fonksiyonu iizerine konulan
(f1): hhh. xe€Q, her (€R igin a(x)€ L), ={uel”(Q):herx €
Qicin u(x) > 0} ve 1 > 0 iken
fCu Dl < alx) + AlgI PO,
(f2): p* < n(x) < p*(x) iken herhangi bir n(x) € C,(Q) ve x € Q i¢in

o DF(GO) - (x9S
pinf = > 0
(f3): herx € Qigin

sup F(x,{) <9(x) <0

J|-o0

sartin1 saglayan § > 0ve 9(x) € L*(Q)_ = {u € L(Q):her x € Qi¢in u(x) < 0} vardir,
(f4): p* < q~ ikenher x € Q igin

I F(x,9)

minf 7 zac.
olacak sekilde bir g(x) € C,(Q) vardr,

(f5): her (x,0) € A x Rigin f(x,—¢) = —=f(x,9)
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sartlar1 altinda Symmetric Mountain Pass Lemmasin1 ve Fountain Teoremini kullanarak
problemin sonsuz sayida ¢oziimiiniin oldugunu elde etmislerdir.

p(-)-Laplacian igeren Kirchhoff tipi ve Schrodinger-Kirchhoff tipi eliptik problemler
son yillarda bir¢ok aragtirmacinin ilgisini ¢gekmistir (Dai and Hao 2009; Colasuonno and Pucci
2011; Afrouzi and Mirzapour 2013; Cammaroto and Vilasi 2013; Yucedag ve Ayazoglu 2014;
Repovs 2015; Wang et al. 2015; Ayazoglu vd 2017b; Ayazoglu ve Alisoy 2018).

Calismamizin bu kisminda; yukarida ifade edilen galismalardan esinlenerek, b = 0 bir
sabit, N =2, A,cyu = div(|VulP©~2vu) p()-Laplacian operator, p: RY - R Lipschitz
siirekli ve smirl bir fonksiyon, V: RN — R coercive tipi potansiyel fonksiyon, f: R¥ x R - R
nonlineer bir Carathéodory fonksiyonu ve g: R¥ — R keyfi bir fonksiyon olmak iizere p(-)-
Laplacian igeren homojen olmayan

(
145 [ —— vul@adx | 14 P)=2y = RY
-1+ @l ul x |Apeou + V(x)|ul u=f(x,u)+gx),xe
I N

(67)
u € WLPO(RN),

Schrodinger-Kirchhoff tipi problemin asikar olmayan ¢oziimlerinin ¢oklugu arastirilacaktir. Bu

sebeple sinirli Palais-Smale dizileri elde etmek igin lineer olmayan f: RY X R — R doniisiimii

lizerine yeni varsayimlar konulacak ve sonra buldugumuz o6zel dizilerin Kritik noktalara

yakinsadigi ispatlanacaktir. Coziimler i¢in Mountain Pass Teoremi, Ekeland’s Varyasyonel

Prensibi ve Krasnoselskii’s Genus Teorisi kullanilacaktir.
(67) probleminde ifade edilen p, V, g ve f fonksiyonlar1 {izerine konulan sartlar;

(p1): 1<p~ <p?t <N olmak iizere p:RY - R fonksiyonu Lipschitz siirekli ve
smirly,

(V): V:RY - Rsiirekli, inf, cpn V() = V™ > 0 ve limy eV (x) = o,

(91): g € LP"O(RN) keyfi bir fonksiyondur,

(f1): f:RN x R - R Carathéodory fonksiyonu ve g € LY (RY) n C(R) her x € RY
i¢in g~ > p™ sartiyla q(x) < p*(x) olmak iizere, her (x,t) € RY X R i¢gin

lf (x, O)] < Co(l + |t|Q(x)—1)

olacak sekilde C, > 0 vardir,

_ o fD) - _ _
(f2): x € RY igin ltl_r)r(}lﬂp(x)_1 =0 (t - 0igin f(x,t) = o(|t|P® 1))

(fs): her |t] =7 vex € RY igin F(x,t) = [ f(x,&)d¢ olmak iizere
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p
Wf(x,t)t—F(x,t) >0

olacak sekilde r > 0 vardir,
(fo): s €LY(RY)NC(RY) ve 2p* < s~ iken p < s K p* olmak iizere her x € R

i¢in
. F(x,t)
|t|1£nooW -
dur,
(fs):  f fonksiyonu, ikinci degiskenine gore tek, yani her (x,t) € RN X R i¢in
flo=t) = —f(x,t)
dir.

(f1)-(fs) sartlarin1 saglayan f fonksiyonuna bir 6rnek asagida verilmistir.
Ornek 6: p(x) =3 +g|sinx|, s(x) =8+ |cosx| ve f(x)=tlt*élsinxl glarak
segilen f fonksiyonu (f;) — (f5) sartlarini saglar.

f (x, t) fonksiyonunun yerine f,(x, t) yazarak asagidaki (fg) kosulunu verelim.

(fo): fo: RN X R — R bir Carathéodory fonkisyonu her x € R" i¢inr°(x) = %

olmak sartiyla [,m € L2(R¥)nC(RM), 0 < h € L"°O(RY) ve max{l*,m*}<p~ iken

[,m < p olmak iizere her (x,t) € RY x R* igin
dy|t]"71 < fo(x,£) < dph(x)|¢™
sartin1 saglayan d,, d, > 0 sabitleri vardir.

Simdi f;, fonksiyonun (fg) sartin1 sagladigini gosteren bir 6rnek verelim.

. 1
Ornek 7: p(x) =3+ i—(l) [sinx|, m(x) = §+ 1—? |sin x| ve £, (x) = t5"® olarak
segilirse f fonksiyonu (f) sartini saglar.

V fonksiyonu (V) sartini, p fonksiyonu ise (p,) sartin1 saglasin.

70 1= [ uGPOda
[RN

ve

89



Tp(yv ()W) := JV(x)|u(x)|p(x)dx
RN

olmak tizere
Apy(W) = f (IVu@) [PD + V (x) [u(x)|P®) dx
]RN

= O'p(.)(lqu + Op(HV() (u)
< 400

sartin saglayan u € WPO(RN) fonksiyonlarindan olusan kiime E, yani
E ={u e WWORN):Ayw) = j(IVu(x)Ip(x) + V() u@)P®)dx <o (68)
RN

olsun.

E deki norm

u
lullg :=inf {n > 0:A,(, (5> = f(

RN

Vu(x) p(x)

p(x)
V(x) |¥ >dx <1

dir. E, W PO(RN) nin kapali alt uzay oldugundan 1 < p~ < p* < oo igin E ayrilabilir ve

yansimali Banach uzayidir.

Onerme 4: u € E igin

. . - + - +
i) min{lull? l?} < Apy(0) < max (Il ull? ),

. . Al/p_ Al/p+ < < Al/p_ Al/p+
") min p() (u), p() (u) —= ”u”E = max p() (u), r() (u) '

i) Eger lully # 0ise Apey () = 1
dir (Kovacik and Rakosnik 1991; Diening et al. 2011).

Yardimcr Teorem 10: V fonksiyonu (V;) ve p fonksiyonu (p;) sartini saglarsa her
x € RN i¢in p(x) < q(x) < p*(x) olmak iizere herhangi bir 6l¢iilebilir g: RV — R fonksiyonu

icin E o LIO(RY) kompakt gommesi vardir (Ayazoglu ve Alisoy 2018).

Her u € E igin
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1 b 1
d(u) = f m(IVulp(x) + V() |ulP®)dx + = ——|Vu|P® dx
N

2 p(x)
RN

seklinde tanimlayalim. ® cifttir ve @ € C1(E, R) dir (Fan and Deng 2007). E*, E nin dual uzay1

olmak tlizere L = ®': E — E* olarak tanimlayalim. Her u, ¢ € E igin

1
(Lw),p)=(1+b fﬁIVulp(x) dx JIVqu(")‘ZVuV(p dx
v PV RN

+ f V() |[ulP®2ugp dx (69)
RN
dir.
Onerme 5: E uzay! ve L doniisiimii, (68) ve (69) da tanimlandig1 gibi olsun. Bu
durumda
1) L:E — E* siirekli, sinirl ve kesin monoton operator,
i) L doniisiimii (S,,) tipi bir doniligtimdiir, yani
E de u, — uve m(L(u,) — L(w), (u,, —u) < 0ise E de u,, —» u dur,
n—->oo
i)  L:E - E” bir homeomorfizmadir (Fan and Deng 2007).
(67) problemi igin I,: E — R enerji fonksiyonelini
u
Flu) = f F(x,u)dx = f ff(x,s) ds
RN RN 0
ve

Gy(u) = f g@u(x) dx

RN

olmak tizere u € E igin

I;(w) = ®(u) - J F(x,u)dx — f gu ()dx = ®(u) — F(u) — G,(w)  (70)

RN RN

olarak tanimlayalim.
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V), () — (fs) ve g € LP'O(RY) sartlarinin saglandigini kabul edelim. (67) problemi
ile ilgili I;: E — R enerji fonksiyonelinin iyi tanimli oldugu agiktir. I, enerji fonksiyonelinin

kritik noktalar1 (67) probleminin ¢oziimiidiir.
g = 0 oldugunda (70) esitligindeki enerji fonksiyoneli [: E - R
Iy(w) = ®(w) — F(u)

sekline doniigiir. Bunun yani sira V, f veg € PO (RM) i¢in uygun sartlar altinda I, €

C'(E,R) olur ve her u, ¢ € E igin

1w, ) = (L(w), ¢) — j G W) dx — G, (@)
RN

elde edilir.
(f1) ve (f,) den herhangi bir € > 0 a karsilik C, > 0 segelim. Her (x,t) € RY X Ri¢in

fx,t) < elt|P@-1 4 ¢ |91

ve
£ C
F(x,t) < p—_ltl”“‘) +q—f|t|q<x>

dir. Yardimci Teorem 10 kullanilarak her u € E i¢in

3 C
[ Ferwyax <= [up®ar+ 2= [ g ax
p q
RN RN RN

< ma {Jul ulf, |+ <= ma {lulZ lulf,
<C (14Nl )+ G (1+Iullf) < oo

elde edilir.

Tanim 95: Her ¢ € E i¢in

(L), @) = f £ (0 u(0) + g(0)] (0)dx
RN

esitligi saglaniyorsa u € E ye (67) probleminin zayif ¢oziimii denir. I, nin kritik noktalar1 (67)

probleminin zay1f ¢oztimudiir.
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Teorem 71: (py), (V1) ve (f1) — (f2) sartlarinin saglandigini kabul edelim ve g # 0

olmak tizere g € LP'O(RN) oldugunu varsayalim. Bu durumda m, > 0 olmak {izere

|9y < my iken (67) probleminin E de sifirdan farkli en az iki ¢6ziimii vardir.

Teorem 72: (p1), (V1) ve (f1) — (fs) sartlarinin saglandigini kabul edelim. Eger g = 0

ise (67) probleminin I,(u,) — +oo olacak sekilde (u,) ¢ozliim dizisi vardir.

Teorem 73: (p1), (V1), (fs) ve (fs) sartlarinin saglandigini kabul edelim. Eger g = 0

ise (67) probleminin I,(u,) — +oo olacak sekilde (u,) ¢oziim dizisi vardir.

Teorem 71 in Ispati: Ispat igin ilk 6nce 1, enerji fonksiyonelinin sifir noktasi civarinda

pozitif olan bir kritik noktasini elde etmek amaciyla Mountain Pass Teoreminde kullanilacak

yardime1 teoremleri ifade ve ispat edelim.

Yardimc1 Teorem 11: (f;) — (f3) sartlarinin saglandigini kabul edelim. (70) ile ifade
edilen I, fonksiyoneli (PS), sartin1 saglar.
Ispat: ¢ >0ve (u,) c E

|[I;(un)| < c ven — oo iken E* da I (u,) - 0 (71)

olsun.
[k olarak (u,,) dizisinin sinirli oldugunu gosterelim. Bunu gostermek igin aksini kabul

ederek
n — oo iken [|lu,|lp = +o

oldugunu varsayalim. (f3) kullanilarak, her x € R", |t| > r i¢in

flx, )t = Z(ZI::L)ZF(x, t)
elde edilir.
(f,)den 0 < g < % olmak iizere her [t| < 8, x € R icin
-
mf(x, t)t — F(x,t) < g|t|P™

sartin1 saglayan § = §(&y) mevceuttur.

(fy) denherx € RN ve § < |t| < rigin

p L
Wf(x;t)t—F(x,t) < C0(51 P L yd P )ltlp(x)
elde edilir. Bylece, €1 = Co(8"~P" +79~P") olmak sartiyla her [¢| < 7, x € R igin
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20 +)2f(x )t — F(x,t) < lt|P® + Co(817P" + r@—P7)|¢|p®

= go|t[P®) + C;[t[P™)

olur. Il}m V(x) = 400 oldugundan dolay1 her |x| = R igin
X|—00

2p*—=pHV(x)
8(p*)*

>Cy

sartin1 saglayan R > 0 degeri vardir. 0 < g5 < % ile birlestirerek By == {x € R": |x| <

R}, |Bg| := meas(Bg) olmak tizere

2pt —p~ P
20(pH)z 7O v W) + f [m Unf (x,uy) — Fx, un)] dx
{x€RN:|uy, (x)|<r}
2p* —p~
> Wap(.)y(.)(un) — j (eolunlp(x) + Cllunlp(x)) dx

{xeRN:|u, (x)|<1}

2p* —p~ 2p* —p~
= Iz Proron) ~ & J [un[P®dx + 1z rovo )

{x€RN:|uy (x)|<r}

—C, f Iunlp(x)dx

X€ERN:|uy (x)|sr

(2p+ - p_)V_ 2p+ _ p—
= < 2(p*)? — & f |un|P(x)dx + —8(p+)2 TpOv () (u,)
{x€RN:|uy, (x)|<r}
—Cy7P" | Bl
@p*t—=p)V-
sz Crowo(un) - CrP” | Bl (72)

elde edilir. Ardindan (71), (72), Teorem 38, Onerme 4 ve Yardimci Teorem 10 kullanilarak

yeterince biiylik n i¢in

Iy (un) = oz (g (), )

> (i f|Vu Ip(x)dx+(1 L) fV(x)|un|P<x>dx
= \H+ +)2 + +)2
pt 2(p*) pt 2(p*) N
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+ f [%;)Zunf(x, u,) — F(x, un)] dx — (1 — %) f g(xX)uydx
RN

{x€RN:|uy (x)|<1}

2pT —p~ 2p" —p~
= \% p(x)d - J p(x)d
2007)? f |Vu,| x + 20072 V(x)|uyl X
RN RN

2(p*)? —p~
+ J. [2( 2 u, f(x,u,) — F(x, un)] dx — 2077 f g u,dx
{x€RN:|uy, (x)|<r} RN
2p* - 2p* —p~ +
> W f|Vun|p(x)dx +W l\, V(x)|un|p(x)dx — 7P| Bg|
R

2(p*)? —p~
_Wni 9O, dx

2p* —p~ . 2(p*)? -
= WA;;(-) (up) — C17P " |Bg| — o 191, lunlpe
2p* —p~ Como(2(p*)? —p7)

> lu,ll% - lupllz — Cr?" | Bl
8(p™)2 nllg (p+)? nllE 1 R

bulunur. Dolayistyla

Iy (tn) = by {Lg () 1)

Il |17

Como(2(p*)* —p7) N

8(p*)? llunll}

dir. (u,,) bir (PS), dizisi ve ||u,||g = + oldugundan

__P
]im Ig(un) 2(p+)2 <Ig (un):un>

— =0
ne lanl®
ve
Y2 _ o
SLCICICI et 2O T I

I (p*) _
im = =0
v el

dir. Bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle (u,,) dizisi E de sinirhidir.
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E, WYPO(RN) nin kapal bir alt uzayr oldugu i¢in E ayrilabilir ve yansimali Banach

uzayidir. Bundan dolay1
Edeu, ~u

sonucunu elde ederiz. Genellemeyi bozmaksizin, her n = 1 ve bazi C sabitleri igin [|u, ||z < C

olsun. (u,,) dizisi E uzayinda siirh oldugu i¢in b > 0 olmak iizere n — oo iken
1
1+b f —— |Vu, |P® dx > 1
p(x)
RN

dir. u, = u oldugundan
1im (L (), = ) = 1im (L ) — I (), — )
dir.

Simdi E de (u,) dizisinin u ya kuvvetli yakinsadigini gosterelim. Yardimer Teorem 10

kullanilarak p < q < p* olmak lizere
LIOM®RM) deu,, » u
elde edilir.

Ap = <Ié(un)fun —u)

1
=(1+b ijunlp(x) dx JIVunlp(")"ZVunV(un —u)dx
]RN

RN

# [ VG POty — it = [ 06 ) (g~ 0
]RN

RN

—fmeKWMx (73)

RN

dizisini ele alalim. E* da I;(u,) — 0 oldugundan n — oo iken A,, — 0 dir. Benzer sekilde

1
B,=Llu)u,—uw)=(1+b f el |V, |PX) dx fIVunlp(x)‘ZVunV(un —u)dx
v P RN
+ [ VG0 P21t — ) (74)

RN
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olmak tizere, E de u,, = u oldugundan B,, = 0 dir. (f;) ve (f;) dene > 0 ve C, > 0 i¢in
If(x, )] < elt|P®1 + C[t]997L, v(x, t) € RV X R

olur. Bu nedenle Teorem 33, 38, 40, Onerme 4 ve Yardimc1 Teorem 10 kullanilarak C;, n den

bagimsiz genel bir sabit olmak {izere

mﬁ:fV@ﬂﬂH%—umﬂ+fg@N%—ﬂwx
RN RN

IA

j-(elunlp(x)_l + Celunlq(x)_l) |un - uldx + Zlglp’(-)lun - ulp(-)
RN

IA

+_
e (14 lall ™) I — ulyey
+_
+Cy (1 + NallE ™) T = gy + 21911 ln =

= Dji+DZ + D3 (75)
elde edilir. Yardime: Teorem 10 dan LPO (RY) de u,, = u olur, béylece
n — o iken DL, D3 - 0

elde edilir. Ayrica Yardimer Teorem 10 dan |u, — u|qc) = 0 (L1O(RN) uzayinda u, — u)

olur. Boylece n — oo iken D2 — 0 elde edilir. Sonug olarak n — oo iken D,, = 0 dir. Bu yiizden

n — oo iken

<Ié (un): Up — u>

=M%X%—w—ff@mM%—wﬂ—fg&mm—wﬂﬁo (76)
RN

RN

olur. Boylece (S,) ozelligi kullamlarak, E' de u, — u elde edilir. Boylece I, fonksiyonelinin

(PS). sartin1 sagladigi gosterilmis olur.

Yardimer Teorem 12: (f;) ve (f;) sartlarinin saglandigin1 kabul edelim ve g €

Lp'(')(]RN) olsun. |g|,¢y < mq sartin1 saglayan her g fonksiyonu ve her u € E igin
llullg = p, olmak tizere I;(u) = a; > 0

olacak sekilde p,, a,, my > 0 sabitleri vardir.

Ispat: (f;) ve (f,) den herhangi bir 0 < e < 2‘% icin
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IF(x,t)| < elt|P® + c(e)t]9™,v(x,t) € RN x R (77)
sartini saglayan bir ¢ = c(€) > 0 sabiti vardir. Yardimci1 Teorem 10 dan dolay1 her u € E igin
lulgey < Collulle (78)

olacak sekilde bir C, > 0 sabiti vardir. Teorem 33, 38, 40, 42, Yardimc1 Teorem 10, (77) ve
(78) kullanilarak yeteri kadar kiiciik p, > 0 igin

1 1
Iy(u) = Fap(.) (Vu) + p—+0p(.)y(.) (W) — g0,y (W) — cogy(u) — Gg(u)

1 1 € q +
> p—+0'p(.) (Vu) + p—+0'p(.)y(.) (w) — FO'p(.)’V(.) (u) — cmax (Iulq(_), Iulq(_))
—2lglpyylulpey
1 1 £ p q-
2 2 0,0(T) + (p—+ 4 F) Gy ) — cCL ull” = Comellulls
pt q-
> —|lully —Cyllully — Comellullg

2p*

1 - -
= Ml (55 Il = Collully ™ = Cym
elde edilir. Her t € R{ igin
1 pt-1 q -1
w(t) = 217t — Cyt
olsun. g~ > p* > 1 oldugu igin (f;) den {'Tel]]ag?*'(w(t) = w(p,) > 0 sartim saglayan p, > 0
0

degerinin oldugu goriiliir. mg == wz(gz)

olarak alimirsa |g|,r) < mo olmak iizere her g €
14

Lp'(')(]RN ) icin Iy (u) = ay = p,w(pz)/2 > 0 elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Yardimar Teorem 13: (f;), (f;) ve (fy) sartlarinin saglandigini kabul edelim.
Yardime1 Teorem 12 de ifade edilen p, terimi icin ||v|[g > p, olmak iizere I;(v) < 0 sartim

saglayan bir v € E fonksiyonu vardir.

Ispat: ||ullz = 1, u > 0 olmak iizere bir u € E noktas1 alalim. Dy, > R0

olmak

iizere, (f,) den her x € RN icin

F(x,t) 2 Dolt|SW, |t = (79)
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sartin1 saglayan bir T > 1 sabiti vardir. (f;) ve (f;) varsayimlarindan dolayr herhangi bir

DO >0 1(;11’1
IF(x, )| < DoltlP® + C3]¢]7%, v(x, £) € RN x R (80)

sartin1 saglayan bir C; := C3(D,) > 0 sabiti vardir. Dolayistyla C, == 2D, + Cs77 ~P" olmak
iizere her x € RN ve |t| < T € (0,1) i¢in (f,) ve (80) den
F(x,t) = =Dot|[P™ — C5]¢|9™)

> —Dp|t|P@) — Cyrd P | |PC)

> Dolt|®) — Dot|P®) — (D + €379 77| [P

= Doltl* — Gl
bulunur. Bu esitsizlik ve (79) dan her x € RN ve t € R i¢in

F(x,t) = Dy|t|S® — ¢, |t|P™ (81)

elde edilir. Sonra t > 1 igin (81) den

b
2(p7)

1
Io(tw) < ——t7 Apy () + 553t 0y (V)

+Cyt? 00y (W) — Dot oy () — tGy(w)

sonucuna ulasilir. s~ > 2p™ > 1 oldugundan u € E (u # 0) igin t — +oo iken I, (tu) — —oo

olur. Yeteri kadar biiyiik t > 0 i¢in v = tu seklinde alinarak ispat tamamlanmis olur.

Yardimer Teorem 11 ile I, enerji fonksiyonelinin (PS). sartini saglayan bir (u,)
dizisinin var oldugu ve Yardimci Teorem 12, 13 ile Mountain Pass Teoreminin (i), (ii)
sartlarinin saglandigi gosterildi. Yardimci Teorem 13 ve 0 < & < c ile E de yine (u,,) ile ifade

edilen bir (u,,) alt dizisi oldugu ve u, - u® yakinsamasi elde edilir. Ayrica I(uy) =c=6
dir. u™W, (67) probleminin bir ¢oziimiidiir.

Simdi Ekeland’s varyasyonel prensibini (Ekeland 1974) kullanarak sifirin uygun bir
komsulugunda u™® # u@ (u® = 0) olan ikinci bir u® € E zayif ¢oziimiiniin var oldugunu

gosterelim. Yardimci Teorem 12 den, p, > 0 olmak tizere

inf I, >0
9B, (0)

olacak sekilde bir B, (0) c E yuvar vardir. g € LP'O (RM) ve g # 0 oldugundan Yardimci
Teorem 13 kullamlarak G,(¢) > 0 olan bir ¢ € E fonksiyonu segilebilir. Dolayistyla yeteri
kadar kiiciik 75 € (0,1) igin
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b +
570 %0 (VP

I(t09) < —=To" Apy () +

C -
+V_iTOp+O_p(-),V(-) (@) — Do* To° 05()(@) — 170Gy ()
<0

olur. Ayrica, Yardime1 Teorem 12 ile her u € B, (0) igin
1 p* q-
Iy(w) = 2Pﬁllullg — Cyllully — Cymellullz >0

elde edilir. Boylece

—oo < ¢ = _inf Ig<0
Bp,(0)

olur. € > 0 se¢mek iizere

0<e< inf [I,— _inf I,
3Bp2 (0) sz(O)
olur ve I,: B,,(0) — R fonksiyoneli igin Ekeland Varyasyonal Prensibi uygulanarak

I,(u.) < _inf I, + ¢,
g( s) sz(o) g

u # ug icin Iy (u,) < Ip(w) + ellu —ugllg
esitsizligini saglayan u, € B,, (0) elde edilir.

I,(u)) < inf I, +e< inf I, +e< inf I
o (ue) B,,(0) J B,,(0) I 9B,,(0) I

oldugundan u, € B, (0) olur.
Simdi Y,:B,,(0) » R
Yo(u) = Ig(w) + ellu — ullg

olarak tanimlayalim. u, nun Y, nin bir minimumu oldugu agiktir. Bu yiizden yeterince kiigiik

t > 0vev € B1(0) i¢in

Yy (ug + tv) — Yy(u,) -0
: >

dir. Yani pozitif ve yeterince kiiclik t, ve v € B;(0) i¢in

Iy (ug + tv) — Iy (u,)
t

+ &|lv||p =0

dir. t, — 0 iken her v € B;(0) igin
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(Ig(ug),v) + €llvll = 0

elde edilir. Dolayisiyla ||Ié (u€)| < ¢ dur. Bundan dolay1 (u,,) < B, (0) dizisi vardir ve bu

E*
dizi I fonksiyoneli i¢in bir (PS). dizisidir. Yardimci Teorem 12 deki gibi islem yaparak, E de

u, = u® olan bir u® buluruz. Baylece,

L,(u®)<d<o0ve ||u(2)||E < p,
sartin1 saglayan (67) nin sifirdan farkli bir u® ¢6ziimii elde edilir. Bdylece
,(uw?P)=¢<d<0<d§<c=1Iu?)
elde edilir.

Sonug olarak I; enerji fonksiyonelinin biri pozitif digeri negatif olan iki farkli kritik
noktasi elde edilmis olur. Dolayisiyla (67) probleminin sifirdan farkli iki farkli zayif ¢6ziimii

bulunmus olur.

Teorem 72 nin Ispati: ispat icin Teorem 61 (Variant Mountain Pass Teorem) in
sartlarin1 saglatmak yeterlidir. (f5) sartindan dolayi I, fonksiyoneli gifttir. ||u||z = p, < 1iken
herhangi bir u € dB,,(0) NY i¢in (f;), (fz) ve Yardimci Teorem 12 den g =0 iken

N 3B, (0)ny = 2 >0 elde edilir. Boylece Teorem 61 (Variant Mountain Pass Teorem) in (i)
sartinin saglandig1 gosterilmis olur. Dolayisiyla (ii) sartinin saglandigini gostermek yeterlidir.
Simdi ilk olarak iddia edelim ki E nin sonlu boyutlu E alt uzayr i¢in Bg (E) =
{u € E:|lullz < Ry} olmak iizere her u € E'\ BRO(E) icin Iy(u) < 0 olacak sekilde R, =
Ry(E) vardir.

E, herhangi bir u € E i¢in £ < E nin sabit sonlu boyutlu bir alt uzay olsun. Sonlu

boyutlu uzaydaki tiim normlar denk oldugundan dolay1 her u € E i¢in
lulsey = C(E)llullg (82)
ve

lulpy < Go(E)llulle (83)

1 b pt =
+2(p_)2+c462 (B)

sartlarmi saglayan C, (E ) >0, C, (E ) > 0 sabitleri vardir. (f}) ten, D, = &

¢ (B
olmak iizere her x € RN ve t € R i¢in

F(x,t) 2 Do|t|*™ — C,|t|P™ (84)
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elde edilir. E, herhangi bir u € E icin ||lu|lz = 1 normuyla E nin sabit sonlu boyutlu bir alt
uzayi olsun. Boylece (82), (83) ve (84) kullanilarak her t > 1 igin

1 + 2
IO(tU) < p—_ tp+||u||§ + t2p+ (ap(.)(Vu) + O'p(.)’V(.)(u))

2(p7)?
—DOtS_O'S(.) (w) + C4tp+0'p(.) (u)

b
2(p7)2

IA

1 + + + 2 + ~ S s~ — - ~nt +
— tP lully + 2P lully” = DoCy (E)e llully + CuCY llullf

p

elde edilir. Boylece, 2p* < s~ oldugundan
t —» oo iken I(tu) » —oo
olur. Boylece R — oo iken

sup Ily(u) = sup I,(Ru) » —
llullg=R llullg=1
uek uek

dur. Bu ylizden o kadar biiyiik Ry > 0 vardirki heru € E igin R = R ve ||u||z = Rile I,(u) <
0 dir. Bu da (ii) nin saglandigini gosterir. Boylece Teorem 61 (Variant Mountain Pass Teorem)

in sartlarinin saglandigi gosterilmis olur.

Sonug 3: (p1), (V1), (f3) — (fs) ve

(f7): f:RY x R - Rbir Caratheodory fonksiyonudur ve gq € LY (RM) n C(RV),
p < q K p*, pt < q” olmak iizere her (x,t) € R¥ X R i¢in

If (x, )] < Co(JtPO~T + [¢|a)-1)
olacak sekilde bir C, > 0 sabiti vardir

sartlarinin saglandigin1 kabul edelim. Eger g = 0 ise, (67) probleminin I,(u,) — +oo olacak

sekilde bir (u,,) ¢6ziim dizisi vardir.

Sonug 3 iin Ispati: Ispat icin Teorem 72 deki (f;) ve (f,) sartlari ile (f,) sartim
karsilastirmak yeterlidir. Gergekten (f) sart1 (f;) ve (f;) sartindan daha zayifur. (f;) ve (f5)

den her (x,t) € RN X Rigin Cy = & + C, olmak iizere
If(x, )| < elt[PP1 + ¢ [t|901 < (e + Cg)(ltlp(")_1 + |t|q(x)_1)

sartin1 saglayan her € > 0 a karsilik bir C, > 0 alinarak Sonug 3 iin ispat1 Teorem 72 nin ispatina

benzer sekilde yapilir.
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Teorem 73 iin Ispati: Ispat igin Struwe (2000) de ifade edilen Krasnoselskii’s genus

teorisini kullanacagiz. ispata gegmeden once gerekli olan bazi yardimei teoremleri ifade ve

ispat edecegiz.

Yardimcr Teorem 14: (p;), (V;) ve (fg) sartlarmin saglandigimi kabul edelim. Bu
durumda I, fonksiyoneli ¢ift, coercive, E de alttan sinirlidir ve (PS), sartin1 saglar.

Ispat: fy(x,—u) = —fo(x,u) oldugundan Io(—u) = Iy(u) oldugu aciktir. (f)
kullanilarak

u 1
Fo(x,u) = ffo(X, t)dt = ffo(x, tu)udt < %h(x)hﬂm(x) (85)
0 0

elde edilir. Boylece H = |h|,0(.y olmak iizere ||u||z > 1 ile herhangi bir u € E igin Teorem 33,
38, 40, 42 ve Yardimc1 Teorem 10 kullanilarak

1 1 d, e
Lh(uw) = p—+ap(.) (Vu) + p—+ap(.)y(.) (w) — —= f h(x)|ul dx
RN

1 - 2d,

> —lullf ——=|1ul™®| 0 Al
p* m me)
1 - 2d,H _ .

> p—+||u||§ — o max{lulgl(.),lul;gn(.)}
1 - 2d,HC™

> el —— =Tl

elde edilir. p~ > m* oldugu i¢in I, coercive ve E iizerinde alttan sinirhidir.

Simdi I, fonksiyonelinin E tizerinde (PS), sartin1 sagladigini1 gosterelim. (u,,) dizisi E

tizerinde I, fonksiyonelinin bir (PS),. dizisi olsun. p~ > m* oldugundan Teorem 38, 40, 42 ve
Yardimc1 Teorem 10 dan

j 1o G )t — uldx < d f RGOy MOy, — wldx
RN RN

< dslun — ulpe| ™7 po Rl 5o
mO-1  pO-m0)

- +
< dsHlu, — ul,g max{lunlgl(.), |un|;n(.)}

+
< dy (1+ P Nl )y — ulpey
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elde edilir. (u,) dizisi E uzayinda smirl oldugundan Yardimer Teorem 10 dan LPO(RN) de

U, — u oldugundan n — oo iken fRNIfO(x, uy)|lu, —uldx — 0 elde edilir. Boylece (73)-(76)

dan E de u,, — u olur. Bu ise (u,) dizisinin (PS). sartin1 sagladigin1 gosterir. Yani E de I,

icin (PS), sart1 saglanmis olur.
Yardimer Teorem 15: Teorem 73 teki sartlar saglansin. Bu durumda
yE={u€E|l(u) < —¢}
olmak tizere herhangi bir k € N i¢in y(I5 ¥) = k olacak sekilde € = (k) > 0 vardr.

Ispat: E,, E nin k-boyutlu bir alt uzayr olsun. E, da biitiin normlar birbirine denk

oldugundan her u € Ej, i¢in
lulicy = Callullg (86)

olacak sekilde bir C3 > 0 sabiti vardir. ||u||z < 1 olmak iizere herhangi bir u € Ej icin (85) ve
(86) dan

o) < — ullZ” + =l — 200
olu D u 2( )2 l+al(.)u
1 - d
< P
< = el M)Jw 7 minlulicy, luli(,}
1 _
< — Jully + [k ——cnu
p= ' E 2(?

A

< Csllully = Collully

elde edilir. 1 < I* < p~ oldugu i¢in, ||ully = n ise I,(u) < —& sartim saglayan € = (k) > 0
ve 0 <7 <1 vardir. S, Ej de n yarigapli bir kiire olsun. Oyleyse Sy € Iy € dur. Bu yiizden
genusun Ozelliklerini  kullanarak y(I5¢) > y(Sn) =k elde ederiz ve boylece ispat
tamamlanmis olur.

Ay = {A € Aly(A) = k} olsun. Budurumda A, € Ag (k =1,2,...) olur.

Cr = 1nf sup Iy(uw)
A€Mk yea

olarak tanimlayalim.
€1 S0 S S S Cpqq S0

oldugu agiktir. Ayrica Yardimc1 Teorem 13 ten E iizerinde I, fonksiyonelinin coercive ve alttan

siirlt oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla k = 1,2,. .. i¢in —o0 < ¢, < 0 dir. ¢ € R igin
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Ke={u€Ellh(w) =c, Ip(w) =0}
olmak tizere Teorem 73 ii ispatlamak i¢in gerekli olan asagidaki yardimci teoremi ifade edelim.

Yardimal Teorem 16: Biitiin ¢, lar I, in kritik degerleridir. Ayrica, eger ¢, = Cxy1 =

= Crar = C ERVec # 1,(0) olan T € N mevcutsa y(K.) = 1 + t dur.

Teorem 73 iin Ispat1: Yardimc1 Teorem 16 dan, I, fonksiyonelinin kritik degerleri
negatif olan sonsuz kritik noktasinin var oldugunu goriiyoruz. Boylece g = 0 iken (67)

probleminin negatif enerjili sonsuz sayida ¢6ziimiiniin varligi elde edilmis olur.
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SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda degisken {iislii lineer olmayan eliptik denklemlerden olusan
problemler 3 farkli baslik altinda ele alinmistir. Bu problemler p(-)-Laplacian igeren
problemlerdir. Bu problemlerin ¢6ziimlerinin varliginin ve ¢oklugunun hangi kosullar altinda

oldugu ayrintil1 bir sekilde incelenmis ve elde edilen sonuglar asagida ifade edilmistir.

1. O c R3 diizgiin sinirl bir bolgede (23) ile ifade edilen problemde sub-sup ¢6ziim
yontemi kullanilarak p(-)-Laplacian igeren standart olmayan biiyiime kosullu Dirichlet

probleminin, (23) problemi i¢in ifade edilen (f,) ve (f>) sartlar1 saglanmak sart1 ile siirekli f

fonksiyonu i¢in Wol'p(') (Q2) uzayinda ¢oztiimiin varhigi elde edildi.
2. Qc RN diizgiin siirli bir bolgede (49) ile ifade edilen p(-)-Laplacian igeren

homojen olmayan Kirchhoff tipi problem igin;

i) (49) problemi i¢in ifade edilen (M,) ve (f;) sartlar1 saglanmak kosulu ile her
x €Q icin q(x) <p*(x) ve q* <fBp < (p)* iken I enerji fonksiyoneli coercive ve
Wol'p(') (Q) tizerinde alttan zay1f yari siirekli oldugundan I fonksiyonelinin Wol'p(') () uzayinda
bir u minimum noktas1 oldugu ve bu u minimum noktasinin (49) probleminin bir zayif ¢éziimii
oldugu elde edildi.

ii) (49) problemi i¢in ifade edilen (M,), (f1), (f2), (f3) ve (AR) sartlar1 saglanmak
kosulu ile her x € Q i¢in q(x) < p*(x) ve Bp* < g~ iken Mountain Pass Teoremi kullanilarak

(49) probleminin Wol’p(') (Q2) uzayinda sifirdan farkli (asikar olmayan) bir zayif ¢6ziimii oldugu
gosterildi.

iii) (49) problemi i¢in ifade edilen (M,), (fi) — (fa) Vve (AR) sartlar1 saglanmak
kosulu ile her x € Q i¢cin q(x) < p*(x) ve Bp* < q~ iken Fountain Teoremi kullanilarak I
fonksiyonelinin k — oo iken I(u;) — oo sartini saglayan (u; ) kritik noktalar1 dizisi oldugu ve
(49) probleminin sonsuz sayida ¢6ziimii oldugu elde edildi.

iv) (49) problemi i¢in ifade edilen (M), (f1), (f2), (fy) ve (fs) sartlar1 saglanmak
kosulu ile Dual Fountain Teoremi kullanilarak (49) probleminin I(+v;) < 0 ve k — oo iken

[(xvy) — 0 sartlarini saglayan (+vy) =, bir ¢6ziim dizisinin oldugu elde edildi.

3. (67) ile ifade edilen RN de p(-)-Laplacian igeren homojen olmayan Schrédinger-
Kirchhoff tipi problem i¢in;
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i) (67) problemi i¢in ifade edilen (p,), (V;), (My), (f1) — (f2) sartlar1 saglanmak
kosuluve g #0,g € 'O (R") i¢in m, > 0 olmak iizere |9y < m, iken Mountain Pass

Teoremi ve Ekeland Varyasyonel Prensibi kullanilarak (67) probleminin
E={u€eWWORN): AW = J(IVu(x)Ip(x) + V() |[u(x)|P®) dx < oo
]RN

uzayinda sifirdan farkli en az iki ¢oziimii oldugu elde edildi.

i) Variant Mountain Pass Teoremi kullanilarak (67) problemi i¢in ifade edilen
(p1), V1), (My), (f1) — (fs) sartlart saglanmak tizere g = 0 iken (67) probleminin E uzayinda
Iy(u,) = +o0 olacak sekilde bir (u,) ¢oziim dizisinin oldugu gosterildi.

iii) Krasnoselskii’s Genus Teorisi kullanilarak (67) problemi i¢in ifade edilen (p,),
(V). (fs), (fe) sartlart saglanmak tizere g =0 iken (67) probleminin E uzayinda
Iy(u,) = +oo olacak sekilde bir (u,) ¢oziim dizisi oldugu gosterildi.

Degisken {iislii uzaylarin arastirma alani ¢ok genis oldugu i¢in degisken iislere sahip
eliptik, parabolik, hiperbolik denklemler ve bu denklemleri igeren problemlerin ¢oziimleri,

Ozdegerleri ve 6z fonksiyonlar1 arastirma konusu olarak kullanilabilir.
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