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GIRIS

Matematik, evrenin diizenini kavrama ve problemleri ¢oziime kavusturmak igin gesitli
yontem ve teoriler ortaya koymustur. Sabit nokta teorisi de bunlardan biridir. Modern
matematikte onemli bir yeri olan “’Sabit Nokta Teorisi’’ ¢alismalar1 20.yy baslarina
dayanmaktadir. Sabit nokta teorisi yapilan ¢alismalarla sabit noktanin varligimi bazi
doniisiimleri kullanarak arastirmaktadir. En temel anlamiyla sabit nokta su sekilde tanimlanir:
U bostan farkli bir kiime ve T: U — U bir doniisiim olsun. T» = x olacak sekilde » € U varsa

x ya T doniisiimiiniin sabit noktasi denir.

Sabit noktanin bulunmasinda kullanilan daralma déntisiimiinii ortaya atan ilk kisinin Banach
oldugu bilinmektedir. Banach, 1906 yilinda Frechet’in sabit nokta teorisinde ¢ok 6nemli bir
yere sahip olan metrik uzay kavramini tanitmasindan sonra bir metrik uzayda kendi iizerine
olan doniisiimler icin daralma kavramini tanitti ve tam metrik uzayda biitiin daralma
doniisiimlerinin tek bir sabit noktas1 oldugunu ve bu sabit noktanin tekligini ortaya koydu. Bu
teorem, “(U, ¢) bir tam metrik uzay ve T: U — U bir daraltan doniistim olsun. Yani her »,v €
U i¢in

((Txn, Tv) <ki(,v), 0<k<1

ise T dontisimii U da tek bir sabit noktaya sahiptir’’ seklindedir. Banach daralma prensibi
(1922), uygulamali matematikte farkli problemlerin varligini ve tekligini ispatlamak i¢in en
giiclii ve 6nemli araglardan biridir. Banach daralma prensibi, dogrusal olmayan analizde faydali
ve etkili bir ara¢ olmustur. Cesitli yazarlar, Banach daralma prensibini farkli uzaylarda

genellestirmislerdir.

Daha sonra b-metrik kavrami, 1989 yilinda Bakhtin tarafindan ortaya atilmistir. Czerwik,
1993 yilinda b-metrik kavramini tanimlamistir. 2013 yilinda, Kir ve arkadaslart b-metrik
uzaylarda bazi iyi bilinen sabit nokta teoremlerini tanimlamiglardir. Daha sonra Suzuki, b-

metrik uzaylarda temel esitsizlikler kullanarak bazi sabit nokta teoremlerini kanitlamistir.

Singxi ve ark. (1980) ve Sastry ve ark. (2010), iki farkli metrik uzay lizerinde taniml1 iki
doniisiim i¢in bazi ortak sabit nokta teoremlerini incelemistir. Dhage (1999), D-metrik uzayda
sabit nokta sonuclarini ispat etmistir. Branciari (2000), metrik uzayda alisilmis iiggen esitsizligi
yerine genel bir esitsizlik kosulu getirerek genellestirilmis metrik uzaylar kavramini tanitmigtir.

Gu ve arkadaslar1 (2003), tam metrik uzayda zay1f komiitatif fonksiyonlarla ilgili baz1 ortak



sabit nokta teoremleri elde etmislerdir. Mustafa ve Sims (2004, 2006), genellestirilmis metrik
uzaylar sinifi lizerinde gesitli sonuglart incelemislerdir. Agarwal ve ark. (2008), kismi siralt
metrik uzaylarda monoton operatorlerle ilgili bazi sabit nokta sonuglarini tartigsmis, zayif
genellestirilmis daraltan doniisiimii kullanarak sabit noktanin varligin1 ve yakinsamay1 garanti
eden onemli sonuglar elde etmistir. Suzuki (2008), genellestirilmis Banach daralma prensibi ile
metrik tamlig karakterize etmistir. Aydi ve ark. (2012), tam Hausdorff genellestirilmis metrik

uzaylarda zayif daraltan doniisiimler i¢in sabit nokta sonuglar1 elde etmistir.

Ayn1 olmayan uzaylardaki sabit nokta ve ortak sabit nokta ile ilgili caligmalar ve bu
caligmalarin sonuglari sabit nokta teorisinde genis bir yere sahiptir. Metrik uzay ve carpimsal
metrik uzayda sabit nokta ¢alismalarinda sik¢a kullanilan uzaylardir. Son yillarda garpimsal
kalkiiliis Bashirov, Ozyapici ve Kurpinar Kkisileri tarafindan calisgstlmistir. Carpimsal
kalkiiliistiniin uygulamalarini, carpimsal mutlak degeri, iki pozitif reel say1 arasindaki ¢arpimsal
mesafeyi tanimladilar ve sonunda c¢arpimsal metrik uzay kavramini tanittilar. Carpimsal
tiirevlerin, carpimsal integrallerin bazi 6zelliklerini incelediler ve garpimsal kalkiiliistiniin temel
teoremini kurdular. L. Florack ve H. Van Assen (2012), biyomedikal goriintii analizinde
carpimsal kalkiiliisiiniin faydalarini arastirdilar. A.E. Bashirov ve arkadaslar1 (2011), ¢arpimsal
diferansiyel denklemlerinin ¢Oziimiiniin siradan diferansiyel denklemlerden daha basit

oldugunu farkl alanlarda tartistilar.

2012 yilinda Ozavsar ve Cevikel, ¢arpimsal daraltan déniisim kavramim tanitmis ve tam
carpimsal metrik uzayda bu tiir doniistimlerin bazi sabit nokta teoremlerini ispatlamistir. Ayrica
ilgili carpimsal metrik uzayin baz1 topolojik dzelliklerini de vermislerdir. Daha sonra Ozavsar
ve Cevikel, carpimsal daraltan doniisiimlerini ifade ederek tam ¢arpimsal metrik uzaylardaki
doniisiimlerin bazi sabit nokta teoremlerini ispatlamislardir. Bu teorem, *“ (U, {*) bir tam metrik

uzay ve T:U — U bir daraltan doniisiim olsun. Eger V 3, v € U i¢in
(*(Txn,Tv) < {*(t,v)?, @ €]0,1)

ise T, U da tek bir sabit noktaya sahiptir’’ seklindedir. Elde edilen sonuglar, Zamfirescu (1972)
ve Aydi ve ark. (2012)'nin sabit nokta sonuglarmi carpimsal metrik uzaylara tasimaktadir.
Agamirza, Ozavsar ve Cevikel (2017) gibi bu alanda ¢alisan diger arastirmacilar garpimsal

metrigi hesaplama, finans ve iktisat gibi farkli, matematikle ilgili alanlarda kullanmislardir.

2016 yilinda garpimsal dikdortgen b-metrik uzay kavrami, Clement Ampadu tarafindan
tanitilmistir. 2017 yilinda Ali ve arkadaslari, b-¢arpimsal metrik uzay kavramim tanmitmis ve

bazi sabit nokta sonuglarini kanitlamislardir.

2020 yilinda, Shoaib ve Saleemullah, Ali ve arkadaslarinin sonuglarini genisleterek b-



carpimsal metrik uzayda kapali kiire {izerinde daraltan kosulunu vermislerdir.

Bu tezde, ¢arpimsal metrik uzay baglaminda baz1 sabit nokta teoremleri incelenmistir. Bes
ana boliimden olusan bu tezin giris boliimiinde literatiir bilgisi verilmistir. Kuramsal Temeller

adindaki ikinci boliimde ¢alismamizda kullanilan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Materyal ve Yontem adini alan tiglincii boliimde, ¢arpimsal metrik uzaylarda bazi 6énemli
sabit nokta teoremleri, sabit noktanin varligini ve tekligini ifade eden, metrik uzay ile ¢carpimsal

metrik uzay arasindaki iligkiyi gosteren teoremler ve bu teoremlerin ispatlari yer almaktadir.

Aragtirma Bulgular1 adindaki dordiincii boliimde Kannan, Chatetterjea, Zamfirescu ve
Hardy Rogers tipi doniisiimler kullanilarak ¢arpimsal metrik uzaylarda ve ¢arpimsal dikdortgen

b-metrik uzaylarda sabit noktanin varligr ve tekligi gosterilmistir.

Tartisma ve Sonu¢ adindaki besinci boliimde ise ispat edilen teoremlerde gosterilen sabit

noktanin varlig: ve tekligi ilgili sonuglara yer verilmistir.



KURAMSAL TEMELLER

Temel Kavramlar
Bu kisimda 6nemli gordiigiimiiz baz1 temel kavramlara ve teoremlere yer verilecektir.

Tanim 1: U bostan farkli bir kiime ve {:U X U — Rbir doniisiim olmak {izere,

V x,v,z € U igin

1., v) =0 u=v
2.¢0t,v) =q(v, %)
3.00t,v) < 7(0t,2) + {(z,v)

sartlar1 saglaniyorsa ¢ ye U iizerinde bir metrik, (U, {) ikilisine de metrik uzay denirve U =
(U, ¢) ile gosterilir.
Tamim 2: {x,} bir dizi ve a € R olsun. Eger Ve > 0 sayisi i¢in,

n>ng=|u,—al<e

onermesini saglayan bir n, dogal sayisi varsa o zaman {x,} (n —» ) dizisi a’ya yakinsar ya
da a, {»,} dizisinin limitidir denir.

Tamim 3: (U, {) metrik uzay ve {sx,} bu uzayda bir dizi olsun.ve > 0 i¢in n,m > n,
oldugunda {(3t,, »,,) < € olacak sekilde bir n, = ny(e) varsa {x,} dizisine Cauchy dizisi
denir.

Tamm 4: (U, {) bir metrik uzay olsun. U da ki her {»,,} Cauchy dizisi yakinsaksa (U, {)

metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Tammm 5: (U, {) bir metrik uzay olsun. U da ki tim diziler yakinsak bir alt diziye
sahipse, (U, {) uzayma kompakt metrik uzay denir (Maddox 1970).

Tammm 6: (U,{) ve (V,d) iki metrik uzay, T:U — V bir doniisim ve », € U olsun.
Her &€ > 0 sayist i¢in, {(,3,) < § oldugunda d(T(x),T (x,) < € veya denk bir ifade ile
T(D (9 6) S D(T (3y), €) olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa, T ye , noktasinda siireklidir
denir. T, U nun tiim noktalarinda siirekli ise T ye U da siireklidir denir.

Carpimsal Metrik Uzay

Tanim 7: U bostan farkli bir kiime ve {*: U X U — R bir doniisiim olsun. V »,v,z € U

igin
1.0°G,v)=1ve*(,v) =1 x=v

2.8°06v) = (v, %)



3.0"(0t,z) < {"(1,v).{" (v, 2)

sartlar1 saglantyorsa {* a U tizerinde bir ¢arpimsal metrik, (U, {*) ikilisine de ¢carpimsal metrik
uzay denir. (Bashirov et al. 2008).

Ornek 1: R? = {(31, 5, #3, .. ... JHn)in; = 0,0 =1,2,...,n} olsun.
n o= (g, 1y, Mg,y e o JHp), U= (U1,V3, Vg, e .. ,Up) ERTve [ R, » R,
Q, @ = 1lise
lol” = é, 0<@p<lise

olmak tizere

* *

Hql*

U

Hy Hn

Un

(*(%: U) =

Uy

seklinde ifade edilen {*: R} — R} doniisiimii ¢arpimsal bir metriktir (Ozavsar ve Cevikel,

2017).
Ornek 2: {*: R X R — [1,00) olarak tanimlansm. »,v € R ve a > 1 igin {*(,v) =

a*~?! saglantyorsa {*(x,v) carpimsal bir metriktir.

Coziim:
1.0*(x,v) = 1ve {*(%,v) = 1 & x = v oldugu gosterilecektir.
a”*=! > 1 ve a > 1 oldugundan |» — v| = 0 olur. Bu durumda {*(,v) = 1 & » = v elde

edilir. Boylece 1. sart saglanir.
2.(*(n,v) = {*(v, »n) esitligine bakalim.

() = a7Vl = alv=l = ¢ (v, %)
olur. 2. sart saglanir.

3.0*0t,2) < (G, v).* (v, 2)
C*(%, Z) — al;{—zl < al;{—v+v—z| < al}t—v|+|v—z| < alx—v|.a|v—z| — (*(H, v).(*(v, Z)
olur. Dolayisiyla 3. sart saglanir.
Bu durumda ¢* (¢, v) = a*?! carpimsal bir metriktir.

Onerme 1: (U, {*) garpimsal bir metrik ve V 3, v,z € U igin

*

c*(%, Z)
(v, 2)

= Z*(J’f, 17)

esitsizliginin saglandig1 agiktir (Ozavsar ve Cevikel, 2017).



Ispat: Carpimsal iiggen esitsizliginden

Clo2) {* (o, v) (1)

"(,2) <0G v). ¢ (v, 2) = T S

Ve

- (1, 2)

1
F(,2) <, %).0*(x, 2) 2 ) S 2)

gerektirmelerini yazabiliriz. Boylece carpimsal liggen esitsizligi ve (1) den

*

< {*(,v)

{*(x,2)
*(v,2)

1 *(n,2)

AT

gerektirmesi elde edilir.

Tanmim 8: U bostan farkli bir kiime s > 1 ve {*:U X U = R bir doniisim olsun.

V x,v,z € U igin

1.Cv)=21vel(x,v) =1 u=v
2.3°(n,v) = (v, x)
3.0°(t,2) < (T*(t,v).T* (v, 2))°

sartlar1 saglamyorsa {* a garpimsal b-metrik, (U,{*,s) dglisiine de ¢arpimsal b-metrik uzay

denir.

Tanim 9: U bostan farkli bir kiime ve {*: U X U — R bir doniistim olsun. V »,z € U ve

v,p € U\{x, z} i¢in

1L.Cv)=1lve*(,v) =1 n=v
2.0°(x,v) =" (v, %)
3.0°(,2) < *(t,v). " (v, ). T*(p, 2)

sartlar1 saglaniyorsa ¢* a carpimsal dikdorgen metrik, (U, {*) ikilisine de ¢arpimsal dikdortgen

metrik uzay denir.
Ornek 3: d*: R, X R, — [1,) olarak tanimlansmn. Her »,v € R, i¢in {*(x,v) =

max (g , E) carpimsal metrigi, ¢arpimsal dikdortgen metrik uzayin sartlarini saglar.

Coziim:
1. *(t,v) =1ve*(x,v) =1 & % = v oldugu gosterilecektir.

Eger » = v ise 0 zaman % = g = 1= {*(3,v) = max(1,1) = 1 olur. Tersine *(x,v) = 1ise
x v V4 v o -
max (;,;) =1= == 1 = » = v olur. Bdylece 1. sart saglanir.
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2.0"(xn,v) = {*(v, ») esitligine bakalim.

n v vV K
(*(x,v) = max (;,;) = max (;,;) = {*(v, %)
olur. 2. sart saglanir.

3. 0, 2) TG, v). (v, p). O (p, 2)

{*(#,z) = max (g,g) < max (g,g) .max (E'E) max (gf)

< G4v).¢"(v,p). ¢ (p, 2)

olur. Dolayisiyla 3. sart saglanir.
Bu durumda *(s, v) = max (%, E) carpimsal dikdortgen metrik uzaydir.

Tanmim 10: U bostan farkli bir kime s > 1 ve {*:U X U = R bir doniisim olsun.
Vu,z€ U ve v,p € U\{x,z} igin

1.Fv)=21vel(x,v) =1 x=v

2.7t v) = {*(v,%)

3.0°(,2) < ("0, v).¢* (v, p). ¢ (P, 2))°
sartlar1 saglaniyorsa {* a carpimsal dikdoérgen b-metrik, (U,{*,s) Ttgliisiine de c¢arpimsal
dikddrtgen b-metrik uzay denir.

Ornek 4: {*:R; X R, = [1,10] olarak tanimlansin. Her »,v € R, ve s > 1 igin

N
(e, v) = (max (g,g)) carpimsal metrigi, carpimsal dikdortgen b-metriktir.

Coziim:
1. {*(x,v) =1ve*(x,v) =1 < x = voldugu gosterilecektir.

N
Eger% = 5 =1 = max =1 = (1)5 = 1olur. Tersine {*(x,v) = 1ise <max (%Z)) =1

P

max = 1 = » = v olur. Boylece 1. sart saglanur.

2. {*(%,v) = {*(v, ) esitligine bakalim.

AR v
(*(x,v) = max (;,;) = max (;,;) = {*(v, %)
olur. 2. sart saglanir.

3. (*(,2) < (Guv). (v, p).0*(p, 2)°

C(,z) < (e, v). (v, p). O (p, 2) arpimsal dikdorgen metrik uzayni 6rnek 3 te ispatladik.

Esitsizligin her iki tarafinin s’ninci kuvvetini alalim



N

(T, 2)}° = {max (g,g)} < {max (g,g) .max (z, B) .max (E, E)}S

<{C0G,v).0"(v,p).T"(p, D)}

olur. Dolayisiyla 3. sart saglanir.
N
Bu durumda ¢*(»,v) = <max (;—{, 5)) carpimsal dikdortgen b-metrik uzay dir.

Tamim 11: (U, {*) ¢arpimsal bir metrik uzay » € U ve € = 1 olsun.
B.() ={v e U {"(,v) < &}
kiimesine » merkezli € yarigapli carpimsal acik yuvar denir.
B.(x) ={veU|l{*G,v) < ¢}
kiimesine de ¢arpimsal kapali yuvar denir.
Ornek 5: (R,, (") carpimsal metrik uzaym ele alalim. Carpimsal metrik tanimindan
ny merkezli € > 1 yarigapli B.(3,) = (?,zo - s) c R, yuvari, c¢arpimsal agik yuvardir
(Ozavsar ve Cevikel, 2017).

Tamim 12: (U, {*) garpimsal bir metrik uzay B < U olsun. € = 1 ve » € B noktasi i¢gin
B¢(%) € B kosulu saglamyor ise » noktasina B’nin bir i¢ noktasi denir. B’nin tim i¢

noktalarinin kiimesine B’nin ¢arpimsal i¢i denir ve int(B) = B ile gosterilir.

Tanmm 13: (U,{*) carpimsal bir metrik uzay B < U olsun. B’nin tiim noktalari

carpimsal i¢ nokta ise B ye ¢arpimsal agik kiime denir. int(B) = B seklinde gosterilir.

Lemma 1: (U, {") ¢arpimsal bir metrik uzay olsun. U’ nun her bir ¢arpimsal acik yuvari

carpimsal agik kiimedir (Ozavsar ve Cevikel, 2017).

£
()

Ispat: » € U ve B¢(3) carpimsal acik yuvar olsun. v € B (3) igin, eger 6 = ve

£
¢*(n,v)

*(,2) < 0, v). 0¥ (v,2) < €

z € Bs(v)ise {(*(v,z) < dir. Buradan

elde edebiliriz. Yani z € Bc(») oldugunu gosterir. Bu da Bs(v) c Bg(x) anlamma gelir.

Boylece B¢ (3) garpimsal agik kiimedir.

Lemma 2: (U,{*) ¢arpimsal bir metrik uzay olsun. O halde U ve @ carpimsal agik
kiimedir (Ozavsar ve Cevikel, 2017).



Lemma 3: Carpimsal acik kiimelerin ailesinin sonlu, sayilabilir ya da sayillamaz

coklukta birlesimi de ¢arpimsal agik kiimedir (Ozavsar ve Cevikel, 2017).

Lemma 4: Carpimsal agik kiimeler ailesinin her sonlu kesisimi de ¢arpimsal agik
kiimedir (Ozavsar ve Cevikel, 2017).

Ispat: B, ve B, carpimsal acik kiime ve v € B; N B, olsun. O halde Bs (v) € By ve
Bs,(v) © B, olacak sekilde § = min{é,, §,} almirsa Bs(v) © By N B, elde ederiz. Boylece

her sonlu sayida ¢arpimsal agik kiimelerin kesisimi ¢arpimsal agik kiimedir.

Teorem 1: Her ¢arpimsal metrik uzay biitiin ¢arpimsal agik kiimelerin ailesini baz kabul

eden bir topolojik uzaydir (Ozavsar ve Cevikel, 2017).

Tamm 14: (U, {*) carpimsal bir metrik uzay ve » € U olsun. » € U noktasinin S c U
nun carpimsal limit noktasi olmasi igin gerekli kosul her € > 1 i¢in (B,(2)\{#}) NS # @

olmasidir. S kiimesinin ¢arpimsal limit noktalarinin kiimesi S’ ile gosterilir.

Tanmmm 15: (U, {") carpimsal bir metrik uzay olsun. Eger S tiim c¢arpimsal limit
noktalarini igeriyorsa S < U kiimesi (U, {*) da ¢arpimsal kapali kiimedir (Ozavsar ve Cevikel,
2017).

Tanim 16: (U, {,,) ve (V, {,) iki carpimsal metrik uzay, T: U — V bir doniisiim olsun.
&> 1igin T(B5(%)) c BS(T(J—[)) olacak sekilde bir § > 1 sayis1 varsa T, »# € U de ¢arpimsal

sureklidir denir.

Tamim 17: (U, {*) bir ¢carpimsal metrik uzay, {»,} de U’da bir dizi ve » € U olsun.
Her carpimsal B, (3¢) agik yuvari ve n = ng i¢in x,, € B.() olacak sekilde bir n, sayisi varsa,

u,, dizisi % noktasina carpimsal yakinsaktir denir ve x, - » (n - o) ile gosterilir.

Tamim 18: {»,} carpimsal dikdortgen b-metrik uzayinda bir dizi ve » € U olsun. her
€ > 1ven =nyigin, {*(,,x#) < € olacak sekilde bir n, sayisi varsa {1}, (U,{*) uzayinda

u’ya ¢arpimsal olarak yakmsar denir.

Tanmm 19: (U, {*) carpimsal metrik uzay ve {s,}, U’da bir dizi olsun. € > 1vem,n >
ng i¢in {* (3, #,,,) < € olacak sekilde bir n, sayisi varsa {,,} dizisine ¢arpimsal Cauchy dizisi
adr verilir.

Tamim 20: (U, {*) ¢arpimsal dikdortgen b-metrik uzay, {,} de U’da bir dizi olsun.
Her ¢>1 ve m,n = n, i¢in ve { *(%n, %n+q) < ¢ olacak sekilde bir ny € N varsa veya

7 (5, }{n+q) — 1 (n - ) oluyorsa {1, } dizisine ¢arpimsal Cauchy dizisi denir.



Tamm 21: (U, {*) carpimsal metrik uzayinda bulunan her Cauchy dizisi U’da yakinsak

olmasi halinde bu uzaya tam ¢arpimsal dikdortgen b-metrik uzay adi verilir.

Tamim 22: (U, {*) carpimsal bir metrik uzay A < U olsun. Bir % € U noktasi i¢in bir

A € By (») olacak sekilde bir M > 1 sabiti varsa A’ ya ¢arpimsal sinirli kiime denir.

Tamim 23: (U, {*) bir ¢arpimsal metrik uzay ve T: U = U bir doniisiim olsun. Her »x €

U ve k € N igin

TkGo) =
esitligi saglamyorsa » € U ya periyodik nokta denir.
Bazi Doniisiim Simiflar1 ve Sabit Nokta

Tanmim 24: T: A € R — R fonksiyonu Vi,,x, € A ve Ve > 0 igin |2, — x,| < § iken
|T (3,) — T(x,)| < € olacak sekilde 6(e) > 0 sayist varsa T,A kiimesi lizerinde diizgiin

stireklidir.
Tamm 25: (U, {) metrik uzay ve T:U — U bir doniisiim olsun. Vi, v € U igin
{(Tn,Tv) < k((x,v)

sartin1 saglayan k > 0 sabiti mevcutsa T doniisiimiine Lipschitzian doniistimii, k sayisina da
Lipschitzian sabiti denir. Lipschitzian sartint saglayan her T doniisiimii diizgilin stireklidir. Fakat

tersi her zaman dogru degildir (Berinde 2007).

Tamim 26: (U, {) bir metrik uzay, T: U — U Lipschitzian doniisiim olsun. Eger 0 < k <

1 olmasi1 halinde

{(Tx,Tv) < k{(x,v)
esitsizligi saglaniyorsa T donilisimiine daraltan doniisim (contraction) veya biiziilme
doniisimi denir.

Lipschitzian doniisim diizgiin sitireklidir. Gergekten T:A € R — R fonksiyonu |T () —
T(v)| < kl|»x — v| olacak sekilde k = 0 sabiti »,v € A ve € >0 olsun. |x —v| < § iken
ITG)—-TW)| <klx—vI<kS=e=686= % olur. Buradan 6 < % , 6(g) > 0bulunur. Yani
Lipschitzian doniisiim diizgiin siireklidir.

Lipschitzian kosulunu saglayan dontistimler diizgiin siirekli oldugundan dolay1 daraltan

dontisim de diizgiin stirekli olur. Buradan T siirekli degilse daraltan doniisim de olamaz

(Berinde 2007).
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Teorem 2: (U,¢) bir tam metrik uzay ve T:U — U bir daraltan doniisiim olsun.

V%, v € U igin
{(Tn,Tv) < k((x,v)

olacak sekilde bir 0 < k < 1 varsa, bu durumda T doniisimiiniin tek bir sabit noktas: vardir
(Banach, 1922).

Tamim 27: (U, {) metrik uzay ve T: U — U bir doniisiim olsun. Vi, v € U Ve » # v igin
{(Tx,Tv) < {(x,v)
sart1 saglamyorsa T ye kesin daraltan doniistim (contractive) denir (Berinde 2007).
Tamim 28: (U, {) metrik uzay ve T: U — U bir doniisiim olsun. Vi, v € U igin
{(Txn,Tv) < {(x,v)
sart1 saglaniyorsa T doniisiimiine genislemeyen doniisiim (nonexpansive) denir (Berinde 2007).
Yukaridaki esitsizligin tersine
{(Txn,Tv) > {(x,v)
saglaniyorsa T doniistimiine genisleyen doniistim denir.

Ornek 6: U = R sayilar kiimesi ve (3, v) = |» — v| olsun. T: U — U déniisiimii igin
Tx = x — 2 genislemeyen doniistimdiir. Gergekten { (T3, Tv) =[x —2 —v+ 2| = |x —v| =
{(#,v) olur. Esitlik saglandigindan genislemeyen doniisimdiir. Ancak daraltan ve kesin

daraltan degildir.
Yukarida tanimladigimiz doniisiimler arasinda

T doniisimii daraltan = T doniisiimii kesin daraltan = T doniisiimii genislemeyen =

T doniisiimii Lipschitzian = T doniisiimii diizgiin siirekli = T doniisiimii siirekli

seklinde bir iliski vardir.
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T- surekli

T-diizgiin siirekli

T-lipschitzian

T-genislemeyen

T- kesin daraltan

T-daraltan

Sekil 1. Doniisiimler arasindaki iliski
Tanim 29: (U, {) bir metrik uzay ve T: U — U bir doniisiim olsun. Eger her »,v € U
icin
{(Tn,Tv) < B[{(¢, Txn) + (v, Tv)]
esitsizligi 0 < f < % olmasi halinde saglaniyorsa T doniisiimiine Kannan daraltan doniisiimii

denir.
Tanmm 30: (U, {) bir metrik uzay ve T: U — U bir doniisiim olsun. Eger her »,v € U
igin
{(Txn, Tv) < y[{(x,Tv) + {(v,Tx)]

esitsizligi 0 <y < %olmas1 halinde saglaniyorsa T doniisiimiine Chatterjea doniistimii denir.

Tanmm 31: (U, {) bir metrik uzay ve T: U — U bir doniisiim olsun. Eger her »,v € U
icin
1. {(Txn,Tv) < al(x,v)
2. {(Tx,Tv) < BI{G,Txn) + {(v,Tv)]
3. {(Tx,Tv) < y[¢(e, Tv) + {(v,Tx)]

Kosullar1t 0 < a<1,0<f < % 05y < ; olmasi halinde saglaniyorsa T doniisiimiine

Zamfirescu doniisimi denir.

Simdi yukaridaki metrik uzaylarda tanimlanan doniisiim siniflar1 asagida ¢arpimsal metrik

uzaylarda ifade edilecektir.

Tanim 32: (U, {*) ¢arpimsal bir metrik uzay olsun. Eger V »,v € U i¢in
12



C*(Txny, Try) < Ty, )%

kosulu saglanacak sekilde bir @ € [0,1) reel sayist varsa T:U — U doniisimiine ¢arpimsal

daraltan doniistimii denir.
Tamim 33: (U, {*) ¢arpimsal bir metrik uzay olsun. Eger V »,v € U i¢in
*(Tu, Tv) < [¢*(t, Tr). O (v, TV)]P

kosulu saglanacak sekilde bir 0 < f < % reel sayist varsa T: U — U doniisiimiine ¢arpimsal

Kannan daraltan dontistimii denir.

Ornek7: U = [1,2] c Rve T:U - U, Tx = \/» doniisiimii verilsin. Her »,v € U i¢in
*(#,v) = max (%,g) carpimsal metrigini gz Oniine alalim. Bu durumda T donisimii

carpimsal Kannan daraltan doniistimiidiir.
Coziim: T = \/» doniisiimii igin
¢*(T, Tv) < [ 06, TH). §* (v, Tv) 1P
esitsizliginden

(T, Tv) < [¢° (6 v). 7 (0,3)]"

<[e (@ @)

)

_*%\/5 ﬁ

(I

bulunur ve ¢arpimsal Kannan daraltanlik sart1 saglanir.

IA

IA

Tx = +/» doniisimiiniin sabit noktast

T =vVu=>Ve=n=>nx=1
olur. Yani F(T) = {1} dir.

Tamim 34: (U, {*) ¢arpimsal bir metrik uzay olsun. Eger V »,v € U i¢in
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(Tn, Tv) < [T*(Ge, Tv). (v, TH)]Y

kosulu saglanacak sekilde bir 0 <y < % reel sayisi varsa T: U — U doniisiimiine ¢arpimsal
Chatterjea doniisimi denir.

Ornek 8: U= [1,2] ve T:U > U, Tx = ”T“ doniisiimii verilsin. Her »,v € U icin

v

{*(x,v) = max (%,;) carpimsal metrigini géz Oniine alalim. Bu durumda T doniisiimii

carpimsal Chatterjea doniistimiidiir.
Tanmim 35: (U, {*) carpimsal bir metrik uzay olsun. Eger V»,v e Uve0 <a < 1,0 <
1 1. .
ﬁ<E,OSy<519m
1. {*(Txn,Tv) < O, v)*
2. (Ta,Tv) < [0t Tx) T (v, TV)]R
3. {*(Tn,Tv) <0G, Tv) (v, TH)]Y

kosullarindan en az biri saglaniyorsa T: U — U doniistimiine ¢arpimsal Zamfirescu doniistimii

denir.
Ornek 9: U= [1,4] ve T:U > U, Tx = ”T*Z doniisiimii verilsin. Her »,v € U icin

{*(x,v) = max (g,g) carpimsal metrigini goz Oniine alalim. Bu durumda T doniisiimii

carpimsal Zamfirescu donistimiidiir.

Tanim 36: (U,{") carpimsal bir metrik uzay ve T:U — U bir doniisim olsun.

Birbirinden farkli1 V »,v € U i¢inr,p,q = 0 ve r + 2p + 2q < 1 olacak sekilde
{*(T, Tv) < [$*Ge, V]IS G, Tr). ¢ (v, TV)IP[S™ (e, T). O (v, T3) ]
kosulu saglanirsa T: U — U doniistimiine ¢arpimsal Hardy-Rogers tipi doniisiimii denir.

Tanim 37: S ve T, (U,{") carpimsal metrik uzayinda kendi iizerine iki ¢arpimsal
doniisim olsun. Eger V »x € U igin STx = TSx kosulu saglanmiyorsa S ve T ye degismeli

doniistimler denir.

Tanim 38: S ve T, (U,{*) carpimsal metrik uzayinda kendi iizerine iki ¢arpimsal
doniisiim olsun. Eger V »x € U igin {*(STx,TSx) < {*(Sx,Tx) ise S ve T ye zayif degismeli

donistimler denir.

Tanim 39: U bos olmayan bir kiime ve T:U — U bir doniistim olsun. Tx = » olacak
sekilde » € U varsa » ya T nin sabit noktasi denir. T» = » denkleminin ¢dziimleri T nin sabit

noktalaridir. F(T) veya Fix(T) ile gosterilir.
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Ornek 10: U = R Vve T:U - U, Tx = »3 doniisiimii verilsin. Txx = x ise s —»#3 =0
ve #(1 — »?) = 0 olur. Buradan T déniisiimiiniin sabit noktalar1 » = —1,0,1 elde edilir. Yani
F(T) ={-1,0,1} olur.

Ornek 11: U =1[0,2] ve T:U » U, Tx = 2 — » doniisiimiiniin sabit noktalarmin
kiimesi F(T) = {1} olur.

Ornek 12: T:R — R doniisiimii t # 0 olmak iizere Tx = t + » seklinde tanimlansin.

Bu durumda bu fonksiyonun sabit noktasi yoktur.
Tanmim 40: U bos olmayan bir kiime ve T: U — U bir doniisiim olsun. Herhangi bir »x €
U icin T™(») ve T°(3) = » dir. Buradan T™*1(») = T(T™(»)) yazilir. T™(3) doniisiimiine »

nun T altindaki n. iterasyonu (adimzi) denir.
Tanim 41: T: U — U bir doniisiim olsun.

1. Keyfibirn € Nigin F(T) c F(T™)
2. Keyfi bir n € N i¢in F(T™) = {#} = F(T) = x olur. Ancak tersi her zaman
dogru degildir.
Ornek 13: T:{1,2,3} — {1,2,3} déniisimii T1=3,T2=2,T3 =1 scklinde
tanimlanirsa F(T?) = {1,2,3} oldugu halde F(T) = {2} dir.

3, x=1
Coziim: T(x) = {2,% = 2 = T = x sartin1 saglayan sadece T2 = 2 dir. Yani F(T) =
1, =3
{2} olur. Diger yandan,
Lx=1
T?(x) = T(T (%)) = {2,% = 2 oldugundan F(T?) = {1,2,3} olur. Buradan F(T) =
3,#x=13

{2} iken F(T?) # {2} dir.

Tanmm 42: U #= @ ve T,S: U — U iki doniisiim olsun. Tx = S» = x olacak sekilde » €

U varsa bu »x noktasma T ve S nin ortak sabit noktas1 denir. Ortak olan sabit noktalariin kiimesi
F=F(T)NF(S)
seklinde gosterilir.

Ornek 14: U=R xR ve T,5:U —» U iki doniisim olsun. T (3, v) = (»,0) ve
S(x,v) = (#,2v) doniisiimlerinin ortak sabit noktalarimin kiimesi F = F(T) N F(S) =
{(3,0)} dur.

Coziim: T(»,v) = (%,0) ve Tx = x esitliginden
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TGo,v) = (,v) =(0,0) >2v=0
olur. Buradan F(T) = {(»,v): v = 0} olur. S(3, v) = (x,2v) ve Sk = x esitliginden ise
SG,v) =0,v) =0, 2v) 2v=2v=>v=0

olur. Buradan da F(S) = {(s,v): v = 0} bulunur. O halde ortak sabit noktalarinin kiimesi
F=F(T)nF(S) ={(0)}

olur.
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MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde tezin temel kisimlarinin olusturulmasinda kullanilacak ¢arpimsal metrik

uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri ve bu teoremlerin ispati verilmistir.

Carpimsal Metrik Uzaylarda Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 3: (U, ) carpimsal metrik uzay ve T:U — U bir ¢carpimsal daraltan doniisim
olsun. Eger (U,{*) tam ise T doniistimii tek bir sabit noktaya sahiptir (Ozavsar ve Cevikel,
2017).

Ispat: »,, U da keyfi bir nokta ve U’da {s,,} dizisini n = 1,2,3,4, ... i¢in », = Tr,_,

olarak alalim. T ¢arpimsal daraltan oldugundan

* * * 2 * n
( (%n+1'%n) = ( (%n' J’fn—l))L = Z (}'fn—l»%n—z))L <...= ( (%1: J’fO))L
sonucunu elde ederiz. m,n € N ve m > n olsun. O halde
(*(J’fm; %n) < (*(%m' J'{m—l) {*(J‘fn+1'%n)

< OOt n) M 4 e AT

An
<{" (%1; %o)m

dir. Buradan {*(3,,,#,) = 1 (m,n - o) olur. Dolayisiyla 3, = T"x%, dizisi ¢arpimsal
Cauchy dizisidir. U uzay1 tam oldugundan i, — z (n —» o) olacak sekilde bir z € U

mevcuttur. Ayrica
(*(Tz,2) < ' (Tr,y, Tz). 0 (Try, 2) < (Gt 2)* 0 (041,2) > 1 (n - )
dir. Boylece {*(Tz,z) = 1 olur. Bu durumda z, T nin bir sabit noktasidir. Yani Tz = z dir.

Simdi bu sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki farkli bir y noktasi i¢in Ty =

y olsun. Bu durumda

*(z,y) = (T2, Ty) < {*(z,y)*

dir. Béylece {*(z,¥) = 1 ve y = z dir. Bu sonug¢ z’nin T’nin tek bir sabit noktasi oldugunu

ifade eder.

Teorem 4: (U, {*) carpimsal bir metrik uzay ise V », v € U i¢in {(3, v) = In{*(x, v)

seklinde tanimlanan metrige gore (U, {) bir metrik uzaydir. Tersine, eger (U, {) bir metrik uzay
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ise (U,{*), Vu,v € Uigin{*(n,v) = e olarak tanimlanan metrige gore bir carpimsal

metrik uzaydir (Agarwal et al. 2016).

Yukaridaki teorem, asagidaki verilecek olan bazi sonuglarin denkliklerini gostermek

icin kullanilacaktir.

Teorem 5: (U, {) sirali kompakt bir metrik uzay olsun. T: U — U doniisiimii, Vi, v € U

Ve »x # v igin

{(Txn, Tv) < (Gt v) (2)
sartin1 sagliyorsa tek bir sabit noktaya sahiptir (Ozavsar ve Cevikel, 2012).
Carpimsal metrik uzaylardaki benzer sonug asagidaki gibidir.

Teorem6: (U, {*) sirali kompakt ¢arpimsal bir metrik uzay olsun. T: U = U doniisiimii,

Vu,v € UvVe x + vigin
(Tn,Tv) < (¢, v) (3)
sartin1 sagliyorsa tek bir sabit noktaya sahiptir (DoSenovi¢ et al. 2016).
Teorem 7: Teorem 5 ve Teorem 6 esdegerdir (DoSenovic et al. 2016).
Ispat: (2) kosulunun saglandigini kabul edelim. O zaman,

e{(Tu,Tv) < e((k,v)

olur. Buradan {*(Tx, Tv) < {*(3,v) dir. Boylece (3) kosulu saglanir. Simdi de (3) kosulunun

gecerli oldugunu varsayalim. O zaman
In{*(Tx,Tv) < In{*(x,v)
olur. Buradan {(Tx, Tv) < {(x,v) elde edilir. Yani (2) dogrudur.
Teorem 8: (U, ¢) tam bir metrik uzay olsun ve T: U — U doniisiimii her 3, v € U igin
{(T, Tv) < ¢1{(x,v) (4)

sartin1 saglasin. Burada ¢;: [0,0) — [0, o) sagdan iist yari-siirekli bir fonksiyon olup, t > 0
icin ¢4 (t) < t dir. Bu durumda T’nin tek bir sabit noktasi vardir. (Boyd and Wong, 1969).

Carpimsal metrik uzaylardaki benzer sonug asagidaki gibidir.

Teorem 9: (U, {*) tam carpimsal bir metrik uzay olsun ve T:U — U doniisimi her

x,v el

*(Tn, Tv) < 7" (,v) (5)
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sartin1 saglasin. Burada ¢,:[1, 0) — [1, 00) sagdan iist yari-siirekli bir fonksiyon olup,

t>1i¢in ¢,(t) <t dir. Bu durumda T’nin tek bir sabit noktasi vardir. (DoSenovi¢ et al.
2016).

Teorem 10: Teorem 8 ve Teorem 9 esdegerdir (Dosenovic et al. 2016).
Ispat: (4) kosulunun gegerli oldugunu varsayalim. O zaman,
eSTHTY) < p0180ev) = o1 (Ing"(xp))
olur. Yani,
(T, Tv) < eP1IME"Cw) = ¢, 0% (o, ),

elde edilir. Burada, ¢, = exp o ¢, o In oldugundan (4) numarali esitsizligin (5) numarali
esitsizligini sagladigini goriiyoruz. Ayrica ¢, ile birlikte ¢,:[1,00) = [1, ) sagdan iist yar1
sireklidir ve t > 1 igin @, (t) < t dir.

Tersine, simdi (5)’in saglandigini1 varsayalim. Buradan
In{*(Tr, Tv) < In(p,({*(%,v))) = In(goz(ef(”'”)))

olur. Yani,

{(Tx,Tv) < In (goz (36(%,17))) (6)
dir.
Burada (U,{) tam bir metrik uzaydir. (6) esitsizliginde ¢, = Ino ¢, oexp denilirse
{(Tn, Tv) < ¢1(¢(x,v)) esitliginin elde edilir.
¢1: [0, ) — [0, 00)

doniisiimii ¢, gibi sagdan ist yar siireklidir ve t > 0 igin ¢4 (t) < t dir. Boylece teoremin

ispat1 tamamlanir.

Meir ve Keeler tarafindan 1969 yilinda yayinlanan makalede ¢ok ilging¢ bir teorem
kamtlanmistir. Onlar, Banach daraltan sonucunun daha genis bir daraltan doniisiim sinifi i¢in

gecerli oldugunu kanitladilar.

Teorem 11: (U, {) tam metrik uzay ve T:U — U doniisimii verilsin x e U ve x € U

icin lim T™»% = x olsun. Ve > 0 igin

n—-oco

e<{(,v)<e+6=>0Tn,Tv)<c¢ (7)
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olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa bu durumda T ’nin tek bir sabit noktasi vardir (Meir and
Keeler, 1969).

Carpimsal metrik uzaylar baglamindaki teorem asagidaki gibidir.

Teorem 12: (U, {*) tam ¢arpimsal bir metrik uzay ve T: U — U doniisiimii verilsin. x €

U ve x € Uigin lim T™» = x olsun. Ve > 1 icin

e<(nv)<e.d=>0(Tn,Tv)< ¢ (8)

olacak sekilde bir § > 1 sayis1 varsa bu durumda T ’nin tek bir sabit noktasi vardir (Dosenovié
etal. 2016).

Bu boliimde ifade ettigimiz gibi, amacimiz yukarida belirtilen teoremlerin esdegerligini

gostermektir.
Teorem 13: Teorem 11 ve Teorem 12 esdegerdir (Dosenovic et al. 2016).

Ispat: Burada, (8) ifadesinin (7) ifadesini ve tersine (7) ifadesinide (8) ifadesini

gerektirdigini gosterecegiz. (8)’in saglandigim varsayalim ve € > 0 olsun. e > 1 oldugundan
et < eSGev) — (*(%’ V) < et eb = (*(T%’ Tv) = S(TnTV) ~ g

olacak sekilde bir § > 0 sayisi vardir. Baska bir ifadeyle (In ve exp fonksiyonlarinin artan

fonksiyonlar oldugundan)

e<{(,v)<e+6=>0Tn,Tv)< ¢
Yazilir.
Dolayisiyla (7) saglanir.
Tersine, simdi (7)’nin saglandigini varsayalim ve € > 1 olsun. O zaman

Ine < {(x,v) = Inl*(,v) < Ine + In§ = {(Txn,Tv) = In{*(Tx,Tv) < Ine

elde edilir.
Baska bir deyisle

eSO, v) <e.§>(Tu,Tv) < ¢
olur.
Dolayisiyla (8) saglanir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 14: (U,{*) tam carpimsal bir metrik uzay, V x,v € U i¢in ve T: U — U bir

dontisim olsun. Eger 0 < a < 1,0 < g < % ,0<y< % olmasi halinde
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1. {*(Txn,Tv) < (O, v)*
2. (Tu,Tv) < [0t Tx). (v, TV)]P
3. *(Tn,Tv) < [T*(, Tv). (v, T)]Y

sartlarindan en az biri saglaniyorsa T ’nin tek bir sabit noktas1 vardir (Sarwar and Rome, 2014).

Ispat: § = max {a,i L} alinirsa § < 1 olur. »x, € U keyfi bir eleman ve n > 0

1-B’ 1~y
olsun. » = Ty ve v = T™* 15, alahim.
Eger % # v ise, bu durumda », T’nin sabit noktasidir. Bu iki nokta i¢in kosul (1) saglaniyorsa
*(Tntl Tn+2 < (T*(T™ Tn+1 1)
¢ ( Mo, 1) < (" (T"x, o))
olur. » ve v i¢in kosul (2) saglaniyorsa,
T (T™* a0, T 21g) < ({F(T ™00, T 1) (T g, T 2310))F

= (¢*(T™x, Tn+1%0)ﬁ- ((*(T"“%o. Tn+2%0))ﬁ

yazilir. Buradan
(G (T™ oo, T 2xo)) F = (T, T atg)P

elde edilir.

Ayrica

O (T™ o, T2 g) = (T30, Tn+1”0)$ < (§F(T™t0, T 50))°
olur.
x ve v igin kosul (3) saglanirsa o zaman
$(T™ o0, T™2300) < ($F(T ™39, T %310). O (T a9, T 13t0))Y
= (§* (T, T™*?3)Y. 1
< (§ (T, T 320). O (T a9, T™2540))Y
X *(T™ s, T™25,)
= O (Tt T )18
< (C (T, T 15))°
elde edilir. Bu esitsizlik her n i¢in dogru olup
OF(T™ 50, T™2310) < (CF (T, T 1))°
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< (C(T™ 3o, T0)) "

< (" 0t0, T)) ™™
yazilir.
Her m,n € N ve m > n olsun. Carpimsal tiggen esitsizligi kullanilirsa
(T*(T™s9, T™9) < (C*(T™ag, T™ Lae). (T (T™ rtg, T™ 23¢g) oo (O (T™ e, T™2)

S ((* (T}fo, %0))6m_1+6m_2 +6M73 48T

= ({"(Txg,1p)) 1-6

sonucuna varilir. § < 1 oldugundan

lim {*(T™xy, T™x%) =1

m,n—oo
olur. Bu {T™x,} dizisinin ¢arpimsal Cauchy dizisi oldugunu gosterir ve U tam oldugundan bu

dizi U’da bir z noktasina yakinsar.

Simdi T(z) = zoldugunu iddia ediyoruz. T(z) # z oldugunu varsayalim. Bu durumda
(*(Tz,z) = ¢>1igin

B = {74 eEU|T"(t,2) < 8%}

seklinde z merkezli yuvarini ele alalm. Simdi herhangi bir » € B igin {*(z,Tz) <

3
{*(z,%).0*(3,Tz) dir. Bu ise {*(»,Tz) > €+ anlamina gelir. {T™x,}, z’ye yakinsadigindan
merkezi z olan her yuvar {T™x,} nin sonsuz sayida terimini igerir ve bundan dolay1 Yn > p

dogal say1si i¢in T™x, € B olur.
Teoremin hipotezine gore TP, ve z i¢in asagidaki li¢ kosuldan en az biri saglanmalidir:

1. $*(TP*1xy,Tz) < {*(TPxy, 2)¢
2. (TP 90, Tz) < [3*(TPao, TP*13). (¥ (2, TZ)]ﬁ
3. (*(TP*yy,Tz) < [{*(TPxy,Tz).J* (TP sy, 2)]Y

Kosul (1) miimkiin degildir. Ciinkii

13
(*(TPry, 2)* < {*(TPrg,z) < €% < €4 < {*(TPH13,,Tz2)

olup
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[z*(TpK()l Tp+1%0)' z*(Z: TZ)]B
1 1
< [¢"(TP3, TP 30). $* (2, T2)]2 < [*(TP0, 2).{* (2, TP 30).{* (2, T2)]2
11 1 3
< (g4.€4.6)2 = g4
1 11 1
< (*(Tp+1%0! TZ) < [c*(TpJ{O’ Z)' Z*(Z’ Tp+1%0)- (*(Z! TZ)]Z < (84' £4. 8)2
3
= &2 < {*(TP* 1y, Tz)
esitsizligi elde edilir.
Bu durum da kosul (2)’nin ¢eliskili oldugunu gosterir.
Benzer sekilde kosul (3) igin
[C*(Tp}fo, TZ) Z*(Tp-i_l}{o: Z)]y
1 1
< [T (TP, T2).0*(TP+ ny, 2)12 < [{*(TPxy,2).{*(2,T2).0*(TP+ ny, 2)]2
Ol 1 El
< (e%.6%.€)2 = g4 < {*(TP*1x,, Tz)
esitsizligi ¢eliski belirtir.
Dolayisiyla TPy, ve z igin {i¢ kosuldan higbiri saglanmamaktadir. Dolayisiyla T(z) = z

olmalidir.

Teklik: z' # z olmak tlizere z’' € B, T doniisiimiiniin bir baska sabit noktasi olsun. Yani
T(z") = z' olsun. {* ¢arpimsal bir metrik oldugundan, {*(z,z") > 1 olmalidir. z,z" € B ve her

a € [0,1) i¢in
(*(Tz,Tz') > {*(z,z")*
ve
her § € [0,5) igin
(*(Tz,Tz") > [{*(2,Tz).0* (2", Tz")]P
ve her y € [0, %) icin
(72,77 = [Tz, T2 [0 (T2 T2z = 8 (T2, 2).° (2, T2)]2

> [(*(Tz,2").0*(z, Tz")]Y

olur. Dolayisiyla teoremin ti¢ kosulundan higbiri B’nin z ve z' noktalar1 i¢in saglanmamaktadir.

Bu ise T’nin sabit noktasinin tek oldugunu gosterir.
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Teorem 15: (U, ") ¢arpimsal bir metrik uzay ve T: U — U bir doniisiim olmak iizere,
0<a<l,0p< % , 0y < % ve Vux,v €U farkli nokta ¢ifti i¢in Teorem 14’iin
kosullarindan en az biri saglanmis olsun. Bir 3 igin {T ™} dizisi, U’da bir z; limit noktasina

sahipse, z; T 'nin tek sabit noktasidir (Sarwar and Rome, 2014).

Ispat: Teorem 14’iin ispatindaki adimlar takip edilerek T, nin carpimsal Cauchy
dizisi oldugu sonucuna varilir. Ciinkii T™», — z, dir. Dolayisiyla z;’in T 'nin sabit noktasi
oldugu elde edilir.

Teorem 16: U, (U, {*) tam ¢arpimsal metrik uzayinda bir kiime T: U — U bir doniisiim
ve0<a<1,0<B8< % 05y < % olmak tizere U deki farkli her nokta ¢ifti i¢in Teorem
14’{in kosullarindan en az biri saglanmig olsun. Bu durumda s, € U igin, {T ™}, -, dizisi
1, 1n segiminden bagimsiz olarak U’da bir noktaya yakinsar (Sarwar and Rome, 2014).

Ispat: Teorem 14’iin ispatina benzer olarak, z € U igin lim T"(x¢,) = z dir. z’ € U

n—-oo

olmak tizere U’daki keyfi bir v, noktasi i¢in T™(vy) — z' olsun. Simdi z = z" oldugunu
gosterecegiz. Aksine z # z' oldugunu varsayalim. Boylece

1-a1 1—2]/}

1 .
(*(z,z)>1vel< e < (z Z’)?mm{m'?“zl’

olmak iizere € > 1 reel oldugunu kabul edelim. {T"(3¢,)} ve {T™(v,)} dizileri yakinsak
olduklarindan, her n = ng igin {*(T™(x,),z) < € ve {*(T™(vy),z") < € olacak sekilde bir n,

say1st vardir.

n = ngigin 2 = T™(3,) ve v = T™(v,) olsun. »x # v olmak lizere x ve v i¢in Teorem 14’{in

1. sart1 saglanmis olsun. O zaman,
$*(T™ (o), T (v0)) < ($*(T™(20), T™ (v)))*
< O(T™(t0),2).d" (2, 2").3* (2, T™(wp) ))®
< {*(z,2')*. &%

olur.

11—«
Fakat £’nun {*(z, z")21+« ifadesinden kiigiik oldugu kabul edildiginde

¢z <00

olur. Sonug olarak

@ (), T < S5
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(*(Z, Z,)
<
(T2 (¢9), 2).C* (2, T+ (vp))

< O(T™ (o), T (v))
elde edilir. Bu bir ¢eliski olusturur.
Simdi » ve v i¢in Teorem 14’{in 2. sart1 saglanmis olsun. Dolayisiyla,
$H(T™ 1 0t), T (o) < [CF(T™ (), (T™1 (). T (). T (w)]#
olur.
Buradan
[§*(T™ (), (T (320)). T™(w). T () ]#
< (¢ 0e), 2.8 (2. T (). (T (W), 2,37 (27, T () )
< g*f

elde edilir.

1
T+28

N| =

11
£<{*(z,2)22< {*(z,2")
esitsizliginden

6*(ZIZ,)

4B
P < 2

yazilir. Sonug olarak

[C*(T™Gt), (T™1(0)). T (0o). T (w)]F < *F < @ < (T (0p), T ()

esitsizligi bir ¢eliski belirtir.
x ve v igin Teorem 14’{in 3. sart1 saglanmis olsun. Bu taktirde
& ((T™20t0), T (vg)) < [7 (T (), (T™ (). T™ (vg). T (w)]Y
olur. Diger taraftan
(¢ (T Ge), (T 080))- 8™ (T (wo)- T (vg))]”
< (¢ (T™0e), 2.8 (2,24 (2, T (o))
X (T (wg),2). " (2,2).8° (2, T (xy)) )

< {*(z,z)?%. e
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elde edilir. Buradan

11-2y (*(z,2")
£ < {*(2,2')21%2%y = {*(2,2')%V. ¥ <

&2

gerektirmesi yazilir. Bu durumda

[(*(Tn(?fo)' (Tnﬂ("fo))-(* (Tn(vo)-Tnﬂ(Uo))]y < < (*(Tnﬂ(%o),TnH(vo))

{*(z,2')
€
esitsizligi ¢eligki olusturur.

Bu nedenle, z’' = z olmalidir ve boylece ispat tamamlanmus olur.

Teorem 17: (U,{*) tam carpimsal bir metrik uzay ve T:U — U siirekli bir doniisiim

olsun. U daki farkli her », v nokta cifti igin
1. {*(Txn,Tv) < {*(x,v)
2. (T, Tv) < [*(t, Tr). " (v, Tv)]%
3. ¢ Tv) < 66 T). ¢ (0, Tl

sartlarindan en az biri saglansin. Bu durumda 1, € U i¢in {T"xy}, -, dizisi U’da bir z limit

noktasina sahipse z, T nin tek sabit noktasidir (Sarwar and Rome, 2014).

Ispat: }Lno”no T™(3,) = z olacak sekilde {T™(3¢y)}neo dizisinin {T™i(3,)} -, alt dizisini
g6z Oniine alalim. T’nin siirekliliginden dolayi, lll_)n(:no T™it1(3,) = T(z) ve lh_)r?o TMit2(3,) =
T2(z) olur.

Negatif olmayan her n tamsayisi icin ya T™(3,) = T™*1(3,) veya
$H(T™ 1 (o), T2 (340)) < {(T™(20), T (545))

oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki negatif olmayan bir m tam sayisi olacak sekilde,

T™(tg) # T™ 1 (5¢)
ve

¢ (T™ (o), Tm+1(7'fo)) = (*(Tmﬂ(%o). Tm+2(%o))
dir.

Acikga, 3 = T™(3x,) ve v = T™*1(5,) farkh noktalar icin, (1) esitsizligi, Teorem 17 nin

sirastyla (1), (2) ve (3) kosullarinin higbirini saglamaz. Hipotezden

¢ (Tm+1 (7o), Tm*2 ()
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< J(T™0to), T () (T™ 1 (310), T™2 (2))
< (¢ (T™(xo), Tm+1(%0)- (*(Tmﬂ(%o), Tm+2 (J‘fo)))%- C*(Tmﬂ(%o)’ Tm+z (#0))

< (¢ (T™(x), T™2(5). 1))?

< (@ (T™0t), T™ 1 (og). T (T™ (), T™2 (3)))2
olur.
Boylece T™(3,) # T™ 1 (3,) icin

(*(Tm+1(%0), Tm+2(%0)) < (*(Tm(}to)’ Tm+1(%0))

yazilir. Dolayistyla {¢ “((T™Gto), T"+1(%0))}:= , monoton azalan ve yakinsak bir dizidir, ve

(*(2,Tz) = lILfg f*(Tni(%o);TniH(%o)) :llg’glo (*(Tn(%o):TnH(%o))

= lim (T (1), T2 (309)) = ¢*(T(2), T%(2))

dir. Limit noktalarinin tekliginden dolayi, T'(z) = z oldugu sonucuna vartlir.

Sabit noktanin tekligi i¢in, T’nin z # z' olacak sekilde bir bagka sabit noktasinin
oldugunu kabul edelim. Teorem 14’ilin ispatinda oldugu gibi, bu farkli noktalar i¢in teoremin

ti¢ kosulundan higbiri saglanmaz. Buda ispati tamamlar.

Teorem 18: U bir tam ¢arpimsal metrik uzay olsun. T: U — U doniisiimii i¢in, eger U’da
ki her farkli nokta ¢ifti i¢in Teorem 16 nin (1), (2), (3) kosullarindan en az biri saglaniyorsa
Ho € U ve {T™xy}5-, dizisi U’da bir z limit noktasina sahip ve T, hem z noktasinda hemde

T (z) noktasinda siirekli ise z, T 'nin tek bir sabit noktasidir (Sarwar and Rome, 2014).

Teorem 19: U tam carpimsal bir metrik uzay olsun. T: U — U doniisiimii, U’da ki her
farkli nokta ¢ifti igin Teorem 16 nin (1), (2), (3) kosullarindan en az birini saglasin. Bir », € U
igin, {T ™}, dizisi U’da bir z noktasina yakinsiyorsa z, T ’nin tek bir sabit noktasidir (Sarwar

and Rome, 2014).

Ispat: Sabit noktanin tekligi Teorem 14’e benzer sekilde yapilabilir. Sabit noktanin
varhigim gostermek igin, yine Teorem 14’°{in ispatindaki adimlar izlenerek, Teorem 14’lin 1,2
ve 3 kosullan i¢in «, ve y sabitlerini kullanmak gerekmez. Sadece Teorem 17°nin iig

kosulundan en az birinin gecerliligini gdstermek yeterlidir.

Teorem 20: (U, {*) tam garpimsal bir metrik uzay ve V », v € U i¢in

[¢* (o, T). ¢ (v, Tv)]%
o(¢*66, T).¢* (v, Tv))
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olacak sekilde T:U — U bir doniisiim olsun. Burada ¢:[1,00) X [1,00) — [1, o0) siirekli bir

fonksiyon olup ¢ (x, y) = 1 olmasi igin gerek ve yeter sart x = y = 1 olmasidir. Bu durumda
T’nin U da tek bir sabit noktasi vardir (Sarwar and Rome, 2014).
Ispat: », € U keyfi bir nokta olsun. Her n > 0 icin
Hnar = Ty = T (1) (10)
olacak sekilde bir {3} dizisi olusturulabilir. Eger n dogal sayis1 igin »,, = 3, ., iSe, %, T nin

sabit noktasidir, bu da ispati tamamlar. Simdi her n € N igin »,, # 3,4, oldugunu kabul edelim.

Bunun i¢in:
Adim 1:

lim 0" Gtny ngr) =1 (11)

oldugunu iddia ediyoruz. (9) esitliginde » = », Ve v = x,,_4 alinir ve ¢ fonksiyonun 6zellikleri

kullanilirsa

[C*(%i T%n)- Z*(%n_l, T%Tl—l)]%
(p((*(%r T}{n)- f*(%n_l, T%n—l))
1

_ [(* (K; J’{n+1)- {* (J‘fn—lr %n)]i

- <P(5*(%, Hn+1)- 5*(%11—1' J‘fn))
1

< [$7 Gty #n41).§ Gtyq, 1p)]2

0" (tn, Hpy1) <

(12)
elde edilir. Buradan her n = 1 igin
§* Gty #ng1) < Oty 354)
dir. Dolayistyla {* (3¢, #,4) dizisi monoton artmayan ve 1 ile sinirlidir. Boylece,
lim &Gty 2000 = 1
olacak sekilde bir r > 1 sayis1 vardir.
1
(12) esitsizliginde n — oo limit alinir ve ¢’nin siirekliligi kullanilirsa, r < % elde edilir.
Buradan bu da ¢ (r,r) < 1 ve r = 1 sonucuna varilir. Boylece (11) saglanmus olur.
Adim 2: Asagidaki ifadeyi ispatlayalim.
lim ¢*(ny #ny2) = 1 (13)

oldugunu gosterecegiz. (9) dan
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(6" Gt Ts)- Gt T2
(P(C* Gty Trng1)- $Gtng, T’fn—l))
_ (0" Gtnir, #n42). O (1, 20D ]2
90 Gtnrr, #n42)- O Gty J4n3)

< [§"Gtngr Hna2). §F Oty g, 3) ]2

(* (”n+2' %n) <

esitsizligi elde edilir. n — oo igin limit alinirsa ve (11) kullanilirsa

rlll_r)rc}o " Gtpgo 1) = 1

bulunur. Boylece (13) ispatlanmis olur.

Adim 3: Bu adimda T’nin periyodik bir noktasi oldugunu gdsterecegiz. Celiski yoluyla
T’nin periyodik bir noktas1 olmadigini varsayalim. Bu durumda {s,, } birbirinden farkli noktalar
dizisi olur, yani (n # m ig¢in) »,, # x,, dir. Bu durumda {s,} carpimsal bir Cauchy dizisidir.
Kabul edelim ki {s,} ¢arpimsal bir Cauchy dizisi olmasin. Bu durumda € > 1 ve g bir tam

say1 olmak tizere m(q) > n(q) > q igin
(*(”m(q)'”n(q)) > € (14)
olur.

Her pozitif g tam sayisi i¢in, (13) kosulunu saglayan n(q)’dan biiyiik en kiiglik pozitiftam say1

m(q)’yu secelim ve asagidaki kosul saglansin:
(*(%n(q): %m(q)—l) <€ (15)
(14), (15) ve ¢arpimsal iicgen esitsizliginden
€ < 3" () #n(a))
< ¢ (miqy #m(@-2)- ¢ Cam(@)—2 Him(@-1)- ¢ Gt -1 #n(@)
< ¢ (tmcqy #my-2)- " Ctimey-2 Hmigy-1)- €
elde edilir.

n — oo i¢in limit alinip (11) ve (13) kullanilirsa

€< Jim¢ “(mqy #n(@) < €

bulunur.
Dolayisiyla

Jim ¢ (i) Hnia) = € (16)
elde edilir.
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(9) numarali denklemde » = 3, (q)—1 V& ¥V = 3y (4)—1 alinirsa

1
1€ Cemeay-1,%m(@)- € Cencr-1, #n())
® (5*(”m(q)—1""m(q))- (*(”n(q)—l'”n(q)))

¢ (miq) #n(g)) < (17)

olur.

q — oo i¢in limit alimrak (17) de (11), (16) ve ¢’ nin siirekliligi kullanilirsa

1

[ =
»(1,1)

1

elde edilir.

Bu bir ¢eligkidir. Bu nedenle {s,,} dizisi ¢arpimsal bir Cauchy dizisidir. (U, {*) tam ¢arpimsal
bir metrik uzay oldugundan. U’da dyle bir w bulunur Ki ,, = w olur. (9) numarali denklemde

n =xu, Ve v = w alinirsa

(0" Gt s 1)- O (@0, Tw)]2

& & 0 (8 Oty 1 41)- ¢ (0, Tw)) (18)
olur.
¢@(x,y) = 1 oldugundan
1
¢ Otng1, Tw) < [$7 (o, #n40)- O (0, Tw) ]2
bulunur.
n — oo i¢in limit alinir ve (11) kullanilirsa
1
lim ¢ Gnsn, Tw) < [ (@, Tw)]2 (19)

olur.

Simdi, T nin periyodik bir noktasinin olmadig1 varsayimina ¢eliski olusturacak iki durumu ele

alacagiz.

Durum 1: Her n > 2 igin, %, # w Ve x, # Tw ise, carpimsal li¢cgen esitsizligi

kullanilarak
(o, Tw) < §"(w, 7). Gty #p11) . " (41, Tw)
elde edilir. n = oo i¢in limit alinir ve (11) esitsizligi kullanilirsa

(@, Tw) < lim ¢*(tnyq, Tw) (20)
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olur.

(19) ve (20)’den

"(w,Tw) < [C*(w,Tw)]%
bulunur.

Bu esitsizlik {*(w, Tw) = 1 oldugunda saglanir. Buise Tw = w yani w’ nun T ’nin sabit noktasi
oldugunu gosterir. Dolayisiyla bu ifade, T’nin periyodik noktasi olmadigi varsayimina

aykirdir.

Durum2: p = 2 igin »,, = w veya », = Tw ise, T nin periyodik noktas: olmadigindan
w # nq olur. Aksi taktirde », = w = »y dir. Bu da TP, = 5, yani »,’m T nin periyodik
noktas: oldugu anlamina gelir. Ayrica, eger », =Tw Ve w =xy ise Ty =Tw = xp =
TPxy, = TP~1(Tx,) olur. Bu da T, m T’nin periyodik noktas1 oldugunu gosterir. Her iki

durumda da, T’nin periyodik noktasi olmadig1 varsayimi ile ¢elisir.
Hern > 1 icin
(10,0) = £(I", ) = T ()
veya
(T'w,w) = (T ' Tw, w) = (*(T”_lkp,w) = {*(T"‘lxp, w) = (*(%n+p_1,w)
olur.

Yukarida ki iki esitlikte p > 2 sabittir. Bu nedenle {34} ve {341}, {3¢,} dizisinin alt

dizileridir ve w’ya yakinsar.

Yani
rlli_{rgoc*(%n+p»(‘)) = 7P_r)roloz*(J’fn+p—1' w) =1
dir. Boylece,
lim *(T"w,w) =1 (21D
n—-oo
olur.

{T"*1w} dizisi {T"w} dizisinin bir alt dizi olup
lim *(T" 1w, w) =1 (22)
n—->00

dir.

T’nin periyodik noktasi olmadigindan, herhangi bir r, s € Nigin (r # s) ve T"w # T w olur.

Carpimsal ters licgen esitsizligi kullanilarak
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1 - (T w, Tw)
(T"w,w) - (o, Tw)

< (T"w, w)

bulunur ve

_ 1 (T w, Tw) _
lim ————— < lim < lim *(T""w,w) < 1
n—oo {*(Tn+1w’ (U) n—oo (*(w,Tw) n-oo

elde edilir. Boylece

lim *(T™" 1w, Tw) = *(w, Tw) (23)
n—oo
dir. Simdi (9) dan

[{*(an’ Tn+1w). (*(w, Ta))]%
0(¢*(T"w, T"1w).¢* (0, Tw))

(T w, Tw) <

olur. n = oo i¢in limit alinirsa, (11) ve (23) kullanilarak

1
: [¢*(w, Tw)]2 .
{*(w,Tw) < R ERIORID) < [ (w, Tw)]

N| =

bulunur. Bu durum ancak d*(w, Tw) = 1 oldugunda miimkiindiir ve dolayisiyla Tw = w olur.
Yani w, T’nin periyodik noktasidir. Bu, T’nin periyodik noktasi olmadigi varsayimina
aykiridir. Boéylece T’nin bir periyodik noktasi oldugu sonucuna variriz. Yani, U da p = 1 igin

TPw = w olacak sekilde bir w noktasi vardir.

Adim 4: Burada T’nin sabit noktasinin oldugunu ispatlayacagiz. T nin bir periyodik
noktasi oldugundan, bir p > 1 tamsayisi i¢in TPw = w olacak sekilde bir w € U vardir. Eger
p=1ise Tw = w dir. Yani w, T’nin sabit noktasidir. Simdi p > 1 oldugunu kabul edelim.
w = TP 1w’min T nin sabit noktasi oldugunu gosterecegiz. Tersine T?"1w # TPw oldugunu

kabul edelim. Bu durumda acikga,
(TP 1w, TPw) > 1ve (" (TP 1w, TPw), {* (TP w, TPw)) > 1
dir. (9) esitsizliginden
((w,Tw) = (TP, TP w) = *(T(TP  w), T(TPw))

[(*(TP 0w, TPw). I (TPw, T(va))]%
= (¢ (TP 1w, TPw). I (TPw, T(TPw)))

< [¢"(TP'w, TPw).{*(TPw, T(pr))]%

[P, TP0). (¢ (0, Te) 2
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Burada {*(w, Tw) < [{*(w, Ta))]% olmasi miimkiin degildir, bu nedenle su sonuca variriz.
(w,Tw) < (TP 1w, TPw) (24)
elde edilir. (9) esitsizliginden
¢(T(TP%w), T(TP ™ w))

1
. o)
9 (C*(T”‘zw,Tp‘lw).(*(Tp—lw,T(pr)))

<[ (TP %20, TP w).* (TP ', T(Tp‘la)))]%
= [ (TP 20, TP10).* (TP-1w, (TPw))]2
olur. Dolayisiyla

(TP 1w, (TPw)) < (TP 2w, TP w) (25)
elde edilir. Bu sekilde (24) ve (25)’de oldugu gibi devam edilerek

(o, Tw) < (*(Tp‘lw, (pr)) < (TP 2w, TP 1w) < (TP 3w, TP 2w) < -
< {"(w, Tw)
bulunur. Bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle w = TP~1w, T’nin bir sabit noktasidir.
Adim 5: Bu adimda sabit noktanin tek oldugunu gosterecegiz. T 'nin sabit noktasinin

tek olmadigini kabul edelim. a ve b € U, T nin farkl iki sabit noktas: yani Ta = aveTb = b

olsun. Bu durumda (9) kullanilarak

(@ Ta).'(B,THIE  [§*(0,).3"(b, D)2
9(¢*(a,Ta).*(b,Th))  ¢([¢*(a,@).¢* (b, H)])

bulunur. Bu da a = b oldugunu gosterir. Dolayisiyla T ’nin tek bir sabit noktast vardir

=1

(*(a,b) <
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ARASTIRMA BULGULAR

Bu boéliimde, ilk olarak Chatterjea ve Zamfirescu doniisimlerinin metrik uzay ve
carpimsal metrik uzayda sabit nokta sonuglarini ispatlayacagiz. Daha sonra carpimsal
dikdortgen b-metrik uzaylarda Chatterjea doniisiimii ve Hardy Rogers tipi dontisiimiiniin tek
bir sabit noktasi oldugunu gosterecegiz.

Kannan daraltan doniisiimiiniin sabit noktasi

Ik olarak metrik uzaylarda Kannan daraltan doniisiimiiniin sabit noktasini

inceleyecegiz.
Teorem 21: (U, ) tam metrik uzay, T: U — U bir doniisiim alalim. Eger V 3, v € U ve
0<p< % igin
{(Tx,Tv) < Bl{Get, Tx) + (v, Tv)]
esitsizligi saglaniyorsa T ’nin tek bir sabit noktasi vardir (Kannan, 1968).
Carpimsal metrik uzaydaki benzer sonug asagidaki gibi ifade edilmistir.
Teorem 22: (U, (") tam garpimsal metrik uzay, T: U — U bir doniisiim alalim. Eger V
wv€eEUVeO <f <§i<;in
(T, Tv) < [{*(6, TH). T (v, Tv)]P
esitsizligi saglaniyorsa T ’nin tek bir sabit noktasi vardir (Dosenovi¢ et al. 2016).
Teorem 23: Teorem 21 ve Teorem 22 esdegerdir (Dosenovié et al. 2016).
Ispat: Durum 1: Teorem 22’nin hipotezleri saglansin. Bu durumda.
{(Tn,Tv) = In{*(Tx,Tv) < BIn{*(%,Tx) + In{*(v,Tv)] = BI{(%, Tx) + {(v,Tv)]
olur. Boylece Teorem 21 saglanir.
Durum 2: Simdi ise Teorem 21’in hipotezlerinin saglandigini kabul edelim.

(Tn, Tv) = eS(TnTv) < eé'(%,Tn)B_ e((v,Tv)ﬁ
= (66, T)P). (3 (W, Tv)F) = [3* (o, T20).O* (v, TV)]P

olur. Boylece Teorem 23 saglanr.
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Chatterjea doniisiimiiniin sabit noktasi
Teorem 24: (U, ) tam metrik uzay, T: U — U bir doniisiim alalim. Eger V », v € U
WOSB<%@n
{(Tx,Tv) < B[{Ge, Tv) + {(v, Tx)]
esitsizligi saglaniyorsa T ’nin tek bir sabit noktasi mevcuttur (Chatterjea, 1972).
Carpimsal metrik uzaydaki benzer teorem asagidaki gibidir.
Teorem 25: (U, {") tam carpimsal metrik uzay, T: U — U bir doniisiim alalim. Eger V
w,velUve0<p <%igin
(T, Tv) < [ (e, Tv). O (v, TH)]B
esitsizligi saglaniyorsa T nin tek bir sabit noktasi vardir (Dosenovi¢ et al. 2008).
Teorem 26: Teorem 24 ve Teorem 25 esdegerdir.
Ispat: Durum 1: Teorem 25’in hipotezleri saglansin. Bu durumda
{(Tun,Tv) = In{*(Tx,Tv) < BlIn{* (%, Tv) + In{*(v,Tx)] = BI{(¢, Tv) + {(v,Tx)]
olur. Dolayisiyla Teorem 24 saglanir.
Durum 2: Simdi Teorem 24’{in hipotezleri saglansin.
(T, Tv) = e5T%TY) = pSo)P TP
= ((*(%, Tv)ﬁ). (C*(v, T%)ﬁ) =[¢*Gt, Tv).¢* (v, T3)]P

olur. Boylece Teorem 26 saglanr.

Zamfirescu doniisiimiiniin sabit noktasi
Teorem 27: (U, ) tam metrik uzay, T: U — U bir doniisiim alalim. Eger V », v € U ve

0<a<1,0<p<5,0<y<s icin

1. {(T»n,Tv) < al(x,v)
2. {(Tn,Tv) < B[{(t,Txn) + (v, Tv)]
3. {(Txn,Tv) <yl{(Ge, Tv) + (v, Tx)]

sartlarindan en az biri saglaniyorsa T 'nin tek bir sabit noktast vardir (Zamfirescu, 1972).

Carpimsal metrik uzaydaki benzer sonug¢ asagidaki gibidir.
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Teorem 28: (U, {*) tam garpimsal metrik uzay, T: U — U bir doniisiim alalim. Eger V

%vEUWOSa<LOSﬁ<%ﬂSy<%

1. {*(Txn,Tv) < *(,v)*
2. (Tu,Tv) < [¢*0Gt, Tx).O* (v, Tv)]P
3. *(Tn,Tv) < [T*(, Tv). (v, Tn)]Y

sartlarindan en az birinin saglanmasi durumunda T ’nin tek bir sabit noktasi1 vardir (Dosenovic¢

et al. 2008).
Teorem 29: Teorem 27 ve Teorem 28 esdegerdir.

Ispat: Durum 1: Teorem 28’in 1.hipotezi saglansin. Bu durumda

{(Txn,Tv) = In{*(Txn,Tv) < a[In{*(x,v)] = al[{(x,v)]
olur. Dolayisiyla Teorem 27 saglanir.
Simdi Teorem 27 nin 1.hipotezi saglansin.
(T, Tv) = eSTHTV) = 80T = 7% 1)@
olur. Bu ise Teorem 28’in saglandigini gosterir.
Durum 2: Teorem 28’in 2.hipotezi saglansin. Bu durumda
{(Txn,Tv) = In{*(Txn,Tv) < BlIn{* (%, Tx) + In{*(v,Tv)] = BI{(¢, Tx) + {(v,Tv)]
olur. Boylece Teorem 27 saglanir.
Simdi ise Teorem 27°nin 2.hipotezi saglansin.
7 (Tn, Tv) = STxTv) = ST TP
= ((*(%, T%)B).((*(v, Tv)ﬁ) =[0G, Tw). O (v, TV)]B
olur. Buradan da Teorem 28 saglanir.
Durum 3: Teorem 28’in 3.hipotezi saglansin. Bu durumda
{(Txn,Tv) = In{*(Txn,Tv) < BIn* (%, Tv) + In{*(v,Tx)] = B[{(x, Tv) + {(v, Tx)]
olup Teorem 27 saglanir.
Simdi Teorem 27 nin 3.hipotezi saglansin.

= ("6, TV)B). (¢ (v, TH)B) = [¢* (e, Tv). * (0, TH)]P
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esitliginden Teorem 28 saglanir. Boylece Teorem 29 un ispati tamamlanmis olur.

Carpimsal Dikdortgen b-Metrik Uzayda Chatterjea doniisiimiiniin sabit noktasi

A.Mary Priya Dharsini ve arkadaslar1 2020 yilinda carpimsal dikdortgen b-metrik
uzayda carpimsal Kannan daraltan doniisiimiiniin sabit noktasini incelemislerdir. Bizde bu
kisimda c¢arpimsal dikdortgen b-metrik uzayda carpimsal Chatterjea doniisiimiiniin sabit

noktasinin varligin ispatlayacagiz.
Teorem 30: (U, ", s) tam garpimsal dikdortgen b-metrik uzay, T: U — U bir doniisiim
alalm. Eger V>, v e U,0< B < %Ves > 1igin
3*(Twn, Tv) < [37 (%, Tx). " (v, TV)]P
oluyorsa T’nin tek bir sabit noktasi vardir (Dharsini et al. 2020).
Teorem 31: (U, ", s) tam ¢arpimsal dikdortgen b-metrik uzay, T: U — U bir doniisiim
alalim. Eger V »,v € U, ys < % ys(1+s)<1lves=1igin
(T, Tv) < [T* (e, Tv). O (v, Tx)]Y (26)
oluyorsa T’nin tek bir sabit noktasi vardir.
Ispat: »,, U da keyfi bir nokta ve U’da {3} dizisini
Uy =Trp_ g = TMuy (27)
olarak alalim. (26) ve (27) den
§*Otny Hpg1) = (Trp_1, Ty)
= {{"Gtn1, Toty). $" Gty Trty )Y
= {0 Gtn—1,9n41). §" Gty 20)}Y
< A{Q"Gtn—1,90).- T Oty 2. §" Gt 403V 1Y
= {7 Gtn-1,20). 1. 0" G, 2041 }°7 . 1
= {{"Otn-1,%n). T Gy, 10 41) 1Y
olur.
= $" (ot Hng1)

esitligi kullanilarak islemlere devam edildiginde

_SY_
C*(%n’ %n+1) = (*n' (*;SV = 6*:‘1]:1 = z*n = {{*n—l}l_sy = (*n = {q*n—l}(p
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<o) (28)
elde edilir.
n = 2 icin »#, = x, oldugunda, (28) kullanilarak
{0 = ¢ (g, 1)
= " (0, To)
= ¢ (tp, Trty)
= {"(to, #n41),
=7
olur. Buradan
SN
bulunur. Bu sonug bir ¢eliskidir. Bu nedenle {*; = 1 olmalidir. (Yani %, = 3, dolayisiyla s,

T’nin bir sabit noktasidir. Bu durumda m,n € N i¢in 3, # x,, varsayimini yeniden ele

altyoruz. Simdi, {* O(Hn, Hp42) = Py, olarak tanimlansin. (26) esitsizligi kullanilarak
$" Gty na2) = C(Toty—q, Ty )
={{"Gtno1, Totny1)-§ Otryr, T 1)}
= {{" (Gtn—1, #n42). ¢ (g1, 0D Y
S G Otn—1, 10)- 7 Oty 20). O (1, 142D 3V
X ¢ Gtny1, )Y

olur.

(*n = C*(Hn' J'fn+1)
esitligi kullanilarak islemlere devam edildiginde

¢ Ottnen) = {80} 8 e} (S
< {C*gn_l}sy . {(*O¢H+1}SV . {(*Oq)n}sy

_{ *swp”‘l} { *swp”“} { *sw”}
- 0 : 0 : 0

_ { *sy¢"‘1+sy<p"+1+swp"}
- 0
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¢ sy<p"‘1(1+<p+¢2)}

{

_ { Z*OSY<Pn(q1D+<P+1)}
{
{

elde edilir. Buradan
¢ Otnns2) = (87,7} (29)
bulunur ve 2 = sy (1 + ¢ + ¢2) dir. Simdi, {3} dizisine gore {*(3y, 3#n14) NUN tek ve cift
olma durumunu ele alalim. ¢ = 2p + 1 oldugunda (28) esitsizligi kullanilirsa
(*(”n: ”n+2p+1) = {(*(%n» Hp41)-C Otyi1, M y2). (*(%n+2' %n+2p+1)}s
<{C"w )
X {0 Gtnazr #n+3)- O Ctnas #nra)- O Gtngas ”n+2p+1)}s

= {”n- %(n+1)}s- {”(n+2)- J’f(n+3)}s

sP

s3 .
X {”(n+4)'%(n+5)} {( (n+2p)}
elde edilir. Dolayisiyla

(*(Hn' %n+2p+1)

{Z* Pn (* (Pn+1} {(*0¢n+2 {* <Pn+3} {(*O<Pn+4 (* (Pn+5} s° ] {{*0<Pn+2p}sp

{ " S(p (* S(p % Sz(pn+2 % Sz(pn+3 (* Sp(pn+2p}
. S o

{
(¢

{5* s (1+s@?+s2p*+--) {* se™(1+sp?+s2¢ +~~~)}
0

IA

IA

o
Z*O(S(p11+52(pn+2+... ) (*O(S(pn+1+sz(pn+2+... )}
¢

IA

s(pn(1+s(p2+s 0] RERE ) (* S<P"+1(1+s<p +s +...)}

o

IA

— {C* (s(ﬂn+s<p"+1)(1+5(p2+52<p4+---)} _ {C* (S(pn+s<pn+1)(1—s<p2)‘1}
0 0
(sgT+spm)

= (*0 1-s@?

bulunur. Bu nedenle,
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(S(pn+s¢n+1)
} (30)

(*(%n’ J‘fn+2q+1) = {5*0 1-sg*

olur.

Simdi g = 2p olsun. (28) ve (29) kullanilarak
¢ (s Hmr2p) < {8 Ot Hn11)- € Gt 2ns2)- 6 (s s 2p) )
<{Cw )
X {(*(%n+2: Hn+3)-C (g3, Hnya). (*(”n+4» %n+2p)}s2
< {00 ) L0 Ctnas i)}

X {0 Otnyar Hnis)}® {0 Q2p — DT 2p — )P

* sP
X {( (%n+2p—2) Kn+2p)}

bulunur. Bu islemlere devam edilirse

*
¢ (Hn' %n+2p)
% S(pn % S¢n+1 " Sz(pn+2 " 52<p”+3 % Sp—l(pr—Al- " sp—1¢2p—3 N Sp—ll(pn+2p—3}
< {0750 T T g S L R <
« SOT(1+5Q2+s2@%*+) v s (1+s@2+s2@*4-) 4 sPT1xpn*t2P—3
< ¢ ¢
- 0 ' 0 ' 0
1+¢ nf 1+@
% S(pn(l—s 2) " Sp—ll(pn+2p—3 « S® (1_5 2) % /1(S(p)2m(pn_3
={% L =% LT
bulunur. Buradan
1+¢
5<Pn<ﬁ> Apn~3
$*(ns Hnaap) S Qo 179970700 (31

esitsizligi elde edilir. Burada ¢ < - dir.

(30) ve (31)’den her p > 0 ve n — oo i¢gin limit alinirsa, Z*(%n, %n+p) — 1 olur. Boylece, {s,}
carpimsal Cauchy dizisidir. (U, {*) tam uzay oldugundan dolayi »,, — x olacak sekilde » € U

vardir. Simdi T nin bir sabit noktast oldugunu gosterecegiz. n € N i¢in

0O, Tr) < {70ty 2). 0 Gty 1) - O (e, TH) Y
= {(*(%: Kn)- z*(}fn' J'fn+1)- (*(T%n; T%)}S

olur. (26) esitsizligi kullanilirsa
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"0, Tx)

< {07 0t 0). 0 Gty ). (8 Gty TH).T G0, T))' Y

< {070, 3) 35 AT Gty #7415 AT G, Ta0). {7 (o1, T ) }YS

< {C*(%r %n)}s- {(*(%n» J'fn+1)}s- {(*(an %)- C*(%: %)- 6*(%' T%)}ysz . {(*(J{, J’fn+1)}ys

elde edilir. Islemlere devam edilirse

00t To) YY" < {0ty 1) 5 AQ Gty 2 1) Y5 AT Gty 2037 AT G, 203" AT Gt )Y
< {0 G ) P AT Oty 1 )35 AT G, 10375 T Gt )Y
= {0* Gty O35 {0 Gt 201 AT (0t Mg DI AL Oty )

s+ys? yst _¥s s
< {7 Gt 20 317Y5% {7 Gt 20) Y1755 {7 O, 20 Y15 AT Gty 1) 3157

esitsizligi bulunur. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa {*(3, Tx) = 1 yani
Tx = x olur. Boylece #, T’nin bir sabit noktasidir. Son olarak sabit noktanin tekligi i¢in, 7°nin

u #+ un' olacak sekilde bir baska sabit noktasinin oldugunu kabul edelim.
$*(,3¢") < ¢*(T, Tx') < [$7Ge, Tx').$" (e, TH)]V = 1

elde edilir. Dolayisiyla {*(»',2) = 1, yani »#' = » oldugunu gosterir. Bu nedenle T’nin tek bir

sabit noktasi mevcuttur.

Carpimsal Dikdortgen b-Metrik Uzayda Hardy-Rogers doniisiimiiniin sabit noktasi
Teorem 32: (U,{*,s) tam carpimsal dikdortgen b-metrik uzay ve T:U — U bir
doniisim olsun. ¥+ 2p +2sq <1, sr + p(1 +s)+sq(1+s) <1 ve s =1 olmak iizere
Vxu,v €U igin
$*(T3, Tv) < [$*Ge, T[T (G, T). ¢ (v, TV P[5, T). ¢ (v, TH) ]
esitsizligi saglaniyorsa T ’nin tek bir sabit noktasi vardir.
Ispat: »,, U da keyfi bir nokta ve U’da {»,} dizisini
Hy =Try_ g = TMx,
olarak alalim. Buradan
{*Otny Hpy1) = (Trp_yg, Try)
< [T Gy, )18 Gtney, Totn—1). § Gt T )P (8 Gty g, Totn). O (ot Ty —1)]9

= [C* (%n—l' J'fn)]r [(* (%n—lv %n)- g* (%n: %n+1)]p [C* (%n—l' J'fn+1)- (* (%nv %n)]q

= [$"Gtn—1, )17 [$" Gtn—y, #3). §* Gty 1 DIP [ (g, H40)- 117
olur. Carpimsal dikdortgen b-metrik uzayin tiggen esitsizligi kullanilirsa
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¢ Gty #n41)

< (¢ Gtne1, )17 [$ Gtno1, 30) . § Oty 20 4)IP LT Gy, 20§ Gty 30) . §7 (o, 04115
< [$"Gtn—1, )17 [$ Gtn1, ) 1P [ Gty 204 D IPLT Gt mg, 300). 1. T Gty 0040) 15

< [§"Gtn-1, )17 [$ Gtn—1, #) 1P [ Gty 2541 1P LT Gy, 20 159 Gty 2044)1%9

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten

0Oty tpy1) < [T Gtyoq, )P Gty 241 P HSY

yazilir. Buradan
[0 Oty 0 )PP < [TF Gtpyq, 2)]7 TP

olur. Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafin 1/1 — p — sq kuvveti alinirsa

r+p+sq
(* (%n: %n+1) < [6* (%n—lf %n)] 1-p-sq

Tr+p+Ss "
PP Slmak iizere
1-p—-sq

elde edilir. 1 =

(* (%n' J'fn+1) < [C* (%n—li %n)]/‘l

dir. Dolayisiyla yukaridaki esitsizlikten
A
{* (J’fn; %n+1) < [5* (%n—lr }'fn)]/1 < {[{* (J{n—ZI %n—l)] /1}

< [f* (%n—Zr %n—l)] A

olup bu iglem bdyle devam ettirilirse

0" Gty #g1) < [ G, )1

olur. Boylece her m,n € Nve m > n igin

{*(%n' %m) < {(*(%n: Hn+1)}s- {{*(%n+1' %n+2)}s- {z*(%n+21 Hm)}s
< {Z* (”n' J’fn+1)}s- {(* (%n+2i J'fn+3)- (* (%n+3' J'fn+4)- (* (”n+4r %m)}sz
< {5* (”n' J’fn+1)}s- {(* (%n+2J J’fn+3)}sz- {f* (J‘fn+4l %n+5)}53 {(* (”m—l' %m)}s

(¢ (o, %1)}5/171- {¢" (o, %1)}52””2. {¢" (o, %1)}53)‘“4 macs %1)}5"1_”1"1—1

n,2an+2, 3 gn+4, ..., m-—nym—1
{Z*(%(),%l)}s/l +s%A +s°A +:o4+S A

m-n

IA

IA

n 2,224, om-n-13m-n—1
< {Z*(%O‘%l)}sl (1452245224 +s A )

sA™
< {0 e, )Yis7
bulunur. Burada A € [0,1) oldugundan m,n — oo i¢in limit alimirsa {* (3¢, #,,) — 1 olur. Yani
{»,,}, b-carpimsal dikd6rtgen Cauchy dizisidir. U tam uzay oldugundan s, — »* olacak sekilde

bir »* € U vardir. Ucgen esitsizliginden
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", Tae") < Q0" 7). O Oty 1) 7 Otgq, T3S
< {37, 0. § Gty Hp40). §F (Toty, T ™)}
yazilir. Hardy-Rogers doniisiimiiniin 6zelligi kullanilirsa
0", Tr™) < {7 0", 20). 7 Gty 1) A" (ot )3T
X AQ" Gty Trty). §7 (™, T ™) IPAS" (ot To™). $ (7, T2 )}93°
S Q0" ). O Gty #44)3° 4G Ot 27)37°
X AG" G, Trn). §" (", T )YPSAG G, Tr™). § (07, T )}
S ACAT MR (G CHE TR (AT ) R (M CA ARG C Y E ) L
X 0" Oty 1.0 (", ). ", T )} (G (", i 40) 3

bulunur. islemlere bdyle devam edilirse

(", Tre™) < {Q 0", 1) Y AT Gty i 41) 3 AT G, 27) 78
X AL Gty #). TG, 1), 0 (™ s DIPS A G, TH)IPS
X AL Oty 1%). 0 (1), 0 G, T )Y {0 341)3%
= {¢* Ge*, Tn)}(-5P=5%0)
< (0" Gty 1)} HST+7D+50) (04 (%, 1)) (EP4520) (2% (", 1, )} (5579 05)
= {*(x*, Tn*)

(s+sr+s?p+s?q) (s?p+s2q) (s+s%p+qs)
<A{C Gty ")} Amsp=s*@) {T* (e, )} A=5P=5°D) {T* (3%, 1y 14) Y1595 D

elde edilir.
Buradan ¢*(»*,T»*) — 1 olup T»* = »* olur. Yani »x* noktasi T ’nin sabit noktasidir.

Simdi bu sabit noktanin tekligi i¢in, T’nin »x™ # »’ olacak sekilde bir bagka sabit noktasinin
oldugunu kabul edelim. O halde
(", n') = (T, Tn')
<A{Q" G n )Y AG G, Tr™). G, T ) IP{C Ge™, Tae'). §7 (o', T ™)}
<A G, w )Y AT G 37). G, )Y G, 27). O (e 37) 3
< {3 G )Y AP G ) 324
={*(* )2 <1
bulunur. Dolayisiyla {*(»’,2*) = 1 olur. Yani »’ = 3* diir. Bu da T’nin sabit noktasimin tek

oldugunu gosterir.
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TARTISMA VE SONUC

Bu boliimde ¢alismamizda elde ettigimiz bazi sonuglara yer verilmistir.
Sonu¢ 1: (U,{") carpimsal tam metrik uzay, T:U — U bir doniisiim olsun. Eger
Vi, veUve0<f <%igin
$*(Tn, Tv) <{¢*(t,Tv) {* (v, T)}P
esitsizligi saglaniyorsa T doniistimiiniin tek bir sabit noktasinin oldugu soylenir.
Sonug 2: (U, {*) tam carpimsal bir metrik uzay, T: U = U bir doniisiim olsun. Eger V

%,vEUVEOSa<1,0S,8<%,0Sy<§i(;in

1. *"(Tn,Tv) < (G, v)“
2. (Tn,Tv) < {¢*(Gt, Tn) (v, Tv)}P
3. {*(Txn,Tv) < {{*(,Tv) (v, Tx)}Y

sartlarindan en az birinin saglanmasi durumunda T doniisiimiiniin tek bir sabit noktaya sahip

oldugu sdylenir.
Sonug 3: (U, ", s) tam carpimsal dikdortgen b-metrik uzay, T:U — U bir doniisim
olsun. Eger Vx,v € U, ys < %, ys(1+s)<1, s=1ligin
(T, Tv) < {706t Tv) * (v, T)}
esitsizligi saglaniyorsa T doniistimiiniin tek bir sabit noktaya sahip oldugu soylenir.

Sonu¢ 4: (U,{",s) tam carpimsal dikdortgen b-metrik uzay, T:U — U bir doniisiim
olsun. Eger Vi, ve U, r+2p+2sq <1, sr+p(1+s)+sq(1+s)<1, s=1igin

¢*(Tae, Tv) < {T e, v)} T (, Toe) (v, Tv)IP{T™ (o, Tv) {* (v, TH) }
esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiiniin tek bir sabit noktaya sahip oldugu soylenir.

Yukardaki sonuglardan hareketle asagidaki esitsizlikleri saglayan doniisiimlerin sabit

noktalarinin tekligi sdylenebilir.

Sonuc 5: (U, {*, s) bir tam ¢arpimsal dikdortgen b-metrik uzay, T: U — U bir doniisiim
olsun. EgerV x,ve U, r+2p <1, 0<p <1, sr+p)+p<1,s=1igin

(T, Tv) < {7 G, v)Y {6, Tn) (v, Tv)}P
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esitsizligi saglaniyorsa T 'nin tek bir sabit noktasi vardir.

Sonug 6: (U, %, s) bir tam ¢arpimsal dikdoértgen b-metrik uzay, T: U — U bir doniisiim

olsun. Eger V »,v € U, p+sq<%, p(1+5s)+sq(1+s)<1, s=1igin

$*(Tr, Tv) <{3" (e, T30) T (v, Tv)IP{C™ (o, Tv) ™ (v, TH) }
esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiiniin tek bir sabit noktasinin oldugu sdylenir.

Bulgular kisminda ispatladigimiz teoremlerden ve yukarida verdigimiz sonuclardan

hareketle arastirmacilara asagidaki oneriler tavsiye edilebilir.

1-Bulgular kisminda tek bir doniisiim icin elde edilen temel sonuglar iki doniisiim igin

(degismeli doniisimler, zay1f degismeli doniistimler) incelenebilir.
2-Cok degerli carpimsal doniisiimler igin farkli metrik uzaylardaki teoremler incelenebilir.

3-Konveks carpimsal dikdorgen b-metrik uzay kavrami tanimlanip Picard iterasyonundan farkli
iterasyon metodlarinda farkli ¢arpimsal doniisiimlerin sabit noktalarina uygun sartlar altinda

yakinsayabilecegi arastirilabilir.
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