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ÖZET 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

ÇARPIMSAL METRİK UZAYLARDA BAZI SABİT NOKTA TEOREMLERİNİN 

İNCELENMESİ  

Fatih AVŞAR 

Danışman: Prof. Dr. Sezgin AKBULUT 

Amaç: Bu çalışmada çarpımsal metrik uzaylarda ve çarpımsal dikdörtgen b-metrik uzaylarda 

Kannan, Chatterjea, Hardy-Rogers ve Zamfirescu dönüşümünlerinin sabit noktası 

incelenecektir.  

Yöntem: Verilen teoremler, matematiksel yöntemler ve lemmalar yardımı ile ispatlanmıştır.      

Bulgular: Bu çalışmada çarpımsal metrik uzay ve çarpımsal dikdörtgen b-metrik uzaylarda 

Kannan, Chatterjea, Zamfirescu ve Hardy-Rogers tipi dönüşümler kullanılarak sabit noktanın 

varlığı ve tekliği ispatlanmıştır.  

Sonuçlar: Çarpımsal metrik uzay ve çarpımsal dikdörtgen b-metrik uzaylarda Kannan, 

Chatterjea, Hardy-Rogers ve Zamfirescu dönüşümlerinin sabit noktaları bulunmuştur. Bu 

sonuçlar çarpımsal dikdörtgen b-metrik uzaylarda, farklı dönüşümlerin sabit noktaların 

bulunması için geliştirilebilir. 

Anahtar Kelimeler: Çarpımsal metrik uzay, çarpımsal dikdörtgen b-metrik uzay, sabit nokta, 

Kannan dönüşüm, Chatterjea dönüşüm, Zamfirescu dönüşüm, yakınsaklık ve teklik. 

Ağustos 2025, 59 Sayfa
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ABSTRACT 

MASTER’S THESIS 

INVESTIGATION OF SOME FIXED POINT THEOREMS IN MULTIPLICATIVE 

METRIC SPACES 

Fatih AVŞAR 

Supervisor: Prof. Dr. Sezgin AKBULUT 

Purpose: In this study, the fixed point of Kannan, Chaterjea, Hardy-Rogers and Zamfirescu 

mappings in multiplicative metric spaces and multiplicative rectangular b-metric spaces will be 

investigated. 

Method: The theorems in the thesis are proved with the help of mathematical methods and 

lemmas. 

Findings: In this study, the existence and uniqueness of fixed points were proven by using 

Kannan, Chatterjea, Zamfirescu and Hardy Rogers type mappings in multiplicative metric 

spaces and multiplicative rectangular b-metric spaces. 

Conclusions: Fixed points of Kannan, Chatterjea, Hardy-Rogers and Zamfirescu mappings 

have been found in multiplicative metric spaces and multiplicative rectangular b-metric spaces. 

Different mappings can be developed for these results to find fixed points in multiplicative 

rectangular b-metric spaces. 

Keywords: Multiplicative metric sapace, multiplicative rectangular b-metric sapace, fixed 

point, Kannan mapping, Chatterjea mapping, Zamfirescu mapping, convergence and 

uniqueness. 

August 2025, 59 Pages 
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KISALTMALAR VE SİMGELER DİZİNİ 

𝐵̅𝜀(𝜘)  : Çarpımsal kapalı birim yuvar 

(𝑈, 𝜁∗)  : Çarpımsal metrik uzay 

(𝑈, 𝜁)     : Metrik uzay 

𝑖𝑛𝑡(Β)  : Β’nin çarpımsal içi 

𝜘𝑛 → 𝜘  : Yakınsama 

ℯ𝜘  : Üstel fonksiyon 

{𝜘}  : 𝜘 değerli sabit dizi 

ℝ   : Reel sayılar kümesi 

ℝ+  : Pozitif reel sayılar kümesi 

𝜁∗(𝜘, 𝜀) : 𝜘 merkezli ve 𝜀 yarıçaplı çarpımsal açık yuvar 

𝑇𝑘(𝜘)  : 𝑇 dönüşümünün periyodik noktası 

𝐹(𝑇)  : 𝑇 dönüşümünün sabit noktalar kümesi 

𝐵′   : Çarpımsal limit noktalarının kümesi 

(𝑈, 𝜁∗, 𝑠) : Çarpımsal b-metrik uzay 
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GİRİŞ 

Matematik, evrenin düzenini kavrama ve problemleri çözüme kavuşturmak için çeşitli 

yöntem ve teoriler ortaya koymuştur. Sabit nokta teorisi de bunlardan biridir. Modern 

matematikte önemli bir yeri olan ‘’Sabit Nokta Teorisi’’ çalışmaları 20.yy başlarına 

dayanmaktadır. Sabit nokta teorisi yapılan çalışmalarla sabit noktanın varlığını bazı 

dönüşümleri kullanarak araştırmaktadır. En temel anlamıyla sabit nokta şu şekilde tanımlanır: 

𝑈 boştan farklı bir küme ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. 𝑇𝜘 = 𝜘 olacak şekilde 𝜘 ∈ 𝑈 varsa 

𝜘 ya 𝑇 dönüşümünün sabit noktası denir.  

Sabit noktanın bulunmasında kullanılan daralma dönüşümünü ortaya atan ilk kişinin Banach 

olduğu bilinmektedir. Banach, 1906 yılında Frechet’in sabit nokta teorisinde çok önemli bir 

yere sahip olan metrik uzay kavramını tanıtmasından sonra bir metrik uzayda kendi üzerine 

olan dönüşümler için daralma kavramını tanıttı ve tam metrik uzayda bütün daralma 

dönüşümlerinin tek bir sabit noktası olduğunu ve bu sabit noktanın tekliğini ortaya koydu. Bu 

teorem, “(𝑈, 𝜁) bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir daraltan dönüşüm olsun. Yani her  𝜘, 𝑣 ∈

𝑈 için  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝑘𝜁(𝜘, 𝑣),  0 ≤ 𝑘 < 1 

ise 𝑇 dönüşümü 𝑈 da tek bir sabit noktaya sahiptir’’ şeklindedir. Banach daralma prensibi 

(1922), uygulamalı matematikte farklı problemlerin varlığını ve tekliğini ispatlamak için en 

güçlü ve önemli araçlardan biridir. Banach daralma prensibi, doğrusal olmayan analizde faydalı 

ve etkili bir araç olmuştur. Çeşitli yazarlar, Banach daralma prensibini farklı uzaylarda 

genelleştirmişlerdir.  

Daha sonra b-metrik kavramı, 1989 yılında Bakhtin tarafından ortaya atılmıştır. Czerwik, 

1993 yılında b-metrik kavramını tanımlamıştır. 2013 yılında, Kir ve arkadaşları b-metrik 

uzaylarda bazı iyi bilinen sabit nokta teoremlerini tanımlamışlardır. Daha sonra Suzuki, b-

metrik uzaylarda temel eşitsizlikler kullanarak bazı sabit nokta teoremlerini kanıtlamıştır.  

Singxi ve ark. (1980) ve Sastry ve ark. (2010), iki farklı metrik uzay üzerinde tanımlı iki 

dönüşüm için bazı ortak sabit nokta teoremlerini incelemiştir. Dhage (1999), D-metrik uzayda 

sabit nokta sonuçlarını ispat etmiştir. Branciari (2000), metrik uzayda alışılmış üçgen eşitsizliği 

yerine genel bir eşitsizlik koşulu getirerek genelleştirilmiş metrik uzaylar kavramını tanıtmıştır. 

Gu ve arkadaşları (2003), tam metrik uzayda zayıf komütatif fonksiyonlarla ilgili bazı ortak 
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sabit nokta teoremleri elde etmişlerdir. Mustafa ve Sims (2004, 2006), genelleştirilmiş metrik 

uzaylar sınıfı üzerinde çeşitli sonuçları incelemişlerdir.  Agarwal ve ark. (2008), kısmi sıralı 

metrik uzaylarda monoton operatörlerle ilgili bazı sabit nokta sonuçlarını tartışmış, zayıf 

genelleştirilmiş daraltan dönüşümü kullanarak sabit noktanın varlığını ve yakınsamayı garanti 

eden önemli sonuçlar elde etmiştir. Suzuki (2008), genelleştirilmiş Banach daralma prensibi ile 

metrik tamlığı karakterize etmiştir. Aydi ve ark. (2012), tam Hausdorff genelleştirilmiş metrik 

uzaylarda zayıf daraltan dönüşümler için sabit nokta sonuçları elde etmiştir. 

Aynı olmayan uzaylardaki sabit nokta ve ortak sabit nokta ile ilgili çalışmalar ve bu 

çalışmaların sonuçları sabit nokta teorisinde geniş bir yere sahiptir. Metrik uzay ve çarpımsal 

metrik uzayda sabit nokta çalışmalarında sıkça kullanılan uzaylardır. Son yıllarda çarpımsal 

kalkülüs Bashirov, Özyapıcı ve Kurpınar kişileri tarafından çalışılmıştır. Çarpımsal 

kalkülüsünün uygulamalarını, çarpımsal mutlak değeri, iki pozitif reel sayı arasındaki çarpımsal 

mesafeyi tanımladılar ve sonunda çarpımsal metrik uzay kavramını tanıttılar. Çarpımsal 

türevlerin, çarpımsal integrallerin bazı özelliklerini incelediler ve çarpımsal kalkülüsünün temel 

teoremini kurdular. L. Florack ve H. Van Assen (2012), biyomedikal görüntü analizinde 

çarpımsal kalkülüsünün faydalarını araştırdılar. A.E. Bashirov ve arkadaşları (2011), çarpımsal 

diferansiyel denklemlerinin çözümünün sıradan diferansiyel denklemlerden daha basit 

olduğunu farklı alanlarda tartıştılar. 

2012 yılında Özavsar ve Cevikel, çarpımsal daraltan dönüşüm kavramını tanıtmış ve tam 

çarpımsal metrik uzayda bu tür dönüşümlerin bazı sabit nokta teoremlerini ispatlamıştır. Ayrıca 

ilgili çarpımsal metrik uzayın bazı topolojik özelliklerini de vermişlerdir. Daha sonra Özavşar 

ve Çevikel, çarpımsal daraltan dönüşümlerini ifade ederek tam çarpımsal metrik uzaylardaki 

dönüşümlerin bazı sabit nokta teoremlerini ispatlamışlardır. Bu teorem, “ (𝑈, 𝜁∗) bir tam metrik 

uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir daraltan dönüşüm olsun. Eğer ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için  

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣)𝜑,  𝜑 ∈ [0,1) 

ise 𝑇, 𝑈 da tek bir sabit noktaya sahiptir’’ şeklindedir. Elde edilen sonuçlar, Zamfirescu (1972) 

ve Aydi ve ark. (2012)'nin sabit nokta sonuçlarını çarpımsal metrik uzaylara taşımaktadır. 

Agamirza, Ozavsar ve Cevikel (2017) gibi bu alanda çalışan diğer araştırmacılar çarpımsal 

metriği hesaplama, finans ve iktisat gibi farklı, matematikle ilgili alanlarda kullanmışlardır. 

2016 yılında çarpımsal dikdörtgen b-metrik uzay kavramı, Clement Ampadu tarafından 

tanıtılmıştır. 2017 yılında Ali ve arkadaşları, b-çarpımsal metrik uzay kavramını tanıtmış ve 

bazı sabit nokta sonuçlarını kanıtlamışlardır.  

2020 yılında, Shoaib ve Saleemullah, Ali ve arkadaşlarının sonuçlarını genişleterek b-
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çarpımsal metrik uzayda kapalı küre üzerinde daraltan koşulunu vermişlerdir. 

Bu tezde, çarpımsal metrik uzay bağlamında bazı sabit nokta teoremleri incelenmiştir. Beş 

ana bölümden oluşan bu tezin giriş bölümünde literatür bilgisi verilmiştir. Kuramsal Temeller 

adındaki ikinci bölümde çalışmamızda kullanılan temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir.  

Materyal ve Yöntem adını alan üçüncü bölümde, çarpımsal metrik uzaylarda bazı önemli 

sabit nokta teoremleri, sabit noktanın varlığını ve tekliğini ifade eden, metrik uzay ile çarpımsal 

metrik uzay arasındaki ilişkiyi gösteren teoremler ve bu teoremlerin ispatları yer almaktadır.  

Araştırma Bulguları adındaki dördüncü bölümde Kannan, Chatetterjea, Zamfirescu ve 

Hardy Rogers tipi dönüşümler kullanılarak çarpımsal metrik uzaylarda ve çarpımsal dikdörtgen 

b-metrik uzaylarda sabit noktanın varlığı ve tekliği gösterilmiştir.  

Tartışma ve Sonuç adındaki beşinci bölümde ise ispat edilen teoremlerde gösterilen sabit 

noktanın varlığı ve tekliği ilgili sonuçlara yer verilmiştir.
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KURAMSAL TEMELLER 

Temel Kavramlar 

Bu kısımda önemli gördüğümüz bazı temel kavramlara ve teoremlere yer verilecektir. 

Tanım 1: 𝑈 boştan farklı bir küme ve 𝜁: 𝑈 × 𝑈 → ℝ bir dönüşüm olmak üzere, 

∀ 𝜘, 𝜈, 𝑧 ∈ 𝑈 için  

1. 𝜁(𝜘, 𝜈) = 0 ⟺ 𝜘 = 𝜈 

2. 𝜁(𝜘, 𝜈) = 𝜁(𝜈, 𝜘) 

3. 𝜁(𝜘, 𝜈) ≤ 𝜁(𝜘, z) + 𝜁(z, 𝜈) 

şartları sağlanıyorsa 𝜁 ye 𝑈 üzerinde bir metrik, (𝑈, 𝜁)  ikilisine de metrik uzay denir ve 𝑈 =

(𝑈, 𝜁) ile gösterilir. 

Tanım 2: {𝜘𝑛} bir dizi ve  𝑎 ∈ ℝ olsun. Eğer ∀𝜀 > 0 sayısı için, 

𝑛 > 𝑛0 ⇒ |𝜘𝑛 − 𝑎| < 𝜀 

önermesini sağlayan bir 𝑛0 doğal sayısı varsa o zaman {𝜘𝑛} (𝑛 → ∞) dizisi  𝑎’ya yakınsar ya 

da 𝑎, {𝜘𝑛} dizisinin limitidir denir.  

Tanım 3: (𝑈, 𝜁) metrik uzay ve {𝜘𝑛} bu uzayda bir dizi olsun.∀𝜀 > 0 için 𝑛, 𝑚 > 𝑛0 

olduğunda 𝜁(𝜘𝑛, 𝜘𝑚) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) varsa {𝜘𝑛} dizisine Cauchy dizisi 

denir. 

Tanım 4: (𝑈, 𝜁) bir metrik uzay olsun. 𝑈 da ki her {𝜘𝑛} Cauchy dizisi yakınsaksa (𝑈, 𝜁) 

metrik uzayına tam metrik uzay denir. 

Tanım 5: (𝑈, 𝜁) bir metrik uzay olsun. 𝑈 da ki tüm diziler yakınsak bir alt diziye 

sahipse, (𝑈, 𝜁)  uzayına kompakt metrik uzay denir (Maddox 1970). 

Tanım 6: (𝑈, 𝜁) ve   (𝑉, 𝑑)  iki metrik uzay, 𝑇: U → V bir dönüşüm ve 𝜘0 ∈ 𝑈 olsun. 

Her 𝜀 > 0 sayısı için, 𝜁(𝜘, 𝜘0) < 𝛿 olduğunda 𝑑(𝑇(𝜘), 𝑇(𝜘0) < 𝜀 veya denk bir ifade ile 

𝑇(𝐷(𝜘0 ,𝛿) ⊆ 𝐷(𝑇(𝜘0), 𝜀) olacak şekilde bir 𝛿 > 0 sayısı varsa, 𝑇 ye 𝜘0 noktasında süreklidir 

denir. 𝑇, 𝑈 nun tüm noktalarında sürekli ise 𝑇 ye 𝑈 da süreklidir denir. 

 Çarpımsal Metrik Uzay 

Tanım 7: 𝑈 boştan farklı bir küme ve 𝜁∗: 𝑈 × 𝑈 → ℝ bir dönüşüm olsun. ∀ 𝜘, 𝑣, 𝑧 ∈ 𝑈 

için  

1. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) ≥ 1 ve 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 1 ⟺ 𝜘 = 𝑣 

2. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝜁∗(𝑣, 𝜘) 
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3. 𝜁∗(𝜘, 𝑧) ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑧)   

şartları sağlanıyorsa 𝜁∗ a 𝑈 üzerinde bir çarpımsal metrik, (𝑈, 𝜁∗)  ikilisine de çarpımsal metrik 

uzay denir. (Bashirov et al. 2008). 

Örnek 1: ℝ+
𝑛 = {(𝜘1 , 𝜘2, 𝜘3, … … , 𝜘𝑛): 𝜘𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛} olsun. 

𝜘 = (𝜘1, 𝜘2, 𝜘3 , … … , 𝜘𝑛),   𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … … , 𝑣𝑛) ∈ ℝ+
𝑛 ve |. |∗: ℝ+ → ℝ+ 

|𝜑|∗ = {

𝜑, 𝜑 ≥ 1 𝑖𝑠𝑒
1

𝜑
, 0 < 𝜑 < 1 𝑖𝑠𝑒

 

olmak üzere 

𝜁∗(𝜘, 𝑣) = |
𝜘1

𝑣1

|
∗

. |
𝜘2

𝑣2

|
∗

… |
𝜘𝑛

𝑣𝑛

|
∗

 

şeklinde ifade edilen 𝜁∗: ℝ+
𝑛 → ℝ+

𝑛 dönüşümü çarpımsal bir metriktir (Ozavsar ve Cevikel, 

2017). 

Örnek 2: 𝜁∗: ℝ × ℝ → [1, ∞) olarak tanımlansın. 𝜘, 𝑣 ∈ ℝ ve 𝑎 > 1 için 𝜁∗(𝜘, 𝑣) =

𝑎|𝜘−𝑣| sağlanıyorsa 𝜁∗(𝜘, v) çarpımsal bir metriktir. 

Çözüm: 

1. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) ≥ 1ve 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 1 ⟺ 𝜘 = 𝑣 olduğu gösterilecektir. 

𝑎|𝜘−𝑣| ≥ 1 ve 𝑎 > 1 olduğundan |𝜘 − 𝑣| = 0 olur. Bu durumda 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 1 ⟺ 𝜘 = 𝑣 elde 

edilir. Böylece 1. şart sağlanır. 

2. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝜁∗(𝑣, 𝜘) eşitliğine bakalım. 

𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝑎|𝜘−𝑣| = 𝑎|𝑣−𝜘| = 𝜁∗(𝑣, 𝜘) 

olur. 2. şart sağlanır. 

3. 𝜁∗(𝜘, 𝑧) ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑧)   

𝜁∗(𝜘, 𝑧) = 𝑎|𝜘−z| ≤ 𝑎|𝜘−𝑣+𝑣−𝑧| ≤ 𝑎|𝜘−𝑣|+|𝑣−𝑧| ≤ 𝑎|𝜘−𝑣|. 𝑎|𝑣−z| = 𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑧) 

olur. Dolayısıyla 3. şart sağlanır. 

Bu durumda 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝑎|𝜘−𝑣| çarpımsal bir metriktir. 

Önerme 1: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik ve  ∀ 𝜘, 𝑣, 𝑧 ∈ 𝑈 için 

|
𝜁∗(𝜘, 𝑧)

𝜁∗(𝑣, 𝑧)
|

∗

≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣) 

eşitsizliğinin sağlandığı açıktır (Ozavsar ve Cevikel, 2017). 
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İspat: Çarpımsal üçgen eşitsizliğinden  

𝜁∗(𝜘, 𝑧) ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑧) ⇒
𝜁∗(𝜘, 𝑧)

𝜁∗(𝑣, 𝑧)
≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣) (1) 

ve  

𝜁∗(𝑣, 𝑧) ≤ 𝜁∗(𝑣, 𝜘). 𝜁∗(𝜘, 𝑧) ⇒
1

𝜁∗(𝜘, 𝑣)
≤

𝜁∗(𝜘, 𝑧)

𝜁∗(𝑣, 𝑧)
 

gerektirmelerini yazabiliriz. Böylece çarpımsal üçgen eşitsizliği ve (1) den  

1

𝜁∗(𝜘, 𝑣)
≤

𝜁∗(𝜘, 𝑧)

𝜁∗(𝑣, 𝑧)
≤ 𝜁∗(u, v) ⇔ |

𝜁∗(𝜘, 𝑧)

𝜁∗(𝑣, 𝑧)
|

∗

≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣) 

gerektirmesi elde edilir. 

Tanım 8: 𝑈 boştan farklı bir küme 𝑠 ≥ 1 ve 𝜁∗: 𝑈 × 𝑈 → ℝ bir dönüşüm olsun. 

∀ 𝜘, 𝑣, 𝑧 ∈ 𝑈 için  

1. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) ≥ 1 ve 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 1 ⟺ 𝜘 = 𝑣 

2. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝜁∗(𝑣, 𝜘) 

3. 𝜁∗(𝜘, 𝑧) ≤ (𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑧))𝑠   

şartları sağlanıyorsa 𝜁∗ a çarpımsal 𝑏-metrik, (𝑈, 𝜁∗, 𝑠)  üçlüsüne de çarpımsal 𝑏-metrik uzay 

denir. 

Tanım 9: 𝑈 boştan farklı bir küme ve 𝜁∗: 𝑈 × 𝑈 → ℝ bir dönüşüm olsun. ∀ 𝜘, 𝑧 ∈ 𝑈  ve 

 𝑣, 𝑝 ∈ 𝑈\{𝜘, 𝑧} için 

1. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) ≥ 1ve 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 1 ⟺ 𝜘 = 𝑣 

2. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝜁∗(𝑣, 𝜘) 

3. 𝜁∗(𝜘, 𝑧) ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑝). 𝜁∗(𝑝, 𝑧)  

şartları sağlanıyorsa 𝜁∗ a çarpımsal dikdörgen metrik, (𝑈, 𝜁∗)  ikilisine de çarpımsal dikdörtgen 

metrik uzay denir. 

 Örnek 3: 𝑑∗: ℝ+ × ℝ+ → [1, ∞) olarak tanımlansın. Her 𝜘, 𝑣 ∈ ℝ+ için 𝜁∗(𝜘, 𝑣) =

𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑣
,

𝑣

𝜘
) çarpımsal metriği, çarpımsal dikdörtgen metrik uzayın şartlarını sağlar. 

Çözüm: 

1. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) ≥ 1 ve 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 1 ⟺ 𝜘 = 𝑣 olduğu gösterilecektir. 

Eğer 𝜘 = 𝑣 ise o zaman 
𝜘

𝑣
=

𝑣

𝜘
= 1 ⇒ 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥(1,1) = 1 olur. Tersine 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 1 ise 

𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑣
,

𝑣

𝜘
) = 1 ⇒

𝜘

𝑣
=

𝑣

𝜘
= 1 ⇒ 𝜘 = 𝑣 olur. Böylece 1. şart sağlanır. 
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2. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝜁∗(𝑣, 𝜘) eşitliğine bakalım. 

𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑣
,
𝑣

𝜘
) = 𝑚𝑎𝑥 (

𝑣

𝜘
,
𝜘

𝑣
) = 𝜁∗(𝑣, 𝜘) 

olur. 2. şart sağlanır. 

3. 𝜁∗(𝜘, 𝑧) ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑝). 𝜁∗(𝑝, 𝑧)  

𝜁∗(𝜘, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑧
,
𝑧

𝜘
) ≤ 𝑚𝑎𝑥 (

𝜘

𝑣
,
𝑣

𝜘
) . 𝑚𝑎𝑥 (

𝑣

𝑝
,
𝑝

𝑣
) . 𝑚𝑎𝑥 (

𝑝

𝑧
,
𝑧

𝑝
)                              

≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑝). 𝜁∗(𝑝, 𝑧)   

olur. Dolayısıyla 3. şart sağlanır. 

Bu durumda 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑣
,

𝑣

𝜘
) çarpımsal dikdörtgen metrik uzaydır. 

Tanım 10: 𝑈 boştan farklı bir küme 𝑠 ≥ 1 ve 𝜁∗: 𝑈 × 𝑈 → ℝ bir dönüşüm olsun. 

∀ 𝜘, 𝑧 ∈ 𝑈  ve  𝑣, 𝑝 ∈ 𝑈\{𝜘, 𝑧} için 

1. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) ≥ 1 ve 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 1 ⟺ 𝜘 = 𝑣 

2. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝜁∗(𝑣, 𝜘) 

3. 𝜁∗(𝜘, 𝑧) ≤ (𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑝). 𝜁∗(𝑝, 𝑧))𝑠   

şartları sağlanıyorsa 𝜁∗ a çarpımsal dikdörgen 𝑏-metrik, (𝑈, 𝜁∗, 𝑠)  üçlüsüne de çarpımsal 

dikdörtgen 𝑏-metrik uzay denir. 

 Örnek 4: 𝜁∗: ℝ+ × ℝ+ → [1,10] olarak tanımlansın. Her 𝜘, 𝑣 ∈ ℝ+ ve 𝑠 ≥ 1 için 

𝜁∗(𝜘, 𝑣) = (𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑣
,

𝑣

𝜘
))

𝑠

 çarpımsal metriği, çarpımsal dikdörtgen 𝑏-metriktir. 

Çözüm: 

1. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) ≥ 1 ve 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 1 ⟺ 𝜘 = 𝑣 olduğu gösterilecektir. 

Eğer 
𝜘

𝑣
=

𝑣

𝜘
= 1 ⇒ 𝑚𝑎𝑥 = 1 ⇒ (1)𝑠 = 1 olur. Tersine 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 1 ise (𝑚𝑎𝑥 (

𝜘

𝑣
,

𝑣

𝜘
))

𝑠

= 1 ⇒

𝑚𝑎𝑥 = 1 ⇒ 𝜘 = 𝑣 olur. Böylece 1. şart sağlanır. 

2. 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝜁∗(𝑣, 𝜘) eşitliğine bakalım. 

𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑣
,
𝑣

𝜘
) = 𝑚𝑎𝑥 (

𝑣

𝜘
,
𝜘

𝑣
) = 𝜁∗(𝑣, 𝜘) 

olur. 2. şart sağlanır. 

3. 𝜁∗(𝜘, 𝑧) ≤ (𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑝). 𝜁∗(𝑝, 𝑧))𝑠  

𝜁∗(𝜘, 𝑧) ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑝). 𝜁∗(𝑝, 𝑧) çarpımsal dikdörgen metrik uzayını örnek 3 te ispatladık. 

Eşitsizliğin her iki tarafının 𝑠’ninci kuvvetini alalım 
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{𝜁∗(𝜘, 𝑧)}𝑠 = {𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑧
,
𝑧

𝜘
)}

𝑠

≤ {𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑣
,
𝑣

𝜘
) . 𝑚𝑎𝑥 (

𝑣

𝑝
,
𝑝

𝑣
) . 𝑚𝑎𝑥 (

𝑝

𝑧
,
𝑧

𝑝
)}

𝑠

                             

≤ {𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑝). 𝜁∗(𝑝, 𝑧)}𝑠   

olur. Dolayısıyla 3. şart sağlanır. 

Bu durumda 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = (𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑣
,

𝑣

𝜘
))

𝑠

 çarpımsal dikdörtgen 𝑏-metrik uzay dır. 

Tanım 11: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay  𝜘 ∈ 𝑈 ve 𝜀 ≥ 1 olsun. 

𝐵𝜀(𝜘) = {𝑣 ∈ 𝑈| 𝜁∗(𝜘, 𝑣) < 𝜀} 

kümesine 𝜘 merkezli 𝜀 yarıçaplı çarpımsal açık yuvar denir. 

𝐵̅𝜀(𝜘) = {v ∈ U| 𝜁∗(𝜘, 𝑣) ≤ 𝜀} 

kümesine de çarpımsal kapalı yuvar denir. 

Örnek 5: (ℝ+, 𝜁∗) çarpımsal metrik uzayını ele alalım. Çarpımsal metrik tanımından 

𝜘0 merkezli 𝜀 > 1 yarıçaplı 𝐵𝜀(𝜘0) = (
𝜘0

ℰ
, 𝜘0 ∙ 𝜀) ⊂ ℝ+ yuvarı, çarpımsal açık yuvardır 

(Ozavsar ve Cevikel, 2017). 

Tanım 12: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay  𝛣 ⊂ 𝑈  olsun. 𝜀 ≥ 1 ve 𝜘 ∈ 𝛣 noktası için 

𝐵ℰ(𝜘) ⊂ 𝛣 koşulu sağlanıyor ise 𝜘 noktasına 𝛣’nin bir iç noktası denir. 𝛣’nin tüm iç 

noktalarının kümesine 𝛣’nin çarpımsal içi denir ve 𝑖𝑛𝑡(𝛣) = 𝛣 ile gösterilir. 

Tanım 13: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay  𝛣 ⊂ 𝑈  olsun. 𝛣’nin tüm noktaları 

çarpımsal iç nokta ise 𝛣 ye çarpımsal açık küme denir. 𝑖𝑛𝑡(𝛣) = 𝛣 şeklinde gösterilir. 

Lemma 1: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay olsun. 𝑈’nun her bir çarpımsal açık yuvarı 

çarpımsal açık kümedir (Ozavsar ve Cevikel, 2017). 

İspat: 𝜘 ∈ 𝑈 ve 𝐵ℰ(𝜘) çarpımsal açık yuvar olsun. 𝑣 ∈ 𝐵ℰ(𝜘) için, eğer 𝛿 =
ℰ

𝜁∗(𝜘,𝑣)
 ve 

𝑧 ∈ 𝐵𝛿(𝑣) ise  𝜁∗(𝑣, 𝑧) <
ℰ

𝜁∗(𝜘,𝑣)
 dır. Buradan  

𝜁∗(𝜘, 𝑧) < 𝜁∗(𝜘, 𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑧) < 𝜀 

elde edebiliriz. Yani 𝑧 ∈ 𝐵ℰ(𝜘) olduğunu gösterir. Bu da 𝐵𝛿(𝑣) ⊂ 𝐵ℰ(𝜘) anlamına gelir. 

Böylece 𝐵ℰ(𝜘) çarpımsal açık kümedir. 

Lemma 2: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay olsun. O halde 𝑈 ve ∅ çarpımsal açık 

kümedir (Ozavsar ve Cevikel, 2017). 
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Lemma 3: Çarpımsal açık kümelerin ailesinin sonlu, sayılabilir ya da sayılamaz 

çoklukta birleşimi de çarpımsal açık kümedir (Ozavsar ve Cevikel, 2017). 

Lemma 4: Çarpımsal açık kümeler ailesinin her sonlu kesişimi de çarpımsal açık 

kümedir (Ozavsar ve Cevikel, 2017). 

İspat: 𝐵1 ve 𝐵2 çarpımsal açık küme ve 𝑣 ∈ 𝐵1 ∩ 𝐵2 olsun. O halde 𝐵𝛿1
(𝑣) ⊂ 𝐵1 ve 

𝐵𝛿2
(𝑣) ⊂ 𝐵2 olacak şekilde 𝛿 = 𝑚𝑖𝑛{𝛿1, 𝛿2} alınırsa 𝐵𝛿(𝑣) ⊂ 𝐵1 ∩ 𝐵2 elde ederiz. Böylece 

her sonlu sayıda çarpımsal açık kümelerin kesişimi çarpımsal açık kümedir. 

Teorem 1: Her çarpımsal metrik uzay bütün çarpımsal açık kümelerin ailesini baz kabul 

eden bir topolojik uzaydır (Ozavsar ve Cevikel, 2017). 

Tanım 14: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay ve 𝜘 ∈ 𝑈 olsun. 𝜘 ∈ 𝑈 noktasının  𝑆 ⊂ 𝑈 

nun çarpımsal limit noktası olması için gerekli koşul her 𝜀 > 1 için (𝐵𝜀(𝜘)\{𝜘}) ∩ 𝑆 ≠ ∅ 

olmasıdır. 𝑆 kümesinin çarpımsal limit noktalarının kümesi 𝑆′ ile gösterilir. 

Tanım 15: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay olsun. Eğer 𝑆 tüm çarpımsal limit 

noktalarını içeriyorsa 𝑆 ⊂ 𝑈 kümesi (𝑈, 𝜁∗) da çarpımsal kapalı kümedir (Ozavsar ve Cevikel, 

2017). 

Tanım 16: (𝑈, 𝜁𝜘) ve  (𝑉, 𝜁𝑣) iki çarpımsal metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑉  bir dönüşüm olsun. 

𝜀 > 1 için 𝑇(𝐵𝛿(𝜘)) ⊂ 𝐵𝜀(𝑇(𝜘)) olacak şekilde bir 𝛿 > 1 sayısı varsa 𝑇, 𝜘 ∈ 𝑈 de çarpımsal 

süreklidir denir. 

Tanım 17: (𝑈, 𝜁∗) bir çarpımsal metrik uzay,  {𝜘𝑛} de 𝑈’da bir dizi ve 𝜘 ∈ 𝑈 olsun. 

Her çarpımsal 𝐵𝜀(𝜘) açık yuvarı ve 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝜘𝑛 ∈ 𝐵𝜀(𝜘) olacak şekilde bir 𝑛0 sayısı varsa, 

𝜘𝑛 dizisi 𝜘 noktasına çarpımsal yakınsaktır denir ve 𝜘𝑛 → 𝜘 (𝑛 → ∞) ile gösterilir. 

Tanım 18: {𝜘𝑛} çarpımsal dikdörtgen  𝑏-metrik uzayında bir dizi ve 𝜘 ∈ 𝑈 olsun. her 

𝜀 > 1 ve 𝑛 ≥ 𝑛0 için, 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘) ≤ 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 sayısı varsa {𝜘𝑛}, (𝑈, 𝜁∗) uzayında 

𝜘’ya çarpımsal olarak yakınsar denir. 

Tanım 19: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal metrik uzay ve {𝜘𝑛}, 𝑈’da bir dizi olsun.  𝜀 ≥ 1 ve 𝑚, 𝑛 ≥

𝑛0 için 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑚) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 sayısı varsa {𝜘𝑛} dizisine çarpımsal Cauchy dizisi 

adı verilir. 

Tanım 20: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal dikdörtgen  𝑏-metrik uzay,  {𝜘𝑛} de 𝑈’da bir dizi olsun. 

Her  𝜀 > 1 ve 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 için ve 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+𝑞) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ 𝑁 varsa veya 

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+𝑞) → 1 (𝑛 → ∞) oluyorsa {𝜘𝑛} dizisine çarpımsal Cauchy dizisi denir. 
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Tanım 21: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal metrik uzayında bulunan her Cauchy dizisi 𝑈’da yakınsak 

olması halinde bu uzaya tam çarpımsal dikdörtgen  𝑏-metrik uzay adı verilir. 

Tanım 22: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay  𝐴 ⊂ 𝑈  olsun. Bir 𝜘 ∈ 𝑈 noktası için bir 

𝐴 ⊆ 𝐵𝑀(𝜘) olacak şekilde bir 𝑀 > 1 sabiti varsa 𝐴’ ya çarpımsal sınırlı küme denir. 

Tanım 23: (𝑈, 𝜁∗) bir çarpımsal metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. Her 𝜘 ∈

𝑈 ve 𝑘 ∈ ℕ için  

𝑇𝑘(𝜘) = 𝜘 

eşitliği sağlanıyorsa 𝜘 ∈ 𝑈 ya periyodik nokta denir. 

Bazı Dönüşüm Sınıfları ve Sabit Nokta 

Tanım 24: 𝑇: 𝐴 ⊆ ℝ → ℝ fonksiyonu ∀𝜘1 , 𝜘2 ∈ 𝐴 ve ∀𝜀 > 0 için |𝜘1 − 𝜘2| < 𝛿 iken 

|𝑇(𝜘1) − 𝑇(𝜘2)| < 𝜀 olacak şekilde 𝛿(𝜀) > 0 sayısı varsa 𝑇, 𝐴 kümesi üzerinde düzgün 

süreklidir. 

Tanım 25: (𝑈, 𝜁) metrik uzay ve  𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. ∀𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için 

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝑘𝜁(𝜘, 𝑣) 

şartını sağlayan 𝑘 ≥ 0 sabiti mevcutsa 𝑇 dönüşümüne Lipschitzian dönüşümü, 𝑘 sayısına da 

Lipschitzian sabiti denir. Lipschitzian şartını sağlayan her 𝑇 dönüşümü düzgün süreklidir. Fakat 

tersi her zaman doğru değildir (Berinde 2007). 

Tanım 26: (𝑈, 𝜁) bir metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 Lipschitzian dönüşüm olsun. Eğer 0 ≤ 𝑘 <

1 olması halinde  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝑘𝜁(𝜘, 𝑣) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümüne daraltan dönüşüm (contraction) veya büzülme 

dönüşümü denir. 

Lipschitzian dönüşüm düzgün süreklidir. Gerçekten 𝑇: 𝐴 ⊆ ℝ → ℝ fonksiyonu |𝑇(𝜘) −

𝑇(𝑣)| ≤ 𝑘|𝜘 − 𝑣| olacak şekilde 𝑘 ≥ 0 sabiti 𝜘, 𝑣 ∈ 𝐴 ve 𝜀 > 0 olsun. |𝜘 − 𝑣| < 𝛿 iken 

|𝑇(𝜘) − 𝑇(𝑣)| ≤ 𝑘|𝜘 − 𝑣| < 𝑘𝛿 = 𝜀 ⇒ 𝛿 =
𝜀

𝑘
 olur. Buradan 𝛿 ≤

𝜀

𝑘
 , 𝛿(𝜀) > 0 bulunur. Yani 

Lipschitzian dönüşüm düzgün süreklidir. 

Lipschitzian koşulunu sağlayan dönüşümler düzgün sürekli olduğundan dolayı daraltan 

dönüşüm de düzgün sürekli olur. Buradan 𝑇 sürekli değilse daraltan dönüşüm de olamaz 

(Berinde 2007). 
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Teorem 2:  (𝑈, 𝜁)  bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir daraltan dönüşüm olsun. 

∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝑘𝜁(𝜘, 𝑣) 

olacak şekilde bir 0 ≤ 𝑘 < 1 varsa, bu durumda 𝑇 dönüşümünün tek bir sabit noktası vardır 

(Banach, 1922). 

Tanım 27: (𝑈, 𝜁) metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. ∀𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 ve 𝜘 ≠ 𝑣 için  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜁(𝜘, 𝑣) 

şartı sağlanıyorsa  𝑇 ye kesin daraltan dönüşüm (contractive) denir (Berinde 2007). 

Tanım 28: (𝑈, 𝜁) metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. ∀𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için 

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝜁(𝜘, 𝑣) 

şartı sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümüne genişlemeyen dönüşüm (nonexpansive) denir (Berinde 2007). 

Yukarıdaki eşitsizliğin tersine 

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) > 𝜁(𝜘, 𝑣) 

sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümüne genişleyen dönüşüm denir. 

Örnek 6: 𝑈 = ℝ sayılar kümesi ve 𝜁(𝜘, 𝑣) = |𝜘 − 𝑣| olsun. 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümü için 

𝑇𝜘 = 𝜘 − 2 genişlemeyen dönüşümdür. Gerçekten 𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = |𝜘 − 2 − 𝑣 + 2| = |𝜘 − 𝑣| =

𝜁(𝜘, 𝑣) olur. Eşitlik sağlandığından genişlemeyen dönüşümdür. Ancak daraltan ve kesin 

daraltan değildir.  

Yukarıda tanımladığımız dönüşümler arasında  

𝑇 dönüşümü daraltan ⇒  𝑇 dönüşümü kesin daraltan ⇒  𝑇 dönüşümü genişlemeyen ⇒

𝑇 dönüşümü Lipschitzian ⇒ 𝑇 dönüşümü düzgün sürekli ⇒ 𝑇 dönüşümü sürekli 

şeklinde bir ilişki vardır. 
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Şekil 1. Dönüşümler arasındaki ilişki 

Tanım 29: (𝑈, 𝜁) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. Eğer her 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 

için  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛽[𝜁(𝜘, 𝑇𝜘) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝑣)] 

eşitsizliği 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 olması halinde sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümüne Kannan daraltan dönüşümü 

denir. 

Tanım 30: (𝑈, 𝜁) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. Eğer her  𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 

için  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛾[𝜁(𝜘, 𝑇𝑣) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝜘)] 

eşitsizliği 0 ≤ 𝛾 <
1

2
 olması halinde sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümüne Chatterjea dönüşümü denir. 

Tanım 31: (𝑈, 𝜁) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. Eğer her 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 

için   

1. 𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛼𝜁(𝜘, 𝑣) 

2. 𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛽[𝜁(𝜘, 𝑇𝜘) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝑣)] 

3. 𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛾[𝜁(𝜘, 𝑇𝑣) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝜘)] 

 

koşulları 0 ≤ 𝛼 < 1, 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 , 0 ≤ 𝛾 <

1

2
   olması halinde sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümüne 

Zamfirescu dönüşümü denir. 

Şimdi yukarıdaki metrik uzaylarda tanımlanan dönüşüm sınıfları aşağıda çarpımsal metrik 

uzaylarda ifade edilecektir. 

Tanım 32: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay olsun. Eğer  ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için  

                       T- sürekli 

                 T-düzgün sürekli 

            T-lipschitzian 

      T-genişlemeyen 

 T- kesin daraltan 

      T-daraltan 
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𝜁∗(𝑇𝜘1 , 𝑇𝜘2) ≤ 𝜁∗(𝜘1 , 𝜘2)𝛼 

koşulu sağlanacak şekilde bir 𝛼 ∈ [0,1) reel sayısı varsa 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümüne çarpımsal 

daraltan dönüşümü denir. 

Tanım 33: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay olsun. Eğer  ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için 

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]𝛽 

koşulu sağlanacak şekilde bir 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 reel sayısı varsa 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümüne çarpımsal 

Kannan daraltan dönüşümü denir. 

Örnek 7: 𝑈 = [1,2] ⊂ ℝ ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈, 𝑇𝜘 = √𝜘 dönüşümü verilsin. Her 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için 

𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑣
,

𝑣

𝜘
) çarpımsal metriğini göz önüne alalım. Bu durumda 𝑇 dönüşümü 

çarpımsal Kannan daraltan dönüşümüdür. 

Çözüm: 𝑇𝜘 = √𝜘  dönüşümü için 

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]𝛽 

eşitsizliğinden 

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, √𝜘). 𝜁∗(𝑣, √𝑣)]
𝛽

 

                ≤ [𝜁∗ (
𝜘

√𝜘
) . 𝜁∗ (

𝑣

√𝑣
)]

𝛽

 

≤ [𝜁∗

(
𝜘

√𝜘
)

(
𝑣

√𝑣
)

]

𝛽

 

   ≤ [𝜁∗ (
𝜘√𝑣

𝑣√𝜘
)]

𝛽

 

≤ [𝜁∗ (
√𝜘

√𝑣
)]

𝛽

 

bulunur ve çarpımsal Kannan daraltanlık şartı sağlanır. 

𝑇𝜘 = √𝜘  dönüşümünün sabit noktası 

𝑇𝜘 = √𝜘 ⇒ √𝜘 = 𝜘 ⇒ 𝜘 = 1 

olur. Yani 𝐹(𝑇) = {1} dir.  

Tanım 34: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay olsun. Eğer  ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için 
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𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)]𝛾 

koşulu sağlanacak şekilde bir 0 ≤ 𝛾 <
1

2
  reel sayısı varsa 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümüne çarpımsal 

Chatterjea dönüşümü denir. 

Örnek 8: 𝑈 = [1,2] ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈, 𝑇𝜘 =
𝜘+1

2
 dönüşümü verilsin. Her 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için 

𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑣
,

𝑣

𝜘
) çarpımsal metriğini göz önüne alalım. Bu durumda 𝑇 dönüşümü 

çarpımsal Chatterjea dönüşümüdür. 

Tanım 35: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay olsun. Eğer  ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 ve 0 ≤ 𝛼 < 1, 0 ≤

𝛽 <
1

2
 , 0 ≤ 𝛾 <

1

2
 için   

1. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣)𝛼 

2. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘) 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]𝛽 

3. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣) 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)]𝛾 

koşullarından en az biri sağlanıyorsa 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümüne çarpımsal Zamfirescu dönüşümü 

denir. 

Örnek 9: 𝑈 = [1,4] ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈, 𝑇𝜘 =
𝜘+2

3
 dönüşümü verilsin. Her 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için 

𝜁∗(𝜘, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥 (
𝜘

𝑣
,

𝑣

𝜘
) çarpımsal metriğini göz önüne alalım. Bu durumda 𝑇 dönüşümü 

çarpımsal Zamfirescu dönüşümüdür. 

Tanım 36:  (𝑈, 𝜁∗)  çarpımsal bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. 

Birbirinden farklı ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için 𝑟, 𝑝, 𝑞 ≥ 0 ve 𝑟 + 2𝑝 + 2𝑞 < 1 olacak şekilde 

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑣)]𝑟[𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]𝑝[𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)]𝑞 

koşulu sağlanırsa 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümüne çarpımsal Hardy-Rogers tipi dönüşümü denir. 

Tanım 37: 𝑆 ve 𝑇,  (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal metrik uzayında kendi üzerine iki çarpımsal 

dönüşüm olsun. Eğer ∀ 𝜘 ∈ 𝑈 için 𝑆𝑇𝜘 = 𝑇𝑆𝜘 koşulu sağlanıyorsa 𝑆 ve 𝑇 ye değişmeli 

dönüşümler denir. 

Tanım 38: 𝑆 ve 𝑇, (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal metrik uzayında kendi üzerine iki çarpımsal 

dönüşüm olsun. Eğer ∀ 𝜘 ∈ 𝑈 için 𝜁∗(𝑆𝑇𝜘, 𝑇𝑆𝜘) ≤ 𝜁∗(𝑆𝜘, 𝑇𝜘) ise 𝑆 ve 𝑇 ye zayıf değişmeli 

dönüşümler denir. 

Tanım 39: 𝑈 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. 𝑇𝜘 = 𝜘 olacak 

şekilde 𝜘 ∈ 𝑈 varsa 𝜘 ya 𝑇 nin sabit noktası denir. 𝑇𝜘 = 𝜘  denkleminin çözümleri 𝑇 nin sabit 

noktalarıdır. 𝐹(𝑇) veya 𝐹𝑖𝑥(𝑇) ile gösterilir. 
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Örnek 10: 𝑈 = ℝ ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈, 𝑇𝜘 = 𝜘3 dönüşümü verilsin. 𝑇𝜘 = 𝜘 ise 𝜘 − 𝜘3 = 0 

ve 𝜘(1 − 𝜘2) = 0 olur. Buradan 𝑇 dönüşümünün sabit noktaları 𝜘 = −1,0,1 elde edilir. Yani  

𝐹(𝑇) = {−1,0,1} olur. 

Örnek 11: 𝑈 = [0,2] ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈, 𝑇𝜘 = 2 − 𝜘 dönüşümünün sabit noktalarının 

kümesi 𝐹(𝑇) = {1} olur. 

Örnek 12: 𝑇: ℝ → ℝ dönüşümü 𝑡 ≠ 0 olmak üzere  𝑇𝜘 = 𝑡 + 𝜘 şeklinde tanımlansın. 

Bu durumda bu fonksiyonun sabit noktası yoktur. 

Tanım 40: 𝑈 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. Herhangi bir 𝜘 ∈

𝑈 için 𝑇𝑛(𝜘) 𝑣𝑒 𝑇0(𝜘) = 𝜘  dir. Buradan 𝑇𝑛+1(𝜘) = 𝑇(𝑇𝑛(𝜘)) yazılır. 𝑇𝑛(𝜘) dönüşümüne 𝜘 

nun 𝑇 altındaki 𝑛. iterasyonu (adımı) denir.  

Tanım 41: 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. 

1. Keyfi bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝐹(𝑇) ⊂ 𝐹(𝑇𝑛) 

2. Keyfi bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝐹(𝑇𝑛) = {𝜘} ⇒  𝐹(𝑇) = 𝜘 olur. Ancak tersi her zaman 

doğru değildir.  

Örnek 13: 𝑇: {1,2,3} ⟶ {1,2,3} dönüşümü 𝑇1 = 3, 𝑇2 = 2, 𝑇3 = 1 şeklinde 

tanımlanırsa 𝐹(𝑇2) = {1,2,3} olduğu halde 𝐹(𝑇) = {2} dir. 

Çözüm: 𝑇(𝜘) = {
3, 𝜘 = 1
2, 𝜘 = 2
1, 𝜘 = 3

 ⇒ 𝑇𝜘 = 𝜘 şartını sağlayan sadece  𝑇2 = 2 dir. Yani 𝐹(𝑇) =

{2} olur. Diğer yandan, 

 𝑇2(𝜘) = 𝑇(𝑇(𝜘)) = {
1, 𝜘 = 1
2, 𝜘 = 2
3, 𝜘 = 3

  olduğundan 𝐹(𝑇2) = {1,2,3} olur. Buradan 𝐹(𝑇) =

{2} iken 𝐹(𝑇2) ≠ {2} dir. 

Tanım 42: 𝑈 ≠ ∅ ve 𝑇, 𝑆: 𝑈 → 𝑈 iki dönüşüm olsun. 𝑇𝜘 = 𝑆𝜘 = 𝜘 olacak şekilde 𝜘 ∈

𝑈 varsa bu 𝜘 noktasına 𝑇 ve 𝑆 nin ortak sabit noktası denir. Ortak olan sabit noktalarının kümesi  

𝐹 = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝑆)  

şeklinde gösterilir. 

Örnek 14: 𝑈 = ℝ × ℝ ve 𝑇, 𝑆: 𝑈 → 𝑈 iki dönüşüm olsun. 𝑇(𝜘, 𝑣) = (𝜘, 0)  ve  

𝑆(𝜘, 𝑣) = (𝜘, 2𝑣) dönüşümlerinin ortak sabit noktalarının kümesi 𝐹 = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝑆) =

{(𝜘, 0)} dır. 

Çözüm: 𝑇(𝜘, 𝑣) = (𝜘, 0) ve 𝑇𝜘 = 𝜘 eşitliğinden   
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𝑇(𝜘, 𝑣) = (𝜘, 𝑣) = (𝜘, 0) ⇒ 𝑣 = 0  

olur. Buradan 𝐹(𝑇) = {(𝜘, 𝑣): 𝑣 = 0} olur. 𝑆(𝜘, 𝑣) = (𝜘, 2𝑣) ve 𝑆𝜘 = 𝜘 eşitliğinden ise  

𝑆(𝜘, 𝑣) = (𝜘, 𝑣) = (𝜘, 2𝑣) ⇒ 𝑣 = 2𝑣 ⇒ 𝑣 = 0  

olur. Buradan da 𝐹(𝑆) = {(𝜘, 𝑣): 𝑣 = 0} bulunur. O halde ortak sabit noktalarının kümesi      

𝐹 = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝑆) = {(𝜘, 0)} 

olur.
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MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde tezin temel kısımlarının oluşturulmasında kullanılacak çarpımsal metrik 

uzaylarda bazı sabit nokta teoremleri ve bu teoremlerin ispatı verilmiştir. 

Çarpımsal Metrik Uzaylarda Bazı Sabit Nokta Teoremleri 

Teorem 3: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal metrik uzay ve  𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir çarpımsal daraltan dönüşüm 

olsun. Eğer (𝑈, 𝜁∗) tam ise 𝑇 dönüşümü tek bir sabit noktaya sahiptir (Ozavsar ve Cevikel, 

2017). 

İspat: 𝜘0, 𝑈 da keyfi bir nokta ve 𝑈’da {𝜘𝑛} dizisini 𝑛 = 1,2,3,4, … için  𝜘𝑛 = 𝑇𝜘𝑛−1 

olarak alalım. 𝑇 çarpımsal daraltan olduğundan  

𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝜘𝑛) ≤ 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛−1)𝜆 ≤ 𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛−2)𝜆2
≤. . . ≤ 𝜁∗(𝜘1, 𝜘0)𝜆𝑛

 

sonucunu elde ederiz. 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑚 > 𝑛 olsun. O halde 

𝜁∗(𝜘𝑚, 𝜘𝑛) ≤  𝜁∗(𝜘𝑚, 𝜘𝑚−1) … 𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝜘𝑛) 

              ≤ 𝜁∗(𝜘1, 𝜘0)𝜆𝑚−1
+ ⋯ + 𝜆𝑛  

            ≤ 𝜁∗(𝜘1, 𝜘0)
𝜆𝑛

1−𝜆                      

dır. Buradan 𝜁∗(𝜘𝑚, 𝜘𝑛) → 1 (𝑚, 𝑛 → ∞) olur. Dolayısıyla  𝜘𝑛 = 𝑇𝑛𝜘0 dizisi çarpımsal 

Cauchy dizisidir. 𝑈 uzayı tam olduğundan  𝜘𝑛 → 𝑧 (𝑛 → ∞) olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝑈 

mevcuttur. Ayrıca 

𝜁∗(𝑇𝑧, 𝑧) ≤ 𝜁∗(𝑇𝜘𝑛 , 𝑇𝑧). 𝜁∗(𝑇𝜘𝑛 , 𝑧) ≤ 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝑧)𝜆. 𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝑧) → 1 (𝑛 → ∞)  

dır. Böylece 𝜁∗(𝑇𝑧, 𝑧) = 1 olur. Bu durumda 𝑧, 𝑇’nin bir sabit noktasıdır. Yani 𝑇𝑧 = 𝑧 dir. 

Şimdi bu sabit noktanın tek olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki farklı bir 𝑦 noktası için 𝑇𝑦 =

𝑦 olsun. Bu durumda 

𝜁∗(𝑧, 𝑦) = 𝜁∗(𝑇𝑧, 𝑇𝑦) ≤ 𝜁∗(𝑧, 𝑦)𝜆 

dır. Böylece 𝜁∗(𝑧, 𝑦) = 1 ve 𝑦 = 𝑧 dir. Bu sonuç z’nin 𝑇’nin tek bir sabit noktası olduğunu 

ifade eder. 

Teorem 4: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay ise ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için 𝜁(𝜘, 𝑣) = 𝐼𝑛𝜁∗(𝜘, 𝑣) 

şeklinde tanımlanan metriğe göre (𝑈, 𝜁) bir metrik uzaydır. Tersine, eğer  (𝑈, 𝜁) bir metrik uzay 
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ise (𝑈, 𝜁∗), ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 𝑖ç𝑖𝑛 𝜁∗(𝜘, 𝑣) = ℯ𝜁(𝜘,𝑣)  olarak tanımlanan metriğe göre bir çarpımsal 

metrik uzaydır (Agarwal et al. 2016). 

Yukarıdaki teorem, aşağıdaki verilecek olan bazı sonuçların denkliklerini göstermek 

için kullanılacaktır. 

Teorem 5: (𝑈, 𝜁) sıralı kompakt bir metrik uzay olsun. 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümü, ∀𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 

ve 𝜘 ≠ 𝑣 için 

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜁(𝜘, 𝑣) (2) 

şartını sağlıyorsa tek bir sabit noktaya sahiptir (Ozavşar ve Cevikel, 2012). 

Çarpımsal metrik uzaylardaki benzer sonuç aşağıdaki gibidir. 

Teorem 6: (𝑈, 𝜁∗) sıralı kompakt çarpımsal bir metrik uzay olsun. 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümü, 

∀𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 ve 𝜘 ≠ 𝑣 için 

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜁∗(𝜘, 𝑣) (3) 

şartını sağlıyorsa tek bir sabit noktaya sahiptir (Došenović et al. 2016). 

Teorem 7: Teorem 5 ve Teorem 6 eşdeğerdir (Došenović et al. 2016). 

İspat: (2) koşulunun sağlandığını kabul edelim. O zaman,  

ℯ𝜁(𝑇𝜘,𝑇𝑣) < ℯ𝜁(𝜘,𝑣)  

olur. Buradan 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜁∗(𝜘, 𝑣) dir. Böylece (3) koşulu sağlanır. Şimdi de (3) koşulunun 

geçerli olduğunu varsayalım. O zaman  

𝐼𝑛𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝐼𝑛𝜁∗(𝜘, 𝑣) 

olur. Buradan 𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜁(𝜘, 𝑣)  elde edilir. Yani (2) doğrudur. 

Teorem 8: (𝑈, 𝜁) tam bir metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümü her 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜑1𝜁(𝜘, 𝑣) (4) 

şartını sağlasın. Burada 𝜑1: [0, ∞) → [0, ∞) sağdan üst yarı-sürekli bir fonksiyon olup, 𝑡 > 0 

için 𝜑1(𝑡) < 𝑡 dir. Bu durumda 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır. (Boyd and Wong, 1969). 

Çarpımsal metrik uzaylardaki benzer sonuç aşağıdaki gibidir. 

Teorem 9: (𝑈, 𝜁∗) tam çarpımsal bir metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümü her 

𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜑2𝜁∗(𝜘, 𝑣) (5) 
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şartını sağlasın. Burada 𝜑2: [1, ∞) → [1, ∞) sağdan üst yarı-sürekli bir fonksiyon olup, 

𝑡 > 1 için  𝜑2(𝑡) < 𝑡 dir. Bu durumda 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır. (Došenović et al. 

2016). 

Teorem 10: Teorem 8 ve Teorem 9 eşdeğerdir (Došenović et al. 2016). 

İspat: (4) koşulunun geçerli olduğunu varsayalım. O zaman,  

ℯ𝜁(𝑇𝜘,𝑇𝑣) ≤ ℯ𝜑1𝜁(𝜘,𝑣) = ℯ𝜑1(𝐼𝑛𝜁∗(𝜘,𝑣)), 

olur. Yani,  

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ ℯ𝜑1(𝐼𝑛𝜁∗(𝜘,𝑣)) = 𝜑2𝜁∗(𝜘, 𝑣), 

elde edilir. Burada, 𝜑2 = 𝑒𝑥𝑝 ∘ 𝜑1 ∘ 𝐼𝑛 olduğundan (4) numaralı eşitsizliğin (5) numaralı 

eşitsizliğini sağladığını görüyoruz. Ayrıca 𝜑1 ile birlikte 𝜑2: [1, ∞) → [1, ∞) sağdan üst yarı 

süreklidir ve 𝑡 > 1 için  𝜑2(𝑡) < 𝑡 dir. 

Tersine, şimdi (5)’in sağlandığını varsayalım. Buradan  

𝐼𝑛𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝐼𝑛(𝜑2(𝜁∗(𝜘, 𝑣))) = 𝐼𝑛(𝜑2(ℯ𝜁(𝜘,𝑣))) 

olur. Yani, 

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝐼𝑛 (𝜑2(ℯ𝜁(𝜘,𝑣))) (6) 

dir. 

Burada (𝑈, 𝜁) tam bir metrik uzaydır. (6) eşitsizliğinde 𝜑1 = 𝐼𝑛 ∘ 𝜑2 ∘ 𝑒𝑥𝑝 denilirse  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝜑1(𝜁(𝜘, 𝑣)) eşitliğinin elde edilir.  

𝜑1: [0, ∞) → [0, ∞) 

dönüşümü 𝜑2 gibi sağdan üst yarı süreklidir ve 𝑡 > 0 için 𝜑1(𝑡) < 𝑡 dir. Böylece teoremin 

ispatı tamamlanır.   

Meir ve Keeler tarafından 1969 yılında yayınlanan makalede çok ilginç bir teorem 

kanıtlanmıştır. Onlar, Banach daraltan sonucunun daha geniş bir daraltan dönüşüm sınıfı için 

geçerli olduğunu kanıtladılar.  

Teorem 11: (𝑈, 𝜁) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümü verilsin 𝑥 ∈ 𝑈 ve 𝜘 ∈ 𝑈 

için lim
𝑛→∞

𝑇𝑛𝜘 = 𝑥 olsun. ∀𝜀 > 0 için 

𝜀 ≤ 𝜁(𝜘, 𝑣) < 𝜀 + 𝛿 ⇒ 𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜀 (7) 
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olacak şekilde bir 𝛿 > 0 sayısı varsa bu durumda 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır (Meir and 

Keeler, 1969). 

Çarpımsal metrik uzaylar bağlamındaki teorem aşağıdaki gibidir. 

Teorem 12: (𝑈, 𝜁∗) tam çarpımsal bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümü verilsin. 𝑥 ∈

𝑈 ve 𝜘 ∈ 𝑈 için lim
𝑛→∞

𝑇𝑛𝜘 = 𝑥 olsun. ∀𝜀 > 1 için 

𝜀 ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣) < 𝜀. 𝛿 ⇒ 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜀 (8) 

olacak şekilde bir 𝛿 > 1 sayısı varsa bu durumda 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır (Došenović 

et al. 2016). 

Bu bölümde ifade ettiğimiz gibi, amacımız yukarıda belirtilen teoremlerin eşdeğerliğini 

göstermektir. 

Teorem 13: Teorem 11 ve Teorem 12 eşdeğerdir (Došenović et al. 2016). 

İspat: Burada, (8) ifadesinin (7) ifadesini ve tersine (7) ifadesinide (8) ifadesini 

gerektirdiğini göstereceğiz. (8)’in sağlandığını varsayalım ve 𝜀 > 0 olsun. ℯ𝜀 > 1 olduğundan 

ℯ𝜀 ≤ ℯ𝜁(𝜘,𝑣) = 𝜁∗(𝜘, 𝑣) < ℯ𝜀. ℯ𝛿 ⇒ 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = ℯ𝜁(𝑇𝜘,𝑇𝑣) < ℯ𝜀  

olacak şekilde bir 𝛿 > 0 sayısı vardır. Başka bir ifadeyle (In ve exp fonksiyonlarının artan 

fonksiyonlar olduğundan) 

𝜀 ≤ 𝜁(𝜘, 𝑣) < 𝜀 + 𝛿 ⇒ 𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜀 

Yazılır. 

Dolayısıyla (7) sağlanır. 

Tersine, şimdi (7)’nin sağlandığını varsayalım ve 𝜀 > 1 olsun. O zaman  

𝐼𝑛𝜀 ≤ 𝜁(𝜘, 𝑣) = 𝐼𝑛𝜁∗(𝜘, 𝑣) < 𝐼𝑛𝜀 + 𝐼𝑛𝛿 ⇒ 𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = 𝐼𝑛𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝐼𝑛𝜀 

elde edilir. 

Başka bir deyişle       

𝜀 ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣) < 𝜀. 𝛿 ⇒ 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜀 

olur. 

Dolayısıyla (8) sağlanır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 14: (𝑈, 𝜁∗) tam çarpımsal bir metrik uzay, ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir 

dönüşüm olsun. Eğer 0 ≤ 𝛼 < 1, 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 , 0 ≤ 𝛾 <

1

2
   olması halinde   
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1. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣)𝛼 

2. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]𝛽 

3. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)]𝛾 

  

şartlarından en az biri sağlanıyorsa 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır (Sarwar and Rome, 2014). 

İspat: 𝛿 = 𝑚𝑎𝑥 {𝛼,
𝛽

1−𝛽
,

𝛾

1−𝛾
}   alınırsa 𝛿 < 1 olur. 𝜘0 ∈ U keyfi bir eleman ve 𝑛 ≥ 0 

olsun. 𝜘 = 𝑇𝑛𝜘0 ve 𝑣 = 𝑇𝑛+1𝜘0 alalım. 

Eğer 𝜘 ≠ 𝑣 ise, bu durumda 𝜘,  𝑇’nin sabit noktasıdır. Bu iki nokta için koşul (1) sağlanıyorsa  

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0) ≤ (𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+1𝜘0))𝛿  

olur. 𝜘 ve 𝑣 için koşul (2) sağlanıyorsa,  

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0) ≤ (𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+1𝜘0). 𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0))𝛽 

                                            = (𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+1𝜘0)𝛽. (𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0))𝛽 

yazılır. Buradan 

((𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0))1−𝛽 = 𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+1𝜘0)𝛽 

elde edilir. 

Ayrıca  

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0) = 𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+1𝜘0)
𝛽

1−𝛽 ≤ (𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+1𝜘0))𝛿  

olur. 

𝜘 ve 𝑣 için koşul (3) sağlanırsa o zaman   

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0) ≤ (𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0). 𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛+1𝜘0))𝛾   

= (𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0)𝛾. 1 

                                      ≤ (𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+1𝜘0). 𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0))𝛾 

   × 𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0)        

   = 𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+1𝜘0)
𝛽

1−𝛽     

   ≤ (𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+1𝜘0))𝛿      

elde edilir. Bu eşitsizlik her 𝑛 için doğru olup 

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛+2𝜘0) ≤ (𝜁∗(𝑇𝑛𝜘0, 𝑇𝑛+1𝜘0))𝛿                                          
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≤ (𝜁∗(𝑇𝑛−1𝜘0, 𝑇𝑛𝜘0))𝛿2
 

≤ (𝜁∗(𝜘0, 𝑇𝜘0))𝛿𝑛+1
         

yazılır. 

Her 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁 ve 𝑚 > 𝑛 olsun. Çarpımsal üçgen eşitsizliği kullanılırsa 

(𝜁∗(𝑇𝑚𝜘0, 𝑇𝑛𝜘0) ≤ (𝜁∗(𝑇𝑚𝜘0, 𝑇𝑚−1𝜘0). (𝜁∗(𝑇𝑚−1𝜘0, 𝑇𝑚−2𝜘0) … (𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜘0, 𝑇𝑛𝜘0) 

≤ (𝜁∗(𝑇𝜘0, 𝜘0))𝛿𝑚−1+𝛿𝑚−2+𝛿𝑚−3…+𝛿𝑛
                         

= (𝜁∗(𝑇𝜘0, 𝜘0))
𝛿𝑛−𝛿𝑚

1−𝛿                                                      

sonucuna varılır. 𝛿 < 1 olduğundan  

lim
𝑚,𝑛→∞

𝜁∗(𝑇𝑚𝜘0, 𝑇𝑛𝜘0) = 1 

olur. Bu {𝑇𝑛𝜘0} dizisinin çarpımsal Cauchy dizisi olduğunu gösterir ve 𝑈 tam olduğundan bu 

dizi 𝑈’da bir 𝑧 noktasına yakınsar.  

Şimdi 𝑇(𝑧) = 𝑧 olduğunu iddia ediyoruz. 𝑇(𝑧) ≠ 𝑧 olduğunu varsayalım. Bu durumda 

𝜁∗(𝑇𝑧, 𝑧) = ε > 1 için 

𝐵 = {𝜘 ∈ 𝑈|𝜁∗(𝜘, 𝑧) < 𝜀
1
4} 

şeklinde 𝑧 merkezli yuvarını ele alalım. Şimdi herhangi bir 𝜘 ∈ 𝐵 için 𝜁∗(𝑧, 𝑇z) ≤

𝜁∗(𝑧, 𝜘). 𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑧) dir. Bu ise 𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑧) > 𝜀
3

4 anlamına gelir. {𝑇𝑛𝜘0}, 𝑧’ye yakınsadığından 

merkezi 𝑧 olan her yuvar {𝑇𝑛𝜘0}’nin sonsuz sayıda terimini içerir ve bundan dolayı ∀𝑛 ≥  𝑝 

doğal sayısı için 𝑇𝑛𝜘0 ∈ 𝐵  olur. 

Teoremin hipotezine göre 𝑇𝑝𝜘0 ve 𝑧 için aşağıdaki üç koşuldan en az biri sağlanmalıdır: 

1. 𝜁∗(𝑇𝑝+1𝜘0, 𝑇𝑧) ≤ 𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑧)𝛼 

2. 𝜁∗(𝑇𝑝+1𝜘0, 𝑇𝑧) ≤ [𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑇𝑝+1𝜘0). 𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑧)]𝛽 

3. 𝜁∗(𝑇𝑝+1𝜘0, 𝑇𝑧) ≤ [𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑇𝑧). 𝜁∗(𝑇𝑝+1𝜘0, 𝑧)]𝛾 

 

Koşul (1) mümkün değildir. Çünkü 

𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑧)𝛼 < 𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑧) < 𝜀
1
4 < 𝜀

3
4 < 𝜁∗(𝑇𝑝+1𝜘0, 𝑇𝑧) 

olup 
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[𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑇𝑝+1𝜘0). 𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑧)]𝛽

< [𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑇𝑝+1𝜘0). 𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑧)]
1
2 ≤ [𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑧). 𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑝+1𝜘0). 𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑧)]

1
2

< (𝜀
1
4. 𝜀

1
4. 𝜀)

1
2 = 𝜀

3
4

< 𝜁∗(𝑇𝑝+1𝜘0, 𝑇𝑧)  ≤ [𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑧). 𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑝+1𝜘0). 𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑧)]
1
2 < (𝜀

1
4. 𝜀

1
4. 𝜀)

1
2

= 𝜀
3
4 < 𝜁∗(𝑇𝑝+1𝜘0, 𝑇𝑧) 

eşitsizliği elde edilir. 

Bu durum da koşul (2)’nin çelişkili olduğunu gösterir. 

Benzer şekilde koşul (3) için 

[𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑇𝑧). 𝜁∗(𝑇𝑝+1𝜘0, 𝑧)]𝛾

< [𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑇𝑧). 𝜁∗(𝑇𝑝+1𝜘0, 𝑧)]
1
2 ≤ [𝜁∗(𝑇𝑝𝜘0, 𝑧). 𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑧). 𝜁∗(𝑇𝑝+1𝜘0, 𝑧)]

1
2

< (𝜀
1
4. 𝜀

1
4. 𝜀)

1
2 = 𝜀

3
4 < 𝜁∗(𝑇𝑝+1𝜘0, 𝑇𝑧) 

eşitsizliği çelişki belirtir. 

Dolayısıyla 𝑇𝑝𝜘0 ve 𝑧 için üç koşuldan hiçbiri sağlanmamaktadır. Dolayısıyla 𝑇(𝑧) = 𝑧 

olmalıdır. 

Teklik: 𝑧′ ≠ 𝑧 olmak üzere 𝑧′ ∈ 𝐵, 𝑇 dönüşümünün bir başka sabit noktası olsun. Yani 

𝑇(𝑧′) = 𝑧′ olsun. 𝜁∗ çarpımsal bir metrik olduğundan, 𝜁∗(𝑧, 𝑧′) > 1 olmalıdır. 𝑧, 𝑧′ ∈ 𝐵 ve her 

𝛼 ∈ [0,1) için 

𝜁∗(𝑇𝑧, 𝑇𝑧′) > 𝜁∗(𝑧, 𝑧′)𝛼  

ve  

her 𝛽 ∈ [0,
1

2
) için 

𝜁∗(𝑇𝑧, 𝑇𝑧′) > [𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑧). 𝜁∗(𝑧′, 𝑇𝑧′)]𝛽 

ve her   𝛾 ∈ [0,
1

2
) için 

𝜁∗(𝑇𝑧, 𝑇𝑧′) = [𝜁∗(𝑇𝑧, 𝑇𝑧′)]
1
2. [𝜁∗(𝑇𝑧, 𝑇𝑧′)]

1
2 = [𝜁∗(𝑇𝑧, 𝑧′). 𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑧′)]

1
2 

> [𝜁∗(𝑇𝑧, 𝑧′). 𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑧′)]𝛾                                       

olur. Dolayısıyla teoremin üç koşulundan hiçbiri 𝐵’nin 𝑧 ve 𝑧′ noktaları için sağlanmamaktadır. 

Bu ise 𝑇’nin sabit noktasının tek olduğunu gösterir. 
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Teorem 15: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olmak üzere, 

0 ≤ 𝛼 < 1, 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 , 0 ≤ 𝛾 <

1

2
   ve ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 farklı nokta çifti için Teorem 14’ün 

koşullarından en az biri sağlanmış olsun. Bir 𝜘0 için {𝑇𝑛𝜘0} dizisi, 𝑈’da bir 𝑧1 limit noktasına 

sahipse, 𝑧1 𝑇 'nin tek sabit noktasıdır (Sarwar and Rome, 2014). 

İspat: Teorem 14’ün ispatındaki adımlar takip edilerek 𝑇𝑛𝜘0’nın çarpımsal Cauchy 

dizisi olduğu sonucuna varılır. Çünkü 𝑇𝑛𝜘0 → 𝑧1 dir. Dolayısıyla 𝑧1’in 𝑇 'nin sabit noktası 

olduğu elde edilir. 

Teorem 16: 𝑈, (𝑈, 𝜁∗) tam çarpımsal metrik uzayında bir küme 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm 

ve 0 ≤ 𝛼 < 1, 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 , 0 ≤ 𝛾 <

1

2
   olmak üzere 𝑈 deki farklı her nokta çifti için Teorem 

14’ün koşullarından en az biri sağlanmış olsun. Bu durumda 𝜘0 ∈ 𝑈 için, {𝑇𝑛𝜘0}𝑛=0
∞  dizisi 

𝜘0’ın seçiminden bağımsız olarak 𝑈’da bir noktaya yakınsar (Sarwar and Rome, 2014). 

İspat: Teorem 14’ün ispatına benzer olarak, 𝑧 ∈ 𝑈 için lim
𝑛→∞

𝑇𝑛(𝜘0) = 𝑧 dir. 𝑧′ ∈ 𝑈 

olmak üzere 𝑈’daki keyfi bir 𝑣0 noktası için 𝑇𝑛(𝑣0) → 𝑧′ olsun. Şimdi 𝑧 = 𝑧′ olduğunu 

göstereceğiz. Aksine 𝑧 ≠ 𝑧′ olduğunu varsayalım. Böylece  

𝜁∗(𝑧, 𝑧′) > 1 ve 1 <  𝜀 < 𝜁∗(𝑧, 𝑧′)
1

2
.𝑚𝑖𝑛{

1−𝛼

1+𝛼
,
1

2
,
1−2𝛾

1+2𝛾
}
 

olmak üzere 𝜀 > 1 reel olduğunu kabul edelim. {𝑇𝑛(𝜘0)} ve {𝑇𝑛(𝑣0)} dizileri yakınsak 

olduklarından, her 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), 𝑧) ≤ 𝜀 ve 𝜁∗(𝑇𝑛(𝑣0), 𝑧′) ≤ 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 

sayısı vardır. 

𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝜘 = 𝑇𝑛(𝜘0) ve 𝑣 = 𝑇𝑛(𝑣0) olsun. 𝜘 ≠ 𝑣 olmak üzere 𝜘 ve 𝑣 için Teorem 14’ün 

1. şartı sağlanmış olsun. O zaman, 

𝜁∗(𝑇𝑛+1(𝜘0), 𝑇𝑛+1(𝑣0)) ≤ (𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), 𝑇𝑛(𝑣0)))𝛼                           

                                                ≤ 𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), 𝑧). 𝑑∗(𝑧, 𝑧′). 𝜁∗(𝑧′, 𝑇𝑛(𝑣0)))𝛼 

≤ 𝜁∗(𝑧, 𝑧′)𝛼. 𝜀2𝛼    

olur. 

Fakat 𝜀’nun 𝜁∗(𝑧, 𝑧′)
1

2
.
1−𝛼

1+𝛼 ifadesinden küçük olduğu kabul edildiğinde 

𝜁∗(𝑧, 𝑧′)𝛼. 𝜀2𝛼 <
𝜁∗(𝑧, 𝑧′)

𝜀2
 

olur. Sonuç olarak 

(𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), 𝑇𝑛(𝑣0)))𝛼 <
𝜁∗(𝑧, 𝑧′)

𝜀2
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                                                  ≤
𝜁∗(𝑧, 𝑧′)

𝜁∗(𝑇𝑛+1(𝜘0), 𝑧). 𝜁∗(𝑧′, 𝑇𝑛+1(𝑣0))
 

                               ≤ 𝜁∗(𝑇𝑛+1(𝜘0), 𝑇𝑛+1(𝑣0)) 

elde edilir. Bu bir çelişki oluşturur. 

Şimdi 𝜘 ve 𝑣 için Teorem 14’ün 2. şartı sağlanmış olsun. Dolayısıyla, 

𝜁∗(𝑇𝑛+1(𝜘0), 𝑇𝑛+1(𝑣0)) < [𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), (𝑇𝑛+1(𝜘0)). 𝑇𝑛(𝑣0). 𝑇𝑛+1(𝑣0)]𝛽 

olur. 

Buradan 

[𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), (𝑇𝑛+1(𝜘0)). 𝑇𝑛(𝑣0). 𝑇𝑛+1(𝑣0)]𝛽

≤ (𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), 𝑧). 𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑛+1(𝜘0)). (𝑇𝑛(𝑣0), 𝑧′). 𝜁∗(𝑧′, 𝑇𝑛+1(𝑣0)))
𝛽

 

≤ 𝜀4𝛽                                                                                          

elde edilir. 

𝜀 < 𝜁∗(𝑧, 𝑧′)
1
2.

1
2 < 𝜁∗(𝑧, 𝑧′)

1
2.

1
1+2𝛽 

eşitsizliğinden 

𝜀4𝛽 <
𝜁∗(𝑧, 𝑧′)

𝜀2
 

yazılır. Sonuç olarak 

[𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), (𝑇𝑛+1(𝜘0)). 𝑇𝑛(𝑣0). 𝑇𝑛+1(𝑣0)]𝛽 ≤ 𝜀4𝛽 <
𝜁∗(𝑧, 𝑧′)

𝜀2
≤ 𝜁∗(𝑇𝑛+1(𝜘0), 𝑇𝑛+1(𝑣0)) 

eşitsizliği bir çelişki belirtir. 

𝜘 ve 𝑣 için Teorem 14’ün 3. şartı sağlanmış olsun. Bu taktirde  

𝜁∗((𝑇𝑛+1(𝜘0), 𝑇𝑛+1(𝑣0)) ≤ [𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), (𝑇𝑛+1(𝜘0)). 𝑇𝑛(𝑣0). 𝑇𝑛+1(𝑣0)]𝛾 

olur. Diğer taraftan 

[𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), (𝑇𝑛+1(𝜘0)). 𝜁∗ (𝑇𝑛(𝑣0). 𝑇𝑛+1(𝑣0))]
𝛾

≤ (𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), 𝑧). 𝜁∗(𝑧, 𝑧′). 𝜁∗(𝑧′, 𝑇𝑛+1(𝜘0))

× 𝜁∗(𝑇𝑛(𝑣0), 𝑧). 𝜁∗(𝑧, 𝑧′). 𝜁∗(𝑧′, 𝑇𝑛+1(𝜘0)))
𝛾
 

≤ 𝜁∗(𝑧, 𝑧′)2𝛾. 𝜀4𝛾                                                                                      
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elde edilir. Buradan  

𝜀 < 𝜁∗(𝑧, 𝑧′)
1
2

.
1−2𝛾
1+2𝛾 ⇒ 𝜁∗(𝑧, 𝑧′)2𝛾. 𝜀4𝛾 <

𝜁∗(𝑧, 𝑧′)

𝜀2
 

gerektirmesi yazılır. Bu durumda 

[𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), (𝑇𝑛+1(𝜘0)). 𝜁∗ (𝑇𝑛(𝑣0). 𝑇𝑛+1(𝑣0))]
𝛾

<
𝜁∗(𝑧, 𝑧′)

𝜖2
≤ 𝜁∗(𝑇𝑛+1(𝜘0), 𝑇𝑛+1(𝑣0)) 

eşitsizliği çelişki oluşturur. 

Bu nedenle, 𝑧′ = 𝑧 olmalıdır ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 17: (𝑈, 𝜁∗) tam çarpımsal bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 sürekli bir dönüşüm 

olsun. 𝑈 daki farklı her 𝜘, 𝑣 nokta çifti için  

1. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < 𝜁∗(𝜘, 𝑣) 

2. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]
1

2 

3. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) < [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)]
1

2 

şartlarından en az biri sağlansın. Bu durumda  𝜘0 ∈ 𝑈 için {𝑇𝑛𝜘0}𝑛=0
∞  dizisi 𝑈’da bir 𝑧 limit 

noktasına sahipse 𝑧,  𝑇’nin tek sabit noktasıdır (Sarwar and Rome, 2014). 

İspat: lim
𝑖→∞

𝑇𝑛𝑖(𝜘0) = 𝑧 olacak şekilde  {𝑇𝑛(𝜘0)}𝑛=0
∞  dizisinin {𝑇𝑛𝑖(𝜘0)}𝑛=0

∞  alt dizisini 

göz önüne alalım. 𝑇’nin sürekliliğinden dolayı, lim
𝑖→∞

𝑇𝑛𝑖+1(𝜘0) = 𝑇(𝑧) ve lim
𝑖→∞

𝑇𝑛𝑖+2(𝜘0) =

𝑇2(𝑧) olur. 

Negatif olmayan her 𝑛 tamsayısı için ya 𝑇𝑛(𝜘0) = 𝑇𝑛+1(𝜘0) veya  

𝜁∗(𝑇𝑛+1(𝜘0), 𝑇𝑛+2(𝜘0)) < 𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), 𝑇𝑛+1(𝜘0)) 

olduğunu göstereceğiz. Kabul edelim ki negatif olmayan bir 𝑚 tam sayısı olacak şekilde, 

𝑇𝑚(𝜘0) ≠ 𝑇𝑚+1(𝜘0)  

ve  

𝜁∗(𝑇𝑚(𝜘0), 𝑇𝑚+1(𝜘0)) ≤ 𝜁∗(𝑇𝑚+1(𝜘0), 𝑇𝑚+2(𝜘0)) 

dir.  

Açıkça, 𝜘 = 𝑇𝑚(𝜘0) ve 𝑣 = 𝑇𝑚+1(𝜘0) farklı noktalar için, (1) eşitsizliği, Teorem 17’nin 

sırasıyla (1), (2) ve (3) koşullarının hiçbirini sağlamaz. Hipotezden 

𝜁∗(𝑇𝑚+1(𝜘0), 𝑇𝑚+2(𝜘0)) 
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< 𝜁∗(𝑇𝑚(𝜘0), 𝑇𝑚+1(𝜘0))𝜁∗(𝑇𝑚+1(𝜘0), 𝑇𝑚+2(𝜘0))

< (𝜁∗(𝑇𝑚(𝜘0), 𝑇𝑚+1(𝜘0). 𝜁∗(𝑇𝑚+1(𝜘0), 𝑇𝑚+2(𝜘0)))
1
2. 𝜁∗(𝑇𝑚+1(𝜘0), 𝑇𝑚+2(𝜘0))

< (𝜁∗(𝑇𝑚(𝜘0), 𝑇𝑚+2(𝜘0). 1))
1
2 

≤ (𝜁∗(𝑇𝑚(𝜘0), 𝑇𝑚+1(𝜘0). 𝜁∗(𝑇𝑚+1(𝜘0), 𝑇𝑚+2(𝜘0)))
1
2                                                 

olur. 

Böylece  𝑇𝑚(𝜘0) ≠ 𝑇𝑚+1(𝜘0) için 

𝜁∗(𝑇𝑚+1(𝜘0), 𝑇𝑚+2(𝜘0)) < 𝜁∗(𝑇𝑚(𝜘0), 𝑇𝑚+1(𝜘0)) 

yazılır. Dolayısıyla {𝜁∗((𝑇𝑛(𝜘0), 𝑇𝑛+1(𝜘0))}
𝑛=0

∞
 monoton azalan ve yakınsak bir dizidir, ve 

𝜁∗(𝑧, 𝑇𝑧) = lim
𝑖→∞

𝜁∗(𝑇𝑛𝑖(𝜘0), 𝑇𝑛𝑖+1(𝜘0)) = lim
𝑖→∞

𝜁∗(𝑇𝑛(𝜘0), 𝑇𝑛+1(𝜘0))

= lim
𝑖→∞

𝜁∗(𝑇𝑛𝑖+1(𝜘0), 𝑇𝑛𝑖+2(𝜘0)) = 𝜁∗(𝑇(𝑧), 𝑇2(𝑧)) 

dir. Limit noktalarının tekliğinden dolayı, 𝑇(𝑧) = 𝑧 olduğu sonucuna varılır. 

Sabit noktanın tekliği için, 𝑇’nin 𝑧 ≠ 𝑧′ olacak şekilde bir başka sabit noktasının 

olduğunu kabul edelim. Teorem 14’ün ispatında olduğu gibi, bu farklı noktalar için teoremin 

üç koşulundan hiçbiri sağlanmaz. Buda ispatı tamamlar. 

Teorem 18: 𝑈 bir tam çarpımsal metrik uzay olsun. 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümü için, eğer 𝑈’da 

ki her farklı nokta çifti için Teorem 16’nın (1), (2), (3) koşullarından en az biri sağlanıyorsa 

𝜘0 ∈ 𝑈 ve {𝑇𝑛𝜘0}𝑛=0
∞  dizisi 𝑈’da bir 𝑧 limit noktasına sahip ve 𝑇, hem 𝑧 noktasında hemde 

𝑇(𝑧) noktasında sürekli ise 𝑧, 𝑇’nin tek bir sabit noktasıdır (Sarwar and Rome, 2014). 

Teorem 19: 𝑈 tam çarpımsal bir metrik uzay olsun. 𝑇: 𝑈 → 𝑈 dönüşümü, 𝑈’da ki her 

farklı nokta çifti için Teorem 16’nın (1), (2), (3) koşullarından en az birini sağlasın. Bir 𝜘0 ∈ 𝑈 

için, {𝑇𝑛𝜘0}𝑛=0
∞  dizisi 𝑈’da bir 𝑧 noktasına yakınsıyorsa 𝑧, 𝑇’nin tek bir sabit noktasıdır (Sarwar 

and Rome, 2014). 

İspat: Sabit noktanın tekliği Teorem 14’e benzer şekilde yapılabilir. Sabit noktanın 

varlığını göstermek için, yine Teorem 14’ün ispatındaki adımlar izlenerek, Teorem 14’ün 1,2 

ve 3 koşulları için 𝛼, 𝛽 ve 𝛾 sabitlerini kullanmak gerekmez. Sadece Teorem 17’nin üç 

koşulundan en az birinin geçerliliğini göstermek yeterlidir. 

Teorem 20: (𝑈, 𝜁∗) tam çarpımsal bir metrik uzay ve ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için 

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤
[𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]

1
2

𝜑(𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣))
(9) 
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olacak şekilde 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. Burada  𝜑: [1, ∞) × [1, ∞) → [1, ∞) sürekli bir 

fonksiyon olup 𝜑(𝑥, 𝑦) = 1 olması için gerek ve yeter şart 𝑥 = 𝑦 = 1 olmasıdır. Bu durumda 

𝑇’nin 𝑈 da tek bir sabit noktası vardır (Sarwar and Rome, 2014). 

İspat: 𝜘0 ∈ 𝑈 keyfi bir nokta olsun. Her 𝑛 ≥ 0 için  

𝜘𝑛+1 = 𝑇𝜘𝑛 = 𝑇𝑛+1(𝜘0) (10) 

 olacak şekilde bir {𝜘𝑛} dizisi oluşturulabilir. Eğer 𝑛 doğal sayısı için 𝜘𝑛 = 𝜘𝑛+1 ise, 𝜘𝑛 𝑇’nin 

sabit noktasıdır, bu da ispatı tamamlar. Şimdi her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜘𝑛 ≠ 𝜘𝑛+1 olduğunu kabul edelim. 

Bunun için: 

Adım 1: 

lim
𝑛→∞

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) = 1 (11) 

olduğunu iddia ediyoruz. (9) eşitliğinde 𝜘 = 𝜘𝑛  ve 𝑣 = 𝜘𝑛−1 alınır ve 𝜑 fonksiyonun özellikleri 

kullanılırsa 

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) ≤
[𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝑇𝜘𝑛−1)]

1
2

𝜑(𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝑇𝜘𝑛−1))

                    =
[𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]

1
2

𝜑(𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛))

                    ≤ [𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]
1
2

(12)

 

elde edilir. Buradan her 𝑛 ≥ 1 için 

 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) ≤ 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛−1) 

dir. Dolayısıyla 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) dizisi monoton artmayan ve 1 ile sınırlıdır. Böylece,  

lim
𝑛→∞

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) = 𝑟 

olacak şekilde bir 𝑟 ≥ 1 sayısı vardır. 

(12) eşitsizliğinde 𝑛 → ∞ limit alınır ve 𝜑’nin sürekliliği kullanılırsa, 𝑟 ≤
(𝑟,𝑟)

1
2

𝜑(𝑟,𝑟)
 elde edilir. 

Buradan bu da 𝜑(𝑟, 𝑟) ≤ 1 ve 𝑟 = 1 sonucuna varılır. Böylece (11) sağlanmış olur. 

 Adım 2: Aşağıdaki ifadeyi ispatlayalım. 

lim
𝑛→∞

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+2) = 1 (13)

olduğunu göstereceğiz. (9) dan  
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𝜁∗(𝜘𝑛+2, 𝜘𝑛) ≤
[𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝑇𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝑇𝜘𝑛−1)]

1
2

𝜑(𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝑇𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝑇𝜘𝑛−1))
 

               =
[𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝜘𝑛+2). 𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]

1
2

𝜑(𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝜘𝑛+2). 𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛))
 

             ≤ [𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝜘𝑛+2). 𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]
1
2 

 

eşitsizliği elde edilir. 𝑛 → ∞ için limit alınırsa ve (11) kullanılırsa 

lim
𝑛→∞

𝜁∗(𝜘𝑛+2, 𝜘𝑛) = 1 

bulunur. Böylece (13) ispatlanmış olur. 

Adım 3: Bu adımda 𝑇’nin periyodik bir noktası olduğunu göstereceğiz. Çelişki yoluyla 

𝑇’nin periyodik bir noktası olmadığını varsayalım. Bu durumda {𝜘𝑛} birbirinden farklı noktalar 

dizisi olur, yani (𝑛 ≠ 𝑚 için) 𝜘𝑛 ≠ 𝜘𝑚 dir. Bu durumda {𝜘𝑛} çarpımsal bir Cauchy dizisidir. 

Kabul edelim ki  {𝜘𝑛} çarpımsal bir Cauchy dizisi olmasın. Bu durumda 𝜖 > 1 ve 𝑞 bir tam 

sayı olmak üzere 𝑚(𝑞) > 𝑛(𝑞) > 𝑞 için 

𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞), 𝜘𝑛(𝑞)) > 𝜖 (14) 

olur.  

Her pozitif  𝑞 tam sayısı için, (13) koşulunu sağlayan 𝑛(𝑞)’dan büyük en küçük pozitif tam sayı 

𝑚(𝑞)’yu seçelim ve aşağıdaki koşul sağlansın: 

𝜁∗(𝜘𝑛(𝑞), 𝜘𝑚(𝑞)−1) ≤ 𝜖 (15) 

(14), (15) ve çarpımsal üçgen eşitsizliğinden         

𝜖 < 𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞), 𝜘𝑛(𝑞))                                                                                     

≤ 𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞), 𝜘𝑚(𝑞)−2). 𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞)−2, 𝜘𝑚(𝑞)−1). 𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞)−1, 𝜘𝑛(𝑞))                   

≤ 𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞), 𝜘𝑚(𝑞)−2). 𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞)−2, 𝜘𝑚(𝑞)−1). 𝜖 

elde edilir. 

𝑛 → ∞ için limit alınıp (11) ve (13) kullanılırsa 

𝜖 < lim
𝑞→∞

𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞), 𝜘𝑛(𝑞)) ≤ 𝜖 

bulunur. 

Dolayısıyla 

lim
𝑞→∞

𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞), 𝜘𝑛(𝑞)) = 𝜖 (16) 

elde edilir. 
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 (9) numaralı denklemde 𝜘 = 𝜘𝑚(𝑞)−1 ve 𝑣 = 𝜘𝑛(𝑞)−1 alınırsa 

𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞), 𝜘𝑛(𝑞)) ≤
[𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞)−1, 𝜘𝑚(𝑞)). 𝜁∗(𝜘𝑛(𝑞)−1, 𝜘𝑛(𝑞))]

1
2

𝜑 (𝜁∗(𝜘𝑚(𝑞)−1, 𝜘𝑚(𝑞)). 𝜁∗(𝜘𝑛(𝑞)−1, 𝜘𝑛(𝑞)))
(17) 

olur. 

𝑞 → ∞ için limit alınırak  (17) de (11), (16) ve 𝜑’nin sürekliliği kullanılırsa 

𝜖 ≤
1

𝜑(1,1)
= 1 

elde edilir. 

Bu bir çelişkidir. Bu nedenle {𝜘𝑛} dizisi çarpımsal bir Cauchy dizisidir. (𝑈, 𝜁∗) tam çarpımsal 

bir metrik uzay olduğundan. 𝑈’da öyle bir 𝜔 bulunur ki 𝜘𝑛 → 𝜔 olur. (9) numaralı denklemde 

𝜘 = 𝜘𝑛 ve 𝑣 = 𝜔 alınırsa 

𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝑇𝜔) ≤
[𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔)]

1
2

𝜑(𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔))
(18) 

olur. 

𝜑(𝑥, 𝑦) ≥ 1 olduğundan 

𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝑇𝜔) ≤ [𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔)]
1
2 

bulunur. 

𝑛 → ∞ için limit alınır ve (11) kullanılırsa 

lim
𝑛→∞

𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝑇𝜔) ≤ [𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔)]
1
2 (19) 

olur. 

Şimdi, 𝑇’nin periyodik bir noktasının olmadığı varsayımına çelişki oluşturacak iki durumu ele 

alacağız. 

Durum 1: Her 𝑛 ≥ 2 için, 𝜘𝑛 ≠ 𝜔 ve 𝜘𝑛 ≠ 𝑇𝜔 ise, çarpımsal üçgen eşitsizliği 

kullanılarak  

𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔) ≤ 𝜁∗(𝜔, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝑇𝜔) 

elde edilir. 𝑛 → ∞ için limit alınır ve (11) eşitsizliği kullanılırsa  

𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔) ≤ lim
𝑛→∞

𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝑇𝜔) (20) 
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olur. 

(19) ve (20)’den 

𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔) ≤ [𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔)]
1
2 

bulunur. 

Bu eşitsizlik 𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔) = 1 olduğunda sağlanır. Bu ise 𝑇𝜔 = 𝜔 yani 𝜔’nun 𝑇’nin sabit noktası 

olduğunu gösterir. Dolayısıyla bu ifade, 𝑇’nin periyodik noktası olmadığı varsayımına 

aykırıdır. 

Durum 2: 𝑝 ≥ 2 için 𝜘𝑝 = 𝜔 veya 𝜘𝑝 = 𝑇𝜔 ise, 𝑇’nin periyodik noktası olmadığından 

𝜔 ≠ 𝜘0 olur. Aksi taktirde 𝜘𝑝 = 𝜔 = 𝜘0 dır. Bu da 𝑇𝑝𝜘0 = 𝜘0, yani 𝜘0’ın 𝑇’nin periyodik 

noktası olduğu anlamına gelir. Ayrıca, eğer 𝜘𝑝 = 𝑇𝜔 ve 𝜔 = 𝜘0 ise 𝑇𝜘0 = 𝑇𝜔 = 𝜘𝑝 =

𝑇𝑝𝜘0 = 𝑇𝑝−1(𝑇𝜘0) olur. Bu da 𝑇𝜘0’ın 𝑇’nin periyodik noktası olduğunu gösterir. Her iki 

durumda da, 𝑇’nin periyodik noktası olmadığı varsayımı ile çelişir. 

Her 𝑛 ≥ 1 için  

𝜁∗(𝑇𝑛𝜔, 𝜔) = 𝜁∗(𝑇𝑛𝜘𝑝, 𝜔) = 𝜁∗(𝜘𝑛+p, 𝜔) 

veya  

𝜁∗(𝑇𝑛𝜔, 𝜔) = 𝜁∗(𝑇𝑛−1𝑇𝜔, 𝜔) = 𝜁∗(𝑇𝑛−1𝜘𝑝, 𝜔) = 𝜁∗(𝑇𝑛−1𝜘𝑝, 𝜔) = 𝜁∗(𝜘𝑛+p−1, 𝜔) 

olur.  

Yukarıda ki iki eşitlikte 𝑝 ≥ 2 sabittir. Bu nedenle {𝜘𝑛+𝑝} ve {𝜘𝑛+𝑝−1}, {𝜘𝑛} dizisinin alt 

dizileridir ve 𝜔’ya yakınsar.  

Yani  

lim
𝑛→∞

𝜁∗(𝜘𝑛+p, 𝜔) = lim
𝑛→∞

𝜁∗(𝜘𝑛+p−1, 𝜔) = 1 

dir. Böylece, 
lim
𝑛→∞

𝜁∗(𝑇𝑛𝜔, 𝜔) = 1 (21) 

olur. 

{𝑇𝑛+1𝜔}  dizisi {𝑇𝑛𝜔} dizisinin bir alt dizi olup 

lim
𝑛→∞

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜔, 𝜔) = 1 (22) 

dir.  

𝑇’nin periyodik noktası olmadığından, herhangi bir 𝑟, 𝑠 ∈ ℕ için (𝑟 ≠  𝑠) ve 𝑇𝑟𝜔 ≠ 𝑇 𝑠𝜔 olur. 

Çarpımsal ters üçgen eşitsizliği kullanılarak 
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1

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜔, 𝜔)
≤

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜔, 𝑇𝜔)

𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔)
≤ 𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜔, 𝜔) 

bulunur ve 

lim
𝑛→∞

1

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜔, 𝜔)
≤ lim

𝑛→∞

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜔, 𝑇𝜔)

𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔)
≤ lim

𝑛→∞
𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜔, 𝜔) ≤ 1 

elde edilir. Böylece 

lim
𝑛→∞

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜔, 𝑇𝜔) = 𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔) (23) 

dir. Şimdi (9) dan  

𝜁∗(𝑇𝑛+1𝜔, 𝑇𝜔) ≤
[𝜁∗(𝑇𝑛𝜔, 𝑇𝑛+1𝜔). 𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔)]

1
2

𝜑(𝜁∗(𝑇𝑛𝜔, 𝑇𝑛+1𝜔). 𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔))
                  

olur. 𝑛 → ∞ için limit alınırsa, (11) ve (23) kullanılarak 

𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔) ≤
[𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔)]

1
2

𝜑(1. 𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔))
≤ [𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔)]

1
2 

bulunur. Bu durum ancak 𝑑∗(𝜔, 𝑇𝜔) = 1 olduğunda mümkündür ve dolayısıyla 𝑇𝜔 = 𝜔 olur. 

Yani 𝜔, 𝑇’nin periyodik noktasıdır. Bu, 𝑇’nin periyodik noktası olmadığı varsayımına 

aykırıdır. Böylece 𝑇’nin bir periyodik noktası olduğu sonucuna varırız. Yani, 𝑈 da 𝑝 ≥ 1 için 

𝑇𝑝𝜔 = 𝜔 olacak şekilde bir 𝜔 noktası vardır. 

Adım 4: Burada 𝑇’nin sabit noktasının olduğunu ispatlayacağız. 𝑇’nin bir periyodik 

noktası olduğundan, bir 𝑝 ≥ 1 tamsayısı için 𝑇𝑝𝜔 = 𝜔 olacak şekilde bir 𝜔 ∈ 𝑈 vardır. Eğer 

𝑝 = 1 ise 𝑇𝜔 = 𝜔 dir. Yani 𝜔, 𝑇’nin sabit noktasıdır. Şimdi 𝑝 > 1 olduğunu kabul edelim. 

𝜔 = 𝑇𝑝−1𝜔’nın 𝑇’nin sabit noktası olduğunu göstereceğiz. Tersine 𝑇𝑝−1𝜔 ≠ 𝑇𝑝𝜔 olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda açıkça,  

𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇𝑝𝜔) > 1 ve 𝜑(𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇𝑝𝜔), 𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇𝑝𝜔)) > 1 

dir. (9) eşitsizliğinden  

       𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔) = 𝜁∗(𝑇𝑝𝜔, 𝑇𝑝+1𝜔) = 𝜁∗(𝑇(𝑇𝑝−1𝜔), 𝑇(𝑇𝑝𝜔))  

≤
[𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇𝑝𝜔). 𝜁∗(𝑇𝑝𝜔, 𝑇(𝑇𝑝𝜔))]

1
2

𝜑(𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇𝑝𝜔). 𝜁∗(𝑇𝑝𝜔, 𝑇(𝑇𝑝𝜔)))

< [𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇𝑝𝜔). 𝜁∗(𝑇𝑝𝜔, 𝑇(𝑇𝑝𝜔))]
1
2

= [𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇𝑝𝜔). 𝜁∗(𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔))]
1
2 
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Burada 𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔) < [𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔)]
1

2 olması mümkün değildir, bu nedenle şu sonuca varırız. 

𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔) ≤ 𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇𝑝𝜔) (24) 

elde edilir. (9) eşitsizliğinden 

  𝜁∗(𝑇(𝑇𝑝−2𝜔), 𝑇(𝑇𝑝−1𝜔)) 

                           ≤
[𝜁∗(𝑇𝑝−2𝜔, 𝑇𝑝−1𝜔). 𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇(𝑇𝑝−1𝜔))]

1
2

𝜑 (𝜁∗(𝑇𝑝−2𝜔, 𝑇𝑝−1𝜔). 𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇(𝑇𝑝𝜔)))
        

< [𝜁∗(𝑇𝑝−2𝜔, 𝑇𝑝−1𝜔). 𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇(𝑇𝑝−1𝜔))]
1
2

= [𝜁∗(𝑇𝑝−2𝜔, 𝑇𝑝−1𝜔). 𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, (𝑇𝑝𝜔))]
1
2 

olur. Dolayısıyla 

𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, (𝑇𝑝𝜔)) ≤ 𝜁∗(𝑇𝑝−2𝜔, 𝑇𝑝−1𝜔) (25) 

elde edilir. Bu şekilde (24) ve (25)’de olduğu gibi devam edilerek 

𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔) < 𝜁∗(𝑇𝑝−1𝜔, (𝑇𝑝𝜔)) < 𝜁∗(𝑇𝑝−2𝜔, 𝑇𝑝−1𝜔) < 𝜁∗(𝑇𝑝−3𝜔, 𝑇𝑝−2𝜔) < ⋯

< 𝜁∗(𝜔, 𝑇𝜔) 

bulunur. Bu bir çelişkidir. Bu nedenle 𝜔 = 𝑇𝑝−1𝜔, 𝑇’nin bir sabit noktasıdır. 

Adım 5: Bu adımda sabit noktanın tek olduğunu göstereceğiz. 𝑇’nin sabit noktasının 

tek olmadığını kabul edelim. 𝑎 ve 𝑏 ∈ 𝑈, 𝑇’nin farklı iki sabit noktası yani 𝑇𝑎 = 𝑎 ve 𝑇𝑏 = 𝑏 

olsun. Bu durumda (9) kullanılarak  

𝜁∗(𝑎, 𝑏) ≤
[𝜁∗(𝑎, 𝑇𝑎). 𝜁∗(𝑏, 𝑇𝑏)]

1
2

𝜑(𝜁∗(𝑎, 𝑇𝑎). 𝜁∗(𝑏, 𝑇𝑏))
=

[𝜁∗(𝑎, 𝑎). 𝜁∗(𝑏, 𝑏)]
1
2

𝜑([𝜁∗(𝑎, 𝑎). 𝜁∗(𝑏, 𝑏)])
= 1 

bulunur. Bu da 𝑎 = 𝑏 olduğunu gösterir. Dolayısıyla 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır
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 ARAŞTIRMA BULGULAR 

Bu bölümde, ilk olarak Chatterjea ve Zamfirescu dönüşümlerinin metrik uzay ve 

çarpımsal metrik uzayda sabit nokta sonuçlarını ispatlayacağız. Daha sonra çarpımsal 

dikdörtgen b-metrik uzaylarda Chatterjea dönüşümü ve Hardy Rogers tipi dönüşümünün tek 

bir sabit noktası olduğunu göstereceğiz. 

Kannan daraltan dönüşümünün sabit noktası 

İlk olarak metrik uzaylarda Kannan daraltan dönüşümünün sabit noktasını 

inceleyeceğiz. 

Teorem 21: (𝑈, 𝜁) tam metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm alalım. Eğer ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 ve 

0 ≤ 𝛽 <
1

2
  için 

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛽[𝜁(𝜘, 𝑇𝜘) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝑣)] 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır (Kannan, 1968). 

Çarpımsal metrik uzaydaki benzer sonuç aşağıdaki gibi ifade edilmiştir. 

Teorem 22: (𝑈, 𝜁∗) tam çarpımsal metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm alalım. Eğer ∀ 

𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 ve 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 için  

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤  [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]𝛽 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır (Došenović et al. 2016). 

Teorem 23: Teorem 21 ve Teorem 22 eşdeğerdir (Došenović et al. 2016). 

İspat: Durum 1: Teorem 22’nin hipotezleri sağlansın. Bu durumda.  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = 𝐼𝑛𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛽[𝐼𝑛𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘) + 𝐼𝑛𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)] =  𝛽[𝜁(𝜘, 𝑇𝜘) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝑣)] 

olur. Böylece Teorem 21 sağlanır. 

Durum 2: Şimdi ise Teorem 21’in hipotezlerinin sağlandığını kabul edelim. 

     𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = ℯ𝜁(𝑇𝜘,𝑇𝑣) ≤ ℯ𝜁(𝜘,𝑇𝜘)𝛽
. ℯ𝜁(𝑣,𝑇𝑣)𝛽

= (𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘)𝛽). (𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)𝛽) = [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]𝛽 

                                                            

olur. Böylece Teorem 23 sağlanır.  
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Chatterjea dönüşümünün sabit noktası 

Teorem 24: (𝑈, 𝜁) tam metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm alalım. Eğer ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 

ve 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 için  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛽[𝜁(𝜘, 𝑇𝑣) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝜘)] 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇’nin tek bir sabit noktası mevcuttur (Chatterjea, 1972). 

Çarpımsal metrik uzaydaki benzer teorem aşağıdaki gibidir. 

Teorem 25: (𝑈, 𝜁∗) tam çarpımsal metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm alalım. Eğer ∀ 

𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 ve 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 için  

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)]𝛽 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır (Došenović et al. 2008). 

Teorem 26: Teorem 24 ve Teorem 25 eşdeğerdir. 

İspat: Durum 1: Teorem 25’in hipotezleri sağlansın. Bu durumda  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = 𝐼𝑛𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛽[𝐼𝑛𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣) + 𝐼𝑛𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)] =  𝛽[𝜁(𝜘, 𝑇𝑣) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝜘)] 

olur. Dolayısıyla Teorem 24 sağlanır. 

Durum 2: Şimdi Teorem 24’ün hipotezleri sağlansın. 

     𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = ℯ𝜁(𝑇𝜘,𝑇𝑣) = ℯ𝜁(𝜘,𝑇𝑣)𝛽
. ℯ𝜁(𝑣,𝑇𝜘)𝛽

= (𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣)𝛽). (𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)𝛽) = [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)]𝛽 

olur. Böylece Teorem 26 sağlanır. 

Zamfirescu dönüşümünün sabit noktası 

Teorem 27: (𝑈, 𝜁) tam metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm alalım. Eğer ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 ve 

0 ≤ 𝛼 < 1, 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 , 0 ≤ 𝛾 <

1

2
   için   

1. 𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛼𝜁(𝜘, 𝑣) 

2. 𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛽[𝜁(𝜘, 𝑇𝜘) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝑣)] 

3. 𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛾[𝜁(𝜘, 𝑇𝑣) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝜘)] 

 

şartlarından en az biri sağlanıyorsa 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır (Zamfirescu, 1972). 

Çarpımsal metrik uzaydaki benzer sonuç aşağıdaki gibidir. 
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Teorem 28: (𝑈, 𝜁∗) tam çarpımsal metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm alalım. Eğer ∀ 

𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 ve 0 ≤ 𝛼 < 1, 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 , 0 ≤ 𝛾 <

1

2
    

1. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝜁∗(𝜘, 𝑣)𝛼 

2. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]𝛽 

3. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)]𝛾 

şartlarından en az birinin sağlanması durumunda 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır (Došenović 

et al. 2008). 

Teorem 29: Teorem 27 ve Teorem 28 eşdeğerdir. 

İspat: Durum 1: Teorem 28’in 1.hipotezi sağlansın. Bu durumda  

 

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = 𝐼𝑛𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛼[𝐼𝑛𝜁∗(𝜘, 𝑣)] =  𝛼[𝜁(𝜘, 𝑣)] 

olur. Dolayısıyla Teorem 27 sağlanır. 

Şimdi Teorem 27’nin 1.hipotezi sağlansın.  

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = ℯ𝜁(𝑇𝜘,𝑇𝑣) = ℯ𝜁(𝜘,𝑣)𝛼
= 𝜁∗(𝜘, 𝑣)𝛼 

olur. Bu ise Teorem 28’in sağlandığını gösterir. 

Durum 2: Teorem 28’in 2.hipotezi sağlansın. Bu durumda  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = 𝐼𝑛𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛽[𝐼𝑛𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘) + 𝐼𝑛𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)] =  𝛽[𝜁(𝜘, 𝑇𝜘) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝑣)] 

olur. Böylece Teorem 27 sağlanır. 

Şimdi ise Teorem 27’nin 2.hipotezi sağlansın. 

     𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = ℯ𝜁(𝑇𝜘,𝑇𝑣) = ℯ𝜁(𝜘,𝑇𝜘)𝛽
. ℯ𝜁(𝑣,𝑇𝑣)𝛽

= (𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘)𝛽). (𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)𝛽) = [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]𝛽 

olur. Buradan da Teorem 28 sağlanır. 

Durum 3: Teorem 28’in 3.hipotezi sağlansın. Bu durumda  

𝜁(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = 𝐼𝑛𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ 𝛽[𝐼𝑛𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣) + 𝐼𝑛𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)] =  𝛽[𝜁(𝜘, 𝑇𝑣) + 𝜁(𝑣, 𝑇𝜘)] 

olup Teorem 27 sağlanır. 

Şimdi Teorem 27’nin 3.hipotezi sağlansın. 

     𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) = ℯ𝜁(𝑇𝜘,𝑇𝑣) = ℯ𝜁(𝜘,𝑇𝑣)𝛽
. ℯ𝜁(𝑣,𝑇𝜘)𝛽

= (𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣)𝛽). (𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)𝛽) = [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)]𝛽 
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eşitliğinden Teorem 28 sağlanır. Böylece Teorem 29’un ispatı tamamlanmış olur. 

Çarpımsal Dikdörtgen b-Metrik Uzayda Chatterjea dönüşümünün sabit noktası 

A.Mary Priya Dharsini ve arkadaşları 2020 yılında çarpımsal dikdörtgen b-metrik 

uzayda çarpımsal Kannan daraltan dönüşümünün sabit noktasını incelemişlerdir. Bizde bu 

kısımda çarpımsal dikdörtgen b-metrik uzayda çarpımsal Chatterjea dönüşümünün sabit 

noktasının varlığını ispatlayacağız.  

Teorem 30: (𝑈, 𝜁∗, 𝑠) tam çarpımsal dikdörtgen 𝑏-metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm 

alalım. Eğer ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈, 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 ve 𝑠 ≥ 1 için  

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]𝛽 

oluyorsa 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır (Dharsini et al. 2020). 

Teorem 31: (𝑈, 𝜁∗, 𝑠) tam çarpımsal dikdörtgen 𝑏-metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm 

alalım. Eğer ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈, 𝛾𝑠 <
1

2
, 𝛾𝑠(1 + 𝑠) < 1 ve 𝑠 ≥ 1 için 

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)]𝛾 (26) 

oluyorsa 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır. 

İspat: 𝜘0, 𝑈 da keyfi bir nokta ve 𝑈’da {𝜘𝑛} dizisini 

 𝜘𝑛 = 𝑇𝜘𝑛−1 = ⋯ 𝑇𝑛𝜘0 (27) 

olarak alalım. (26) ve (27) den  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) = 𝜁∗(𝑇𝜘𝑛−1, 𝑇𝜘𝑛) 

                                                        = {𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝑇𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝑇𝜘𝑛−1)}𝛾 

                                                  = {𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛)}𝛾 

                                                                               ≤ {𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠𝛾. 1𝛾 

                                                           = {𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛). 1. 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠𝛾. 1 

                                                  = {𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠𝛾 

olur. 

        𝜁∗
𝑛 = 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) 

eşitliği kullanılarak işlemlere devam edildiğinde  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) = 𝜁∗
𝑛. 𝜁∗

𝑛
−𝑠𝛾 = 𝜁∗

𝑛−1
𝑠𝛾 = 𝜁∗

𝑛 ≤ {𝜁∗
𝑛−1}

𝑠𝛾
1−𝑠𝛾 = 𝜁∗

𝑛 ≤ {𝜁∗
𝑛−1}

𝜑
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𝜁∗
𝑛

≤ {𝜁∗
0

}
𝜑𝑛

(28) 

elde edilir.  

𝑛 ≥ 2 için 𝜘0 = 𝜘𝑛 olduğunda, (28) kullanılarak  

𝜁∗
0 = 𝜁∗(𝜘0, 𝜘1) 

           = 𝜁∗(𝜘0, 𝑇𝜘0) 

           = 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝑇𝜘𝑛) 

             = 𝜁∗(𝜘0, 𝜘𝑛+1), 

                                                         = 𝜁∗
𝑛               

olur. Buradan 

  𝜁∗
0 ≤ {𝜁∗

0}
𝜑𝑛

        

bulunur. Bu sonuç bir çelişkidir. Bu nedenle 𝜁∗
0 = 1 olmalıdır. (Yani 𝜘0 = 𝜘1 dolayısıyla 𝜘0, 

𝑇’nin bir sabit noktasıdır. Bu durumda 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ için 𝜘𝑛 ≠ 𝜘𝑚 varsayımını yeniden ele 

alıyoruz. Şimdi, 𝜁∗
0

(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+2) = 𝑝𝑛
∗  olarak tanımlansın. (26) eşitsizliği kullanılarak  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+2) = 𝜁∗(𝑇𝜘𝑛−1 , 𝑇𝜘𝑛+1) 

                                                            = {𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝑇𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝑇𝜘𝑛−1)}𝛾  

                                                  = {𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛+2). 𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝜘𝑛)}𝛾 

                                                                         ≤ {𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝜘𝑛+2)}𝑠𝛾 

                    ×  {𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝜘𝑛)}𝛾 

olur.  

     𝜁∗
𝑛 = 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) 

eşitliği kullanılarak işlemlere devam edildiğinde  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+2) = {𝜁∗
𝑛−1}

𝑠𝛾
. {𝜁∗

𝑛+1}
𝑠𝛾

. {𝜁∗
𝑛}

𝑠𝛾
 

                                      ≤ {𝜁∗
0
𝜑𝑛−1

}
𝑠𝛾

. {𝜁∗
0
𝜑𝑛+1

}
𝑠𝛾

. {𝜁∗
0
𝜑𝑛

}
𝑠𝛾

 

                                     = {𝜁∗
0
𝑠𝛾𝜑𝑛−1

} . {𝜁∗
0
𝑠𝛾𝜑𝑛+1

} . {𝜁∗
0
𝑠𝛾𝜑𝑛

} 

               = {𝜁∗
0
𝑠𝛾𝜑𝑛−1+𝑠𝛾𝜑𝑛+1+𝑠𝛾𝜑𝑛

} 
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 = {𝜁∗
0

𝑠𝛾𝜑𝑛(
1
𝜑

+𝜑+1)
} 

 = {𝜁∗
0

𝑠𝛾𝜑𝑛(
1
𝜑

+𝜑+1)
} 

      = {𝜁∗
0

𝑠𝛾𝜑𝑛−1(1+𝜑+𝜑2)} 

                                       = {𝜁∗
0

𝜑𝑛−1.𝜆}                                                   

elde edilir. Buradan  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+2) = {𝜁∗
0

𝜑𝑛−1.𝜆} (29) 

bulunur ve 𝜆 = 𝑠𝛾(1 + 𝜑 + 𝜑2)  dir. Şimdi, {𝜘𝑛} dizisine göre 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+𝑞) nun tek ve çift 

olma durumunu ele alalım. 𝑞 = 2𝑝 + 1 olduğunda (28) eşitsizliği kullanılırsa  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+2𝑝+1) ≤ {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝜘𝑛+2). 𝜁∗(𝜘𝑛+2, 𝜘𝑛+2𝑝+1)}
𝑠
 

≤ {𝜁∗
𝑛. 𝜁∗

𝑛+1}
𝑠
                                        

                                      ×  {𝜁∗(𝜘𝑛+2, 𝜘𝑛+3). 𝜁∗(𝜘𝑛+3, 𝜘𝑛+4). 𝜁∗(𝜘𝑛+4, 𝜘𝑛+2𝑝+1)}
𝑠2

 

≤ {𝜘𝑛. 𝜘(𝑛+1)}
𝑠
. {𝜘(𝑛+2). 𝜘(𝑛+3)}

𝑠2

       

× {𝜘(𝑛+4). 𝜘(𝑛+5)}
𝑠3

… {𝜁∗
(𝑛+2𝑝)}

𝑠𝑝

    

elde edilir. Dolayısıyla  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+2𝑝+1)

≤ {𝜁∗
0

𝜑𝑛 . 𝜁∗
0

𝜑𝑛+1}
𝑠
. {𝜁∗

0
𝜑𝑛+2. 𝜁∗

0
𝜑𝑛+3}

𝑠2

. {𝜁∗
0

𝜑𝑛+4 . 𝜁∗
0

𝜑𝑛+5}
𝑠3

… {𝜁∗
0

𝜑𝑛+2𝑝 }
𝑠𝑝

≤ {𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛

. 𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛+1

. 𝜁∗
0

𝑠2𝜑𝑛+2

. 𝜁∗
0

𝑠2𝜑𝑛+3

… . 𝜁∗
0

𝑠𝑝𝜑𝑛+2𝑝

}

≤ {𝜁∗
0

(𝑠𝜑𝑛+𝑠2𝜑𝑛+2+⋯ ). 𝜁∗
0

(𝑠𝜑𝑛+1+𝑠2𝜑𝑛+2+⋯ )}

≤ {𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛(1+𝑠𝜑2+𝑠2𝜑4+⋯ ). 𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛+1(1+𝑠𝜑2+𝑠2𝜑4+⋯ )}

≤ {𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛(1+𝑠𝜑2+𝑠2𝜑4+⋯ ). 𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛+1(1+𝑠𝜑2+𝑠2𝜑4+⋯ )}

= {𝜁∗
0

(𝑠𝜑𝑛+𝑠𝜑𝑛+1)(1+𝑠𝜑2+𝑠2𝜑4+⋯ )} = {𝜁∗
0

(𝑠𝜑𝑛+𝑠𝜑𝑛+1)(1−𝑠𝜑2)−1

}

= {𝜁∗
0

(𝑠𝜑𝑛+𝑠𝜑𝑛+1)
1−𝑠𝜑2 } 

bulunur. Bu nedenle, 
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𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+2𝑞+1) ≤ {𝜁∗
0

(𝑠𝜑𝑛+𝑠𝜑𝑛+1)
1−𝑠𝜑2 } (30) 

olur. 

Şimdi 𝑞 = 2𝑝 olsun. (28) ve (29) kullanılarak  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+2𝑝) ≤ {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝜘𝑛+2). 𝜁∗(𝜘𝑛+2, 𝜘𝑛+2𝑝)}
𝑠
 

≤ {𝜁∗
𝑛. 𝜁∗

𝑛+1}
𝑠
                                       

                                 × {𝜁∗(𝜘𝑛+2, 𝜘𝑛+3). 𝜁∗(𝜘𝑛+3, 𝜘𝑛+4). 𝜁∗(𝜘𝑛+4, 𝜘𝑛+2𝑝)}
𝑠2

 

  ≤ {𝜁∗
𝑛. 𝜁∗

𝑛+1}
𝑠
. {𝜁∗(𝜘𝑛+2, 𝜘𝑛+3)}𝑠2

      

                               × {𝜁∗(𝜘𝑛+4, 𝜘𝑛+5)}𝑠3
… {𝜁∗(2𝑝 − 4)𝜁∗(2𝑝 − 3)}𝑠𝑞−1

    

             × {𝜁∗(𝜘𝑛+2𝑝−2, 𝜘𝑛+2𝑝)}
𝑠𝑝−1

                                

bulunur. Bu işlemlere devam edilirse  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+2𝑝)

≤ {𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛

. 𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛+1

. 𝜁∗
0

𝑠2𝜑𝑛+2

. 𝜁∗
0

𝑠2𝜑𝑛+3

… . 𝜁∗
0

𝑠𝑝−1𝜑2𝑝−4

. 𝜁∗
0

𝑠𝑝−1𝜑2𝑝−3

. 𝜁∗
0

𝑠𝑝−1𝜆𝜑𝑛+2𝑝−3

}

≤ {𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛(1+𝑠𝜑2+𝑠2𝜑4+⋯ ). 𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛+1(1+𝑠𝜑2+𝑠2𝜑4+⋯ ). 𝜁∗
0

𝑠𝑝−1𝜆𝜑𝑛+2𝑝−3

}

≤ 𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛(
1+𝜑

1−𝑠𝜑2)
. 𝜁∗

0
𝑠𝑝−1𝜆𝜑𝑛+2𝑝−3

≤ 𝜁∗
0

𝑠𝜑𝑛(
1+𝜑

1−𝑠𝜑2)
. 𝜁∗

0
𝜆(𝑠𝜑)2𝑚𝜑𝑛−3

 

bulunur. Buradan  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+2𝑝) ≤ 𝜁0
∗𝑠𝜑𝑛(

1+𝜑
1−𝑠𝜑2)

. 𝜁∗
0

𝜆𝜑𝑛−3
(31) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada 𝜑 ≤
1

𝑠
 dir. 

(30) ve (31)’den her 𝑝 > 0 ve 𝑛 → ∞ için limit alınırsa, 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+𝑝) → 1 olur. Böylece, {𝜘𝑛} 

çarpımsal Cauchy dizisidir. (𝑈, 𝜁∗) tam uzay olduğundan dolayı 𝜘𝑛 → 𝜘 olacak şekilde 𝜘 ∈ 𝑈 

vardır. Şimdi 𝑇 nin bir sabit noktası olduğunu göstereceğiz. 𝑛 ∈ ℕ için  

        𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘) ≤ {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝑇𝜘)}𝑠

= {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝑇𝜘𝑛, 𝑇𝜘)}𝑠 

olur. (26) eşitsizliği kullanılırsa 
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𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘)

≤ {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). (𝜁∗(𝜘𝑛, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘𝑛))
𝛾

}
𝑠

                                                   

≤ {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘𝑛)}𝛾𝑠

≤ {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘). 𝜁∗(𝜘, 𝜘). 𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘)}𝛾𝑠2
. {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛+1)}𝛾𝑠 

elde edilir. İşlemlere devam edilirse 

𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘)1−𝛾𝑠2
≤ {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘)}𝛾𝑠2

. {𝜁∗(𝜘, 𝜘)}𝛾𝑠2
. {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛+1)}𝛾𝑠

≤ {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛)}𝑠+𝛾𝑠2
. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠. {𝜁∗(𝜘, 𝜘)}𝛾𝑠2

. {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛+1)}𝛾𝑠

= {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘)}𝑠+𝛾𝑠2
. {𝜁∗(𝜘, 𝜘)}𝛾𝑠2

. {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛+1)}𝛾𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠

≤ {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘)}
𝑠+𝛾𝑠2

1−𝛾𝑠2 . {𝜁∗(𝜘, 𝜘)}
𝛾𝑠2

1−𝛾𝑠2 . {𝜁∗(𝜘, 𝜘𝑛+1)}
𝛾𝑠

1−𝛾𝑠2 . {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}
𝑠

1−𝛾𝑠2
 

eşitsizliği bulunur. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının limiti alınırsa 𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘) = 1 yani 

𝑇𝜘 = 𝜘 olur. Böylece 𝜘, 𝑇’nin bir sabit noktasıdır. Son olarak sabit noktanın tekliği için, 𝑇’nin 

𝜘 ≠ 𝜘′ olacak şekilde bir başka sabit noktasının olduğunu kabul edelim.  

𝜁∗(𝜘, 𝜘′) ≤ 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝜘′) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘′). 𝜁∗(𝜘′, 𝑇𝜘)]𝛾 = 1 

elde edilir. Dolayısıyla 𝜁∗(𝜘′, 𝜘) = 1, yani 𝜘′ = 𝜘 olduğunu gösterir. Bu nedenle 𝑇’nin tek bir 

sabit noktası mevcuttur. 

Çarpımsal Dikdörtgen b-Metrik Uzayda Hardy-Rogers dönüşümünün sabit noktası 

Teorem 32: (𝑈, 𝜁∗, 𝑠) tam çarpımsal dikdörtgen 𝑏-metrik uzay ve 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir 

dönüşüm olsun. 𝑟 + 2𝑝 + 2𝑠𝑞 < 1, 𝑠𝑟 + 𝑝(1 + 𝑠) + 𝑠𝑞(1 + 𝑠) < 1 ve 𝑠 ≥ 1 olmak üzere 

∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 için  

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ [𝜁∗(𝜘, 𝑣)]𝑟[𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)]𝑝[𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣). 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)]𝑞                                                       

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır. 

İspat: 𝜘0, 𝑈 da keyfi bir nokta ve 𝑈’da {𝜘𝑛} dizisini  

 𝜘𝑛 = 𝑇𝜘𝑛−1 = ⋯ 𝑇𝑛𝜘0 

olarak alalım. Buradan  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) = 𝜁∗(𝑇𝜘𝑛−1, 𝑇𝜘𝑛)

≤ [𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝑟[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝑇𝜘𝑛−1). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝑇𝜘𝑛)]𝑝[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝑇𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝑇𝜘𝑛−1)]𝑞

= [𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝑟[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)]𝑝[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛)]𝑞

= [𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝑟[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)]𝑝[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛+1). 1]𝑞  

olur. Çarpımsal dikdörtgen 𝑏-metrik uzayın üçgen eşitsizliği kullanılırsa 
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𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)

≤ [𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝑟[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)]𝑝[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)]𝑠𝑞

≤ [𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝑟[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝑝. [𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)]𝑝[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛). 1. 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)]𝑠𝑞

≤ [𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝑟[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝑝. [𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)]𝑝[𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝑠𝑞[𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)]𝑠𝑞 

elde edilir. Yukarıdaki eşitsizlikten 

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) ≤ [𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝑟+𝑝+𝑠𝑞[𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)]𝑝+𝑠𝑞 

yazılır. Buradan 

[𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)]1−𝑝−𝑠𝑞 ≤ [𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝑟+𝑝+𝑠𝑞 

olur. Yukarıdaki eşitsizlikte her iki tarafın 1 1 − 𝑝 − 𝑠𝑞⁄  kuvveti alınırsa 

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) ≤ [𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]
𝑟+𝑝+𝑠𝑞
1−𝑝−𝑠𝑞 

elde edilir. 𝜆 =
𝑟+𝑝+𝑠𝑞

1−𝑝−𝑠𝑞
 olmak üzere   

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) ≤ [𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝜆 

dır. Dolayısıyla yukarıdaki eşitsizlikten  

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) ≤ [𝜁∗(𝜘𝑛−1, 𝜘𝑛)]𝜆 ≤ {[𝜁∗(𝜘𝑛−2, 𝜘𝑛−1)]𝜆}
𝜆
 

≤ [𝜁∗(𝜘𝑛−2, 𝜘𝑛−1)]𝜆2
 

olup bu işlem böyle devam ettirilirse 

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1) ≤ [𝜁∗(𝜘0, 𝜘1)]𝜆𝑛
 

olur. Böylece her 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑚 > 𝑛 için 

𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑚) ≤  {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝜘𝑛+2)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛+2, 𝜘𝑚)}𝑠

≤  {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛+2, 𝜘𝑛+3). 𝜁∗(𝜘𝑛+3, 𝜘𝑛+4). 𝜁∗(𝜘𝑛+4, 𝜘𝑚)}𝑠2

≤  {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛+2, 𝜘𝑛+3)}𝑠2
. {𝜁∗(𝜘𝑛+4, 𝜘𝑛+5)}𝑠3

… {𝜁∗(𝜘𝑚−1 , 𝜘𝑚)}𝑠𝑚−𝑛

≤  {𝜁∗(𝜘0, 𝜘1)}𝑠𝜆𝑛
. {𝜁∗(𝜘0, 𝜘1)}𝑠2𝜆𝑛+2

. {𝜁∗(𝜘0, 𝜘1)}𝑠3𝜆𝑛+4
… {𝜁∗(𝜘0, 𝜘1)}𝑠𝑚−𝑛𝜆𝑚−1

≤  {𝜁∗(𝜘0, 𝜘1)}𝑠𝜆𝑛+𝑠2𝜆𝑛+2+𝑠3𝜆𝑛+4+⋯+𝑠𝑚−𝑛𝜆𝑚−1

≤  {𝜁∗(𝜘0, 𝜘1)}𝑠𝜆𝑛(1+𝑠𝜆2+𝑠2𝜆4+⋯+𝑠𝑚−𝑛−1𝜆𝑚−𝑛−1) 

≤  {𝜁∗(𝜘0, 𝜘1)}
𝑠𝜆𝑛

1−𝑠𝜆2                                                                                                                     

bulunur. Burada 𝜆 ∈ [0,1) olduğundan 𝑚, 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑚) → 1 olur. Yani 

{𝜘𝑛}, 𝑏-çarpımsal dikdörtgen Cauchy dizisidir. 𝑈 tam uzay olduğundan 𝜘𝑛 → 𝜘∗  olacak şekilde 

bir 𝜘∗ ∈ 𝑈 vardır. Üçgen eşitsizliğinden 
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𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗) ≤ {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘𝑛+1, 𝑇𝜘∗)}𝑠

≤ {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝑇𝜘𝑛, 𝑇𝜘∗)}𝑠 

yazılır. Hardy-Rogers dönüşümünün özelliği kullanılırsa  

𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗) ≤ {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘∗)}𝑟

× {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝑇𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗)}𝑝{𝜁∗(𝜘𝑛, 𝑇𝜘∗). 𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘𝑛)}𝑞}𝑠

≤ {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘∗)}𝑟𝑠

× {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝑇𝜘𝑛). 𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗)}𝑝𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝑇𝜘∗). 𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘𝑛)}𝑞𝑠

≤ {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘𝑛)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘∗)}𝑟𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1). 𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗)}𝑝𝑠

× {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘∗). 𝜁∗(𝜘∗, 𝜘∗). 𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗)}𝑞𝑠2
. {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘𝑛+1)}𝑞𝑠 

bulunur. İşlemlere böyle devam edilirse 

𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗) ≤ {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘𝑛)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘𝑛+1)}𝑠. {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘∗)}𝑟𝑠

× {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘∗). 𝜁∗(𝜘∗, 𝜘∗). 𝜁∗(𝜘∗, 𝜘𝑛+1)}𝑝𝑠2
. {𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗)}𝑝𝑠

× {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘∗). 𝜁∗(𝜘∗, 𝜘∗). 𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗)}𝑞𝑠2
. {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘𝑛+1)}𝑞𝑠  

= {𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗)}(1−𝑠𝑝−𝑠2𝑞)

≤ {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘∗)}(𝑠+𝑠𝑟+𝑠2𝑝+𝑠2𝑞). {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘∗)}(𝑠2𝑝+𝑠2𝑞). {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘𝑛+1)}(𝑠+𝑠2𝑝+𝑞𝑠)

= 𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗)

≤ {𝜁∗(𝜘𝑛, 𝜘∗)}
(𝑠+𝑠𝑟+𝑠2𝑝+𝑠2𝑞)

(1−𝑠𝑝−𝑠2𝑞) . {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘∗)}
(𝑠2𝑝+𝑠2𝑞)

(1−𝑠𝑝−𝑠2𝑞) . {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘𝑛+1)}
(𝑠+𝑠2𝑝+𝑞𝑠)
(1−𝑠𝑝−𝑠2𝑞) 

elde edilir.  

Buradan 𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗) → 1 olup 𝑇𝜘∗ = 𝜘∗ olur. Yani 𝜘∗ noktası 𝑇’nin sabit noktasıdır. 

Şimdi bu sabit noktanın tekliği için, 𝑇’nin 𝜘∗ ≠ 𝜘′ olacak şekilde bir başka sabit noktasının 

olduğunu kabul edelim. O halde  

𝜁∗(𝜘∗, 𝜘′) = 𝜁∗(𝑇𝜘∗, 𝑇𝜘′)

≤ {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘′)}𝑟 . {𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘∗). 𝜁∗(𝜘′, 𝑇𝜘′)}𝑝{𝜁∗(𝜘∗, 𝑇𝜘′). 𝜁∗(𝜘′, 𝑇𝜘∗)}𝑞

≤ {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘′)}𝑟 . {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘∗). 𝜁∗(𝜘′, 𝜘′)}𝑝{𝜁∗(𝜘∗, 𝜘′). 𝜁∗(𝜘′, 𝜘∗)}𝑞

≤ {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘′)}𝑟 . {1}𝑝{𝜁∗(𝜘′, 𝜘∗)}2𝑞 

= {𝜁∗(𝜘∗, 𝜘′)}1−2𝑞−𝑟 ≤ 1                                                         

bulunur. Dolayısıyla 𝜁∗(𝜘′, 𝜘∗) = 1 olur. Yani 𝜘′ = 𝜘∗ dür. Bu da 𝑇’nin sabit noktasının tek 

olduğunu gösterir. 
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TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu bölümde çalışmamızda elde ettiğimiz bazı sonuçlara yer verilmiştir. 

Sonuç 1: (𝑈, 𝜁∗) çarpımsal tam metrik uzay, T: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. Eğer 

∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 ve 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 için  

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣)  ≤ {𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣) 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)}𝛽 

eşitsizliği sağlanıyorsa T dönüşümünün tek bir sabit noktasının olduğu söylenir. 

Sonuç 2: (𝑈, 𝜁∗) tam çarpımsal bir metrik uzay, T: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. Eğer ∀ 

𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈 ve 0 ≤ 𝛼 < 1, 0 ≤ 𝛽 <
1

2
 , 0 ≤ 𝛾 <

1

2
  için  

1. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣)  ≤  𝜁∗(𝜘, 𝑣)𝛼 

2. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣)  ≤  {𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘) 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)}𝛽 

3. 𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣)  ≤  {𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣) 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)}𝛾 

şartlarından en az birinin sağlanması durumunda 𝑇 dönüşümünün tek bir sabit noktaya sahip 

olduğu söylenir. 

Sonuç 3: (𝑈, 𝜁∗, 𝑠) tam çarpımsal dikdörtgen 𝑏-metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm 

olsun. Eğer ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈,   𝛾𝑠 <
1

2
,   𝛾𝑠(1 + 𝑠) < 1 ,  𝑠 ≥ 1 için  

𝜁∗(T𝜘, T𝑣)  ≤  {𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣) 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)}𝛾 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümünün tek bir sabit noktaya sahip olduğu söylenir. 

Sonuç 4: (𝑈, 𝜁∗, 𝑠) tam çarpımsal dikdörtgen 𝑏-metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm 

olsun. Eğer ∀ 𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈,  𝑟 + 2𝑝 + 2𝑠𝑞 < 1,  𝑠𝑟 + 𝑝(1 + 𝑠) + 𝑠𝑞(1 + 𝑠) < 1,  𝑠 ≥ 1 için  

𝜁∗(T𝜘, T𝑣) ≤ {𝜁∗(𝜘, 𝑣)}𝑟{𝜁∗(𝜘, T𝜘) 𝜁∗(𝑣, T𝑣)}𝑝{𝜁∗(𝜘, T𝑣) 𝜁∗(𝑣, T𝜘)}𝑞                                                       

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümünün tek bir sabit noktaya sahip olduğu söylenir. 

Yukardaki sonuçlardan hareketle aşağıdaki eşitsizlikleri sağlayan dönüşümlerin sabit 

noktalarının tekliği söylenebilir. 

Sonuç 5: (𝑈, 𝜁∗, 𝑠) bir tam çarpımsal dikdörtgen 𝑏-metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm 

olsun. Eğer ∀  𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈, 𝑟 + 2𝑝 < 1,  0 < 𝑝 < 1,  𝑠(𝑟 + 𝑝) + 𝑝 < 1, 𝑠 ≥ 1 için  

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣) ≤ {𝜁∗(𝜘, 𝑣)}𝑟{𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘) 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)}𝑝 
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eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇’nin tek bir sabit noktası vardır. 

Sonuç 6: (𝑈, 𝜁∗, 𝑠) bir tam çarpımsal dikdörtgen 𝑏-metrik uzay, 𝑇: 𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm 

olsun. Eğer ∀  𝜘, 𝑣 ∈ 𝑈,   𝑝 + 𝑠𝑞 <
1

2
,   𝑝(1 + 𝑠) + 𝑠𝑞(1 + 𝑠) < 1,   𝑠 ≥ 1 için  

𝜁∗(𝑇𝜘, 𝑇𝑣)  ≤ {𝜁∗(𝜘, 𝑇𝜘) 𝜁∗(𝑣, 𝑇𝑣)}𝑝{𝜁∗(𝜘, 𝑇𝑣)𝜁∗(𝑣, 𝑇𝜘)}𝑞 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümünün tek bir sabit noktasının olduğu söylenir. 

Bulgular kısmında ispatladığımız teoremlerden ve yukarıda verdiğimiz sonuçlardan 

hareketle araştırmacılara aşağıdaki öneriler tavsiye edilebilir.  

1-Bulgular kısmında tek bir dönüşüm için elde edilen temel sonuçlar iki dönüşüm için 

(değişmeli dönüşümler, zayıf değişmeli dönüşümler) incelenebilir. 

2-Çok değerli çarpımsal dönüşümler için farklı metrik uzaylardaki teoremler incelenebilir.  

3-Konveks çarpımsal dikdörgen b-metrik uzay kavramı tanımlanıp Picard iterasyonundan farklı 

iterasyon metodlarında farklı çarpımsal dönüşümlerin sabit noktalarına uygun şartlar altında 

yakınsayabileceği araştırılabilir. 
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