ALTIN-HESSIAN YAPILAR
Cagr1 KARAMAN

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dal
Do¢. Dr. Aydin GEZER
2013
Her hakki sakhdir



ATATURK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI

ALTIN-HESSIAN YAPILAR

Cagri KARAMAN

MATEMATIK ANABILIiM DALI

ERZURUM
2013

Her hakki sakhdir



N+ FENg
LL. o My,

ATATURK UNIVERSITESI SN
FEN BILIMLERI ENSTITUSU [re 8
TEZ ONAY FORMU
ALTIN-HESSIAN YAPILAR

Dog. Dr. Aydin GEZER danismanliginda, Cagri KARAMAN tarafindan hazirlanan bu
calisma 18/01/2013 tarihinde agagidaki jiiri tarafindan Matematik Anabilim Dali’nda Yiiksek
Lisans Tezi olarak oybirligi (3/3) ile kabul edilmistir.

Baskan : Prof. Dr. Abdullah MAGDEN Imza

Uye : Dog. Dr. Aydin GEZER Imza ] W
Uye : Yrd. Dog. Dr. Levent AKGUN Imza &éﬂ-—"%

Yukaridaki sonucu onayliyorum

i

Prof. Dr. Ihsan EFEOGLU
Enstitii Miidiiri

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaklardan yapilan bildiriglerin, gizelge, sekil ve fotograflarin kaynak olarak
kullanimi, 5846 sayil1 Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

ALTIN-HESSIAN YAPILAR

Cagri KARAMAN

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dog. Dr. Aydin GEZER
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SIMGELER DiZIiNi

Birim Afinor Alani
Burulmasiz Riemannian-Hessian Konneksiyonu
Burulmasiz Riemannian Konneksiyonu

g nin Cristoffel Sembolii

g nin Egrilik Tensort

h nin Cristoffel Sembolii

Pseudo-Riemannian Metrigi

Pseudo-Riemannian-Hessian Metrigi

Piir Carpim
Tachibana Operatorii
X Vektor Alanina Gore Lie Tiirevi

X Vektor Alanina Gore Kovaryant Tiirev



1. GIRIS

Altin oran teorisi matematigin modern dallarindan birisidir (Hoggat 1969). Bir dogru
pargasinin (AB) Altin Oran'a uygun bi¢imde iki parcaya boliinmesi gerektiginde, bu
dogru dyle bir noktadan (C) bolinmelidir ki; kii¢iik parcanin (AC) biiyiik parcaya (CB)
orani, bliylik par¢anin (CB) biitiin par¢aya (AB) oranina esit olsun.

CB _AB
AC CB

Bu problem Euclidean Elementleri * nden ortaya ¢ikmistir. Modern bilimde bu problem
alin  oran  problemi olarak bilinir. Altin  oran probleminin  ¢dzimi

x% = x + 1 cebirsel denkleminin ¢6ziimiidiir. Bu esitligin kokii olan altin oran

1445
)

u ~ 1,618 ...

say1s1 matematikte, biyolojide, mimarlikta, dogada ve bir ¢cok alanda uygulamasi olan
irrasyonel bir sayidir. Son birkag yil icerisinde altin oran modern fiziksel arastirmalarda
ve atom fiziginde 6nemli rol oynamistir (Heyrovska 2005). Altin oran ayni zamanda
matematiksel olasilik teorisinde, dort boyutlu manifoldlarin topolojisinde ve Cantorian

Uzay zamani problemlerinde kullanilmistir (Marek-Crnjac 2006).

Altin oran ve uygulamalar1 hizli bir sekilde gelismektedir. Bu baglamda, diferensiyel
geometride altin oran uygulamasi iizerine yapilan ¢alismalar biliyiik bir ilgi ¢ekmistir.
Altin yap1 olarak adlandirilan bir Riemannian manifoldu {izerindeki yeni bir yapi
Crasmareanu and Hretcanu (2008) tarafindan olusturulmustur. Bu yapi1 altin orandan

esinlenerek yapilmistir.



Riemaniann-Hessian yapilari {inlii bilim adamlari tarafindan yogun olarak c¢alisilmistir.
Riemaniann-Hessian yapilar, afin diferensiyel geometri ve homojen uzaylar gibi 6nemli
plr matematik alanlar1 ile baglantili olmasinin yanisira, statik teoride, modelleme ve
optimizasyon sistemlerinde ve ekonomik teoride uygulamalar1 bulunmaktadir.
Riemaniann-Hessian yapilar iizerinde yapilan son derleme caligmalar, Duistermaat
(2001), Shima and Yagi (1997) tarafindan yapilmistir. Shima and Yagi (1997)

a2 : N : . e . ,
hy =21 seklindeki Riemaniann-Hessian metrigi ile verilen R" Euclidean uzayinda
U axigxi

calismiglardir. Burada f:R" - R,C® sinifindan bir fonksiyondur.

Udriste and Bercu (2005) pseudo Riemann-Hessian metrigini kullanmislardir. n-boyutlu
(M,,g) pseudo Riemann manifoldu ve Hessian't regiiler, diferensiyellenebilir f
fonksiyonu verildiginde, Udriste and Bercu (2005), h = V?f ile baglantih M, de
pseudo Riemann-Hessian metrigini tanimladilar ve bu yeni (M, h) pseudo Riemann-
Hessian manifoldunun o6zelliklerini arastirdilar. Burada V , g nin Levi-Civita

konneksiyonudur.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Hessian Manifold

(M,,g), g metrik tensdriine sahip Riemannian manifold olsun. f € J3(M,)

fonksiyonunun gradienti olan gradf , asagidaki sekildedir:

gradf = (gY9;f)9;

Koordinat sistemine gore

g(gradf,X) = (gV0:f)X*gj. = Xf = (df)X

yazilir.

f € 33(M,,) fonksiyonunun Hessian1, g nin Levi-Civita konneksiyonuna gore

h = V(Vf) = V*f

seklindeki ikinci mertebeden kovaryant tiirevidir. Yani h € 33(M,,) tensor alamdir.

Vyf =Yf = (df)Y oldugundan

h(Y,X) = (V(VO)) (Y, X) = (V). X)
= X((dH)Y)) — @) (VxY) = XYf — (V) f

olup, h nin simetrik tensor alani oldugunu goriliir. Ayrica,



9(Vx(gradf),Y) = h(Y,X)

yazilabilir.

Tanmm 2.1.1: (M,,g) Riemannian  manifoldu {zerindeki f:M, - R
diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise bu durumda Hessian h = V2f, M,, iizerinde bir
metrik tanimlar. Bu metrige pseudo-Riemannian Hessian metrigi ve (M,, h = V2f)

ikilisine de pseudo-Riemannian Hessian manifoldu denir (Udriste and Bercu 2005).

Tamm 2.1.2: Riemannian Hessian manifoldu iizerinde Vh = 0 sartin1 saglayan V
burulmasiz afin konneksiyona Riemannian Hessian konneksiyonu denir. O halde

(M,,, h, V) ficliisii Riemannian Hessian uzaym olusturur.

Teorem 2.1.1: Fl-’} , Christoffel sembolleri ve R;;™ , g Riemannian metrigi tarafindan

iiretilmis egrilik tensor alanlarinin bilesenleri olsun. hP* | h pseudo-Riemannian
Hessian metriginin kontravaryant bilesenleri ise, o zaman (M, h,V) uzaymm V

Riemannian Hessian konneksiyonunun katsayilari,
_ 1
I = T + S WP [(VeViVif ) = (Raes™ + Riet™ )V f |

formiilii ile verilir (Udriste and Bercu 2005).

Ispat: Eger f:M, — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise, bu fonksiyona iki kez

kovaryant tiirev uygulanmis hali,

of m Of

2 - ——__1m__L_ i j
ver (axlaxf L axm) dx' Q dx

seklinde gosterilir. Burada



of
Cooxt fi

gosterimi kabul edilirse,

oxf
ViVif = hij = fij = 555~ L fm

afi
Vkv iV f fl]k axlli Flz‘rilf:mj - Fly}f:im

ifadeleri yazilabilir. O zaman Teorem h,y = f,, Ve hPk = fPk olmak iizere,

Fp = Fp += fpk[fuk (Ri;™ + Rjii™ ) fom]

seklinde ifade edilir. Simdi ispat igin,

Ohye | Ohye _ Oh

2hg TS = =L :
sk axi ' dxJ  o9xk

esitliginde h;; degerleri yerine yazilirsa,

oh;  0%f or? Ofm
ox = axionianE " axkIm T gk
_ a3f aFm of
T oxidxiaxk  axk fm (axkaxm>
an a m
= axiaxjaxk fm FiT(hkm + Flimf:l)

olup

2.1

(2.2)



Ohyj o3f arm o
axk  oxidxioxk fm hkm — T/ (2.3)

esitligi elde edilir. Benzer olarak hj, ve h;, (2.2) dekleminde yazilirsa,

Zh FS = a3f — a ﬁ? _ l"mh _ l—‘mrl
sk dxJoxkoxt Oxt fm = Tk him = T Tim £
a3f arm
t3xiankax] ~ xr fm Tk hym — T G
3f ar{f
 9xidxioxk + dxk fm +T hkm + T kafl (2.4)

esitligi elde edilir. Burada (2.1) denkleminden,

af;
fl]k axl’i Flyilﬁmj Fk]flm
a3f arm m myl m m
= Sxiaxiaxk fm j hiem = Tij Tiem 1 = Tei fmj = Ticj fim
seklinde olup
a3f a]"lf}‘ m m l m m
Oxioxioxk fijk + 9xk fm + T hem + U Temfu + Ui fomj & Uk fim (2.5)

elde edilir. (2.5) denklemi (2.4) denkleminde yerine yazilirsa ve f € C* (M, R) olup

R R |

dxJoxkaxt  dxidxkdx)  dxidx)dxk




esitliklerini kullanarak,

m

_ oI’
2hg I = fiji + # 0 VI P ) e S VA

m 617’? m mpl arirl?
+ L him — me — Lk him — e Tim f1 — me

or/?

j

—Tig him — Firl?rjlmf:l + 32k fm + T him + Fir}lrlgmf:l
olup

_ 9 0
2hg T = fijict 2T A + (ﬁ It — Wr,g% + r,g’;rilj - riTr,gj) fm

d 0
+ (e T~ 3 W+ TS = DT ) o

yazilir. Buradan

2hge T = fijit 2T hiam + (Ricii™ + Ricii™) fm

elde edilir. Son esitligin her iki tarafi  h*P ile kontraksiyona alimr ve egrilik

tensoriintin R;j, " = —Rj;" Ozelligi kullamlirsa,

P — 1 kp m m m

L= Eh (fijre+2T Piem — (Ris™ + Riri™ ) frm)
esitligi elde edilir. Son olarak 21"{}‘ hy, ifadesi parantez digina alinirsa,

_ 1
=T+ Ehkp [fijk = (Riy™ + Rii™ ) fm]

veya



_ 1
P _ P
O =T + 17 fipe = (Rus™ + Ra™ ) fom]
ifadesi elde edilerek ispat tamamlanmis olur.

Sonug 2.1.1: (M,,, h = V?f) manifoldu iizerinde alman f: M,, - R diferensiyellenebilir

fonksiyonu icin V2f Hessian’,

f o 0f

dxidx) U oxp

ki = (V?f)y; =

seklinde olur. Burada fi’]’. degeri yerine yazilirsa,

0% f 1
kij =5 o {Fg + 2 L fipe = (Rug™ + Rjkim)fm]}fp
0%f 1
" xiox) Fil}f'p B Ef'pk[f'ifk — (Ritj™ + Ry™ ) fml fp
olup buradan da
1
kij = hij - Ef.pk [f,ijk - (Rikjm + Rjkim)fm]f,p (2.6)

esitligi elde edilir (Udriste and Bercu 2005). Bu ise k = V2f seklinde yeni bir metriktir

ve (M,,, k = V2f) yeni bir Riemannian Hessian manifoldu olur.

Sonug 2.1.2: (2.6) esitliginde k;; = h;; alinirsa,

fije = (Rigj™ + Rji™ ) fm = 0 (2.7)



olur. Burada manifold (M,, g) = (R"™,§;;) almrsa Fg = 0 oldugundan ve uzayin flat

olmasindan dolayr R;;;,™ = 0 olup (2.7) esitliginden,

93f

Lijre = dxioxioxk (2.8)

elde edilir. (2.8) esitliginde integral alinirsa,
f(x) = a;x'x) + bix' + ¢
fonksiyonu elde edilir (Udriste and Bercu 2005).

Sonu¢ 2.1.3: M, Riemannian manifoldu olsun. Eger g Euclidean metrigi ise

konneksiyon katsayilar1 sifir olup, yani Fl-’} = 0 olup Hessian metrigi

hij = (V2f)i; = %

seklinde olur (Shima and Yagi 1997).

2.2. Hessian Manifold Ornekleri

Ornek 2.2.1: g; j(x) = &;; seklindeki Euclidean metrigi ile verilen
M=R?={x=(1.,x") e R x> 0,..,x" > 0}

n-boyutlu reel afin uzay1 olsun. Burada fonksiyon

fiM->R,f(x! .. ,x")=—Inx'—...—Inx"



10

olarak secilirse,

af -1
Ji= g = 5T
ve
0} _ 8y

hy=fr= ) = O
i = Lij oxiox)  xixJ

esitlikleri elde edilir. O zaman Hessian metrigi

IR

8
(v, ...,x"))ij) = (—’) = Ll |,Gj=1,..,n)

xixJ
0

(x™)?

seklinde olup x* > 0, ...,x™ > 0 oldugundan pozitif tammlidir. Béylece (R7%,V2f) bir

Hessian manifoldudur.

Burada g;;(x) = §;; oldugundan Ff]’- = 0 ve uzayin flat olmasindan dolay1r R; jkl =0

olup, V konneksiyonunun katsayilari,

_ 1

05 =T + 5 WL = (Rus™ + Ryaa™ ) fom
denklemine gore

3
o Lok O°f

) OxioxJoxk (2.9)

seklinde olur. Burada
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i, . TR iy o

hijh =6; =n = —Lpi=n = 8;jh" = nx'x/
xtx)

e i ediii G i

= 6Y6;jhY =néYx'x) = hY =§Yx'x/

olup

h = §Yxix) (2.10)
denklemi elde edilir. Ayrica i =j =k, (i =1,...,n) oldugunda,

*f -2
dxtoxioxk — (x))3

(2.11)

olur. En az iki indis birbirinden farkliysa (2.11) esitligi sifira esit olur. O zaman

(2.10) ve (2.11) esitligi (2.9) da yerine yazilirsa,

—2
(x)3

F”—lapipi 2.12
ii—E X°X ( )

elde edilir. p # i oldugunda l:i’]’. =0 olur. Ama p=i olursa, i=j=k=p olup

(2.12) denklemi

1 -2 -1

)2 -
ii=§(x) (x1)?  x

seklinde olur. O halde V konneksiyon katsayilar1 i =j = k = p icin sifirdan farkli

diger durumlar i¢in sifirdir.

Burada (R%,h,V) iigliisii Riemannian Hessian Uzaym olusturur. Gergekten, k # i

veya k # j igin
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Vihij = 5 hij — Tgthinj — Tt him

axk

0 9%f B .
"o (m - Fi’}-‘fm) = T3y = T2 i

seklinde olup Vih;; = 0 olur. Ayrica i = j =k =p iginise

Vichi; = % - (_%ﬁ) - (_%(x_%)z)

2,2
BCOEARCOE

olup tim i,j,k,p=1,..,n i¢in Viyh; =0 ve (R} hV) Riemannian Hessian

uzayidir.

Ayrica (R%, h,V) uzaymin egrilik tensorii sifirdir. Yani flat afin uzay olur. Gergekten,

p L d 0 o =& Sl §
Rijk :ﬁrjk_ﬁrik'i'rim ik — Omlik

olupi=j=k=1l=m,(jklm=1,..,n) igin

_ Jd r—1 0 /—1 1 1
Riji = ﬁ(?) - ﬁ(?) oz oz =0

olur.

R%, h = V2f) manifoldu i¢in, f fonksiyonunun iki kez kovaryant tiirevi alinirsa,
y y

of -1 0°f &y

oxt  xt ' dxidx)  xixJ

olup
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0*f . of

=2 _ _ _
(V f)ij_kij_axl’axj ij 8x"

yazilir. [ # j i¢in k;; =0 ve i =j igin,

kif:(xli)z_(;_il>(;_i1):0

elde edilir. Yani tim i,j = 1,...,n i¢in k;; = 0 olur. Bu ise

V) =0

olur ki bu da Vf 1-formunun Riemannian-Hessian konneksiyonuna gore paralel

tasinmasi anlamina gelir (Udriste and Bercu 2005).

Ornek 2.2.2: gij(x) = &;; Euclidean metrigi ile verilen M = R"™ seklindeki n-

boyutlu reel afin uzayinda fonsiyon

fiM >R, f(x, .., x") =e*' 4+ ... +e*"

olarak secilirse,

of i o*f i
f,izﬁ:ex iy — L —5..e*

elde edilir. O halde Hessian metrigi

((sz(xl, .._,xn))ij) _ (6l-jexi) = : (,j=1,..,n)
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seklinde olup pozitif tammlidir. Bylece (R™,V2f) bir Hessian manifoldu olur.

Burada g;;(x) = 6;; oldugundan Fi’; = 0 ve uzaym flat olmasindan dolay1 R; jkl =0

olup, V, konneksiyonunun katsaylari,

_ 1
Fg = Fg + Ehkp [fiie = (Ruy™ + Risi™ ) fm]

denklemine gore

1 03f
Fp - = pk— 21
o2 Oxtdx)dxk (213)
seklinde olur. Burada
huhl‘] = 6ii =n = (Sijexihij =n = (Sl]hl] =Tle_xi
= 6Us;hU =ne ™ = hU =gl
olup
hi = §iie=x" (2.14)
olurvei =j =k igin,
93 i
! x (2.15)

axioxioxk ¢

olur. En az iki indis birbirinden farkliysa (2.15) esitligi sifira esit olur. O halde (2.14)
ve (2.15) esitligi (2.13) te yerine yazilirsa,

TP _ ~ epi,—xP xt
Fl.i—26 e *e

(2.16)

elde edilir. p #i oldugunda l:i’]’. =0 olur. Ama p=1i olursa, i=j=k=p olup

(2.16) denklemi
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seklinde olur. O halde V konneksiyon katsayilar1 i = j = k = p i¢in sifirdan farkli ve

1 .o . .
I i’; =5 diger durumlar i¢in sifirdir.

Burada

Vihij = 5 hij = Tgthinj — Tt him

axk

d azf B )
= Oxk (m - Fﬁ-‘m) — TR — T

seklinde olup Vih;; = 0 olur. Ayrica i = j =k =p iginise

— xi 1 i 1 i
thij =e —Ee

olup tim i,j,k,p=1,..,n i¢in Vih; =0 ve (R} A V) Riemannian Hessian

uzayidir.
(R%, h,V) Riemannian Hessian uzaymu flat afin uzaydir. Gergekten,

_ 0 _ Jd _ _, _,
Rij = ﬁl—_‘]lk - Wrilk + O =TT

olupi=j=k=1=m,(ijkl,m=1n) icin

olur (Udriste and Bercu 2005).
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Ornek 2.2.3: M = R? olmak iizere

1+4(xhH)? —2xt
xt,x?) = ( )
g( ) o )

metrigi verilmis olsun. Burada (R?,g) Riemannian manifoldudur. Ciinkii g(x1,x?)

metrigi simetrik ve pozitif tanimlidir. O halde konneksiyon katsayilari,

_ 1 2xt
9 1(x1,x2) = <2x1 1+ 4(.’)(1)2)
ve
1 0 0 d
k _ =kl
Lj=39 ngﬁ‘@gu—ﬁgu]

olmak iizere, i = j =k =1 icin,

L0 9 9 9 9

1 d
Ih = 59 %911 + ﬁgn - ﬁgn] +§.912 [ﬁgu + ﬁgu —ﬁgn

1 1
= E(8xl) +§2x1(—2 -2)=0

olur ve benzer sekilde,
F112 = F211 = F222 = r‘122 = I‘221 = lez =0
olur. Sonolarak, i =j =1 ve k=2 ig¢in,

, 1,10 0 0 1,79 0 0
F11=§g ﬁgn"'@gn_ﬁgn]"'zg [ﬁ%z"‘ﬁgu—ﬁgn]

1 1
= §2x1(8x1) +3 1+4(x1H2)(-2-2)

= -2
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elde edilir. Ayrica tim i,j,k,l = 1,2 i¢in egrilik tensorii R; jkl = 0 olacaktir.

Burada biitiin konneksiyon katsayilar1 sifir olmadig i¢in diferensiyellenebilir fonksiyon
yardimiyla kovaryant tiirevle elde edilecek olan metrik sadece kismi tiirevlerle ifade
edilmeyecektir. Yani fonksiyon,

fiR? > R, f(x1,x?) =100[x? — (x1)?]? + (1 — x1)?

seklinde secilirse, (Rosenbrock’s Function)

0 0
9 = 400(x1)3 + 2x* — 400x'x%2 -2 , 9 = 200[x? — (x1)?]
dx1 0x?
aZf aZf
= 1200(x1)2 — 400x2 + 2 , —— =2
S0y = 12006 = 40027 +2, 5o = 200
0% f
—— = —400x"
dx10x? x

esitlikleri elde edilir. Burada,

F112 = r‘211 = r‘222 = F122 = r‘221 = lez =0

oldugundan dolayz,

f:lZ = h12 = _400x1 ) f:21 = h21 = _400x1 ve f:zz = hzz = 200

olur. Ancak T = —2 oldugundan,

o*f (1 of

of
f,11: 11:W_ 11% )

g

= 1200(x1)? — 400x? + 2 — [(—2)200[x? — (x1)?]]

= 800(x1)* + 2
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seklinde olur. O halde Hessian metrigini,

(), )= )= (G 0 =12

seklinde yazabiliriz.

Burada det(h;;) =400 oldugunda metrik pozitif tanmhdir ve (R? VZf) bir

Riemannian Hessian manifoldudur. O halde konneksiyon katsayilari,
Oy =Th+5 h PIfuke = (Ruy™ + Rji™ ) fom]
olmak iizere, R;;" = 0 ve fj i¢in, (i,j,k = 1,2)
fi11 = %hu — (Tfyhay + Tfihip) — (T hay + Tfihap)

= 1600x* — 2(—2)(—400x1) =0
d l l
f,112 = ﬁhn —I31hy —T31h =0
d 1 2 l
f,121 = ﬁhu — (Cf1haz + Tihyy) — Tihy
= —400—(—-2)200=0

d
f211 = ﬁhm — Tiyhy — (Tfyhyy + T hyy)

= —400 — (=2)200 = 0

0
f,221 = ﬁhzz_rfzhlz - 1_‘1lzhlz =0

0
f,212 = ﬁhm - lezhu - le1hlz =0
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)
f,122 = a?hlz - le1hlz - lezhll =0

0
f,zzz = thz - lezhlz - lezhlz =0
olup,

L =Tj
elde edilir. Yani h metrigi ile g metriginin konneksiyon katsayilar ayni oldu. O halde
(R?%,h = V2f) manifoldunun egrilik tensorii,
olacaktir.

(R?%,h = V2f) manifoldunda f fonksiyonuyla tekrar metrik olusturulursa,

I =T
olup
o _mof
U gxiax) Y oxk
O ot

T oxiox) U gxk
= hy;

olacaktir ki bu da tiretilen her Hessian metrigin ayn1 olmast demektir (Udriste and Bercu
2005)
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3. MATERYAL ve YONTEM

M, n-boyutlu C*- smifindan bir manifold olsun. M,, iizerindeki (r,s) tipli tim C*-
sinifindan tensor alanlarimin F(M,,) tizerindeki modilia J%(M,,) ile gosterilir. Burada
r, kontravaryant derecesi, s kovaryant derecesi ve F(M,) ise M, iizerindeki C*-

smifindan fonksiyonlarin cebiridir.

Tamm 3.1: @ € 31(M,), M, tizerinde bir afinor alani olsun, keyfi

12
X1, X5, 0, Xs € SE(M,) ve &6, ...,& € 39(M,,) icin asagidaki sartlar saglayan (7, s)

tipli t tensor alanina ¢ ’ ye gore piir tensor alani denir.

r T

1 2 12
t((le,Xz, ""XS; f,f, ...,f) = t(Xl;QDXZ' ""XS; E,E, ...,E)

12

= t(Xl,Xz, ,(pXS, E, E, ,E)
, 12

= t(X, Xy, o, Xg 'QEE, ) ) 3.1)

= t(XliXZl ""XS; f, ,(pf, ,f)

1 2 , r
=t(X1,X2,...,XS;f,€,..., (pf)
Burada ‘¢, X € 33(M,,) ve & € 39(M,,) icin,

(90 =E(pX) = (€ > 9)(X)
ile tantmlanan ¢ ’ nin eslenik operatoriidiir.

x1,x2%,...,x" ; M, de lokal koordinat sistemi olmak iizere, (3.1) de
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r

1
a d i i - . . i
s Xg = o= Ve §=dx’,..,§ = dx/r alindifinda, piir tensor alan1 ¢; ve

dxi1’

X1=

t]1-Jr bilesenlerinin terimleriyle asagidaki gibi ifade edilir:

— ¢J1dr

m
- - lllzm(pls

_ dvedr omo_
iym.igPi; =

jredr om
miy.isPiy

1Mejr J2 _ _ fJiJz2emjr
=4, i Pm =4, i Pm ==t (3.2)

=t i, Pm

Vektor, kovektor ve skaler alanlar, piir tensor alanlar olarak kabul edilir.

(3.1) den, eger K ve L nin her ikiside (r,s) tipli piir tensor alani ise, burada K + L

ve fK (f € F(M)) ninda piir tensor alan1 oldugu kolayca goriiliir. ¢ afinor alanina

gore M, tzerindeki tim (7, s) tipli biitiin piir tensor alanlarinin modiili J%(M,,) ile
gosterilir. A pozitif tam say1 olsun. Eger K ile L sirasiyla (p1,q1) ve (p2, qz) tipli

plir tensor alanlari ise, K ve L nin tensor ¢arpimi vasitastyla,

Kél, _ (K'il'"m)l"'ierl"'rpz )

J1--Jqq $1..M)...Sq,

seklindedir ve bu da bir piir tensor alamidir. Kolaylik olmasi agisindan, sadece
K€e3i(M,) ve LeSIIM,) olmasi durumunu ispatlamak yeterlidir. Gergekten

X, Y € 35(M,,) igin,

(K®LY(9X,Y) = K(L(pX, V) = K(L(X, ¥)) = (KOL)(X, oY)

olur.

* % c
K € 301 (My,) ve L€ Jh*(M,) nin piir carpmm (@ veya "o" ile gdsterilir. ), R

reel sayilar {izerindeki cebir iizerinde verilen JI(M,,) = X% 35 (M,) direk toplama

islemi,
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|( I(']l1 ]T:: gy Sl'_'_:fli___sqz A < p1,q1 (Asabit pozitif tamsayt)
C Cc i LMy . iy
®:(K,L) » (K®L) =< K 7:: ],h sl...sql; > u < py,qi(usabit pozitif tamsayr)
p1=0p,=0
71 =0,g,=0

seklinde tanimlanir.

3.1. Tachibana Operatorii

Tamm 3.1.1: JL(M,,) = X7%—0 I35 (M,,) , R iizerinde bir tensor cebiri ve ¢ € J1(Mp,)

olsun. Asafidaki sartlart saglayan M,  izerindeki ¢, IJ5(My) - Js(My)

doniisiimiine Tachibana operatdrii veya ¢,,-operatorii denir (Salimov et al. 2008).

a) ¢, sabit katsayilara gore lineerdir,
b) Her (r,s) igin, (;b(p:Sg(Mn) - o1 (My)

* C c c
¢) Her K,L € 3(M,) icin, ¢,(K®L) = (¢,K)®L + K®(¢,K),
d) Her X, Y € 33(M,,) icin, PpoxY = —(Lyp)X , (burada Ly ,Y ye gore Lie tiirevidir.)

e) Her w € 3%(M,) ve X,Y € 33(M,,) icin,

Dpx(yw) = (d(1,w)) (@X) — (d(y(w° @) (X) = (X)) (yw) — X (1,yw)
dir. Burada, tyw = w(Y) = wé}Y dir.
Teorem 3.1.1: Tanim 3.1.1 den

¢g0XY = [pX,Y] — 9[X,Y]

elde edilir.
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Her f,g € F(M,,) igin,
[ergY] = fg[XrY] +f(Xg)Y_g(Yf)X

oldugundan ¢, xY nin, X de lineer oldugu fakat, ¥ de olmadig goriiliir.

Buradan,
oY = [foX, Y] — olfX, Y]
= fleX, Y] = (Y)pX — o(fIX, Y] + (Y )X
= f(lpX,Y] = 9[X,Y])

= f ¥

Pox(gY) = g(duxY) + ((0X)g)Y — (Xg)eY

elde edilir. ¢,xY icin sirasiyla (¢,Y)X yazacagiz.
3.1.1. 1-form’a uygulanan ¢, —operatorii

w € F9(M,) olsun. Tamim 3.1.1 i kullanarak, keyfi X,Y € 33(M,,) igin,

(¢(pw)(X; Y) = (¢(pxw)y
= ¢ (y ) — (V)

= (0X) (tyw) — X(1pyw) + 0((Lyp)X)

= (L(pr — Ly(w o (P)) Y

elde edilir. Buradaki w o ¢ 1-formu,
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C
(we @)Y =( ‘pw)Y = (0®9)Y = w(pY)

seklinde tanimlamir.  (p,w)(X,Y) = (Lq,xw —Ly(wo (p)) Y esitliginden dogal ¢atiya

gore,

(¢<pw)ij = (pznamwj - ai(wm(P]T'n) + wmaj(plm
bilesenlerine sahip oldugu goriiliir.
3.1.2. (0,s),s = 2, tipli tensor alanina uygulanan ¢, —operatorii

Teorem 3.1.3.1: w € 32(M,,) olsun. Buradan,

Pox (01, .., Y)) = (0X) (0 (Y1, -, Y0)) = X (0 (@Y1, -, Ye))

dir.

ispat: Wy, .y, » Wy, v, (Y1) =w(y,..,Y;) ile verilen 1-form olsun. Oyleki Tanim
3.1.1 in (e) esitliginden,
¢(pX(w(Y1; o) Ys)) = ¢(pX(wY2,...,YS(Y1))
= (¢X)(1Y1wyz,...,ys) - X(lwylwyz,...,ys)
= (X)(w(Yy, .., ¥5)) — X(w(epYy, ..., Y5))

elde edilir.

*

w € 32(M,,) , s = 2 igin Teorem 3.1.3.1 gdz dniine alindiginda,

(D)X, Y1, ..., Y) = Pox(w(¥y, ..., ¥s)) — Z(yl, e Dox Vo o, Ys)
A=1
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= (pX)(w(Yy, .., ) — X (w(@Yy, ..., Y)) + Z P(Y1, o, Ly, @)X, o0, Ys) (3.3)
A=1

= (L(pr - LX(C‘) ° (P))(Ylﬂ L] Ys)

elde edilir.

Burada w o ¢ tensor alam

(o @)V, ., Ys) = 0(QY, .., Yy)

= w(Yy, ..., 0Ys)

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.1.3.1: w € f'*sg(Mn) ve
w(@X,Y) = w(X, pY)
olsun. Teorem 3.1.3.1, w(@X,Y)=w(X,@Y) ve ¢, x¥ =—(Lyp)X olarak
alindiginda,
($p)(X,Y,2) = ppx(w(Y,2)) — w(PyxY, Z) — (Y, pyxZ)

= (X)) (w0(Y,2)) — X(w(9Y,2) + o((Lyp)X,Z) + w(Y, (Lz9)X)

= (Lpxw = Ly(w o 9))(Y, Z)
elde edilir. Buradaki w o ¢ tensor alam

(weo)(X,Y) = w(pX,Y)

seklindedir.
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3.2. Altin Manifoldlar

Yano (1963) , M,, n-boyutlu C®-manifold ve f € 31(M,) olmak iizere f3+f =0
esitligini saglayan f-yapilar1 kavramini tanimlamigtir. Daha sonra Goldberg and Yano

(1970) bu kavrami genellestirerek
Q) =f*+agf* '+ +ayf +a;l=0

esitligini saglayan d dereceli polinomsal yapiy1 tanimlamistir. Burada a4, a,, ...,a; € R

ve I € 31(M,,) olup birim tensordiir.

M,, , n-boyutlu C*-manifold ve ¢ € 31(M,,) olsun. Eger polinomsal X> —X —1=0
yapist @2 — @ — 1 = 0 esitligini saglayan ¢ yapisi icin minimal polinomsal ise, bu
durumda ¢ , M, iizerinde altin yap1 olarak adlandirilir. Ayrica (M, ¢) ikilisine Altin
(Golden) manifold denir. Bu yap1 Johannes Kepler (1571-1630) tarafindan tanimlanan

Altin Oran’dan esinlenerek olusturulmustur. Bu say1 x? —x — 1 = 0 denkleminin
1+V5
2

¢Ozlimii olan u = ~ 1,618 ... sayisidir.

Tamm 3.2.1: Her X,Y € S3(M,) olmak iizere (M, g)

g(@X,Y) = g(X, 9Y) (3.4)

olacak sekilde ¢ altin yapi ile baglantili Riemannian manifoldu olsun. (Hretcanu ve

Crasmareanu 2009). Eger (3.4) esitliginde X yerine @X yazilirsa (3.4) denklemini

9(@X, oY) = g(9*X,Y) = g((¢ + DX,Y) = g(X,Y) + g(X,Y)

seklinde yazabiliriz. Burada (3.4) ile tanimlanan Riemannian metrigi ¢ ile uyumludur
ve (M,,¢@,g) Tglisine Altin-Riemannian manifoldu denir. Boyle Riemannian

metriklerden piir metrikler olarak da bahsedilebilir (Iscan and Salimov 2009).
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3.2.1. Altin Manifoldlarin integrallenebilirligi

Teorem 3.2.1.1: (M, ¢, g) Altn-Riemannian manifoldu olsun. Bu durumda ¢,g = 0

ise ¢ integrallenebilirdir (Gezer et al. 2012).

Sonug¢ 3.2.1.1: (M, ¢, g) Altn-Riemannian manifoldu olsun. ¢,g = 0 sart1 Vg =0

sartina denktir. Burada V, g nin Levi-Civita konneksiyonudur (Gezer et al. 2012).

Tamim 3.2.1.1: g pozitif tanimli Riemannian metrigine sahip M,, manifoldu iizerinde

her X,Y € 33(M,,) icin

g(FX,Y) = g(X,FY)
ve

F2=]

olacak sekilde (1,1) tipli F tensor alani alinirsa, bu F yapisina hemen hemen ¢arpim
(product) yap1 denir. (M,,, F, g) tgcliistine hemen hemen ¢arpim Riemannian manifoldu

denir.

Tamm 3.2.1.2: t € SZ(Mn) olmak iizere eger t pir tensorlii ¢,t = 0 esitligini
saglarsa t ye ¢-tensor denir. Eger (1,1) tipli ¢ tensorii kompleks bir yap1 ise ¢-
tensOriine analitik tensér (holomorfik tensor) denir. Eger ¢ carpim yapi ise bu

durumda ¢-tensoriine ayristirilabilir tensor denir (Tachibana 1960).

Teorem 3.2.1.2: (Hretcanu and Crasmareanu 2009) Eger ¢ , M,, iizerinde bir altin yap1
ise bu durumda
1

=%

Qe -1 (3.5)
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M,, iizerinde hemen hemen carpim yapidir. Tersine M,, iizerinde her hemen hemen

carpim F yapisi asagidaki gibi verilen M,, iizerindeki iki altin yapiya indirgenebilir:

<P1=%(1+\/§F)'<P2 =%(1—\/§F)

Ispat: F?2 =1 yani F, (M,,g) Riemannian manifoldu iizerinde hemen hemen ¢arpim

yap1 olsun. O zaman hemen hemen ¢arpim yapidan elde edilen
1 1
P11 = 5(1 +\/§F),<,02 =§(1 —\/gF)
her iki yap1 da altin yapidir. Gergekten,

o3

I+2V5F +5I +5F+31 1
= = =-3I+V5

2904 — 1
4 2 2 )

V5

1
= 5(21"' 201) =@ +1
elde edilir. Benzer sekilde @3 — @, — I = 0 olduguda gosterilebilir.

Tersine ¢ , (M,,g) Riemannian manifoldu iizerinde altin yap1 olsun. O zaman altin
yapt tarafindan indirgenmis F = %(ZQD —I) yapist hemen hemen g¢arpim yapidir.

Gergekten,

Fz_4¢2_4¢+1_4(¢2_¢)+1_ﬂ_1
B 5 - 5 5

elde edilir.

Eger bir g Riemannian metrigi hemen hemen F c¢arpim yapisina gore piirse bu

durumda g Riemannian metrigi ¢ altin yapiya gore piirdiir. Gergekten,
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g(FX,Y) = g(X,FY)

olupve F = % (2¢ —I) esitliginden,

1 1
g(ﬁ(&p —DX,Y) = g(X,ﬁ(Zq) — DY)

2 1 2 1
ﬁgﬁpX, Y) - ﬁg(X, Y) = Eg(X, @Y) — ﬁg(X, Y)

9(@X,Y) = g(X, ¢Y)

oldugu gortiliir.
Ayrica basit bir hesaplama ile

2
brg = ﬁ%g

elde edilebilir. Ger¢ektende, F = \/ig (2¢ — 1) igin

(3.6)

(Prg)X,Y,Z) = (FX)(g(Y,Z2) = X(g(FY,2)) + g((Ly F)X,Z) + g (¥, (LzF)X)

1 1
= @0~ NX(g(Y,2) - X9(z (29 — DY, 2))

2 1
9Ly (= (29 = DX,Z) + g(¥, (Lz(FZ (29 = DX)

Vs s

_Z
5

+9(Y, (Lz9)X)]

[(eX)(g(Y,2) — X(g(eY,2)) + g((Lyp)X,Z)

olup (3.6) esitligi elde edilir.
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(M,,F,g), g pir metrigi ile verilen hemen hemen ¢arpim Riemannian manifoldu
olsun. Eger ¢rg =0 ise bu durumda hemen hemen F c¢arpim yapisinin
integrallenebilir oldugu gosterilmistir (Salimov et al. 2007). Boylece Teorem 3.2.1.1

denve (3.6) esitliginden asagidaki 6nerme yazilabilir.

Onerme 3.2.1.1: (M,,, 9, g) Altin-Riemannian manifold ve F , ¢ ile baglantili hemen

hemen ¢arpim yapi olsun. Eger ¢ppg = 0 ise ¢ altin yapisi integrallenebilirdir (Gezer
et al. 2012).

Integtallenebilir ¢ altin yapisiyla verilen (M,, ¢, g) Altm-Riemannian manifolduna
bolgesel Altin-Riemannian manifoldu denir. Eger bolgesel Altin-Riemannian
manifoldunun g metrigi, x° nin fonksiyonlar1 olan g, , x¢ nin fonksiyonlari olan

9ap V€ gap = 0 olmak tlizere

ds? = g (x9)dx®dx? 4+ gz5(x9)dx%dx®?, a,b,c=1,..,m, a,b=m+1,..,n

seklinde ise bu M,, manifolduna bolgesel ayristirilabilir Altin-Riemannian manifold
denir. Ayrica F c¢arpim yapistyla baglantili olan bdlgesel Riemannian manifoldunun
bolgesel ayristirilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart F nin, g nin Levi-Civita

konneksiyonuna gore paralel olmasidir (Yano 1965; Yano and Kon 1984).

¢rg =0 olmasi VF = 0 olmasina denktir (Salimov et al. 2007). Buradan asagidaki

onerme yazilabilir.

Onerme 3.2.1.2: (M,,p,g) Altn-Riemannian manifold olsun. M,, manifoldunun
bolgesel ayristirilabilir Altin-Riemannian manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
¢rg = 0 olmasidir. Burada F hemen hemen altin yapisiyla baglantilidir (Gezer et al.
2012).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Bolgesel Ayristirilabilir Altin-Hessian Manifoldlar

Teorem 4.1.1: (M,,F,g) bolgesel ayristirilabilir Riemannian manifoldu olsun ve V,
g nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere f , V2f Hessian’mn regiiler oldugu
diizgiin bir fonksiyon olsun. Eger df tam 1-formu ayristirilabilirse ¢ hemen hemen
F c¢arpim yapisiyla baglantili altin yapi olmak iizere (M, @, V2f) iigliisii Altin-

Hessian manifoldunu olusturur.

Ispat: df tam 1-formu ayristirilabilir olsun. (3.3) ve (3.5) esitliklerinden,

(¢r(df))X,Y) = (FX)(@H)Y) — X((df)(FY)) + d)((LyF)(X))

2
5

[p(X) (@) = X((df) (@) + (@)Y, X] — oY, XD]

Sl

_Z
5

+(@df)(Vy X — Vi ¥ — @(VyX — ViY) — V@V + VY]

[p(X) (A1) = X((df)(9Y))

2
= [(Voxdf)(Y) = (Vxdf)(Y) — (df) (V) (Y, X)
+(df)(V)(X,Y)] =0 (4.1)
elde edilir. (3.5) teneger VF = 0 ise Vo = 0 yazilabilir. O zaman (4.1) esitligi

(V2O 9X) = (V2 f) (oY, X)

seklinde ifade edilir. Yani (M, @, V2f) iicliisii Altin-Hessian manifoldudur.
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Teorem 4.1.2: (M,,F,g) bolgesel ayristirilabilir Riemannian manifoldu olsun ve V,
g nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere f , V2f Hessian’mn regiiler oldugu
diizgiin bir fonksiyon olsun. Eger df tam 1l-formu ayristirilabilirse ¢ hemen hemen
F carpim yapisiyla baglantili altin yap1 olmak iizere (M, @, V?f) iicliisii bolgesel

ayristirilabilir Altin-Hessian manifoldunu olusturur.

Ispat: (M, F, g) bolgesel ayristirilabilir Riemannian manifoldu olsun. O zaman

(V2O 9X) = (V2 f) (oY, X)

esitliginden,
(V) (9X,Y,2) = (V' )X, 9Y,2) (4.2)

yazilabilir. Ricci denklemini kullanarak (4.2) den

(V)X @Y, 2) = Vz(Toy (V)
= Voy (V2(Vxf)) = (df)(R(Z, 9Y)X)
= (V*f)(X, Z, 9Y) — (df)(R(Z, pY)X) (43)
ve
(V*f)(9X,Y,Z) = V2(Vy(Vyxf))
= Vy(V2(Vexf)) = () (R(Z, V) pX)

= (V*f)(pX,Z,Y) — (df)(R(Z,Y)9X) (4.4)

esitlikleri yazilabilir. g nin R egrilik tensorii hemen hemen F ¢arpim yapisina gore
purdiir (Salimov et al. 2007). O zaman R egrilik tensorii hemen hemen F ¢arpim
yapistyla baglantili olan ¢ altin yapisina gore de piirdiir. O halde (4.3) ve (4.4)

esitliklerinden,
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(VHZ, 90X, Y) = (V)(Z, X, 0Y) (4.5)

yazilir. Yani V3f tensor alani tiim argiimanlara gore piirdiir. Burada V3f , M,

tizerinde yiiksek mertebeden Hessian yapilardir (Kumar 2005).

Diger taraftan

(Do) (X, Z1,Z,) = (X)(h(Zy,Z,)) — X(h(9Zy,Z3)) — h(VypxZ4, Z3)
+h((VQ)(X,Z1),Z;) + h(Zy, Vo)X, Z3)) — h(Z1,V pxZ>)
+h(p(VxZ1), Z,) + h(@9Zy, VxZ,)

= (Vuxh)(Z1,Z,) — (Vxh)(9Zy, Z,) + h((Ve) (X, Z4), Z,)

+h(Zy, Vo)X, Z,)) (4.6)

yazilir. (4.6) da h(Z,,Z;) =V; V., f ve Vo =0 yerlerine yazilirsa, (4.5) ten

dolayi,

(¢<ph)(X» Z4,Z5) = (¢<ph)(X, Z3,Zy) = (V(pX(VZf))(ZZ,Zl) - (VX(VZf))(ZZ'(pZI)

= (v3f)(ZZ'Zl' <pX) - (V3f)(Z2' (le,X)

=0

elde edilir. O halde ¢,h = 0ise, V, h nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere

Vo = 0 yazlabilir.
4.2. Holomorfik Altin-Norden-Hessian Manifoldlar

®. , My, monifoldu iizerinde ®% — ®, — %I = 0 denklemini saglayan (1,1) tipli bir

tensor alan1 olsun. Bu durumda &, , M,; {lizerinde hemen hemen kompleks altin yap1
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olarak adlandirilir ve (M,;, ®.) ikilisine hemen hemen kompleks altin manifold denir

(Crasmareanu and Hretcanu 2008). Eger ¢ hemen hemen kompleks yapi ise
1
b = (1 ++5¢) (4.7)

My, iizerinde hemen hemen kompleks altin yapidir. Gergekten,

I+2V5¢ -5 1 20, — 1]
2 _ = (- v <
2 = . 7 (~41 + 25 =

)

1 3
= Z(_61 +4d.) = o, +§I
olur.
Tersine @, hemen hemen kompleks altin yapi olsun. O halde &, hemen hemen

kompleks altin yapisi tarafindan indirgenen ¢ = %(ZCDC — 1) yapist hemen hemen

kompleks yapidir. Gergekten,

| ADZ— 4D 4] ADPE D)+
v= 5 - 5 -

olur.

@ hemen hemen kompleks yapisi ile verilen (M,,,g) pseudo-Riemannian
manifoldunda eger g pseudo-Riemannian metrigi ¢ ye gore piir ise bu manifolda
hemen hemen Norden manifold denir. Iscan and Salimov (2009) hemen hemen Norden
manifoldunun holomorfik Norden manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter sartin g
metriginin holomorf olmas1 gerektigini yani Voo =0 ¢ppg =0 oldugunu

gostermistir.
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Hemen hemen kompleks altin yapi ve hemen hemen kompleks yapi birbirleriyle
baglantili oldugu i¢in hemen hemen kompleks yapi teorisinde kullanilan ¢-operatorii
metodu hemen hemen kompleks altin yapilarda da kullanilabilir. Bdylece bu boliimde

hemen hemen kompleks altin yapilarin integrallenme sart1 verilecektir.

(Myy, g) , her X,Y € I5(Myy,) icin

g(@:X,Y) = gX,®.Y) (4.8)

olacak sekilde @, hemen hemen kompleks altin yapi ile baglantili pseudo-Riemannian
manifold olsun. O zaman (M, ®., g) Ugliisiine hemen hemen kompleks Altin-Norden

manifoldu denir.

M, , hemen hemen @_. kompleks altin yapisiyla verilen hemen hemen kompleks altin
Norden manifold olsun. Hemen hemen ®. kompleks altin yapisinin integrallenebilmesi
icin gerek ve yeter sart V®. = 0 olacak sekilde V burulmasiz afin konneksiyon
olmasidir. Ayni1 zamanda @ nin integrallenebilmesi Ng,_ = 0 sartina denktir. Ayrica
pseudo-Riemannian manifoldu {izerindeki hemen hemen kompleks altin yapinin

integrallenebilmesi i¢in baska bir yeterli sart asagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 4.2.1: (Mg, @, g) hemen hemen kompleks Altin-Norden manifold olsun. Bu

durumda,

a) Eger ¢g_g = 0ise &, integrallenebilirdir.
b) V, g nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere, ¢¢.g =0 ise VO =0

yazilabilir.

Ispat: (4.8) ve V, g ile baglantili Riemannian kovaryant tiirev operatdrii olmak

lizere, Vg = 0 olmasindan dolay: tim X,Y € 33(M,,) icin

9&X, (Vz2)Y) = g((VzPI)X,Y) (4.9)
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yazilabilir. (4.8), (3.3) ve [X,Y] = VxY — V, X denklemlerinden,

(P0,9)(X,Z1,Z5) = —g(VxP)Z1,Z5) + g(Vz, D)X, Z;)

+9(Z1, (Vz,P0)X) (4.10)

ve buradan

($0,.9)(Z2, 21, X) = —g(Vz,9)Z1, X) + g(V2, D) Z,, X)

+9(Zy, (Vx®,), Z3) (4.11)
yazililabilir. (4.10) ve (4.11) denise
($0.9)(X,Z1,Z3) + ($0,.9)(Z2, 21, X) = 29(X,Vz,Pc)Z>) (4.12)
elde edilir. (4.12) denkleminde ¢q_g = 0 yazilirsa Vd. = 0 elde edilir.

Eger g pseudo-Riemannian metrigi hemen hemen &, kompleks altin yapisina gore
piirse, bu durumda g pseudo-Riemannian metrigi hemen hemen ¢ kompleks yapiya

gore piirdiir. (4.7) yardimiyla
2
0.9 = =bpg (4.13)
V5

yazilabilir. Buradan, Teorem 4.2.1 ve (4.13) esitliklerinden asagidaki sonug

yazilabilir.

Onerme 4.2.1: (M,;,, ®.,g) hemen hemen Altin-Norden manifold ve ¢ , @, ile

baglantili hemen hemen kompleks yap1 olsun. Eger ¢,g = 0 ise hemen hemen &,
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kompleks altin yapisi integrallenebilirdir. Ayrica ¢,g9 =0 ise Vo =0 yazlabilir.

Buradan hareketle asagidaki 6nerme yazilabilir.

Onerme 4.2.2: (M, ®., g) hemen hemen Altin-Norden manifold olsun. (Myy, ®., g)
Ugliistintin holomorfik Altin-Norden manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢,g = 0
olmasidir, burada ¢ hemen hemen kompleks altin yap ile baglantili hemen hemen

kompleks yapidir.

f» (M3, @, g) holomorfik Norden manifoldu {izerinde holomorfik bir fonksiyon olsun.
Yani ¢,(df) =0 olsun. Bu durumda Teorem 4.1.1 deki benzer ispatla h = V*f
Hessian metriginin &, yapisina gore pir oldugu sdylenebilir. Buradan hareketle

asagidaki onerme yazilabilir.

Onerme 4.2.3: (M, ¢, g) holomorfik Norden manifold olsun ve V , g nin Levi-
Civita konneksiyonu olmak iizere f , V2f Hessian’min regiiler oldugu diizgiin bir
fonksiyon olsun. Ayrica @, , hemen hemen ¢ kompleks yapisiyla baglantili olan
hemen hemen kompleks altin yap1 olsun. Eger f holomorfik ise (M, @, h = VZf)

ti¢liisii hemen hemen kompleks Altin-Norden-Hessian manifoldunu olusturur.

®. kompleks altin yapist i¢in Teorem 4.1.2 yardimiyla, (4.13) esitliginden ve

Onerme 4.2.2 den asagidaki 6nerme yazilabilir.

Onerme 4.2.4: (M,,, @, g) holomorfik Norden manifold olsun ve V , g nin Levi-
Civita konneksiyonu olmak iizere f , V2f Hessian’inin regiiler oldugu diizgiin bir
fonksiyon olsun. Ayrica &, , hemen hemen ¢ kompleks yapisiyla baglantili olan
hemen hemen kompleks altn yap1 olsun. Eger f holomorfik ise (M, @, h = VZf)

ticliisii holomorfik Altin-Norden-Hessian manifoldunu olusturur.
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(M3, @, g) Kahler manifoldu i¢in, g Hermit metriginin R egrilik tensoriinlin tim
argiimanlar1 hemen hemen ¢ kompleks yapisina gore piir degildir (Yano and Kon

1984). Buradan asagidaki sonug yazilabilir.

Sonuc¢ 4.2.1: (M,,¢,g) Kahler manifoldu i¢in, g Hermit metriginin R egrilik
tensorii hemen hemen ¢ kompleks yapisiyla baglantili hemen hemen @, kompleks
altin yapisma gore de piir degildir. Bu yiizden (Myy, @, h = V2f) iicliisii (4.3) ve
(4.4) denklemlerine gore Kahler manifoldu {izerinde hi¢gbir zaman holomorfik Altin-

Norden-Hessian manifoldunu olusturmaz.
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5. SONUC

Sunulan bu tezde ilk olarak bolgesel ayristirilabilir Riemannian manifoldlar {izerinde

bolgesel ayristirilabilir Altin —Hessian yapilar kuruldu.

Ikinci olarak hemen hemen kompleks yapilardan elde edilen hemen hemen kompleks
altin yapilarin integrallenebilirligi icin bagka bir yeterli sart sunuldu. Ayrica bir hemen
hemen kompleks Norden manifoldun holomorfik Altin-Norden manifoldu olmas: igin

gerek ve yeter sart verildi.

Uciincii olarak holomorfik Norden manifoldlar: iizerinde holomorfik Altm-Norden-
Hessian manifoldlarin kuruldugu ancak Kahler manifoldlar iizerinde holomorfik Altin-

Norden-Hessian manifoldunun asla kurulamayacagi gosterildi.
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