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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

ALTIN-HESSİAN YAPILAR 

Çağrı KARAMAN 

Atatürk Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç. Dr. Aydın GEZER 

Bu tezde, ilk olarak bölgesel ayrıştırılabilir Riemannian manifoldu üzerinde bölgesel 

ayrıştırılabilir Altın-Hessian yapısı oluşturulmuştur. Daha sonra ise holomorfik Norden 

manifoldları üzerinde holomorfik Altın-Norden-Hessian yapısı oluşturulmuştur. 

2013, 40 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Ayrıştırılabilir ve holomorfik tensör, Altın yapı, Hessian metrik, 
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ABSTRACT 

Master Thesis 

GOLDEN-HESSIAN STRUCTURES 

Çağrı KARAMAN 

 

Atatürk University 

 Graduate School of Natural and Applied Sciences 

 Department of Mathematics 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Aydın GEZER 

The aim of the thesis is two-fold. Firstly, to construct a locally decomposable Golden-

Hessian structure on locally decomposable Riemannian manifolds. Finally, to construct 

a holomorphic Golden-Norden-Hessian structure on holomorphic Norden manifolds. 

2013, 40  pages 

Keywords: Decomposable and holomorphic tensors, Golden structure, Hessian metric, 

pure tensor. 
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1. GİRİŞ 

Altın oran teorisi matematiğin modern dallarından birisidir (Hoggat 1969). Bir doğru 

parçasının      Altın Oran'a uygun biçimde iki parçaya bölünmesi gerektiğinde, bu 

doğru öyle bir noktadan     bölünmelidir ki; küçük parçanın      büyük parçaya      

oranı, büyük parçanın      bütün parçaya      oranına eşit olsun. 

  

  
 

  

  
 

Bu problem Euclidean Elementleri ’ nden ortaya çıkmıştır. Modern bilimde bu problem 

altın oran problemi olarak bilinir. Altın oran probleminin çözümü   

        cebirsel denkleminin çözümüdür. Bu eşitliğin kökü olan altın oran 

  
  √ 

 
        

sayısı matematikte, biyolojide, mimarlıkta, doğada ve bir çok alanda uygulaması olan 

irrasyonel bir sayıdır. Son birkaç yıl içerisinde altın oran modern fiziksel araştırmalarda 

ve atom fiziğinde önemli rol oynamıştır (Heyrovska 2005). Altın oran aynı zamanda 

matematiksel olasılık teorisinde, dört boyutlu manifoldların topolojisinde ve Cantorian 

Uzay zamanı problemlerinde kullanılmıştır (Marek-Crnjac 2006). 

Altın oran ve uygulamaları hızlı bir şekilde gelişmektedir. Bu bağlamda, diferensiyel 

geometride altın oran uygulaması üzerine yapılan çalışmalar büyük bir ilgi çekmiştir. 

Altın yapı olarak adlandırılan bir Riemannian manifoldu üzerindeki yeni bir yapı 

Crasmareanu and Hretcanu (2008) tarafından oluşturulmuştur. Bu yapı altın orandan 

esinlenerek yapılmıştır. 
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Riemaniann-Hessian yapıları ünlü bilim adamları tarafından yoğun olarak çalışılmıştır. 

Riemaniann-Hessian yapılar, afin diferensiyel geometri ve homojen uzaylar gibi önemli 

pür matematik alanları ile bağlantılı olmasının yanısıra, statik teoride, modelleme ve 

optimizasyon sistemlerinde ve ekonomik teoride uygulamaları bulunmaktadır. 

Riemaniann-Hessian yapılar üzerinde yapılan son derleme çalışmalar, Duistermaat 

(2001), Shima and Yagi (1997) tarafından yapılmıştır. Shima and Yagi (1997)        

    
   

      
  şeklindeki Riemaniann-Hessian metriği ile verilen     Euclidean uzayında 

çalışmışlardır. Burada             sınıfından bir fonksiyondur. 

Udrişte and Bercu (2005) pseudo Riemann-Hessian metriğini kullanmışlardır.  -boyutlu 

        pseudo Riemann manifoldu ve Hessian'ı regüler, diferensiyellenebilir     

fonksiyonu verildiğinde, Udrişte and Bercu (2005),        ile bağlantılı    de 

pseudo Riemann-Hessian metriğini tanımladılar ve bu yeni        pseudo Riemann-

Hessian manifoldunun özelliklerini araştırdılar. Burada    ,    nin Levi-Civita 

konneksiyonudur.
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Hessian Manifold 

      ,    metrik tensörüne sahip Riemannian manifold olsun.     
        

fonksiyonunun gradienti olan        , aşağıdaki şekildedir: 

      (      )   

Koordinat sistemine göre  

           (      ) 
              

yazılır. 

    
       fonksiyonunun Hessianı,     nin Levi-Civita konneksiyonuna göre  

            

şeklindeki ikinci mertebeden kovaryant türevidir. Yani      
       tensör alanıdır. 

              olduğundan 

       (     )      (     )      

                 (       )                       

olup,     nin simetrik tensör alanı olduğunu görülür. Ayrıca, 
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yazılabilir. 

Tanım 2.1.1:        Riemannian manifoldu üzerindeki        

diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise bu durumda Hessian      ,    üzerinde bir 

metrik tanımlar. Bu metriğe pseudo-Riemannian Hessian metriği ve             

ikilisine de pseudo-Riemannian Hessian manifoldu denir (Udrişte and Bercu 2005). 

Tanım 2.1.2: Riemannian Hessian manifoldu üzerinde  ̅    şartını sağlayan  ̅  

burulmasız afin konneksiyona Riemannian Hessian konneksiyonu denir. O halde 

       ̅   üçlüsü Riemannian Hessian uzayını oluşturur. 

Teorem 2.1.1:    
 
 , Christoffel sembolleri ve      

  ,    Riemannian metriği tarafından 

üretilmiş eğrilik tensör alanlarının bileşenleri olsun.     ,   pseudo-Riemannian 

Hessian metriğinin kontravaryant bileşenleri ise, o zaman        ̅   uzayının  ̅ 

Riemannian Hessian konneksiyonunun katsayıları, 

 ̅  
     

  
 

 
   [(       )  (    

      
 )   ] 

formülü ile verilir (Udrişte and Bercu 2005). 

İspat: Eğer          diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise, bu fonksiyona iki kez 

kovaryant türev uygulanmış hali,  

    (
  

      
    

   

   
)         

şeklinde gösterilir. Burada  
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gösterimi kabul edilirse, 

               
   

      
    

     

              
     

   
    

         
                                       

ifadeleri yazılabilir. O zaman Teorem            ve        
    olmak üzere, 

 ̅  
     

  
 

 
  

  [      (    
      

 )   ] 

şeklinde ifade edilir. Şimdi ispat için, 

     ̅  
  

    

   
 

    

   
 

    

   
                                                    

eşitliğinde       değerleri yerine yazılırsa, 

    

   
 

   

         
 

    
 

   
       

     
   

 

 
   

         
 

    
 

   
       

 (
  

      
) 

 
   

         
 

    
 

   
       

 (       
    ) 

olup  
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eşitliği elde edilir. Benzer olarak       ve              dekleminde yazılırsa, 

     ̅  
  

   

         
 

    
 

   
       

        
    

     

 
   

         
 

    
 

   
       

        
    

     

 
   

         
 

    
 

   
       

        
    

                             

eşitliği elde edilir. Burada         denkleminden, 

      
     

   
    

         
      

 
   

         
 

    
 

   
       

        
    

        
         

      

şeklinde olup 

   

         
       

    
 

   
       

        
    

        
         

                      

elde edilir.         denklemi        denkleminde yerine yazılırsa ve            olup 

   

         
 

   

         
 

   

         
 



7 

 

 

 

eşitliklerini kullanarak, 

     ̅  
        

    
 

   
       

        
    

        
     

    
     

    
 

   
       

        
    

     
    

 

   
    

    
        

    
     

    
 

   
       

        
    

     

olup  

     ̅  
            

     (
 

   
   
  

 

   
   
     

    
     

    
 )     

       (
 

   
   
  

 

   
   
     

    
     

    
 )     

 

yazılır. Buradan 

     ̅  
            

     (    
      

 )    

elde edilir. Son eşitliğin her iki tarafı        ile kontraksiyona alınır ve eğrilik 

tensörünün      
       

   özelliği kullanılırsa, 

 ̅  
  

 

 
   (          

     (    
      

 )   ) 

eşitliği elde edilir. Son olarak      
      ifadesi parantez dışına alınırsa, 

 ̅  
     

  
 

 
   [      (    

      
 )   ] 

veya  
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 ̅  
     

  
 

 
  

  [      (    
      

 )   ] 

ifadesi elde edilerek ispat tamamlanmış olur.  

Sonuç 2.1.1:            manifoldu üzerinde alınan        diferensiyellenebilir 

fonksiyonu için   ̅    Hessian’ı,  

       ̅      
   

      
  ̅  

   

   
 

şeklinde olur. Burada   ̅  
 
  değeri yerine yazılırsa, 

    
   

      
 {   

  
 

 
  

  [      (    
      

 )   ]}            

 
   

      
    

     
 

 
  

  [      (    
      

 )   ]    

olup buradan da 

        
 

 
  

  [      (    
      

 )   ]                                 

eşitliği elde edilir (Udrişte and Bercu 2005). Bu ise     ̅    şeklinde yeni bir metriktir 

ve        ̅  )  yeni bir Riemannian Hessian manifoldu olur. 

Sonuç 2.1.2:        eşitliğinde           alınırsa, 

      (    
      

 )                                                      
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olur. Burada manifold                   alınırsa     
     olduğundan ve uzayın flat 

olmasından dolayı      
     olup         eşitliğinden, 

      
   

         
                                                         

elde edilir.        eşitliğinde integral alınırsa, 

         
       

    

fonksiyonu elde edilir (Udrişte and Bercu 2005). 

Sonuç 2.1.3:    Riemannian manifoldu olsun. Eğer     Euclidean metriği ise  

konneksiyon katsayıları sıfır olup, yani     
     olup Hessian metriği 

            
   

      
 

şeklinde olur (Shima and Yagi 1997). 

2.2. Hessian Manifold Örnekleri 

Örnek 2.2.1:              şeklindeki  Euclidean metriği ile verilen 

    
  {                          } 

 -boyutlu reel afin uzayı olsun. Burada fonksiyon  
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olarak seçilirse, 

    
  

   
 

  

  
 

ve  

         
   

      
 

   

    
 

eşitlikleri elde edilir. O zaman Hessian metriği 

((            )
  
)  (

   

    
)  

(

 
 

 

     
  

   

  
 

     )

 
 

              

şeklinde olup               olduğundan pozitif tanımlıdır. Böylece     
       bir 

Hessian manifoldudur. 

Burada             olduğundan     
    ve uzayın flat olmasından dolayı      

    

olup,   ̅  konneksiyonunun katsayıları, 

 ̅  
     

  
 

 
   [      (    

      
 )   ] 

denklemine göre 

 ̅  
  

 

 
   

   

         
                                                        

şeklinde olur. Burada  
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olup  

                                                                               

denklemi elde edilir. Ayrıca                    olduğunda, 

   

         
 

  

     
                                                            

olur. En az iki indis birbirinden farklıysa          eşitliği sıfıra eşit olur. O zaman 

        ve          eşitliği         da yerine yazılırsa, 

 ̅  
  

 

 
       

  

     
                                                      

elde edilir.       olduğunda   ̅  
     olur. Ama       olursa,           olup 

        denklemi 

 ̅  
  

 

 
(  )

   

     
 

  

  
 

şeklinde olur. O halde   ̅  konneksiyon katsayıları           için sıfırdan farklı 

diğer durumlar için sıfırdır. 

Burada     
     ̅   üçlüsü Riemannian Hessian Uzayını oluşturur. Gerçekten,      

veya       için 
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 ̅     
 

   
     ̅  

      ̅  
     

 
 

   
(

   

      
    

    )   ̅  
      ̅  

     

şeklinde olup   ̅        olur. Ayrıca           için ise 

 ̅     
  

     
 ( 

 

  

 

     
)  ( 

 

  

 

     
) 

 
  

     
 

 

     
   

olup tüm                 için   ̅        ve     
     ̅   Riemannian Hessian 

uzayıdır. 

Ayrıca     
     ̅   uzayının eğrilik tensörü  sıfırdır. Yani flat afin uzay olur. Gerçekten, 

 ̅   
 
 

 

   
 ̅  
  

 

   
 ̅  
   ̅  

  ̅  
   ̅  

  ̅  
  

olup             ,                    için  

 ̅   
 
 

 

   
(
  

  
)  

 

   
(
  

  
)  

 

     
 

 

     
   

olur. 

 

   
          manifoldu için,     fonksiyonunun  iki  kez  kovaryant  türevi  alınırsa, 

  

   
 

  

  
           

   

      
 

   

    
 

olup  



13 

 

 

 

  ̅          
   

      
  ̅  

   

   
 

yazılır.      için         ve       için, 

    
 

     
 (

  

  
) ( 

  

  
 )    

elde edilir. Yani tüm             için         olur. Bu ise  

 ̅  ̅     

olur ki bu da  ̅  1-formunun Riemannian-Hessian konneksiyonuna göre paralel 

taşınması anlamına gelir (Udrişte and Bercu 2005).   

Örnek 2.2.2:              Euclidean   metriği  ile  verilen        şeklindeki   -

boyutlu reel afin uzayında fonsiyon 

                     
         

 

olarak seçilirse, 

    
  

   
    

                
   

      
     

  
 

elde edilir. O halde Hessian metriği 

((            )
  
)  (    

  
)  (

   
  

   
     

)              
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şeklinde olup pozitif tanımlıdır. Böylece            bir Hessian manifoldu olur. 

Burada            olduğundan     
     ve uzayın flat olmasından dolayı      

    

olup,   ̅   konneksiyonunun katsayıları, 

 ̅  
     

  
 

 
   [      (    

      
 )   ] 

denklemine göre 

 ̅  
  

 

 
   

   

         
                                                         

şeklinde olur. Burada  

    
     

            
  
              

        
 

            
        

                
 

olup  

           
                                                                    

olur ve       için,  

   

         
    

                                                         

olur. En az iki indis birbirinden farklıysa          eşitliği sıfıra eşit olur. O halde          

ve          eşitliği          te yerine yazılırsa, 

 ̅  
  

 

 
       

   
                                                      

elde edilir.       olduğunda   ̅  
     olur. Ama       olursa,           olup 

        denklemi 



15 

 

 

 

 ̅  
  

 

 
    

   
 

 

 
 

şeklinde olur. O halde   ̅  konneksiyon katsayıları           için sıfırdan farklı ve  

   
  

 

 
 , diğer durumlar için sıfırdır. 

 

Burada  

 ̅     
 

   
     ̅  

      ̅  
     

 
 

   
(

   

      
    

    )   ̅  
      ̅  

     

şeklinde olup   ̅        olur. Ayrıca           için ise 

 ̅        
 

 

 
   

 
 

 
   

   

olup tüm                 için   ̅        ve     
     ̅   Riemannian Hessian 

uzayıdır. 

   
     ̅   Riemannian Hessian uzayını flat afin uzaydır. Gerçekten, 

 ̅   
 
 

 

   
 ̅  
  

 

   
 ̅  
   ̅  

  ̅  
   ̅  

  ̅  
  

olup           ,               ̅̅ ̅̅ ̅   için  

 ̅   
 
 

 

   
(
 

 
)  

 

   
(
 

 
)  

 

 
 

 

 
   

olur (Udrişte and Bercu 2005). 
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Örnek 2.2.3:        olmak üzere  

         (
            

     
) 

metriği verilmiş olsun. Burada          Riemannian  manifoldudur. Çünkü             

metriği simetrik ve pozitif tanımlıdır. O halde konneksiyon katsayıları, 

           (
    

           
) 

ve 

   
  

 

 
   [

 

   
    

 

   
    

 

   
   ] 

olmak üzere,           için, 

   
  

 

 
   [

 

   
    

 

   
    

 

   
   ]  

 

 
   [

 

   
    

 

   
    

 

   
   ] 

 
 

 
      

 

 
            

olur ve benzer şekilde, 

   
     

     
     

     
     

    

olur. Son olarak,         ve       için, 

   
  

 

 
   [

 

   
    

 

   
    

 

   
   ]  

 

 
   [

 

   
    

 

   
    

 

   
   ] 
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elde edilir. Ayrıca tüm               için eğrilik tensörü      
     olacaktır. 

Burada bütün konneksiyon katsayıları sıfır olmadığı için diferensiyellenebilir fonksiyon 

yardımıyla kovaryant türevle elde edilecek olan metrik  sadece  kısmi türevlerle ifade 

edilmeyecektir. Yani fonksiyon, 

                    [        ]          

şeklinde seçilirse,                       ) 

  

   
                              

  

   
    [        ] 

    

      
                         

    

      
     

    

      
        

eşitlikleri elde edilir. Burada, 

   
     

     
     

     
     

    

olduğundan dolayı, 

                                        ve                

olur. Ancak     
      olduğundan, 

         
    

      
 (   

 
   

   
    

 
   

   
) 

                   [       [        ]] 
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şeklinde olur. O halde Hessian metriğini, 

((  
         )

  
)  (   )  (

                

         
)             

şeklinde yazabiliriz. 

Burada    (   )      olduğunda metrik pozitif tanımlıdır ve          bir 

Riemannian Hessian manifoldudur. O halde konneksiyon katsayıları, 

 ̅  
     

  
 

 
   [      (    

      
 )   ] 

olmak üzere,      
     ve         için,                

      
 

   
        

        
          

        
      

                        

      
 

   
       

        
       

      
 

   
        

        
         

     

                

      
 

   
       

         
        

      

                

      
 

   
       

        
       

      
 

   
       

        
       



19 

 

 

 

      
 

   
       

        
       

      
 

   
       

        
       

olup, 

 ̅  
     

 
 

elde edilir. Yani     metriği ile     metriğinin konneksiyon katsayılar aynı oldu. O halde  

            manifoldunun eğrilik tensörü, 

 ̅      

olacaktır. 

             manifoldunda     fonksiyonuyla tekrar metrik oluşturulursa, 

   
   ̅  

  

olup 

    
   

      
  ̅  

   

   
 

 
   

      
    

   

   
 

     

olacaktır ki bu da üretilen her Hessian metriğin aynı olması demektir (Udrişte and Bercu 

2005)
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

     -boyutlu   - sınıfından bir manifold olsun.     üzerindeki         tipli tüm    - 

sınıfından tensör alanlarının         üzerindeki modülü    
       ile gösterilir. Burada  

 , kontravaryant derecesi,     kovaryant derecesi ve         ise      üzerindeki    - 

sınıfından fonksiyonların cebiridir. 

Tanım 3.1:      
     ,      üzerinde bir afinor alanı olsun, keyfi        

             
       ve   

 

  
 

    
 

   
       için aşağıdaki şartları sağlayan         

tipli     tensör alanına    ’ ye göre pür tensör alanı denir. 

               
 

  
 

    
 

                 
 

  
 

    
 

  

  

                
 

  
 

    
 

  

                 
 

  
 

    
 

                                                

               
 

    
 

    
 

    

  

               
 

  
 

      
 

  

Burada     ,     
       ve      

       için, 

                        

ile tanımlanan    ’ nin eşlenik operatörüdür. 

           ;     de lokal koordinat sistemi olmak üzere,         de   



21 

 

 

 

   
 

    
      

 

    
  ve   

 

         
 

       alındığında,  pür tensör alanı    
   ve  

      

       bileşenlerinin terimleriyle aşağıdaki gibi ifade edilir: 

       

        
         

        
             

        
             

 

       

        
         

        
             

      
  

                 

 

 

 

Vektör, kovektör ve skaler alanlar, pür tensör alanları olarak kabul edilir. 

        den, eğer     ve     nin her ikiside         tipli pür tensör alanı ise, burada      

ve               nında pür tensör alanı olduğu kolayca görülür.     afinor alanına 

göre      üzerindeki tüm         tipli bütün pür tensör alanlarının modülü   
 

 
       ile 

gösterilir.     pozitif tam sayı olsun.  Eğer     ile     sırasıyla           ve           tipli 

pür tensör alanları ise,     ve     nin tensör çarpımı vasıtasıyla,  

  
 

    
      

                   

        

şeklindedir ve bu da bir pür tensör alanıdır. Kolaylık olması açısından, sadece            

   
 

 
      ve    

 

 
      olması durumunu ispatlamak yeterlidir. Gerçekten                           

     
 

 
       için,  

   
 

                                  
 

         

olur. 

   
 

  

        ve     
 

  

        nin pür çarpımı (  
 

  veya       ile gösterilir. ),     

reel sayıları üzerindeki cebir üzerinde verilen   
 

     ∑  
 

 
     

 
       direk toplama 

işlemi, 



22 

 

 

 

 
 

          
 

   

{
 
 

 
  

      

                   

                                        

 
         

             

                                         

          
          

 

şeklinde tanımlanır. 

3.1. Tachibana Operatörü 

Tanım 3.1.1:    
      ∑   

     
 
      ,    üzerinde bir tensör cebiri ve      

       

olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan      üzerindeki      
 

 
        

       

dönüşümüne Tachibana operatörü veya    -operatörü denir (Salimov et al. 2008). 

a)     sabit katsayılara göre lineerdir, 

b) Her         için,      
 

 
          

      , 

c) Her       
 

      için,       
 

         
 

    
 

     , 

d) Her       
      için,               , (burada     ,    ye göre Lie türevidir.) 

e) Her      
       ve        

       için,  

             
 
                                          

dir. Burada,             
 

   dir. 

Teorem 3.1.1: Tanım 3.1.1  den 

     [    ]   [   ] 

elde edilir. 
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Her             için, 

[     ]    [   ]                

olduğundan       nin,     de lineer olduğu fakat,     de olmadığı görülür. 

Buradan, 

        [     ]   [    ] 

  [    ]            [   ]         

   [    ]   [   ]  

   
  

  

         (    )  (     )         

elde edilir.        için sırasıyla          yazacağız. 

3.1.1. 1-form’a uygulanan     –operatörü 

    
       olsun. Tanım 3.1.1  i kullanarak, keyfi        

       için, 

           (    )  

  
  

         
  

   

            (    )           

 (            )   

elde edilir. Buradaki       1-formu, 
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       (    )     
 

          

şeklinde tanımlanır.             (            )   eşitliğinden doğal çatıya 

göre,  

          
        (    

 )        
  

bileşenlerine sahip olduğu görülür. 

3.1.2.            ,  tipli tensör alanına uygulanan     –operatörü 

Teorem 3.1.3.1:     
 

 
       olsun. Buradan, 

   (          )      (          )                 

dir. 

 

İspat:            ,          
                  ile  verilen  1-form  olsun.  Öyleki Tanım 

 3.1.1  in (e) eşitliğinden, 

   (          )              
      

     (   
        )        

          

     (          )   (           ) 

elde edilir. 

 

   
 

 
      ,      için Teorem 3.1.3.1 göz önüne alındığında, 

                    (          )  ∑     
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     (          )   (           )  ∑      

 

   

     
                            

                         

elde edilir. 

 

Burada       tensör alanı 

                   
 
       

  

             

şeklinde tanımlanır. 

Örnek 3.1.3.1:     
 

 
      ve 

                

olsun. Teorem 3.1.3.1,                   ve                olarak 

alındığında, 

                (      )   (      )   (      ) 

     (      )   (       )   (        )              

                     

elde edilir. Buradaki       tensör alanı 

                   

şeklindedir. 
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3.2. Altın Manifoldlar 

Yano (1963) ,      -boyutlu    -manifold ve      
       olmak üzere         

eşitliğini sağlayan   -yapıları kavramını tanımlamıştır. Daha sonra Goldberg and Yano 

(1970) bu kavramı genelleştirerek 

           
                

eşitliğini sağlayan   dereceli polinomsal yapıyı tanımlamıştır. Burada              

ve      
       olup birim tensördür.  

   ,  -boyutlu   -manifold ve     
      olsun. Eğer polinomsal          

yapısı          eşitliğini sağlayan   yapısı için minimal polinomsal ise, bu 

durumda   ,    üzerinde altın yapı olarak adlandırılır. Ayrıca        ikilisine Altın 

(Golden) manifold denir. Bu yapı Johannes Kepler (1571-1630) tarafından tanımlanan 

Altın Oran’dan esinlenerek oluşturulmuştur. Bu sayı           denkleminin 

çözümü olan    
  √ 

 
         sayısıdır. 

Tanım 3.2.1: Her        
       olmak üzere         

                                                                             

olacak şekilde     altın yapı ile bağlantılı Riemannian manifoldu olsun. (Hretcanu ve 

Crasmareanu 2009). Eğer        eşitliğinde    yerine      yazılırsa       denklemini 

                                             

şeklinde yazabiliriz. Burada         ile tanımlanan Riemannian metriği   ile uyumludur 

ve            üçlüsüne Altın-Riemannian manifoldu denir. Böyle Riemannian 

metriklerden pür metrikler olarak da bahsedilebilir (Iscan and Salimov 2009). 
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3.2.1. Altın Manifoldların İntegrallenebilirliği 

Teorem 3.2.1.1:           Altın-Riemannian manifoldu olsun. Bu durumda        

ise     integrallenebilirdir (Gezer et al. 2012). 

Sonuç 3.2.1.1:           Altın-Riemannian manifoldu olsun.         şartı       

şartına denktir. Burada    ,    nin Levi-Civita konneksiyonudur (Gezer et al. 2012). 

Tanım 3.2.1.1:    pozitif tanımlı Riemannian metriğine sahip      manifoldu üzerinde 

her        
       için 

                

ve 

     

olacak şekilde         tipli     tensör alanı alınırsa, bu     yapısına hemen hemen çarpım 

(product) yapı denir.           üçlüsüne hemen hemen çarpım Riemannian manifoldu 

denir. 

Tanım 3.2.1.2:     
       olmak üzere eğer     pür tensörü         eşitliğini 

sağlarsa     ye   -tensör denir. Eğer         tipli     tensörü kompleks bir yapı ise   -

tensörüne analitik tensör (holomorfik tensör) denir. Eğer     çarpım yapı ise bu 

durumda   -tensörüne ayrıştırılabilir tensör denir (Tachibana 1960). 

Teorem 3.2.1.2: (Hretcanu and Crasmareanu 2009) Eğer    ,     üzerinde bir altın yapı 

ise bu durumda 

  
 

√ 
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    üzerinde hemen hemen çarpım yapıdır. Tersine      üzerinde her hemen hemen 

çarpım     yapısı aşağıdaki gibi verilen      üzerindeki iki altın yapıya indirgenebilir: 

   
 

 
(  √  )     

 

 
(  √  ) 

 

İspat:        yani    ,         Riemannian manifoldu üzerinde hemen hemen çarpım 

yapı olsun. O zaman hemen hemen çarpım yapıdan elde edilen 

   
 

 
(  √  )     

 

 
(  √  ) 

her iki yapı da altın yapıdır. Gerçekten, 

  
  

   √     

 
 

√     

 
 

 

 
    √ 

     

√ 
  

 
 

 
              

elde edilir. Benzer şekilde    
          olduğuda gösterilebilir. 

Tersine    ,         Riemannian manifoldu üzerinde altın yapı olsun. O zaman altın 

yapı tarafından indirgenmiş    
 

√ 
        yapısı hemen hemen çarpım yapıdır. 

Gerçekten, 

   
        

 
 

         

 
 

  

 
   

elde edilir. 

Eğer bir     Riemannian metriği hemen hemen     çarpım yapısına göre pürse bu 

durumda     Riemannian metriği     altın yapıya göre pürdür. Gerçekten, 
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olup ve    
 

√ 
        eşitliğinden, 

  
 

√ 
               

 

√ 
         

 

√ 
        

 

√ 
       

 

√ 
        

 

√ 
       

                

olduğu görülür. 

Ayrıca basit bir hesaplama ile 

     
 

√ 
                                                                   

elde edilebilir. Gerçektende,    
 

√ 
        için 

                          (       )   (        )              

 
 

√ 
                   

 

√ 
            

                                       
 

√ 
                   

 

√ 
         

 
 

√ 
[             (       )   (        ) 

                                            ] 

olup         eşitliği elde edilir. 
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        ,     pür metriği ile verilen hemen hemen çarpım Riemannian manifoldu 

olsun. Eğer        ise bu durumda hemen hemen     çarpım yapısının 

integrallenebilir olduğu gösterilmiştir (Salimov et al. 2007). Böylece Teorem 3.2.1.1 

den ve         eşitliğinden aşağıdaki önerme yazılabilir. 

Önerme 3.2.1.1:           Altın-Riemannian manifold ve    ,    ile bağlantılı hemen 

hemen çarpım yapı olsun. Eğer         ise     altın yapısı integrallenebilirdir (Gezer 

et al. 2012). 

İntegtallenebilir     altın yapısıyla verilen            Altın-Riemannian manifolduna 

bölgesel Altın-Riemannian manifoldu denir. Eğer bölgesel Altın-Riemannian 

manifoldunun     metriği,     nin fonksiyonları olan      ,    ̅  nin fonksiyonları olan  

  ̅ ̅  ve     ̅     olmak üzere 

         
           ̅ ̅  

 ̅    ̅   ̅                       ̅  ̅  ̅          

şeklinde ise bu      manifolduna bölgesel ayrıştırılabilir Altın-Riemannian manifold 

denir. Ayrıca     çarpım yapısıyla bağlantılı olan bölgesel Riemannian manifoldunun 

bölgesel ayrıştırılabilir olması için gerek ve yeter şart     nin,     nin Levi-Civita 

konneksiyonuna göre paralel olmasıdır (Yano 1965; Yano and Kon 1984). 

       olması       olmasına denktir (Salimov et al. 2007). Buradan aşağıdaki 

önerme yazılabilir. 

Önerme 3.2.1.2:            Altın-Riemannian manifold olsun.     manifoldunun 

bölgesel ayrıştırılabilir Altın-Riemannian manifold olması için gerek ve yeter şart,  

       olmasıdır. Burada     hemen hemen altın yapısıyla bağlantılıdır (Gezer et al. 

2012). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA 

4.1. Bölgesel Ayrıştırılabilir Altın-Hessian Manifoldlar 

Teorem 4.1.1:           bölgesel ayrıştırılabilir Riemannian manifoldu olsun ve   ,   

   nin Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere   ,      Hessian’ının regüler olduğu 

düzgün bir fonksiyon olsun. Eğer      tam 1-formu ayrıştırılabilirse     hemen hemen  

   çarpım yapısıyla bağlantılı altın yapı olmak üzere              üçlüsü Altın-

Hessian manifoldunu oluşturur. 

İspat:      tam 1-formu ayrıştırılabilir olsun.         ve         eşitliklerinden, 

(      )                     (        )      (        ) 

 
 

√ 
[               (        )       [    ]   [   ] ] 

 
 

√ 
[               (        ) 

                                      (                              )] 

 
 

√ 
[(     )                             

                                                 ]                              

elde edilir.         ten eğer        ise        yazılabilir. O zaman         eşitliği 

                        

şeklinde ifade edilir. Yani              üçlüsü Altın-Hessian manifoldudur. 
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Teorem 4.1.2:           bölgesel ayrıştırılabilir Riemannian manifoldu olsun ve   ,   

   nin Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere   ,      Hessian’ının regüler olduğu 

düzgün bir fonksiyon olsun. Eğer      tam 1-formu ayrıştırılabilirse     hemen hemen  

   çarpım yapısıyla bağlantılı altın yapı olmak üzere              üçlüsü bölgesel 

ayrıştırılabilir Altın-Hessian manifoldunu oluşturur. 

İspat:            bölgesel ayrıştırılabilir Riemannian manifoldu olsun. O zaman 

                        

eşitliğinden, 

                                                                     

yazılabilir. Ricci denklemini kullanarak         den 

                           

    (       )                 

                                                    

ve 

                   (    )  

                             

                                                    

eşitlikleri yazılabilir.     nin     eğrilik tensörü hemen hemen     çarpım yapısına göre 

pürdür (Salimov et al. 2007). O zaman     eğrilik tensörü hemen hemen     çarpım 

yapısıyla bağlantılı olan     altın yapısına göre de pürdür. O halde         ve         

eşitliklerinden, 
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yazılır. Yani       tensör alanı tüm argümanlara göre pürdür. Burada      ,     

üzerinde yüksek mertebeden Hessian yapılardır (Kumar 2005). 

Diğer taraftan 

                   (        )   (         )              

                                      (             )   (             )   (        ) 

                                                               

 (    )                       (             ) 

                                             (             )                                                                             

yazılır.         da              
   

   ve        yerlerine yazılırsa,         ten 

dolayı, 

                                    
                 

             

                                 

   

elde edilir. O halde        ise,   ̅ ,    nin Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere  

 ̅     yazılabilir. 

4.2. Holomorfik Altın-Norden-Hessian Manifoldlar 

   ,      monifoldu üzerinde    
     

 

 
     denklemini sağlayan         tipli bir 

tensör alanı olsun. Bu durumda     ,      üzerinde hemen hemen kompleks altın yapı 
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olarak adlandırılır ve            ikilisine hemen hemen kompleks altın manifold denir 

(Crasmareanu and Hretcanu 2008). Eğer     hemen hemen kompleks yapı ise 

   
 

 
(  √  )                                                               

     üzerinde hemen hemen kompleks altın yapıdır. Gerçekten, 

  
  

   √     

 
 

 

 
      √ 

     

√ 
  

 
 

 
             

 

 
  

olur. 

Tersine      hemen hemen kompleks altın yapı olsun. O halde      hemen hemen 

kompleks altın yapısı tarafından indirgenen    
 

 
         yapısı hemen hemen 

kompleks yapıdır. Gerçekten, 

   
   

       

 
 

    
       

 
    

olur. 

   hemen hemen kompleks yapısı ile verilen           pseudo-Riemannian 

manifoldunda eğer     pseudo-Riemannian metriği     ye göre pür ise bu manifolda 

hemen hemen Norden manifold denir. Iscan and Salimov (2009) hemen hemen Norden 

manifoldunun holomorfik Norden manifoldu olması için gerek ve yeter şartın     

metriğinin holomorf olması gerektiğini yani              olduğunu 

göstermiştir. 
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Hemen hemen kompleks altın yapı ve hemen hemen kompleks yapı birbirleriyle 

bağlantılı olduğu için hemen hemen kompleks yapı teorisinde kullanılan   -operatörü 

metodu hemen hemen kompleks altın yapılarda da kullanılabilir. Böylece bu bölümde 

hemen hemen kompleks altın yapıların integrallenme şartı verilecektir. 

        , her        
        için 

                                                                       

olacak şekilde      hemen hemen kompleks altın yapı ile bağlantılı pseudo-Riemannian 

manifold olsun. O zaman              üçlüsüne hemen hemen kompleks Altın-Norden 

manifoldu denir. 

    , hemen hemen      kompleks altın yapısıyla verilen hemen hemen kompleks altın 

Norden manifold olsun. Hemen hemen     kompleks altın yapısının integrallenebilmesi 

için gerek ve yeter şart        olacak şekilde     burulmasız afin konneksiyon 

olmasıdır. Aynı zamanda      nin integrallenebilmesi     
    şartına denktir. Ayrıca 

pseudo-Riemannian manifoldu üzerindeki hemen hemen kompleks altın yapının 

integrallenebilmesi için başka bir yeterli şart aşağıdaki teoremle verilebilir. 

Teorem 4.2.1:              hemen hemen kompleks Altın-Norden manifold olsun. Bu 

durumda, 

a) Eğer     
    ise      integrallenebilirdir. 

b)   ,   nin Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere,     
     ise         

yazılabilir. 

İspat:        ve    ,    ile bağlantılı Riemannian kovaryant türev operatörü olmak 

üzere,        olmasından dolayı  tüm        
       için  
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yazılabilir.      ,        ve [   ]           denklemlerinden, 

    
                                

         

          
                                                           

ve  buradan 

    
              (   

  )           
         

                                                                    

yazılılabilir.          ve          den ise 

    
                

                    
                           

elde edilir.         denkleminde     
     yazılırsa         elde edilir. 

Eğer     pseudo-Riemannian metriği hemen hemen      kompleks altın yapısına göre 

pürse, bu durumda     pseudo-Riemannian metriği hemen hemen     kompleks yapıya 

göre pürdür.         yardımıyla 

   
  

 

√ 
                                                                

yazılabilir. Buradan, Teorem 4.2.1 ve          eşitliklerinden aşağıdaki sonuç 

yazılabilir. 

Önerme 4.2.1:              hemen hemen Altın-Norden manifold ve    ,     ile 

bağlantılı hemen hemen kompleks yapı olsun. Eğer         ise hemen hemen     
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kompleks altın yapısı integrallenebilirdir. Ayrıca         ise        yazılabilir. 

Buradan hareketle aşağıdaki önerme yazılabilir. 

Önerme 4.2.2:              hemen hemen Altın-Norden manifold olsun.             

üçlüsünün holomorfik Altın-Norden manifoldu olması için gerek ve yeter şart       

olmasıdır, burada     hemen hemen kompleks  altın yapı ile bağlantılı hemen hemen 

kompleks yapıdır.     

  ,            holomorfik Norden manifoldu üzerinde holomorfik bir fonksiyon olsun. 

Yani           olsun. Bu durumda Teorem 4.1.1 deki benzer ispatla        

Hessian metriğinin      yapısına göre pür olduğu söylenebilir. Buradan hareketle 

aşağıdaki önerme yazılabilir. 

Önerme 4.2.3:             holomorfik Norden manifold olsun ve    ,    nin Levi-

Civita konneksiyonu olmak üzere   ,      Hessian’ının regüler olduğu düzgün bir 

fonksiyon olsun.  Ayrıca     , hemen hemen     kompleks yapısıyla bağlantılı olan 

hemen hemen kompleks altın yapı olsun. Eğer     holomorfik ise                  

üçlüsü hemen hemen kompleks Altın-Norden-Hessian manifoldunu oluşturur. 

    kompleks altın yapısı için Teorem 4.1.2 yardımıyla,          eşitliğinden ve 

Önerme 4.2.2 den aşağıdaki önerme yazılabilir. 

Önerme 4.2.4:             holomorfik Norden manifold olsun ve    ,    nin Levi-

Civita konneksiyonu olmak üzere   ,      Hessian’ının regüler olduğu düzgün bir 

fonksiyon olsun.  Ayrıca     ,  hemen hemen     kompleks yapısıyla bağlantılı olan 

hemen hemen kompleks altın yapı olsun. Eğer     holomorfik ise                  

üçlüsü holomorfik Altın-Norden-Hessian manifoldunu oluşturur. 
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            Kahler manifoldu için,    Hermit metriğinin     eğrilik tensörünün tüm 

argümanları hemen hemen     kompleks yapısına göre pür değildir (Yano and Kon 

1984). Buradan aşağıdaki sonuç yazılabilir. 

Sonuç 4.2.1:             Kahler manifoldu için,   Hermit metriğinin     eğrilik 

tensörü hemen hemen     kompleks yapısıyla bağlantılı hemen hemen      kompleks 

altın yapısına göre de pür değildir. Bu yüzden                  üçlüsü         ve  

       denklemlerine göre Kahler manifoldu üzerinde hiçbir zaman holomorfik Altın-

Norden-Hessian manifoldunu oluşturmaz. 
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5. SONUÇ 

Sunulan bu tezde ilk olarak bölgesel ayrıştırılabilir Riemannian manifoldları üzerinde 

bölgesel ayrıştırılabilir Altın –Hessian yapılar kuruldu. 

İkinci olarak hemen hemen kompleks yapılardan elde edilen hemen hemen kompleks 

altın yapıların integrallenebilirliği için başka bir yeterli şart sunuldu. Ayrıca bir hemen 

hemen kompleks Norden manifoldun holomorfik Altın-Norden manifoldu olması için 

gerek ve yeter şart verildi. 

Üçüncü olarak holomorfik Norden manifoldları üzerinde holomorfik Altın-Norden-

Hessian manifoldların kurulduğu ancak Kahler manifoldlar üzerinde holomorfik Altın-

Norden-Hessian manifoldunun asla kurulamayacağı gösterildi. 
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