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DOKTORA TEZi
TURKIYE’DE IHRACATIN ITHALATI KARSILAMA ORANLARININ
SPLINE REGRESYON MODELLERI YARDIMIYLA ARASTIRILMASI
Omer ALKAN
Tez Damismani: Prof. Dr. Erkan OKTAY
2013, 178 sayfa
Jiiri: Prof. Dr. Erkan OKTAY (Danisman)
Prof. Dr. Asir GENC
Prof. Dr. Alaattin KIZILTAN
Doc. Dr. M. Suphi 0ZCOMAK
Yrd. Do¢. Dr. Emrah TALAS

Spline, basit¢e parcali polinomlardan olusan bir egri olarak tanimlanabilir. Bir¢ok
farkli alanda kullanilan splinelar, regresyon analizinde de kullanilmaktadir. Bu
calismada, spline fonksiyonlarin dogrusal, kareli ve kiibik spline regresyon
modellerinde kullanimi incelenmis ve en kiiclik kareler yontemiyle verilerden spline

parametrelerinin nasil tahmin edilecegi gosterilmistir.

Spline regresyonda, diigiim noktalarinin sayisinin ve konumunun belirlenmesi
onemli bir sorundur. Bu ¢alismada 6ncelikle, Belirlilik Katsayis1 (R?) temel alinarak
spline regresyonda diiglim noktasinin tahminine iligkin bir yontem Onerilmistir.
Tiirkiye’nin 1923-2010 yillart arasi ithracatin ithalati kargilama oranlarinin dagiliminda
onerilen yontemle diiglim noktalar1 belirlenmis ve belirlenen diigiim noktalarina gore

dogrusal, kareli ve kiibik spline regresyon modelleri kurulmustur.

Spline regresyon modellerin polinom regresyon modellere gore daha iyi sonuglar
verdigi belirlenmistir. En diizgiin spline regresyon modellerinde, kareli spline regresyon
modelinin ihracatin ithalati karsilama oranlar1 dagilimini en iyi agiklayan model oldugu

tespit edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Spline Regresyon, Diigiim Noktasi, Thracat, ithalat
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ABSTRACT

Ph. D. DISSERTATION
THE STUDY OF IMPORT SUPPLY RATES OF EXPORT IN TURKEY
WITH THE HELP OF SPLINE REGRESSION MODELS

Omer ALKAN

Advisor: Prof. Dr. Erkan OKTAY
2013, Page: 178

Jury: Prof. Dr. Erkan OKTAY (Advisor)

Prof. Dr. Asir GENC

Prof. Dr. Alaattin KIZILTAN

Assoc. Prof. Dr. M. Suphi OZCOMAK

Assist. Prof. Dr. Emrah TALAS

Spline can simply be defined as a curve made up of piecewise polynomials.
Splines used in many different fields are used in regression analyses as well. In this
study, the use of spline functions in the models of linear, quadratic and cubic spline
regression is studied and with the method of the ordinary least squares, it is shown how

spline parameters are estimated from the data.

In the spline regression, the determination of the number and place of knots is an
important problem. In this study, primarily on the basis of coefficient of determination
(R?), a method related to the estimation of knot in the spline regression is proposed.
With the method suggested in the distribution of import supply rates of export of
Turkey within 1923 — 2010, knots are determined and in accordance with the specified

knots, linear, quadratic and cubic spline regression models are established.

It is determined that spline regression models in contrast to polynomial regression
models gave better results. In the most smooth spline regression models, it is confirmed
that quadratic spline regression model is the most explanatory model in the distribution

of import supply rates of export.

Key Words: Spline Regression, Knot, Export, Import
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GIRIS

Regresyon analizi, degiskenler arasindaki iliskiyi modellemek ve arastirmak igin
yaygin olarak kullanilan istatistiksel bir tekniktir. Regresyon uygulamalari sayisal
verilerden olusur. Miihendislik, ziraat, tip, sosyoloji, Kimya, fizik, biyoloji, iktisat,

isletme gibi sosyal-fen ve miihendislik bilimlerin biitiin alanlarinda kullanilir.

Hangi tiir olursa olsun, regresyon yontemlerinin iki temel amaci vardir. Birincisi,
regresyon yontemleri bagimsiz ve bagimli degiskenler arasindaki iligskiyi incelemenin
ve bunu ortaya koymanm bir yolunu gosterir. Ikinci olarak, heniiz ger¢eklesmeyen
gbzlemlerin tahminini verir. Bunlara ilaveten iigiincii bir amag¢ olarak da regresyon

yontemleri egri tahmini i¢in kullanilmaktadir.

Regresyon yontemleri, bagimsiz degisken/degiskenlerdeki degisikliklerin bir
fonksiyonu  olarak bagimli  degiskendeki  degisiklikleri —modellemek icin
kullanilmaktadir. Standart regresyon yontemleri parametrik modeller sinifinda olup,
modellerin olusturulmasi asamasinda giiglii parametrik varsayimlari igermektedir. Diger
yandan parametrik olmayan regresyon yontemlerde ise varsayimlarin gegerliligine veya
saglanmasina iliskin herhangi bir sey yapilmaz. Parametrik ve parametrik olmayan
regresyon yontemleri arasinda yer alan yari1 parametrik regresyon yontemleri, ¢ok genel
varsayimlari (6rnegin bagimli ve bagimsiz degisken arasindaki iliskinin belirli bir gekil
ile siirli olmaksizin bazi durumlarda siirekli veya diizgiin olmas1 gibi) dikkate alarak

iki yontem arasinda bir denge olusturur.

Zaman serileriyle modelleme c¢ogunlukla ekonomik verileri igerir. Ekonomik
zaman serileri genellikle, ¢ok sayida i¢/dis soklar ve diger degiskenlerden
etkilenmektedir. Ekonomik hayat siirekli olmasina ragmen, savaslar, dogal olaylar,
ekonomik, sosyal veya siyasi krizler gibi bazi olaylar genellikle, o dénemlere ait
toplanan verilerde ani ve yapisal degisikliklere sebep olur. Zaman serilerinde bu yapisal
degisiklikleri analize dahil etmek ve zaman serilerinin siirekliligini saglamak i¢in spline
fonksiyonlar1 kullamilir. Yani yapisal degisikligi oldugu ekonomik bir modeli diizgiin

bir sekilde kurmak i¢in spline fonksiyonu uygun bir yontemdir.

Spline fonksiyonlari, interpolasyon, tahmin ve egri uydurmada, tiirev ve kismi

tirev denklemlerinde, istatistik alaninda ve ayrica jeoloji, meteoroloji, biyomedikal



bilimler, sosyoloji ve ekonomi vb. gibi uygulamali arastirmalarda kullanildigi modern

sayisal analizin bir¢ok alaninda 6nem kazanmustir.

Istatistikte splinelarin rolii, verilere uydurulacak egriyi segmek igin uygun bir
fonksiyon smifi olusturmaktir. Uydurulacak egri, iki degisken arasindaki iliskide rassal
dalgalanmay1 ¢ok fazla yansitmaksizin iliskinin temel Ozelliklerini gostermelidir.
Istatistikte splinelarm bir uygulamasi da, standart regresyon tekniklerin kullanilarak
veriye diizgiin egriler tahmin edilmesidir. Splinelar, regresyon analizlerinde kullanmak
i¢in faydali ve uygun bir fonksiyon tipidir. Spline regresyon, egrinin bi¢iminin 6énceden
belirlenmedigi durumda parametrik olmayan bir tekniktir ancak ayni zamanda egriyi
tahmin etmek i¢in dogrusal regresyon teknikleri kullanildigi zaman parametrik bir
tekniktir. Boylece istatistikte splinelar siklikla yari parametrik bir teknik olarak

adlandirilir.

Bu c¢alismada, Tirkiye’nin 1923-2010 yillar1 arasindaki ihracatin ithalati
karsilama oranlart dagiliminin (Bkz. Ek:1) modellenmesinde spline regresyon modelleri
kullanilmistir. Dagilimda diigiim noktalarinin sayist ve konumunun belirlenmesi igin
dogrusal spline regresyonlarin kullanildig1 belirlilik katsayisina (R?) dayal1 bir yontem
Onerilmistir. Spline regresyon modellerinin kurulabilmesi i¢in 6nerilen yontemle gerekli
olan diigiim noktalar belirlenmistir. R* nin kullamlmasinin sebebi, bagimsiz degisken
ile bagimli degisken arasinda yapisal degisiklikler oldugunda R? degerleri de degisiklik
gosterir. Buradan hareketle, R? degerlerindeki ©Onemli degisikliklere (artis veya

azaliglara) gore diiglim noktalar1 belirlenmistir.

Yapilan tez calismasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, spline ile
ilgili diilnyada ve Tirkiye’de yapilan galismalarin literatiir arastirmasi yapilmis, spline
kavram1 ve fonksiyonlari, spline hesaplamalari, spline gosterimleri ve g¢esitleri ele

alinmustir.

Ikinci béliimde, spline regresyonda diigiim noktasinin belirlenmesine iliskin
yapilan c¢alismalarla ilgili literatiir arastirmasi yapilmig, spline regresyonda diigiim
noktast tanimi, sabit ve degisken diigim noktasi kavramlar1 ve diigiim noktasinin

belirlenmesinde kullanilan yontemler ele alinmustir.

Ucgiincii boliimde, spline regresyon modellerle yakin iliskili golge degiskenli

regresyon ve kesikli parcali regresyon, uygulamada kullanilan dogrusal, kareli ve kiibik



spline regresyon modelleri ve farkli yazarlar tarafindan gelistirilen kiibik spline

regresyon modelleri ele alinmustir.

Dordiincii  boliimde, spline regersyonda model segimiyle ilgili kriterler

incelenmistir.

Besinci boliimde ise, uygulama olarak ihracatin ithalati karsilama oranlari
dagiliminda, 6nerilen yontemle bilinmeyen diigiim noktas1 sayisi ve konumlarinin nasil
belirlendigi ve belirlenen diigiim noktalarina gore spline regresyon modellerinin

kurulmasi ele alinmustir.

Son olarak da ¢alismanin sonunda elde edilen sonuglar belirtilmis ve bir

degerlendirme yapilmistir.



BIiRINCi BOLUM
SPLINE KAVRAMI

1.1. LITERATUR ARASTIRMASI
1.1.1. Diinyada Yapilan Calismalar

Reinsch (1967)*, kiibik splinelar1 kullanarak diizgiinlestirme i¢in (smoothing) bir

algoritma gelistirmistir.

Fuller (1969)%, iiretim vyiizeylerini (production surfaces) ve zaman serisi
trendlerini tahmin etmek icin parcali polinomlarmm kullanimin1 tanimlamis ve
gostermistir. Fuller’in ¢aligmasinda pargali polinom egrileri sitireklidir. Ayn1 zamanda
pargali polinomlarin birlesme noktalarinda tiirevleri de siireklidir. Fuller ¢aligmasinda

bu tiir polinomlar1 “Grafted Polinom” olarak adlandirmstir.

Greville (1969)°, polinom spline fonksiyonlarmnin temel Szelliklerini ele almis ve
dogal spline fonksiyonlar tiizerinde durmustur. Splinelarin gosterimi, splinelarin
degiskenlik (varyasyonel) 6zellikleri, dogrusal fonksiyonlarla iliskili en iyi tahminler ve

diizgiinlestirici splinelar da tartigilmistir.

Gujarati (1970)%, iki parcali dogrusal regresyonda katsayilar arasindaki esitlik
durumlarinm1 belirlemek i¢in chow testi ve gblge degisken yaklasimini karsilastirmistir.
Uygulama, 1946-1954 ve 1955-1963 wyillar1 arasindaki gelir ve tasarruf iliskisi

incelenmis ve her iki metotta da benzer sonuglar elde edilmistir.

Poirier (1973)°, yapisal degisikligin belirlenmesi amaciyla kiibik spline
fonksiyonlarin regresyonda kullanimimi gdstermis ve kurulan regresyon modelini en
kiigiik kareler yontemiyle tahmin etmistir. Uygulama Orneginde 1911-1971 yillan
boyunca yapilan Indianapolis 500 yarislarinda birinci gelen yarismacilarin hizlari ele

alinmigtir. I. Diinya Savasi (1917-1918) ve II. Diinya Savasi (1942-1945) boyunca

! Christian H. Reinsch, “Smoothing by Spline Functions”, Numerische Mathematik, 10(3), 1967, 177-183.
2 Wayne A. Fuller, “Grafted Polynomials as Approximating Functions”, Australian Journal of
Agricultural Economics, 13(1), 1969, 35-46.

3 T.N.E. Greville, “Introduction to Spline Functions”, (Ed. T.N.E. Greville), In Theory and Applications
of Spline Functions, (pp. 1-35), Academic Press, New York 1969.

* Damador Gujarati, “Use of Dummy Variables in Testing for Equality Between Sets of Coefficients in
Two Linear Regressions”, The American Statistician, 24(1), 1970, 50-52.

> Dale J. Poirier, “Piecewise Regression Using Cubic Spline”, Journal of the American Statistical
Association, 68(343), 1973, 515-524.



yariglar yapilmadigindan, bu savaslarin yarislarin performansini etkileyip etkilemedigi
incelenmistir. Analiz sonucu savas donemlerinde yapisal bir degisiklik oldugu yani her

iki savasin da yaris performanslari tizerinde etkisi oldugu tespit edilmistir.

Poirier ve Garber (1974)°, Kore ve Vietnam Savaslarmin ABD’deki sekiz
havayolu sirketinin kar oranlarinda 6nemli etkisi olup olmadigini incelemek igin
dogrusal spline fonksiyonlarin1 kullanmistir. Yani yapilan regresyon analizinde
matematiksel olarak zaman boyutu spline fonksiyonlarla gdsterilmistir. Regresyon
analizi sonucu her iki savasin da firmalarin kar oranlar1 tlizerinde olumlu etkisinin

oldugu tespit edilmistir.

Wold (1974), deneysel verilerin egri tahmininde, polinom ve iistel fonksiyonlara
alternatif olarak kullanilabilecek spline fonksiyonlarin avantajlarint gostermistir.
Diigiim noktast sayist ve konumunu belirlenmesinde dikkat edilecek hususlar1 dort

maddede anlatmis ve kiibik/kareli spline fonksiyonlarin uygulamalarini yapmaistir.

Poirier (1975a%, 1975b%), ekonomik uygulamalarda iki boyutlu spline
fonksiyonlar1 (bilinear spline) calismistir. Bireylerin yas ve egitim durumlarina gore
aldiklar ticretlerdeki deg§isim incelenmistir. Ayn1 yil yaptigir baska bir calismada da,

Cobb-Douglas iiretim fonksiyonuna spline fonksiyonu uyarlamistir.

Barth, A. Kraft ve J. Kraft (1976)™, likitide tuzagim test etmek i¢in kiibik spline

fonksiyonlarimi kullanmistir.

Buse ve Lim (1977)", kiibik spline regresyonun kisitlandirilmis en kiigiik kareli
regresyonun 6zel bir durumu oldugunu gostermistir. Kisitlandirilmis en kiiclik kareli
regresyonun avantajlart anlatilirken, teorik olarak iki yontemin esit oldugunun ispat1 da

gosterilmistir.

® Dale J. Poirier and Steven G. Garber, “The Determinants of Aerospace Profit Rates”, Southern
Economic Journal, 41(2), 1974, 228-238.

’ Svante Wold, “Spline Functions in Data Analysis”, Technometrics, 16(1), 1974, 1-11.

& Dale J. Poirier, “On the Use of Bilinear Splines in Economics”, Journal of Econometrics, 3(1), 1975,
23-34.

% Dale J. Poirier, “On the Use of Cobb-douglas Splines”, International Economic Review, 16(3), 1975,
733-744.

19 James Barth, Arthur Kraft and John Kraft, “Estimation of the Liquidity Trap Using Spline Functions”,
The Review of Economics and Statistics, 58(2), 1976, 218-222.

A Buse and L. Lim, “Cubic Splines as a Special Case of Restricted Least Squares”, Journal of the
American Statistical Association, 72(357), 1977, 64-68.
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Gnad (1977)%, regresyon modellerinde parametrik splinelarm kullanimini
gostermistir. Parametrik splinelarin teorik alt yapisini ve matris gosterimlerini
inceledikten sonra, matrislerin en kiigiik kareler yontemiyle ¢oziimiinii ele almistir.
Uygulama orneginde dogrusal, kareli ve kiibik spline regresyon modellerini

kullanmastir.

MecNail, Trussell ve Turner (1977)%, splinelarin demografik verilerde
kullanimini gostermistir. Bu amagla, kiibik ve kuintik (besinci dereceden) spline
fonksiyonlarin1 kullanarak Italya’daki kadinlarin yasa gére dogum oranlarini

incelemistir.

Suits, Mason ve Chan (1978)", spline fonksiyonlarin en kiigiik kareli regresyonla
herhangi bir istatistiksel paket programinda nasil tahmin edilecegini anlasilir bir sekilde
gostermistir. Calisma ozellikle kiibik spline regresyon iizerine yogunlasmistir. iki
diigiim noktali dogrusal ve kiibik spline regresyonun teorik alt yapisi anlatildiktan
sonra, diiglim noktasinin ikiden fazla oldugu ve bagimsiz degiskenlerin birden fazla

oldugu durumlar i¢in kiibik spline regresyonun genellestirilmis hali de verilmistir.

Smith (1979)", kesikli (truncated) iistel taban veya (+) fonksiyonlarini kullanarak
sabit diiglim noktali spline regresyonlarin teorisini ele almis ve farkli dereceli polinom
parcalarindan olusan karma spline regresyon modellerini gostermistir. Spline regresyon
modelleri sabit diiglim noktali alindigindan, bu modellerin herhangi bir istatistik paket

programinda en kii¢iik kareler yontemiyle tahmin edilebilecegini belirtmistir.

Robb (1980)16, diigiim noktalarinin 0, 3, 6, 9 ve 12. ay olarak belirlendigi kareli
spline fonksiyonlarla mevsimselligi hesaplamistir. 1956-1975 yillar1  arasinda
Kanada’daki kadinlarin issizlik orani ile asal yastaki calisabilir erkeklerin igsizlik orani
arasindaki iligkiyi incelemistir. Yetiskin kadinlarin (25 yas ve iistii) aylik issizlik orani

bagimli degisken alinirken asal yastaki caligabilir erkeklerin (25-44) issizlik orani ve

2\W. Gnad, “Regression by Spline Functions”, Empirical Economics, 2(2), 1977, 69-77.

3 Donald R. MecNail, T. James Trussell and John C. Turner, “Spline Interpolation of Demographic
Data”, Demography, 14(2), 1977, 245-252.

!4 Daniel B. Suits, Andrew Mason and Louis Chan, “Spline Functions Fitted by Standart Regression
Methods”, Review of Economics and Statistics, 60(1), 1978, 132-139.

15 patricia L. Smith, “Splines as a Useful and Convenient Statistical Tool”, The American Statistician,
33(2), 1979, 57-62.

1 A Leslie Robb, “Accounting for Seasonality with Spline Functions”, The Review of Economics and
Statistics, 62(2), 1980, 321-323.



dort parcgali kareli spline fonksiyonda kullanilan mevsimsel degiskenler (3, 6, 9. ay i¢
diiglim noktalar1) bagimsiz degisken olarak almmistir. Yapilan analizde digim
noktalar1 anlamli bulunmus ve dort parcali kuadratik spline regresyonla bu iliskideki

mevsimsel orlintii (seasonal pattern) tespit edilmistir.

Prunty (1983)", bir¢ok verinin pargali dogrusal fonksiyonlarla uygun bir sekilde
modellenebilecegini agiklamistir. Pargali dogrusal fonksiyonlarin genel bigimlerini ve

Ozelliklerini gostererek deneysel verilerle 6rnek bir uygulama 6rnegi vermistir.

Wegman ve Wright (1983)'®, parametrik ve parametrik olmayan spline
gosterimlerini ele aldiktan sonra, splinelarin istatistik alanindaki kullanimlarim

arastirmigtir.

Eubank (1984)"°, splinela ilgili literatir arastirmasindan sonra splinelarin
regresyon analizindeki Onemini gOstermistir. Polinom regresyon ve spline
regresyonlarin teorisi hakkinda bilgi verip, spline regresyonda sabit ve degisken diigiim

noktasi durumlarini ele almistir.

Kaishev (1984)%, spline regresyon problemlerinin ¢oziimiine yonelik SADP adli
bir bilgisayar paket programi gelistirmistir.
Anderson (1985)%!, Detroit bolgesi niifus yapisinda 1965-1985 yillari arasinda

meydana gelen degisiklikleri belirlemek i¢in niifus sayimi verileri ve kiibik spline

regresyon modellerini kullanmistir.

Devlin ve Weeks (1986)%, lojistik regresyon modellere spline fonksiyonlarin
uyarlamasin1 gostermistir. Bunun i¢in Stone’nun uyarlamali (additive) splinelari

kullanilmistir.

' Lyle Prunty, “Curve Fitting with Smooth Functions that are Piecewise-Linear in The Limit”,
Biometrics, 39(4), 1983, 857-866.

8 Edward J. Wegman and lan W. Wright, “Splines in Statistics”, Journal of the American Statistical
Association, 78(382), 1983, 351-365.

9 Randall L. Eubank, Approximate Regression Models and Splines, The Office of Naval Research,
(Technical Report No. 180), Southern Methodist University, USA/Texas 1984.

20V, K. Kaishev, “A Computer Package for Solving Spline Regression”, T. Havranek, Z. Sidak and M.
Novak (Ed.), COMPSTAT 1984: Proceedings in Computational Statistics (pp. 409-414), Wien: Physica-
Verlag 1984.

21 John E. Anderson, “The Changing Structure of a City: Temporal Changes in Cubic Spline Urban”,
Journal of Regional Science, 25(3), 1985, 413-425.



Marcus (1987/1988)%, yapisal degisikligin oldugu zaman serisi verilerinde spline
fonksiyonlart ve golge degiskenlerin kullanimini incelemistir. Golge degiskenlerin

aksine spline fonksiyonlarin kullaniminin daha avantajli oldugunu belirtmistir.

Allsop ve Weisberg (1988)*, 1984 yilinda bagkanlik se¢im kampanyasi siiresince
se¢menlerin parti kimliginde devam eden degisiklikler iizerine yaptiklari arastirmada,
spline regresyon kullaniminin bir 6rnegini géstermislerdir. Aragtirmada, 19 Haziran, 12
Eylil ve 10 Ocak olmak iizere ii¢ diiglim noktas1 belirlenmistir. Spline diiglim noktalar1
kullanilarak, kirilmalarin olmadig1 genel bir egri elde etmek i¢in diigiim noktalarinin

birlestirildigi dort dogrusal regresyon tahmin edilmistir.

McDonald ve Studden (1990)%, aracin yaptigi birikimli kilometreye gore
otomotiv emisyonu (hidrokarbon, karbonmonoksit ve azot oksitleri) arasindaki iliskiyi
dogrusal spline regresyon ve dogrusal regresyon ile incelemistir. Analiz sonucunda

dogrusal spline regresyonun daha iyi sonug verdigi belirlenmistir.

Marsh ve Sindone (1991)?°, konutlarin bulunduklari konumlarinin konut satis
fiyatlar1 {izerindeki etkisini tahmin etmek i¢in ii¢ boyutlu polinom splinelari
kullanmustir. Istatistiksel olarak anlamli degiskenlerin se¢iminde adimsal regresyon

Onerilmistir.

Speyrer ve Ragas (1991)%, 1971 ve 1986 yillari arasinda New Orleans ve
Louisiana’da satilan 2000 evi dikkate alarak, sel riski ve zorunlu deprem sigortasinin
emlak fiyatlar {izerindeki etkisini incelemislerdir. Sehir disindaki ve sehir merkezindeki

bolgeler de spline degisken olarak regresyon analizine dahil edilmistir.

22 Thomas F. Devlin and Barbara J. Weeks, “Spline Functions for Logistic Regression Modeling”, SAS
Institute Inc (Ed.), Proceedings of the Eleventh Annual SAS Users Group International Conference, (pp.
646-649), Atlanta, Georgia 1986.

2% Richard D. Marcus, “How to Deal with Structural Changes in The Data”, The Journal of Business
Forecasting Methods & Systems, 6(9), Winter 1987/1988, 14-16.

? Dee Allsop and Herbert F. Weisherg, “Measuring Change in Party Identification in an Election
Campaign”, American Journal of Political Science, 32(4), 1988, 996-1017.

% Gary C. McDonald and William J. Studden, “Design Aspects of Regression-Based Ratio Estimation”,
Technometrics, 32(4), 1990, 417-424.

% Lawrence C. Marsh and Anthony B. Sindone, “A Calibration Technique for Estimating the Effect of
Location on the Values of Residuals Properties”, The Property Tax Journal, 10(2), 1991, 261-276.

27 Janet F. Speyrer and Wade R. Ragas, “Housing Prices and Flood Risk: An Examination Using Spline
Regression”, The Journal of Real Estate Finance and Economics, 4(4), 1991, 395-407.
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Horowitz, Loughran ve Savin (1996)%, aylik ortalama déniisler ve dogrusal spline
regresyon yontemlerini kullanarak beklenen doniisler ile firma biiyiikligli arasindaki
iliskiyi incelemistir. Yani beklenen doniislerin biiyiik firmalardan ziyade kiiciik
firmalarda daha fazla olup olmadig1 arastirilmistir. Analiz sonucu firma biiyiikligii ve

beklenen doniis arasinda sistematik bir iligski olmadig1 tespit edilmistir.

Koo (1997)%, siireksiz regresyon fonksiyonlarmi tahmin etmek igin dogrusal
spline regresyonu kullanmistir. Sigrama noktalar1 yakin regresyon fonksiyonlarin

tahmini i¢in diigiim noktas1 birlestirme yontemini sunmustur.

Kalyanam ve Shively (1998)%, diizensiz fiyat etkilerinin tahminine olanak
saglayan hiyerarsik bayezyen model c¢ergevesinde stokastik spline regresyon
yaklasimini kullanmistir. Uygulamada bes farkli markadaki kati margarin ve dort farkli

markadaki ton baliginin diizensiz fiyat hareketleri tahmin edilmistir.

Strawczynski (1998)*, farkli vergi dilimlerini hesaplamak igin parcali dogrusal

spline regresyonu kullanmuistir.

Tarpey (2000)32, polinom regresyon ve spline regresyon modellerle siselerin
yiiksekligi ve hacmi arasindaki iligkiyi incelemistir. Uygulamada parametrik spline

kullanilmastir.

Aggrey (2002)*, tavuklarin bityiime egrilerini belirledigi ¢alismasinda spline
regresyon modeliyle dogrusal olmayan biliylime modellerini (Richards, Gompertz ve
Logistic) karsilastirmistir. Analiz sonucunda, uyum iyiligi kriterlerinden R? (Belirlilik
Katsayis1) degerlerine gore kiyaslama yapildiginda dogrusal olmayan biiyiime

modellerinin spline regresyon modelinden daha iyi oldugu belirlenmistir.

%8 Joel L. Horowitz, Tim Loughran, and N. E. Savin, “A Spline Analysis of the Small Firm Effect: Does
Size Really Matter?”, EconWPA, Econometrics, 9, 1996, 1-26, Erisim Tarihi: 11.10.2011,
http://129.3.20.41/eps/em/papers/9608/9608001.pdf.

2% Ja-Yong Koo, “Spline Estimation of Discontinuous Regression Functions”, Journal of Comptational
and Graphical Statistics, 6(3), 1997, 266-284.

%0 Kirthi Kalyanam and Thomas S. Shively, “Estimating Irregular Pricing Effects: A Stochastik Spline
Regression Approach”, Journal of Marketing Research, 35(1), 1998, 16-29.

3! Michel Strawczynski, “Social Insurance and The Optimal Piecewise Linear Income Tax”, Journal of
Public Economics, 69(3), 1998, 371-388.

%2 Thaddeus Tarpey and John Holcomb, “Spline Bottles”, The American Statistician, 54(2), 2000, 129-
135.

%% 3. E. Aggrey, “Comparison of Three Nonlinear and Spline Regression Models for Describing Chicken
Growth Curves”, Poultry Science, 81, 2002, 1782-1788.


http://ideas.repec.org/p/uia/iowaec/96-09.html
http://ideas.repec.org/p/uia/iowaec/96-09.html
http://ideas.repec.org/s/wpa/wuwpem.html
http://129.3.20.41/eps/em/papers/9608/9608001.pdf
http://ps.fass.org/content/81/12/1782.short
http://ps.fass.org/content/81/12/1782.short
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Unser (2002)*, bilgisayar destekli tasarim ve bilgisayar grafiklerinde yaygin bir
sekilde kullanilan splinelarin  tibbi  goriintiileme uygulamalarinda kullanimini

arastirmistir.

Muniz, Galindo ve Garcia (2003)*°, Barcelona Bélgesiyle ve Anderson (1982)%
ise, ABD’nin 30 sehriyle ilgili niifus yogunlugu calismalarinda kiibik spline niifus
yogunluk fonksiyonlarin1 kullanmistir. Her iki calismada da Suits ve ark. (1978)
tarafindan gelistirilen kiibik spline regresyon kullanilarak agirliklandirilmis en kiiclik
kareli yontemle tahmin edilmistir. Kiibik spline fonksiyonlarin {istel fonksiyonlara gore

daha iyi sonug verdigi tespit edilmistir.

Brusilovskiy (2004)%", SAS programim kullanarak iki degiskenli regresyonda
bagimli degiskenin modellenmesinde parcali regresyonu temel alan bir yontem

Onermistir.

N. Breaz ve D. Breaz (2005)®, veri analizinde spline fonksiyonlarin kullanimi
tizerine caligma yapmustir. Spline interpolasyonu, parametrik en kiiciik kareli spline ve

parametrik olmayan cezali en kiiclik kareli splinelar incelenmistir.

Guo ve White (2005)*, kiibik spline regresyonun ve Dunfield ve Read (1972)*,

kiibik spline fonksiyonun kimya alaninda uygulamasini gostermistir.

Hurley, Hussey, McKeown ve Addy (2006)*, simiilasyonla bir bagiml ve bir

bagimsiz degiskenli bes veri yapisi olusturarak her veri yapisi i¢in dogrusal regresyon,

% Michael Unser, “Splines: A Perfect Fit for Medicine Imaging”, Milan Sonka, J. Michael Fitzpatrick
(Ed.), Proceedings of the SPIE International Symposium on Medical Imaging (pp. 225-236), Spie, San
Diego 2002.

% van Muniz, Anna Galindo and Miguel Angel Garcia, “Cubic Spline Population Density Functions City
Delimitation: The Case of Barcelona”, Urban Studies, 40(7), 2003, 1303-1321.

% John E. Anderson, “Cubic-Spline Urban-Density Functions”, Journal of Urban Economics, 12(2),
1982, 155-167.

%7 Eugene Brusilovskiy, “The Piecewise Regression Model as a Response Modeling Tool”, Conference
Proceedings: NESUG 2004, Erism Tarihi: 08.01.2012,
http://www.nesug.org/html/Proceedings/nesug04/an/an09.pdf.

% Nicoleta Breaz and Daniel Breaz, “On the Spline Functions in Data Analysis Framework”,
International Conference on Theory and Applications of Mathematics and Informatics ICTAMI2005 (ss.
197-210), Acta Universitatis Apulensis, ISSN 1582-5329, Alba Lulia, Romania 2005, pp. 197-210.

% Qingzhi Guo and Ralph E. White, “Cubic Spline Regression for the Open-Circuit Potential Curves of a
Lithium-Ion Battery”, Journal of The Electrochemical Society, 152(2), 2005, 343-350.

0 Lawrence G. Dunfield and John F. Read, “Determination of Reaction Rates by the Use of Cubic Spline
Interpolation”, The Journal of Chemical Physics, 57(5), 1972, 2178-2183.

*! Deborah Hurley, James Hussey, Robert McKeown and Cheryl Addy, An Evaluation of Splines in
Linear Regression [Poster], SAS Conference Proceedings: SAS Users Group International 31, San
Francisco (March 2006).


http://www.nesug.org/html/Proceedings/nesug04/an/an09.pdf

11

polinom regresyon (kiibik ve kareli) ve spline regresyon (dogrusal, kareli ve kiibik)
olmak {izere alt1 regresyon modeli kurmustur. Yapilan analiz sonuglarina gore en uygun

modellerin spline regresyon modelleri oldugu tespit edilmistir.

Doorn, Verhoef ve Bijmolt (2007)*, tutum ve davranis arasindaki iliskinin her
zaman dogrusal olmadigini, asir1 tutumlardan dolayr tutum ve davranig arasinda
dogrusal olmayan bir iliskinin de s6z konusu oldugunu belirtmistir. Bu amagla,
dogrusal, kareli, iistel ve spline model olmak iizere dort farkli model kurulmus ve
karsilastirma yapilmistir. Modeller R? (Belirlilik Katsayis1), Akaike Bilgi Kriteri (AIC)
ve Bayezyen Bilgi Kriteri (BIC)’ne gore karsilastirilmis ve spline modelin en etkin

model oldugu tespit edilmistir.

Garcia, Coronel, Martinez ve Duque (2007)*, Meksika’da bir firmanmn 1 yillik siit
satis1 verilerini analiz etmek ve Ongoriide bulunmak icin dogrusal, kareli, kiibik
regresyon ve kiibik spline regresyon modellerini kullanmistir. Verilerin dagilimi
dogrusal, kareli ve kiibik regresyon modellerle tek bir parcada, kiibik spline regresyon
model i¢in de iki diiglim noktas1 belirlenerek siirekli iic pargada tahmin edilmistir.
Modeller R? (Belirlilik Katsayis1) ve MSE (Hata Kareler Ortalamasi-Mean Square
Error) degerlerine gore karsilagtirllmig ve kiibik spline regresyon modelin en etkin

model oldugu tespit edilmistir.

Mulla (2007)*, istatistiksel teknik olarak faydali bir ara¢ olan spline regresyon
modellerin klinik aragtirmalarinda kullanimi gosterilmistir. Uygulamada kareli spline
regresyon kullanilarak serum albiimin ve hastane Oliim orami riski arasindaki iliski

arastirilmastir.

Kulkarni ve Narendranath (2008)*°, polinom regresyon ve spline regresyon
modellerle tarimsal iretim tahmini yapmistir. Bu amagla, Andhra Pradesh eyaletinde

1956-1998 yillar1 arasindaki piring ve tahil iiretim verileri kullanilarak polinom ve

# Jenny van Doorn, Peter C. Verhoef. and Tammo H. A. Bijmolt, “The Importance of Non-Linear
Relationships Between Attitude and Behaviour in Policy Research”, Journal of Consumer Policy, 30(2),
2007, 75-90.

# Jorge L. Garcia, Nancy A. Coronel, Erwin A. Martinez and Julian A. Duque, “Using Spline for
Demand Forecasting”, V. G. Almanza (Ed.), Second International Congress in Engineering and
Technology: October 2008, (pp. 37-56), Chihuahua, Mexico: Ciudad Juarez 2007.

7. D. Mulla, “Spline Regression in Clinical Research”, West Indian Med J., 56(1), 2007, 77-79.

* B.S. Kulkarni and V.V. Narendranath, “Spline Regression Models for Forecasting of Agricultural
Production”, The Journal of Research Angrau, 36(2&3), 2008, 28-38.


http://www.springerlink.com/content/0168-7034/
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spline regresyon modelleri kurulmustur. Kurulan modellerle 1999 ve 2002 yillar1 i¢in
tahminde bulunulmus ve spline regresyon modellerin daha iyi sonug¢ verdigi tespit

edilmistir.

Chau, Bonfiglioli, Chey ve Bauman (2009)*°, fiziksel aktivite, sismanlik ve tiitiin
kullanim1 gibi saglik konularina Avustralya medyasimin verdigi 6nemi 6lgmek igin
dogrusal spline regresyon modelini kullanmistir. Bu amagla, 1986-2006 yillar1 arasinda
fiziksel aktivite, sismanlik ve sigara kullanimi gibi konularda yapilan/yayinlanan tiim
caligmalarin yillara gére dagilimi elde edilmistir. 1991, 1996 ve 2001 yillar1 digim

noktasi alinarak ii¢ dogrusal spline regresyon modeli kurulmiustur.

Chernobai, Reibel ve Carney (2009)*", Los Angeles bolgesinde yapimi yeni biten
karayolunun emlak fiyatlar1 iizerindeki etkisini arasgtirmiglardir. Bu amacla, spline
regresyon modellerini kullanarak evlerin karayolundan uzakliginin fiyatlar tizerindeki

etkisini incelemislerdir.

Hirvonen (2009)*, kantil ve spline regresyon yontemleriyle kusaklararasi
kazancin siirekliliginde, bireylerin egitimi, yetenekleri ve sagligi arasinda fark olup
olmadigint aragtirmistir. Spline regresyon analizi sonucunda babanin kazancinin
oglunun kazancint dogrudan etkiledigi ve etkisinin egitimden daha fazla oldugu

belirlenmistir.

Xi, Lee, Teng ve Lin (2009)*, Taiwan’da bankacilik hizmetlerinde performans
nitelik diizeyi ve miisteri memnuniyeti arasindaki iliskiyi modellemek i¢in istatistiksel
bir teknik olarak parcali regresyonun kullanimini géstermislerdir. Onerilen yéntem hem

kolay hem de geleneksel yontemlere gore daha etkindir.

* Josephine Chau, Catriona Bonfiglioli, Tien Chey, Adrian Bauman, “The Cinderella of Public Health
News: Physical Activity Coverage in Australian Newspapers, 1986-2006”, Australian and New Zealand
Journal of Public Health, 33(2), 2009, 189-192.

*" Ekaterina Chernobai, Michael Reibel and Michael Carney, “Nonlinear Spatial and Temporal Effects of
Highway Construction on House Prices”, The Journal of Real Estate Finance and Economics, 42(3),
2009, 348-370.

*® Lalaina Hirvonen, The Effect of Children on Earnings Using Exogenous Variation in Family Size:
Swedish Evidence, Working Paper Series 2, Swedish Institute for Social Research, Stockholm University
2009.

* Jun Yang Xi, Chung-Liang Lee, Hsiao-Lin Teng and Shao-Bin Lin, “Piecewise Regression: A Tool for
Understanding The Relationship between the Attribute-Level Performance and Customer Satisfaction”,
International MultiConference of Engineers and Computer Scientists, (March 2009), Hong Kong.


http://econpapers.repec.org/article/kapjrefec/
http://ideas.repec.org/s/hhs/sofiwp.html
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Sarvida ve Baguio (2010)*°, zaman serisi verileri trendinde yapisal degisiklik
oldugu zaman farkli bir metot olarak spline regresyon modellerin etkinligini
arastirmigtir. Dogrusal ve kareli spline regresyon modelleri kurulmus ve modellerin
karsilastirilmasinda RMSE (Root Mean Squared Error) ve AIC (Akaike Information

Criterian) kullanilmistir.

Sun ve Liu (2010)*', spline regresyonla, online a¢ik artirmada saticinin
itibariin(reputation) fiyatlar1 nasil etkiledigini incelemistir. Ag¢ik artirma fiyati ve

saticinin itibar1 arasinda dogrusal olmayan bir iliski oldugu diistintilmiistiir.

Marcel, Razvan ve Cristian (2011)%, para ve maliye politikalarinda emlak ve bina
vergilerinin énemli bir yeri oldugunu belirtmistir. Bu amagcla, yerel yonetimlerin vergi
politikalarini gergeklestirmesinde spline fonksiyonlarin kullanimini gostermistir. Oradea
Belediyesi’nin 2009 Subat ayina ait emlak vergisi ve bina vergisi gostergeleri alinarak
bir aylik veri olusturulmustur. Bu veride her hafta bir diiglim noktas1 alinarak dogrusal

spline regresyon modeli kurulmug ve 2009 Mart ay1 i¢in tahminlerde bulunulmustur.
1.1.2. Tiirkiye’de Yapilan Cahismalar

Hakverdi (1995)%, parcali dogrusal regresyon analizinde diigiim noktalarinin
belirlenmesini aragtirmistir. Bu amagla, simiilasyonla olusturulan gozlem setinde diigiim
noktalarinin belirlenmesinde R? (Belirlilik Katsayisi), Cp Istatistigi ve Cook Uzaklig

yaklagimi kullanilmistir.

Koldere (1997), kesikli dogrusal spline regresyonu kullanarak 1968-1965 yillari
arasinda Gayri Safi Milli Hasila’ya bagl olarak Tiirkiye’nin ithalatinda yapisal degisim
olup olmadigini incelemistir. Diiglim noktasi1 olarak 6nce 1980 yili daha sonra da 1990

yilt alinmugtir. Farkli kirllma noktalarina gore kurulan spline regresyon modelinde egim

%0 Rex L. Sarvida and Carolina B. Baguio, “On the Efficiency of Spline Regression for Time Series Data”
[Bildiri], 11th National Convention on Statistics, (September 2010), Mandaluyong City: EDSA Shangri-
La Hotel.

°! Chia-Hung Sun and Kang E. Liu, “Information Asymmetry and Small Business in Online Auction
Market”, Small Business Economics, 34(4), 2010, 433-444.

%2 Bolos Marcel, Pop Rizvan and Otgon Cristian, “Using Spline Functions for the Substantiation of Tax
Policies by Local Authorities”, Annals of the University of Oradea: Economic Science, 1(1), 2011, 336-
347.

%3 Kazim Hakverdi, Par¢ali Lineer Regresyon, (Yaymmlanmamus Yiiksek Lisans Tezi), Gazi Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara 1995.

> Yasemin Koldere, Spline Fonksiyonlar: ve Yapisal Degisim: Tiirkive Ithalati Uzerine Bir Uygulama,
(Yaymmlanmamus Yiiksek Lisans Tezi), Marmara Universitesi Sosyal Bilimler Enstitiisii, Istanbul 1997.


http://econpapers.repec.org/article/kapsbusec/
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farki anlamli oldugundan iki doénem igin ithalat fonksiyonunun anlamli oldugu tespit

edilmistir.

Akkartal (2000), kiibik spline regresyon modeliyle Tiirkiye’de kisi bagina diigen
otomobil miktarlarini incelemistir. Bu amagla, Tiirkiye’nin 1960-1994 yillar1 arasindaki
kisi basina diisen otomobil miktarlar verisi, 1971 ve 1980 diigiim noktalarina gére Suits

ve ark. (1978) tarafindan gelistirilen kiibik spline regresyon modeliyle analiz edilmistir.

Geng, Kinaci, Oturang, Kurnaz, Bilir ve Ozbalta (2002356, 2002b57), giinliik
ortalama gilines radyasyon verilerini analiz etmek i¢in Poirier (1973) tarafindan
gelistirilen kiibik spline regresyonu kullanmistir. Bu amagla, Izmir ilinin 1994-1998
yillar1 arasindaki giines 1s1n1 verileri kiibik spline regresyon modelle analiz edilmis ve

kurulan modelin giivenilirligi test edilmistir.

Yerdelen (2002)%®, iktisadi zaman serilerinde dogrusal spline fonksiyonlarini
gecikmeli modellerle birlikte ele almistir. Bu amagla, Tirkiye’nin 1970-1999 yillar
arasindaki istihdam degerlerine bagli olarak Gayri Safi Milli Hasila’daki degisimi
incelemistir. 1981 Oncesi ve sonrast olmak iizere yapilan incelemede, ikinci donemde
istihdamin bir ve iki donem gecikmeli degerlerinin de GSMH iizerinde etkili oldugu

tespit edilmistir.

Kurnaz, Kiaci, Oturang, Geng¢ ve Bilir (2003)*°, giinlik ortalama sicaklik
verilerinin analizi i¢in kiibik spline tipi bir model kullanmistir. Bu amagla, Konya ili
Aksehir ilgesinin  1997-2002 yillar1 arasindaki sicaklik wverileri kiibik spline

fonksiyonlarla analiz edilmistir.

% Erkut Akkartal, Splayn Fonksiyonlar: ve Tiirkive’de Kisi Basina Diisen Otomobil Miktarlar: Uzerine
Bir Uygulama, (Yayimlanmamis Doktora Tezi), Istanbul Universitesi Sosyal Bilimler Enstitiisii, Istanbul
2000.

% Asir Geng, Galip Oturang, ismail Kinaci ve Aydin Kurnaz, “Giines Radyasyon Verilerinin Kiibik
Spline Fonksiyonlar1 Yardimiyla Modellenmesi” [Bildiri], Hacettepe Universitesi Istatistik Giinleri
Sempozyumu, (Mayis 2002), Ankara.

5 Asir Geng, Ismail Kinaci, Galip Oturang, Aydin Kurnaz, Sefik Bilir ve Necdet Ozbalta, “Statistical
Analysis of Solar Radiation Data Using Cubic Spline Functions”, Energy Sources, 24(12), 2002, 1131-
1138.

% Ferda Yerdelen, “Gecikmeli Modellerde Spline Fonksiyonun Kullammi”, Iktisat Fakiiltesi Mecmuast,
52(2), 2002, 47-64.

% Aydin Kurnaz, Ismail Kinac1, Galip Oturang, Asir Geng ve Sefik Bilir, “Giinliik Sicaklik Verilerinin
Kiibik Spline Fonksiyonlar1 Yardimiyla Modellenmesi”, H. K. Oztiirk, M. Atilgan, A. Yilanc1 ve O.
Atalay (Haz.), |. Ege Enerji Sempozyumu ve Sergisi: 22-24 Mayis 2003, (s5.464-468), Pamukkale
Universitesi Mithendislik Fakiiltesi, Denizli.
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Sener (2006)%, iki degiskenli regresyon analizinde regresyon dogrusunun bir veya
birden ¢ok noktada ani degisim gosterdigi durumlarda, kirilma noktalart ve
parametrelerin  tahmin edilmesinde SAS programimi kullanmistir. Bu amagla,
uygulamada simiilasyonla olusturulan tek kirilma noktali iki dogrulu ve iki kirilma

noktal1 i¢ dogrulu veriler igin regresyon modelleri kurulmustur.

Sahin (2009)61, kesikli ve stirekli pargali regresyonlarin tarimsal alanlarda yapilan
caligmalarda kullanimin1 gostermistir. Tarimsal uygulamalarla ilgili dokuz farkli veri
setine parcali regresyonlar uygulanmis ve Gompertz, Logistic, Schnute, Richard,
Orskov, Gamma, Ussel gibi klasik modellerle karsilastirilmistir. Kiibik spline

regresyonun diger modeller gore daya iyi sonug verdigi tespit edilmistir.

Demirel (2010%%, 2011%®), izmir ili sicaklik verilerini dogrusal spline regresyon
modelleriyle incelemistir. Bu amacla, Devlet Meteoroloji Enstitiisii’nden alman izmir
iline ait 34 yillik sicaklik verileri, diiglim noktast konumlarinin bilinmesi ve

bilinmemesi durumlari i¢in ayr1 ayr1 incelenmistir.

Berberoglu (201 1% 2012%), kiibik spline regresyon ve kisitlandirilmis en kiigiik
kareli regresyon modelleriyle Tiirkiye’nin 1987-2008 yillar1 boyunca kriz donemlerinde

doviz kuru oranlarindaki yapisal kirilmalar1 incelemistir.
1.2. INTERPOLASYON KAVRAMI

Interpolasyon kelimesi elementer anlamda bir fonksiyonun tablo halinde verilmis
degerlerinden hareketle, bu fonksiyonun bu aralikta bilinmeyen degerlerinin
hesaplanmasi islemidir. Interpolasyon bir y(x) fonksiyonunun, xg,xy,...,%,

noktalarindaki degerleri bilinirken, diger noktalardaki degerlerinin bilinmesi

% Emral Sener, Bazi Kirik Hat (Broken-Line) Regresyon Moellerinin SAS Istatistik Paket Programi
Kullanilarak Coziimlenmesi, (Yayimlanmamis Yiiksek Lisans Tezi), Mustafa Kemal Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii, Antakya 2006.

81 Mustafa Sahin, Par¢ali Regresyonlar ve Tarumsal Alanlarda Kullanimi, (Yayimlanmamis Doktora
Tezi), Kahramanmaras Siitcii Imam Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Kahramanmaras 2009.

62 Neslihan Demirel, “Izmir ili Sicaklik Verilerinin Spline Regresyon ile Modellenmesi” [Bildiri], 7.
Istatistik Giinleri Sempozyumu, (Haziran 2010), ODTU/Ankara.

% Neslihan Demirel, “izmir ili Sicaklik Verilerinin Regresyon Egrileri ile Modellenmesi”, Istatistik
Arastirma Dergisi, 8(2), 2011, 68-75.

% Bahar Berberoglu and C. Necat Berberoglu, “Modeling the Structural Shifts in Real Exchange Rate
with Cubic Spline Regression (CSR). Turkey 1987-2008”, International Journal of Business and Social
Science, 2(17), 2011, ss.60-66.

% Bahar Berberoglu, “A Note on the Predicted Responses in Cubic Splines”, Chiana-USA Business
Review, 11(1), 2012, 30-36.


http://asosindex.com/journal-article-abstract?id=16091
http://asosindex.com/journal-article-abstract?id=16091
http://asosindex.com/journal-view?id=100
http://asosindex.com/journal-view?id=100
http://asosindex.com/journal-issue-view?id=1920
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problemidir®®. Yani interpolasyon, gercek fonksiyonu bilmeksizin bilinen veri noktalar:
arasinda bir fonksiyon degerini hesaplamak igin kullanilir. Interpolasyon ydntemleri,

global ve pargal1 interpolasyon olmak iizere iki temel kategoriye ayr111r67.
1.2.1. Global Interpolasyon

Bu yontem, tiim veri noktalarinin tahmin edilmesinde tek bir denklemin
kullanilmasini temel almaktadir. Yani bu denklem genellikle yiiksek dereceli polinom
denklemidir. Bu yontemle diizgiin egriler elde edilmesine ragmen, salinim etkisinin
olmas1 ve ara noktalarda asir1 sapma olmasindan dolay1 bu yontemler bazi uygulamalar
igin pek uygun degildir®. Yaklasim yontemleri igerisinde polinom yaklagimlar nemli
bir yer tutmaktadir. Ancak, nokta sayisinin artmasiyla elde edilecek interpolasyon
polinomunun derecesi de artar. Ayrica, noktalar diginda interpolasyon polinomunun
gercek fonksiyondan gosterecegi biiyilkk sapmalarda dikkate alindiginda, polinom

interpolasyonu yerine baska tekniklere ihtiyac oldugu anlasiimaktadir®.
1.2.2. Parcal interpolasyon

Bu yontemlerde bilinen veri noktalarinin her bir ¢ifti arasinda diisiik dereceli
polinomlar kullanilmaktadir. Birinci dereceli polinom kullanilirsa, dogrusal
interpolasyon olarak adlandirilir. kinci ve {igiincii dereceli polinomlar kareli ve kiibik
spline olarak adlandirilir. Daha yiiksek dereceli spline ile daha diizgiin egriler elde

edilir. Parcali interpolasyonda salinim etkisi ve ara noktalarda asir1 sapma daha azdir'’.
1.3. SPLINE TANIMI VE MAHIYETi

Spline fonksiyonun en ilkel hali olan mekanik spline, verilen noktalardan gegmesi
istenen egriler ¢izmek igin lizerine birka¢ agirligin yerlestirildigi ince, elastik bir
¢ubuktan 01u§ur7l. Miihendisler, mimarlar ve grafikerler tarafindan kullanilan mekanik
spline, genelde diizglin egriler ¢izmek i¢in kullanilan ahsap bir ¢ubuk veya metal bir

serittir’>. Dogu Ingiltere lehgesinden bir kelime olan” spline, sozliik taniminda bina

% Mustafa Bayram, Niimerik Analiz, Birsen Yaymnevi Ltd. Sti., istanbul 2009, 5.93.

67.C. J. C. Kruger, “Constrained Cubic Spline Interpolation for Chemical Engineering Applications”, Korf
Technology, Erisim Tarihi: 01.01.2012, http://www.korf.co.uk/spline.pdf, s.1.

%8 Kruger, p.1.

% Fatih Bas, Spline Fonksiyonlar: ve Uygulamalart, (Yaymmlanmamis Yiiksek Lisans Tezi), Sakarya
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Sakarya 2007, s.1.

0 Kruger, s.1.

"''N. Breaz and D. Breaz, 5.197.

2 Hongyu Wang, “A Survey on Spline Theory and Applications”, Center for Visual Computing (CVC)


http://www.korf.co.uk/spline.pdf
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insaatinda kullanilan ahsap ince bir serit demektir. Spline olarak adlandirilan uzun ince
ahsap seritler, belirlenen belli noktalar arasinda diizglin egriler c¢izmek igin

kullamlmaktayd174. Mekanik spline 6rnegi Sekil 1.1°de gésterilmistir75.

Sekil 1.1. Mekanik Spline Ornekleri ve Agirliklar

Splinelarin matematik alaninda ilk kullanimi1 Schoenberg tarafindan gosterilmistir.
Matematikte kullanilan spline, 6ziinde mekanik splinea benzerdir. Noktalar sayisal
verileri ve agirliklar da polinomlarm katsayilarmi gostermektedir’®. Splinelar genellikle,
egri veya dogru parcalarinin birbirlerinden ayr1 olusturuldugu ve daha sonra bu
parcalarin birlestirildigi pargalt polinom olarak tanimlanir’’. Yani spline yonteminde,
bagimli degiskene gore bagimsiz degisken araligi alt pargalara boliiniip, diiglim noktasi
olarak adlandirilan bdliinme noktalarinda belirli durumlara gore birlestirilerek stirekli

bir egri elde edilir’.

and Department of Computer Science, Stony Brook University, New York 2006, Erisim Tarihi: 12 Ekim
2011, http://www.cs.sunysb.edu/~wanghy/papers/hongyu_rpe.pdf, s.19.

™ Richard H. Bartels, John C. Beatty and Brian A. Barsky, An Introduction to Splines for use in
Computer Graphics and Geometric Modeling, Morgan Kaufmann Publishers, California 1987, s.vii.

™ Wegman ve Wright, 5.351.

" Henry Packard Moreton, Minimum Curvature Variation Curves, Networks, and Surfaces for Fair Free-
Form Shape Design, Ph. D. Disertation, University of California, Berkeley 1992, s.34.

’® 1saac Jacob Schoenberg, “Contributions to the Problem of Approximation of Equidistant Data by
Analytic Functions”, Quarterly of Applied Mathematics, 4, 1946, ss.45-99 and 112-141.

" Thomas P. Ryan, Modern Regression Methods, John Wiley & Sons, New York 1997, 5.334.

78 George A. F. Seber and Alan J. Lee, Linear Regression Analysis, Second Edition, John Wiley & Sons,
New Jersey 2003, 5.173.


http://www.cs.sunysb.edu/~wanghy/papers/hongyu_rpe.pdf
http://www.google.com.tr/url?sa=t&rct=j&q=quart.%20appl.%20math&source=web&cd=1&ved=0CFAQFjAA&url=http%3A%2F%2Fwww.ams.org%2Fqam&ei=37vXT42ME8K2hQfB8uzFAw&usg=AFQjCNGyAiUn0qC5i98JtR-H21xiigVIUg
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Sekil 1.2. Matematikte Kullanilan Spline Fonksiyonu

Splinelar genellikle d dereceli pargali polinomlar olarak tanimlanmaktadir. Parcali
polinomlarin birlestigi noktalarda, fonksiyon degerleri ve d-1.tlirevleri ayn1d1r79. Buna
gore Sekil 1.2°de gorildigi tizere, xg, x4, ..., X, digiimlerine sahip d. dereceden bir

spline fonksiyonu su 6zelliklere sahiptirgo.

a) Her bir [xj, xj+1] araliginda S(x) polinomunun derecesi, der(S)<d’dir.

b) [xo, x,] araliginda S(x)’in (d-1). tiirevi siireklidir.

Splinelar, egrilerin siirekli olmasinin énemli oldugu uygulamalar i¢in miitkemmel
bir aractir®. Dogrusal olmayan, seyrek ve yapilandirilmamis verilerin tahmininde

hassas bir model olusturmak i¢in ¢ok genis bir uygulama alanina sahiptirsz.

Spline fonksiyonu, belli siireklilik ozelliklerin saglandigi durumlarda farkli
polinom parcalarinin diigiim noktalarinda birlestirildigi parcali bir polinomdur. Spline
miimkiin olan en diizgiin pargal polinomlardan olusur®. Splinelar genellikle, siirekli ve
diizgiin olma kosulunu saglayan dogrular veya egrilerdir84. Splinelarin diiz bir dogru
olmasi zorunlu degildir. Spline ikinci veya iigiincli dereceden bir polinom olarak da

tercih edilir ve fonksiyonun birinci ve ikinci tiirevlerinin siirekli olmasi saglan1r85.

" Gregory and Serono, s.2.

8 Galip Oturang, Aydin Kurnaz, Mehmet E. Kiris ve Yildiray Keskin, Sayisal Analiz, 2.Baski, Dizgi
Ofset, Konya 2008, s.194.

8 Wang, s.18.

82 Kommineni, Basu and Vemuri, 5.242.

8 Randall L. Eubank, Nonparametric Regression and Spline Smoothing, Second Edition, Marcel Dekker,
New York 1999, s.281.

8 Hurley, Hussy, McKeow and Addy, s.1.

8 pindyck and Rubinfeld, s. 118.
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1.4. SPLINELARIN ONEMIi

Veri analizinde siklikla karsilagilan sorunlardan biri de, polinom bir modelle
tahmin yapilmak istendiginde, tek bir polinomla tahmin yapilmasimin yeterli
olmamasidir®®. Ciinkii bazi pratik uygulamalar i¢in, diisiik mertebeli polinomlar bagiml
degiskene dogru dngorii modelleri saglamada yeteri kadar esnek degildir®. Ayrica,
diisiik mertebeli polinomlarda dogrusal en kiigiik kareli regresyon teknigi dogrusal
olmayan bir iliskiyi modellemek i¢in yeterli degildir. Cok yiiksek mertebeli polinom
regresyonlarda ise, modelleme boyutlarinin artmasi ve ¢oklu dogrusal baglant1 gibi
sorunlar ¢ikar®. Polinom regresyonda, model tahmini ayrik goézlemlerden olumsuz

olarak asir1 bir sekilde etkilenmektedir®®.

Bu olumsuzluklar1 giderecek alternatif yaklasim ise, aranan fonksiyonu temsil
edecek sekilde verilen noktalarin kiimesine daha diisiik dereceden parcali polinomlarla
yaklagmak ve islem kolayligi saglamaktir. Bu tiir 6zelliklere sahip parcali polinomlar
spline fonksiyonlaridir®®. Polinomun derecesi arttik¢a dogal salimm etkisi arttigi icin,
spline fonksiyonlarin kullanimi1 dogal salinim etkisini azaltmaktadir™. Mesela zaman
serisi verileri her zaman tek bir diizgiin polinomla tahmin edilemez. Cogunlukla, politik
veya yapisal degisiklikler, tek bir basit polinomla etkili bir sekilde tahmin edilemeyen
veri noktalarinda beklenmedik degisiklikler (regresyon egrisi yoniinde degisiklikler

olmasi gibi) meydana getirir®.

Polinomlar dogru iizerinde sonlu bir aralikta tanimlanan fonksiyonlarin tahmin
edilmesinde uzun zamandan beri kullanilmaktadir. Baglangigta  polinom

interpolasyonlart ve kesikli Taylor serisi olarak adlandirilan Taylor polinomlar

8 Norman R. Draper, Irwin Guttman and Peter Lipow, “All-Bias Designs for Spline Functions Joined at
the Axes”, Journal of the American Statistical Association, 72(358), 1977, s.424.

8 David Woods and Susan Lewis “All-Bias Designs for Polynomial Spline Regression Models”,
Australian & New Zealand Journal of Statistics, 48(1), 2006, s. 50.

8 Balaji Kommineni, Shubhankar Basu and Ranga Vemuri, “A Spline Based Regression Technique on
Interval Valued Noisy Data”, Sixth International Conference on Machine Learning and Applications: 13-
15 December 2007, University of Cincinnati, Ohio/USA, s.241.

% Steve Horvath, Weighted Network Analysis Applications in Genomics and Systems Biology, Springer
Science+Business Media, New York 2011, s.358.

% Aynur Camwvar, Kiibik Spline Fonksiyonlar Yardimila Lineer Olmayan Kismi Tiirevli Diferensiyel
Denklemlerin Sayisal Céziimleri, (Yayimlanmamis Yiiksek Lisans Tezi), Osmangazi Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii, Eskisehir 2003, s.14.

%' Girdhar G. Agarwal and W. J. Studden, An Algorithm for Selection of Design and Knots in the
Response Curve Estimation By Spline Functions, Technical Report No. 78-15, Purdue University, USA:
Indiana 1978, s.2.

% Marsh, Estimating Spline Knots in Time Series Polynomial Regression Models, s.2.


http://onlinelibrary.wiley.com/journal/10.1111/(ISSN)1467-842X
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kullanilmaktaydi. Daha sonra en kiigiik kareler ve minimax yaklasimlarinin kullanimi

yayginlagmistir. Bunlar yaklagim hatalarini en aza indirerek sonug belirlemektedir®.

Dalgal1 dagilim gosteren verilerin tahmininde spline fonksiyonlar1 ve diger parcali
polinomlarin kullanim1 genis bir uygulama alanina sahiptir ve bir¢cok analizin de konusu
olmaktadir®. Polinom splinelarin kullanimi, parametrik olmayan modelleme igin etkili
bir yaklasim saglar. Polinom splinelar, lojistik ve poisson regresyon gibi genellestirilmis
regresyon, en kiigiik kareli regresyon, olasilik yogunluk ve kosullu olasilik yogunluk
fonksiyon tahminini de igeren genis bir araliktaki istatistiksel problemlere

uygulanabilir®.

Spline fonksiyonlar1 bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki iliskinin
fonksiyonel bi¢imi bilinmedigi zaman, verileri tahmin etmek veya modellemek icin
siklikla kullanilmaktadir®. Spline fonksiyonlar1 olusturan pargali polinom fonksiyonlar,
yaygin olarak kullanilmakta olan tahmin fonksiyonlaridir. Pargali polinomlar, ilgili
bilgisayar programlarinda kolaylikla birlestirilebilir. Bundan dolay1, 6zellikle deneysel
verilerin veya modellenen egrilerin tahmininde pargali polinomlarin kullanimi
uygundur®’. Basit veya c¢oklu regresyon analizinde kullanilan splinelarla, bagimsiz

degiskenlerin dogrusal olmayan etkileri arastirilir™.
1.5. SPLINE FONKSIYONLARI

Spline fonksiyon yaklasimlari, ¢esitli problemlerin ¢6zlimiinde en iyi yaklagimdir.
Son yillarda spline fonksiyonlart hem pratik hem de teorik ¢aligmalarda yaygin bir
sekilde kullaniimaktadir®, Spline fonksiyonlari, tahmin fonksiyonlarin 6zel bir sinifi

olup oOzellikle, sayisal analizin uygulama asamalarinda yogun bir sekilde

% G. M. Phillips and P. J. Taylor, “Algorithms for Spline and Other Approximations to Functions and
Data”, Computer Physics Communications, 73(1-3), 1992, s.1.

% Alberto M. Mier Muth and Alan S. Willsky, A Sequential Method for Spline Approximation with
Variable Knots, Technical Report (ESL-P-759), M.L.T. Electronic Systems Laboratory, Mexico City
1977, s.2.

% Jianhua Z. Huang, “Local Asymptotics for Polynomial Spline Regression”, The Annals of Statistics,
31(5), 2003, s.1600.

% Smith, Curve Fitting and Modeling with Splines Using Statistical Variable Selection Techniques, s.1.

% Carl de Boor and John R. Rice, Least Squares Cubic Spline Approximation I-Fixed Knots, Technical
Report CSD-TR 20, Computer Sciences, Purdue University, Indiana 1968, s.1.

% Martin Gregory and Merck Serono, “A Collection of SAS Macros to Calculate Odds Ratios Using
Spline Regression”, SAS: PhUSE Proceedings (October 12-15), Manchester, UK 2008, Erisim Tarihi:
12.06.2011, http://lexjansen.com/cgi-bin/xsl_transform.php?x=phuse2008&s=proceedings&c=phuse.

% Arshad Khan, Islam Khan and Tariq Aziz, “A Survey on Parametric Spline Funtion Approximation”,
Applied Mathematics and Computation, 171(2), 2005, s. 984.


http://www.sciencedirect.com/science/journal/00104655
http://lexjansen.com/cgi-bin/xsl_transform.php?x=phuse2008&s=proceedings&c=phuse
http://www.sciencedirect.com/science/journal/00963003
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kullanilmaktadir. Ciinkii giiglii yakinsaklik 6zelliklerinden dolay1 interpolasyon ve
egrilere yaklasmada etkili bir arag olarak kullamlir'®.

Spline fonksiyonlarin sahip oldugu 6zellikler asagidaki gibidirlm;

v" Spline fonksiyon uzaylari, ¢cok uygun tabanli (baz) fonksiyonlara sahip olan
sonlu boyutlu dogrusal uzaylardir.

v" Spline fonksiyonlari, nispeten daha diizgiin fonksiyonlardir.

v" Spline fonksiyonlarin elle hesaplanmasi, bilgisayarlarda degerlendirilmesi ve
kaydedilmesi kolaydir.

v" Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri de spline fonksiyondur.

v" Spline fonksiyonlari, polinomlarin biitiin 6zelliklerine de sahiptir.

v" Tahmin teorisi ve sayisal analizde splinelarin kullanimiyla ortaya ¢ikan gesitli
matrisler, uygun isaret (sign) ve determinantsal 6zelliklere sahiptir.

v" Spline fonksiyonun isaret yapisi ve sekli, katsayilarinin isaretine bagli olabilir.
v' [a, b] aralig1 tizerindeki (a: ilk diiglim noktasi, b: sonuncu diiglim noktasi) her
stirekli fonksiyon yeteri kadar diigiim noktasi belirlenerek mertebesi sabit olan m.
mertebeden spline fonksiyonla iyi bir sekilde tahmin edilebilir.

v’ Diizgiin fonksiyonlarin tahmini i¢in tam yakinsama oranlari spline
fonksiyonlarla verilebilir.

v Dusiik mertebeli splinelar ¢ok esnektir ve genellikle polinomlardaki gibi

salinim gostermezler.

Splinelar siklikla kullanilmasina ragmen, birden fazla bagimsiz degisken
kullanildig1 zaman bazi sakincalart vardir. Diiglim noktas1 pozisyonlarinin yerlesimini
onerebilecek onsel bir bilgi olmadiginda normal bir splinenin kullanimimi dogrulamak

zordur'®

. En yaygin olarak kullanilan {i¢ tiir spline fonksiyonu vardir.
1.5.1. Dogrusal Spline Fonksiyonu

Birinci dereceden en basit spline olup, dogru parcalarinin birlestirilmesiyle

olusturulur'™®. Dogrusal splinelar, bazi yonlerden yiiksek dereceli spline fonksiyonlara

100 Barth, Arthur Kraft and John Kraft, 5.219.

1011 arry L. Schumaker, Spline Functions: Basic Theory, Third Edition, Cambridge University Press,
New York 2007, s.5.

102 Ryan, 5.341.
1%3http://people.stat.sfu.ca/~cschwarz/Consulting/Trinity/Phase2/TrinityWorkshop/Workshop-material-
Simon/Intro_to_splines/intro_to_splines_notes.pdf, s.8.
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http://people.stat.sfu.ca/~cschwarz/Consulting/Trinity/Phase2/TrinityWorkshop/Workshop-material-Simon/Intro_to_splines/intro_to_splines_notes.pdf

22

gbre avantajli sayilabilir. ilk olarak, temel fonksiyona parcali dogrusal fonksiyonlarla
yaklasildig1 zaman, fonksiyon baslangicta diizdiir. Ani diislislerden sonra (bir esik deger
etkisi olusur) fonksiyon tekrar diiz devam eder. Dogrusal splineda, bu etkiyi yakalamak
icin biri disilisiin baslangicinda ve digeri sonunda olmak iizere iki kirilma noktasi
yeterlidir. Ancak kareli splineda bu etkiyi yakalamak i¢in ii¢ kirtlma noktasi gereklidir.
Konkav(igbiikey) bir par¢a olustugundan, birincisi konkav parga olusturan diisiisiin
baslangicinda, ikincisi ortasinda ve iigiinciisii sonundadir. Ikinci olarak, yiiksek dereceli
spline fonksiyonlar kullanildigi zaman, simir deger problemi oldugu igin kismi bir
¢oziim olarak splinelarin u¢ noktalarda dogrusal olmasi istenir. Baglangigta dogrusal

splinelar kullamlirsa buna gerek kalmaz'®.

Dogrusal spline fonksiyonu, veri noktalarinin alt araliklara bolinmesiyle her bir
aralik i¢in bu araliktaki degerlerden gecen bir dogrusal fonksiyon kullanilmasi esasina

dayanmaktadir. Bu fonksiyonlar,

(So(x) = Yo+ mo(x —xy), xe€ [xg, x1]
S1(x) = y1 + my(x — xq), x€ [x1, %3]
S(x) = : 11
) Si(x) = y; + mi(x —xj), xe [xj, xj41] (L.1)
kSn—l(x) = Yp-1t mn—l(x - xn—l): X€ [xn—lfxn]

bigiminde ifade edilir. x; < x < x;,, araligindaki her bir dogrunun egimi,
meo= Vi
Y41 = %
esitligi ile bulunur. Sekil 1.3’te, esitlik 1.1°in grafiksel gosterimi ele alinmistir.

Boylece fonksiyonun herhangi bir x;€ [x,, X;] noktasinin bulundugu aralik tespit

edilerek bu aralikta fonksiyon degeri S(x;) = S;(x;) = y; + m;(x; — x;) yardimu ile

hesaplanabilir'®.

104 Kevin J. Fox, “Non-Parametric Estimation of Technical Progress”, Journal of Productivity Analysis,
10(3), 1998, s.240.
105 Oturang, Kurnaz, Kiris ve Keskin, s.194.
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Sekil 1.3. Dogrusal Spline Fonksiyonu
1.5.2. Kareli (Kuadratik) Spline Fonksiyon

Kareli spline, dogrusal splinedan daha diizgiindiir ve kiibik splinelardan daha
kolay bir sekilde yorumlanir. Bundan dolayr da kareli splinelarin epidemiyoloji
(toplumdaki hastalik, kaza ve saglikla ilgili durumlarin dagilimini, goriillme sikliklarini
ve bunlari etkileyen belirtegleri inceleyen bir tip bilimi dali’®®) alaninda kullanimi daha
yaygmdir ',

Kareli spline fonksiyonda, [x,, x,] araliginin her alt araligindaki noktalardan

gecen fonksiyonlar, ikinci dereceden polinom olarak secilmektedir'®,

Bu durumda S;(x) = a;x* + b;x + ¢; yazilacak olursa, kareli dogrusal fonksiyon,

(So(X) = aoxz + box + Co, XE [XO, xl]
Sl(x) = a1x2 + b1X + Cq,) X€E [Xl, XZ]
S(x) = ) 1.2
() =1 Si(x) = ajx* + bjx +¢, X€ [xj, xj+1] (1.2
\Sp_1(%) = ap_1x% + by 1X + Cpoq, XE€ [Xp_1, Xn]

biciminde ifade edilir. Sekil 1.4°te esitlik 1.2’nin grafiksel gosterimi ele alinmigstir.

106 http://tr. wikipedia.org/wiki/Epidemiyoloji, Erisim Tarihi: 03.04.2012.
107 Mulla, s.78.
108 Oturang, Kurnaz, Kiris ve Keskin, s.195.
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Sekil 1.4. Kareli Spline Fonksiyonu

Sj(x) = a;x* + bjx + ¢; bigimindeki kareli spline fonksiyonunda 3 bilinmeyen

vardir. Esitlik 1.2°de (n + 1) nokta i¢in n tane aralik sz konusudur. Bundan dolay1 3n

tane bilinmeyenin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu bilinmeyenlerin hesaplanmasi igin

3n tane denkleme veya kosula ihtiyag vardir'®®. Buna gore,

1. I¢ diigiim noktalarinda fonksiyon degerleri esit oldugundan fonksiyon
sureklidir. Yani,
Sj-1(%) = @j1xf + bjoax; + ¢ =y
Si(x) = @ + bx; + ¢ =y
bi¢iminde ifade edilir. Burada, j = 1,2, ...,n — 1 dir. Her bir nokta i¢in iki denklem elde

edildiginden n — 1 nokta igin 2n — 2 denklem elde edilir.

2. Kareli spline fonksiyonunda ilk ve son fonksiyonlar u¢ noktalardan
gecmektedir. Yani,

So(xo) = agx§ + boxo + co = ¥o

Sn-1(Xn) = An_1Xf; + by 1Xn + Cpy = Yy

biciminde ifade edilir. Burada, 2 denklem elde edilir.

3. I¢ diigiim noktalarinda fonksiyonun birinci tiirev degerleri esittir. Yani,
40x) = 5} die.

Sj’—l(xj) = aj_lsz + bj_1Xj + Ci-1 = Zaj_1Xj + bj—l

19 Melis Zorsahin, Polinom ve Polinom Olmayan Kiibik Spline Fonksiyonlar Yardimiyla Bazi Kismi
Diferensiyel Denklemlerin Sayisal Coziimleri, (Yayimlanmamis Yiiksek Lisans Tezi), Osmangazi
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Eskigehir 2009, ss.3-4.
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— 2 —
Sj’(x]') = ajxj + b]x] + Cj = Zajxj + b]

bi¢iminde ifade edilir. Burada, j = 1,2,...,n—1 dir. Bu esitlik n —1 nokta i¢in

saglanacagindan n — 1 denklem elde edilir.

Boylece toplam 2n—24+2+4+n—1=3n—1 denklem elde -edilir. 3n
bilinmeyenin hesaplanmasi i¢in 1 adet denkleme ihtiya¢ vardir. Dolayisiyla son kosul

olarak,

4. 11k noktada ikinci tiirevin O(s1fir) oldugu kabul edilir. Yani, a, = 0 olup, ilk iki

noktanin bir dogru ile birlestirildigi anlamina gelir.

Sonug olarak, 3n bilinmeyenli denklem sistemini ¢ézmek icin 3n baginti elde

edilmis olur.
1.5.3. Kiibik Spline Fonksiyon

Kiibik spline, ilk olarak James Ferguson tarafindan ele almmustir’?. Kiibik spline,
manuel bir egri ¢izme araci olarak miihendisler tarafindan yaygin bir sekilde kullanilan
mekanik splinea yakin matematiksel bir yaklasimdir. Kiibik spline ile daha diizgiin

egriler elde edilmektedir™

. Kiibik spline, tiim veri noktalarindan gecerek diizgiin bir
egri elde edilmesine olanak saglayan interpolasyon yéntemidirllz. Kiibik splinelar, en
yaygin kullanilan spline fonksiyonlar1 olup, verileri tahmin eden diizgiin
fonksiyonlardir. Kiibik splinelar, interpolasyon i¢in kullanildigi zaman, Lagrange ve
Hermite interplasyonlar1 gibi yiiksek dereceli polinom interpolasyonlarinda goriilen

salinim etkisi gé’)stermezll?’.

Matematiksel olarak her [xj, xj+1] alt araliginda dyle kiibik S(x) fonksiyonlari
kurulabilir ki [x,, x,] araliginda sonugta olusturulan S(x) pargali fonksiyonu birinci ve
ikinci mertebeden tiirevleri [x,, x,] araliginda siirekli olur. Burada birinci mertebeden

tirevinin strekli olmasi ile fonksiyonun keskin koselere sahip olmamasi, ikinci

19 pavid Salomon, Curves and Surfaces for Computer Graphics, Springer Science+Business Media, New
York 2006, s.141.

11 Khan, A., Khan, I. and Aziz, s. 984.

12 1rving K. Hwang, “Using SAS-GLM in Kinetic Modeling”, SAS Institute Inc (Ed.), Proceedings of the
Third Annual SAS Users Group International Conference, Las Vegas, Nevada 1978, s.124.

13 M. Luz Gamiz, K. B. Kulasekera, Nikolaos Limnios and Bo Henry Lindqvist, Applied Nonparametric
Statistics in Reliability, Springer-Verlag, London 2011, s.202.
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mertebeden tiirevinin stirekli olmasi ile fonksiyonun her noktasinda egim agisinin

tanimlanmis olmasi saglanmir™,

Kiibik spline fonksiyonda, [x,, x;,] araligimin her alt araligindaki noktalardan

gecen fonksiyonlar, tiglincii dereceden polinom olarak segilmektedir.

Bu durumda S;(x) = a;x* + bjx* + c;x + d; yazilacak olursa, kiibik spline

fonksiyonu,
( So(x) = agx® + bygx? + cox + d,, x€ [x9, x1]
S1(x) = ayx® +bix? +cix +dy, x€ [x1, %3]
S(x) = ’ 1.3
(x) Si(x) = a;x® + bjx* + ¢jx + d, X€ [xj, xj+1] (1.3)
Sp_1(x) = an_1x3 + bp_1x? + cp_1x + dp_q, x€ [Xp_1, Xp]

bigiminde ifade edilir. Sekil 1.5°te esitlik 1.3’{in grafiksel gosterimi ele alinmistir.

Y

XO Xl Xj Xj+ 1 Xn- 1 n

Sekil 1.5. Kiibik Spline Fonksiyonu
Si(x) = a;x* + bjx* + ¢jx + d; bigimindeki kiibik spline fonksiyonunda 4
bilinmeyen vardir. Esitlik 1.3’te (n + 1) nokta i¢in n tane aralik s6z konusudur. Bundan

dolayr 4n tane bilinmeyenin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu bilinmeyenlerin

hesaplanmasi i¢in 4n tane denkleme veya kosula ihtiya¢ vardir. Buna gore,

1. x€ [}, x;41] icin, her bir kiibik polinom,

14 Oturang, Kurnaz, Kiris ve Keskin, s.198.
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3 2
S(x) = Sj(x) = aj(x - x]-) + bj(x - xj) + cj(x - xj) + d;
seklinde kiibik bir polinomdur.

2. I¢ diigiim noktalarinda fonksiyon degerleri esit oldugundan fonksiyon
stireklidir. Her bir nokta i¢in iki denklem elde edildiginden n — 1 nokta i¢in 2n — 2
denklem elde edilir.

3. Spline fonksiyonu her bir diigiim noktasindan ge¢mektedir. Burada, 2 denklem
elde edilir.

4. ¢ diigiim noktalarinda fonksiyonun birinci tiirev degerleri esittir. Bu durum
n — 1 nokta i¢in saglanacagindan n — 1 denklem elde edilir.

5. I¢ diigiim noktalarinda fonksiyonun ikinci tiirev degerleri esittir. Yani,
SiLa (%) = 5'(x) dir.

SiLi(x) = ajoax} + bji_gxf + ¢jo1x; + dj_y = 6a;_1%) + 2bj_4

S/'(%) = ajx} + bjx? + ¢jx; + d; = 6a;x; + 2b;
biciminde ifade edilir. Burada, j = 1,2,..,n—1 dir. Bu esitlik n —1 nokta i¢in
saglanacagindan n — 1 denklem elde edilir.

Boylece toplam 2n—2+4+2+n—1+n—1 = 4n — 2 denklem elde edilir. 4n
bilinmeyenin hesaplanmasi i¢in 2 adet denkleme ihtiya¢ vardir. Dolayisiyla son kosul

olarak,

6. ilk ve son noktalarda ikinci tiirevin O(sifir) oldugu kabul edilir. Yani, S (x,) =

S"(x,,) = 0’ dir. Bu durum ug noktalarda fonksiyonun dogrusal olacagi anlamina gelir.

Sonug olarak, 4n bilinmeyenli denklem sistemini ¢6zmek icin 4n baginti elde

edilmis olur.
1.5.3.1. Kiibik Spline Katsayilarinin Bulunmasinda Birinci Yaklasim

Birinci yaklasimda kiibik spline fonksiyonun katsayilari bulunurken Langrange

interpolasyon formiilinden yararlanilmaktadir. Buna gore, S(x) fonksiyonu parcali
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kiibik fonksiyon oldugu igin, bu fonksiyonun ikinci tirevi S”(x) [x,, x,] araliginda

parcali dogrusaldir™®. Herhangi bir [xj_l, xj] araliginda,

[xj_l, S”(xj_l)],[xj, S”(xj)] noktalarindan gegen dogru denklemi dogrusal

lagrange interpolasyon formiiliine gore,

S/'0) = 8" (x5-1) _ §"(x) =" (x-1) (1.4)
X —Xj_q Xj — Xj_q '

esitligiyle bulunur™®.

Esitlik 1.4’{in S;'(x)’e gore diizenlenmesi sonucu,

§i' (0% = xi-1) = " (%-1) (%) — %j-1) = $" (%) (x — %;-1) = " (%-1) (x =
%j-1)

Si' () (%7 = xj-1) = 8" (%) (x = xj-1) + " (%-1) (3 — %521 — 2 + x;-1)

S7' (% = xj-1) = 5" (%) (x = xj-1) + 5" (x-1) (% = x)

14 _ n . x_xj_l 14 . x]_x
S'(x)=S$ (x])—xj . S"(x5-1) P—— (1.5)

esitligi elde edilir.

Esitlik 1.5°te S"(xj) = M;, S”(xj_l) = M;_; ve hj = x; — xj_, ile gosterilsin®’

Esitlik 1.5 diizenlenirse,

" Xji—Xx X—Xj_
esitligi elde edilir. Esitlik 1.6 nin iki kez integrali alinirsa,
, Xj—x X—=X;_
Si(x) = fl\@_l;l—jdx+fMjh—J{1dx
Sj(x) =M Comx)’ | gy o)™ 1.7
J xX) = j-1 Zhj J Zhj ( ' )

115 john H. Mathews, Numerical Methods for Mathematics, Science, and Engineering, Second Edition,
Prentice Hall, New Jersey 1992, s.287.

18 william Weatherspoone, Spline Analysis and an Application, Master’s Thesis, University of Texas, El
Paso 1975, s.6.

1173, H. Ahlberg, E. N. Nilson and J. L. Walsh, The Theory of Splines and Their Applications, Academic
Press, New York 1967, s.10.
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(xj—x)* (x-xj_1)°
Si(x) =[—-M;_, JZhj dx+fMjTj1dx+fAdx
S(x)=M ()" M (ej-0)" Ax + B 1.8
](X) =Mj_q 6hj + j 6hj + Ax + ( . )

esitligi elde edilir. Hesaplamalarda kolaylik saglamak i¢in,

Xj — X X —Xj_q
Ax+B=A +B(—2L
h; h;

alinarak'® A ve B integral sabitleri olmak tizere,

(xj-x)°

6hj

x—x]-_l

) a4 p
h

(x
M, 6h; j hj

500 = M;_y (L.9)

esitligi bulunur. Bu fonksiyonun her bir araligin uc¢ noktalarindan ge¢mesi
kosulu™® kullanilarak A ve B integral sabitleri bulunur. Yani S;(x;_;) =y, ve
S; (xj) =Y kosullar*?® kullanilir. Buna gore, esitlik 1.9°da x yerine sirasiyla x;_; Ve x;

yazilarak A ve B integral sabitleri elde edilir.

= (xi_xf-1)3 (xj—l‘xj—1)3 Xj~Xj-1 Xj—1—Xj—1
Sj(x]'_l) = Mj—l 6h; + M] 6h; + A n; +B n;
hy Mj_1h;*
Vi-i =Mjo1—+A = A=yj 1 —— (1.10)
bulunur.
o () =y ) L )’ e e
(%) = M on; + M 7y + Y + h
_ _ M;h;*
y=M"L+B —B=y -2L (1.11)
bulunur. A ve B sabitleri esitlik 1.9°da yerine yazilirsa,
_ (x-—x)3 (x—x-_1)3 M;_1hi*\ xj—x
50 = Mjs JGhj M 6’Jlj +(yj_1_%>]h_j+<yj_
. .2 — .
) (112)

8 Duygu Doénmez, Diferansiyel Denklemlerin B-Spline Metodu ile Coziimleri Hakkinda,

(Yayimlanmamus Yiiksek Lisans Tezi), Celal Bayar Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Manisa 2008,
S.7.

119 Bayram, 5.150.

120 Oturang, Kurnaz, Kiris ve Keskin, s.200.
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esitligi elde edilir. Esitlik 1.12°de M;_; ve M; olmak iizere sadece iki bilinmeyen

vardir. Eger bu bilinmeyenler bulunursa, [x,, x,] araliginda spline fonksiyonunu

olusturmak igin, esitlik 1.12 kullanilabilir. M;_; ve M; bilinmeyenlerini bulmak i¢in
S'(x)’ in siirekliligini kullanarak i¢ diigiim noktalarinda S}, (x;) = S/(x;) kosulundan

faydalanilir. Buna gore esitlik 1.12°nin tiirevi alinirsa,

2 2 Mj_qhy? Mjh;*
' - M. (x]-—x) '(x_xj—l) Yj-1 6 Yj 6
S] (x) - j-1 Zhj + ]\4‘] Zhj + hj + hj
Mjhjz Mj_1h;’
’ —_ M. (xj_x) (x Xj— 1) 6 Yj-1 6
Sj(x) = —M;_, n, + M; o, +2 n
(x]-—x) (x—xj_ 1) Vj=Vj-1 Mj-Mj_,
S0 = =M = =t M et T e (1.13)

esitligi bulunur.S;" (x) ve S;(x) fonksiyonlari [xg, x,,] araliginda siirekli oldugundan,
S'(x) fonksiyonunun da bu aralikta siirekli olmasi gerekir. Dolayistyla [x;_;, x;] ve

[xj, xj+1] araliklarinin ortak noktalarindaki tiirevlerinin soldan ve sagdan limitleri

bulunur*?

x = x; noktasinda Sj'+1(xj) ve Sj'(xj) tiirevleri hesaplamr. Oncelikle S} (x)

hesab1 yani soldan limit i¢in esitlik 1.13°te x yerine x; yazilarak,

2 2
S/(x) = —M;_, (sz—h’fj) M (0j=%joa)” | ¥V MjmMjoa

Zhj h]' 6 J

S/ (%) = f + MY 4 42 hyjf L (1.14)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde, Sj’ +1(xj) hesab1 yani sagdan limit i¢in esitlik 1.13°te

x yerine x; ve j yerine j + 1 yazlarak,

2
(xj+1 x]) (xj=x;)" | Yj+1-yj _ Mji,—M;

Sl (x) = =M~ 4 M, h;

]+1( ]) J 2Rj4q Jj+1 2Rj4q it 6 j+1

’ _ hjt1 | YVj+1—Yj

Sfa(%) = = — My L2 4 20 (1.15)

j+1
esitligi elde edilir.

121
Canivar, s.21.
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Diigiim noktasinda S} (x) =Sj'+1(xj) fonksiyonlar1 birbirine esittir. Bu

fonksiyonlarin birbirlerine esitlenmesiyle,

YVi7Vj—1 _ hjiq _ hjt1 | Vit1=Y;j
M~ Yyml e = My My i S
h; Z(h +hjs1) +1 Yi+1=Yj  Yj=Vj-1
_]M + J M + J ]W]+1 -2 : J J 7]
6 hjp1 hj

hiMj_y + 2(h; + hj1 )Mj + hj i Mjyq = &(YJH —¥) - ,% (v — ¥j-1)(1.16)

esitligi elde edilir'?.

Esitlik 1.16’da (n — 1) tane i¢ diigiim noktas1 yazilirsa (n + 1) tane bilinmeyen

ikinci tiirev iceren (n — 1) tane denklem elde edilir'®,

1.5.3.2. Kiibik Spline Katsayilarinin Bulunmasinda ikinci Yaklagim

Bu yaklasimda dogrudan kiibik spline fonksiyonun 1-5 &zelliklerini kullanarak,

kiibik spline fonksiyon katsayilarinin bulunmasi igin denklemlerin yazilmasi

124

amaglanmaktadir™=". Buna gore, her noktadan gecen kiibik spline fonksiyonu j =

0,1, ...,nigin,
3 2

S(xj) =Si(x) =y; = aj(x - xj) + bj(x - xj) + cj(x - xj) + d; (1.17)
bi¢iminde ifade edilir.

Esitlik 1.17°de tammlanan S;j(x) fonksiyonlart (x;,y;) Ve (xj+1, yj+1)
noktalarindan geger125. Dolaysiyla esitlik 1.17°de x yerine x; yazilirsa,

3 2

Si() =y = a;(x —x)" + b0 — %) + (x5 — %) + ¢

S(%) = ;= 4 (118)
bulunur. Kiibik spline fonksiyonun i¢ noktalarda siirekli oldugu kosuluna gore,

Si(x) =Sj-1(x), j=12,..,n—-1 (1.19)

122 Ahlberg, Nilson and Walsh, s.10.

123 Bayram, s.151.

24 Dursun Aydimn, Semiparametrik Regresyon Modellemede Splayn Diizeltme Yaklagimi ile Tahmin ve
Cikarsamalar, (Yaymmlanmamis Doktora Tezi), Anadolu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Eskisehir
2005, s.31.

125 Meltem Dogan, q-Integer Noktalarinda B-Spline Fonksiyonu ve Ozellikleri, (Yayimlanmamis Yiiksek
Lisans Tezi), Mugla Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Mugla 2008, s.12-14.
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esitligi bulunmaktadir. Buna gore esitlik 1.17°de x yerine x; ve j yerine j — 1 yazilirsa,
3 2

Sj-1(%) = -1 (%5 = %j-1)" + bj—1 (35 — -1)" + 51 (%5 — x5-1) + dj-1(1.20)

esitligi elde edilir. Esitlik 1.19’a gére j = 1,2, ...,n — 1 i¢in,
3 2

dj = aj-a(% = %-1)" + b (g —x-0)" + gy —x-) +dio (120)
esitligi yazilabilir*®®. Esitlik 1.17’nin birinci dereceden tiirevi alindiginda,

Si(x) = 3a]-(x - xj)z + ij(x - xj) + ¢ (1.22)
esitligi elde edilir. Esitlik 1.22°de x yerine x; yazilirsa,

’ 2
Si (%) = 3a;(x; — ;)" + 2b;(x; — x7) +
Si(x;) = ¢ (1.23)

bulunur. Kiibik spline fonksiyonun i¢ noktalarda birinci derece tiirevlerinin esit oldugu

kosuluna gore, ,

Si(x) =S-4(x;), j=12,.,n—1 (1.24)
esitligi bulunmaktadir. Buna gore esitlik 1.22°de x yerine x; ve j yerine j — 1 yazilirsa,

, 2

S]_l(x]) = 3aj_1(xj - xj—l) + 2b]_1(xj - xj—l) + Cj—l (125)

esitligi elde edilir. Esitlik 1.24°e goére j = 1,2, ...,n — 1 igin,
2

Cj = 3aj_1(xj - x]'_l) + ij_l(x]' - xj—l) + Cj—l (126)
esitligi yazilabilir. Esitlik 1.22’nin ikinci dereceden tiirevi alindiginda,

Si'(x) = 6a;(x — x;) + 2b (1.27)
esitligi elde edilir. Esitlik 1.27°de x yerine x; yazilirsa,

Sf'(x) = 6a;(x; — x;) + 2b;

1" mj
Si'(xj) =2bj =m; —bj=-1 (1.28)

126 Rama B. Bhat and Snehashish Chakraverty, Numerical Analysis in Engineering, Alpha Science
International, Pangbourne 2004, 5.102-104.
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esitligi bulunur. Kiibik spline fonksiyonun i¢ noktalarda ikinci derece tiirevlerinin esit

oldugu kosuluna gore, ,

S'(x)=5"4(x;), j=12.,n-1 (1.29)
esitligi bulunmaktadir. Buna gore esitlik 1.27°de x yerine x; ve j yerine j — 1 yazilirsa,

S]"_l(x]) = 6aj_1(xj - xj—l) + ij—l (130)
esitligi elde edilir. Esitlik 1.29’a gore j = 1,2, ...,n — 1 igin,

2b] = 6aj_1(xj — xj—l) + ij—l

bj = 3aj_1(xj — xj_l) + bj—l (131)
esitligi yazilabilir.

Esitlik 1.31°de indis degerinin 1 artirilmasiyla,

bj+1 = 3aj(xj+1 - x]) + b] (132)

esitligi elde edilir'?’. Esitlik 1.32°nin a; katsayisina gore yeniden diizenlenmesi sonucu,

b1 = by = 3¢ ()41 — %)
Mj+1_Mj
bj+17D; 2 3

(1.33)

esitligi bulunur. ¢; katsayisi ise, esitlik 1.21°in dj,;’e gore diizenlenmesiyle bulunabilir.

Yani,
3 2
ifadesi elde edilir. Esitlik 1.34, c; katsayisina gore diizenlenirse,

¢(%501 = ;) = (djur = &) = 4 (41 = %) = by (41 — %)

o (dj+1=dj)  mjy-m;
b (xjeamxg)  6(xjeamx;)

(%41 — xj)z — bj(xj41 — x7)

ci = (vj+1-;)) _ My —M+3my
J (Xj+1—x]') 6

(xj+1 - xj)

127 jacek Ronda and Graeme John Oliver, Introduction to Numerical Methods with Matlab Procedures,
2010, Erisim Tarihi: 22.02.2012,
http://home.agh.edu.pl/~pwojnaro/dydaktyka/mn/numerical_methods book 2011 04 05.pdf, s.53-56.


http://home.agh.edu.pl/~pwojnaro/dydaktyka/mn/numerical_methods_book_2011_04_05.pdf
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o = Yi+17YVj  Mji+2my
J xJ+1—xJ 6

(x]+1 x}) (1.35)

esitligi elde edilir. Sonug olarak h; = x;,; — x; alnirsa, a;, b;,c; ve d; katsayilarini

bulmak igin,

o = ’"JT;’“J (1.36)
by = (1.37)
¢ y“;j‘yf B2 (1.38)
d; = y; (1.39)

denklemleri kullanilir. Burada h; degeri a; ve c; degerlerine, m; degeri de a;, b; Ve ¢;
degerlerine baghdir. d; katsayisini y;’ye esit oldugu bilinmektedir. m;’nin elde
edilebilmesi i¢in esitlik 1.26’daki ¢; denkleminin j + 1 indisine goére diizenlemesi

gerekecektir. Buna gore,
biciminde ifade edilir. Esitlik 1.40’ta, esitlik 1.36, 1.37 ve 1.38’deki ifadeler yerine
yazilarak m; bilinmeyenlerini bulmak i¢in yeni denklem sistemi olusturulur.

Yit2~Vj+1  Mj42+2Mjiq h Yi+1~YVj  Mjyi+2m; h

Mivi—M; 2

Rjs1 6 ] 6h; h;j 6
Mjy2 Mjiq m]+1 __] Mjt1 _ _ Yji+2"Vj+1
L Ry + L Ry Ly = SRy by — =l Ry = TRy = TR
YVi+1—Yj

hj
Iy 2 g )+ 2 s = 2 (g = ) — (1~ )
e Y 1 1 = Vi+2 — Vj+1 n Vit1 — Yj

(1.41)

esitligi elde edilir. Goriildiigii iizere ikinci yaklasimla bulunan esitlik 1.41, esitlik 1.16

ile aymdar.
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1.5.3.3. Kiibik Spline Fonksiyonda Sinir Degerleri Sorunu

Iki veya daha fazla kosul, [a, b] araliginda tanimli par¢anin sinir noktalarinda

fonksiyonun tiirev degerleri veya spline degerleri iizerinde kisitlamalar seklinde verilir.

En yaygin kullanilan sinir kosullar1 asagidaki gibidirlzs.

Birinci Tip Sinir Kosulu

[a, b] araliginda tanimli parganin sinir noktalarinda, fonksiyonun birinci tiirev

degerleri verilir.
') =f"(a),  S'(b)=f"(b)
ikinci Tip Smir Kosulu

[a, b] araliginda tamimli parganin sinir noktalarinda, fonksiyonun ikinci tiirev

degerleri verilir.

§$"(@)=f"(@),  S"(b)=f"(b)
Uciincii Tip Simir Kosulu

[a, b] araliginda tanimli parganin sinir noktalarinda fonksiyonun birinci ve ikinci

tiirev degerleri esittir.
S'(a) =5'"(b),  S"(a) =5"(b)

Bu kosullar periyodik olarak da adlandirilir. Fonksiyon periyodik oldugu zaman
dogal olarak kosullarin yerine getirilmesi gereklidir. Fonksiyonun periyodu T = b — a’

ya esittir.
Dordiincii Tip Sinir Kosulu
§"Wx = 0)=S"(yx +0), ST A1 —0) =57, X1 +0)

seklindedir. Genel olarak spline fonksiyonun iiglincii tiirevi i¢ diigiim noktalarinda
kesiksizdir. Ancak dordiinci tip smur kosulu kullanilarak kirilmalarin = sayisi
diigtiriilebilir. Bu durumda elde edilen spline fonksiyon, [xg,x;] Ve [Xpm—1,Xm]

araliklarinda tanimli pargalar tizerinde siirekliligini kaybetmeden {i¢ kez tiirevlenebilir.

128 Eugene V. Shikin and Alexander 1. Plis, Handbook on Splines for the User, CRC Press, Boca Raton,
Florida 1995, s.14.
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Dogal Kiibik Spline

En yaygin sekilde kullanilan smir deger kosullarindan biri de dogal kiibik
splinedir. Dogal kiibik splineda dogal kelimesi, tahmin edilen splinenin en kiigiik ve en
blyiik diigiim noktalarinda ikinci tiirevlerinin sifir oldugu varsayimimi ifade

etmektedir'?®.

S"(a) = S"(b) =0
seklinde ifade edilir.
1.6. SPLINE GOSTERIMi

Spline fonksiyonlarin farkli dogrusal model gosterimleri bulunmaktadir. En ¢ok
kullanilan gosterimler, kesikli {istel fonksiyon, B-spline ve spline interpolasyon

gosterimidir'®.

1.6.1. Kesikli Ustel Fonksiyon Gosterimi (+ Fonksiyon)

Kesikli tistel fonksiyon (truncated power function) gosterimi, kolay anlagilmasi ve
istatistiksel hipotezlerin test edilmesi bakimindan en sade yaklagimlardan biridir.
Katsayilar1 kolay yorumlanmasi agisindan diger gosterimlere gore daha iyidir'!. Kesikli
tistel fonksiyon (X — &)} bigiminde gosterilir ve X > ¢ ise (X —¢&), X< ise 0
degerini alir. Burada X gozlem degerleri, ¢ ise diiglim noktasidir. Eger n = 0 degerini
alirsa bu fonksiyon basamak (heaviside) fonksiyon veya adim fonksiyonu olarak

adlandirilir. Bu gosterim ilk olarak Schoenberg ve Whitney (1953) tarafindan verilmistir
132

1.6.2. B-Spline

Egriler ve yiizeyler i¢in B-spline yontemler ilk olarak 1940’l1 yillarda ortaya
cikmistir. 1970°li yillarda yogun olarak calisilan B-splinela ilgili en dikkat ¢ekici

calisma R. Riesenfeld tarafindan yapilmistir. B-spline “basis spline” kelimelerinin

129 Siddhartha Chib and Edward Greenberg, “Additive Cubic Spline Regression with Dirichlet Process
Mixture Errors”, Journal of Econometrics, 156(2), 2010, s.324.

130 Hina Mchta and Thomas Capizzi “Evaluating Linear Model Representations of Cubic Splines Using
Proc Reg”, SAS Institute Inc (Ed.), Proceedings of the Seventh Annual SAS Users Group International
Conference, San Francisco, California 1982, 5.562.

B31'Koo, 5.268.

132 Greville, s.2.
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kisaltilmis halidir™?. B-spline (basis-splines), Bezier egrisinin genellestirilmis halidir.
B-splinelar matematiksel olarak, diger spline tiirlerinden daha karmasiktir. B-splinelar,
k. mertebeden ve B adet i¢ diigiim noktasi olan fonksiyon seklinde tanimlanir. B-spline

polinomun derecesi mertebenin bir eksigidir (k-1= n)**.

Tekrarli B-splinenin genel formu igin, sifirmei dereceden B-Spline'®®,

1 t;<x<t
0 _ ) 1 = —= Yi+1
B (X) = {0, Diger Yerler

olmak tizere, n. dereceden B-spline,

X —t; t; - X
B = () B ) + () B (o (1.42)
Livn — & Litn+1 — tit1
n: Polinom derecesi i =0,+1,+2,... t: Diiglim noktasi

biciminde yazilabilir.

B-splinelarda diigiim noktalar esit aralikli oldugu zaman esitlik 1.42 daha basit
bir sekilde yazilabilir. Diigiim noktalarinin herhangi bir esit aralikli sistemi, degiskenin
dogrusal bir degisikligi yapilarak elde edilebildigi i¢in, t; =i segilir. Buna gore,

tekrarl iligki®3,

Bl'(x) = %(x — DB (x) + % (i+n+1—x)B'(x) (1.43)

olarak yazilabilir.

B-spline fonksiyonlarinin genel 6zellikleri asagidaki gibidir137.

v’ Sifirinc1 dereceden B-splineda (B}), tiim i ve x degerleri icin BY(X) =0
esitsizligi vardir.

v" Sifirinci dereceden B-spline, biitiin say1 dogrusu iizerinde sagdan stireklidir.

v’ Biitiin x € R noktalar1 i¢in, Y32 Bl*(x) = Y2 _., B (x) = 1 esitligi vardr.

v Egern > 1 ve x ise(t;, t;yx4+1) araliginda degilse, B{*(x) = 0 degerini alir.

133 salomon, s.251.

134 Jeffrey S. Racine, “A Primer on Spline Regression”, 2011, Erisim Tarihi: 05 Eylil 2011,
http://mirror.fcaglp.unlp.edu.ar/pub/CRAN/web/packages/crs/vignettes/spline_primer.pdf.

135 Carl De Boor, A Practical Guide to Splines, Springer Verlag, New York 1978, s.131.

136 phillips and Taylor, s.8.

37 Nurhan Ozkan, Splayn Teorisi ve Diferensiyel Denklemlere Uygulamalari, (Yayimlanmamus Yiiksek
Lisans Tezi), Ondokuz May1s Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Samsun 2006, ss. 34-41.
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1.6.3. interpolasyon Gosterimi

Cok sayida veri noktalarina bir tek egri ile yaklagmak biiyiik kolayliklar saglasa
da bazi durumlarda biiylik hatalara neden olabilir. Ayrica bu amag i¢in kullanilan
Newton, Hermite ve Lagrange interpolasyon polinomlarinin derecesi nokta sayisi
arttikca artacagindan, bu tiir polinomlarla yapilacak islemler zorlasir. Bu gibi

k'*®, art arda gelen iki veri

durumlarda, daha esnek ve alternatif bir yontem olara
arasinda birinci, ikinci ya da {igiincli dereceden fonksiyonlarla yaklasimin yapildigi
spline interpolasyon yontemi Onerilmektedir. Spline interpolasyonu veri noktalarini
cesitli araliklara bolerek, her bir aralikta daha kiiciik dereceden polinomlarla yaklagim

139
yapma esasina dayanir—".

1.7. SPLINE TURLERI

Farkli alanlarda kullanilan gesitli spline tiirleri vardir. En yaygin kullanilan spline
tiirleri regresyon spline ve diizgiinlestirici (smoothing) splinedir. Ayrica, baska bir
spline tiirli de uygulama alaninda pek kullanimi olmasa da teorik olarak calisilan ¢ok

degiskenli splinelardir.

1.7.1. Regresyon Spline

Bu tiir splinelar parametrik spline olarak da adlandirimaktadir*.

Digim
noktalarinin se¢imi olduk¢a 6nemli oldugu kesikli iistel fonksiyon gdsterimini temel
alan bu spline tliriinde, diiglim noktalarinin sayis1 nispeten daha azdir ve parametre
tahminleri en kiigiik kareler yontemiyle yapilmaktadir'*!. Regresyon spline yéntemleri,
kisith ve kisitlandirilmamis modellerin katsay1 tahminlerinin daha kolay ve hizli bir
sekilde hesaplanmasindan dolayr basit en kiigiik kareler ¢oziimlerini igermektedir.
Ayrica, regresyon splinelar parametrik olmayan regresyon modellerin tahmini igin

¢ekirdek (kernel) yontemlere bir alternatiftir'®?.

138 Endre Siili and David F. Mayers, An Introduction to Numerical Analysis, Cambridge University Press,
New York 2003, s.292.

139 Bayram, s.144.

140 shih-Huang Chan, Polynomial Spline Regression with Unknown Knots and AR(1) Errors, Ph. D.
Disertation, Ohio State University, Ohio 1989, s.2.

1 | ee, 5.647.

142 Shujie Ma, Jeffrey S. Racine and Lijian Yang, “Spline Regression in the Presence of Categorical
Predictors”, Working Paper, Michigan State University, East Lansing, Michigan 2011, s.1.


http://en.wikipedia.org/wiki/East_Lansing,_Michigan
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Regresyon spline 6zellikleri asagidaki gibi siralanabilir'®,

v' Parametrik splinelar, par¢ali polinomlardir ve tahmin ediciler belirlendikten
sonra mevcut herhangi bir regresyon programi kullanilarak tahmin edilebilirler. Spline
regresyon kesikli ¢iktilar i¢in lojistik modeller, yasam ¢oziimlemesi modelleri ve ¢oklu
dogrusal regresyona benzerdir.

v" Spline fonksiyonlar igin regresyon katsayilar1 en ¢ok olabilirlik veya en kiigiik
kareler gibi standart teknikler kullanilarak tahmin edilir ve istatistiksel ¢ikarim
kolaylikla yapilabilir. Tahmin edilen regresyon fonksiyonu i¢in giiven araligi sinirlari
standart teoriyle elde edilebilir.

v" Spline fonksiyonu, nihai modelde tahmin ediciyi gostermek igin kullanilabilir.

Parametrik olmayan yontemler bir tahmin denklemi vermez.
1.7.2. Diizgiinlestirici Spline (Smoothing Spline)

Regresyon fonksiyonlarint modellemek i¢in parcali polinomlarin kullanimi
1960’1 yillara kadar gitmektedir. Ancak parametrik olmayan regresyondaki kullanimi
olan regresyon spline diizgiinlestirme ise nispeten daha yenidir. Regresyon spline
diizglinlestirme aynm1 zamanda polinom spline diizgiinlestirme ve B-spline

diizgiinlestirme olarak da bilinir***.

Diizgiinlestirme sorunu aslinda, istatistiksel regresyon problemidir veya en kiigiik

% Ik olarak diizglinlestirme yaklagiminin temel fikri

karelerle egri uydurmadir
Whittaker (1923)’1n ¢alismasina dayanmaktadir. Daha sonra diizgiinlestirici splinelar
Schoenberg (1964) ve Reinsch (1967) tarafindan gelistirilmistirMG. Diizgiinlestirici
spline, regresyon spline ve cezali en kiigiik kareler yontemine farkli bir yaklasimdir.
Temel mantig1, hata (artik) kareler toplamini minimize eden diizgiin bir fonksiyon

bulmaktir'®’. Spline diizgiinlestirme yontemi iki ya da daha st diizeyli polinomlar

3 Frank E. Harrell, Regression Modeling Strategies: With Applications to Linear Models, Logistic
Regression and Survival Analysis, Springer-Verlag, New York 2001, s.26.

144 Matt P. Wand, “A Comparison of Regression Spline Smoothing Procedures”, Computational
Statistics, 15(4), 2000, s.443-444.

145 John F. Monahan, Numerical Methods of Statistics, Second Edition, Cambridge University Press, New
York 2011, s.151.

148 Holger Dette, Viatcheslav B. Melas and Andrey Pepelyshev, “Optimal Designs for Free Knot Least
Squares Splines™, Statistica Sinica, 18, 2008, s.1047.

Y7 Fan Jianging and Yao Quiwei, Nonlinear Time Series: Nonparametric and Parametric Methods,
Springer-Verlag, New York 2003, s.251.
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kullanildiginda elde edilen ve parametrik olmayan hata varyansinin kontrol edilmesini

saglayan bir yontemdir'*®,

Diizgiinlestirici splineda, diigiim noktas1 sayisi ¢ok olabilir ancak parametrelerin
tahmini en kiicik kareler yontemiyle yapilmaz. Diigiim noktast se¢iminin Onemi
nispeten daha azdir. Diizgilinlestirici splineda parametrelerin tahmini daha ¢ok cezali en

kiigiik kareler yontemiyle yapiimaktadir'®.

Buna gore, bir bagimli degisken (y) ve bu bagimli degiskenle ne tiir bir iliski
icerisinde oldugu bilinmeyen bir bagimsiz degiskenin (x) yer aldigi parametrik

olmayan regresyon modeli agagidaki gibi tanimlanmaktadir™".

vi = f(x;) + ¢ a<x;<-<x,<b (1.44)
Esitlik 1.2°de,

f € C?[a, b]: iki kez tiirevlenebilir bilinmeyen bir piiriizsiiz fonksiyon

(y;)i=: Bagimli degiskene ait gézlem degerleri

(x;)i=,: Parametrik olmayan bagimsiz degiskene ait g6zlem degerleri

(¢)™,: Bagimsiz ve normal olarak dagilan, o2 ortak varyansli ve sifir ortalamali

rassal hata terimidir.

Parametrik olmayan regresyonun amaci bilinmeyen f(x) fonksiyonunu tahminle
belirlemektir. Burada dikkate alinmasi1 gereken husus, gozlenen verilerden 1.44
modeline uygun fonksiyonun tahminidir. f(x) fonksiyonunu tahmin etmek i¢in en
yaygin olarak kullanilan yontemlerden biri de basit dogrusal regresyondur. Dogrusal
regresyonda f(x) fonksiyonu f(x) = a + bx bigiminde tahmin edilmektedir. Burada a
sabit terim iken, b egim katsayisidir. f(x) = a + bx bicimindeki biitiin fonksiyonlar
i¢in amag,

n

RSS(f) = ) Iy - FF (145)

i=1

18 Barig Kaki, Abdullah Yesilova ve Celaleddin Sen, “Yari Parametrik Regresyon Yonteminin
Hayvancilikta Kullanilmas1”, 2004, Erisim Tarihi: 11 Ocak 2012,
http://4uzbk.sdu.edu.tr/AUZBK/BGB/4AUZBK _097.pdf, 5.628.

9 ee, 5.648.

10 Aydin, Semiparametrik Regresyon Modellemede Splayn Diizeltme Yaklasimi ile Tahmin ve
Cikarsamalar, s.38.


http://4uzbk.sdu.edu.tr/4UZBK/BGB/4UZBK_097.pdf
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ifadesi ile verilen hata kareler toplamini minimum yapmaktir. Esitlik 1.45 modeline
uygun gozlem verileri i¢in f fonksiyonu yaklasik olarak dogrusalsa tahmin igin
dogrusal regresyon yaklasimi etkin olabilir. f fonksiyonu dogrusal degilse veri tahmini
basarili olamaz. Dolayisiyla, tahminde basarili olabilmek i¢in, dogrusal regresyonda
ileri siirilen tahmin kosullart degistirilmeli ve degisen egilimli f fonksiyonlar1 tizerinde

hata kareler toplaminin minimizasyonu dikkate alinmalidir.

Bu durumda, hata kareler toplamin1t mimimum yapacak fonksiyonlar kiimesine
katt parametrik kisitlamalar yiiklemeksizin, egrinin plriizsiizliigi i¢in bir ceza
uygulanabilir. Yani burada uygulanacak olan yontem cezali en kiigiik kareler
yontemidir.

n b

S = Yy = FCIP +2 [ 1ol (1:46)

=1 a

Esitlik 1.46’da ama¢ S(f) cezali en kiigiik kareler kriterini minimum yapmaktir.
Burada ilk terim hata kareler toplamini gdsterir ve bu ifade uyumdan yoksunlugu
cezalandirir. Yani, uyumun verilere yakimlhigim 6lger. ikinci terim piiriizliiliik cezasini
gdsterir ve bu piiriizliiliige ceza yiikler. Yani, fonksiyondaki egriligi cezalandirir. ikinci

terimdeki A ise diizgiinlestirme parametresidir. Diizgiinlestirme parametresi
f:[f”(x)]zdx ile dlgiimlenen egrinin piiriizliligi ve Y1—,[y — f(x)]? ile dlgiimlenen

verilere uyumunu dengeler.

A parametresi 0 dan +oo’a degisirken, ¢6zliim interpolasyondan dogrusal modele
dogru degisir. Sayet A = oo alinirsa, esitlik 1.46 sabit egimli dogrusal regresyon uyumu

iiretir. A = 0 alimirsa tiimiiyle esnek egimli bir interpolasyon uyumuna kars1 gelir'>",

A arttikca diigiik varyansli ancak yanli uyumlar elde edilirken, A azaldik¢a yiiksek
varyanslt ancak yansiz uyumlar elde edilir. A parametresi ¢ok kiiciik ya da ¢ok biiyiik

degerler almadiginda, ara degerler s6z konusu oldugunda veriye uygulanan

1Y Aydin, Semiparametrik Regresyon Modellemede Splayn Diizeltme Yaklasimi ile Tahmin ve

Cikarsamalar, $.39-41.
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diizgiinlestirmenin Olgiistine yorumlanabilir nitelikte bir katkist olmaz. Bu problemin

¢Ozlimii icin A parametresi serbestlik derecesi ile dénﬁstﬁriilebilirlsz.

Ayrica, diizgiinlestirici splineda diiglim noktalarinda birinci ve ikinci tlirevler
stirekli olup, tglincii tiirevde siireksiz olabilir. Fonksiyonda (—oo,x,) ve (oo,x,)
araliklarinda ikinci tiirev sifirdir ve bdylece bu veri araliklarinin diginda fonksiyon

dogrusaldlrlss.

Diizgiinlestirme parametresinin se¢iminde kullanilan capraz gecerlilik (cross-
validation) yontemi Wahba ve arkadaslar1 tarafindan Onerilmis ve yaptiklart bir¢ok
caligmada yontem gelistirilmistir. Capraz gecerlilik yonteminin temel mantigi veri
noktalarini bir kere disarda tutarak, geriye kalan verilerle disarda tutulan verileri en iyi

tahmin eden A degerini segmektir™".
1.7.3. Cok Degiskenli Spline (Multivariate Spline)

Cok degiskenli spline fonksiyonlari, s-boyutlu veri setlerinin yorumlanmasinda ve
farkli  parametrelerle  tanimlanan  matematiksel bir modelin  gdsteriminde
kullanilmaktadir. Cok degiskenli splinelar ayn1 zamanda, araba ve ugak govdeleri gibi
karmagik parcalart modelleme tasarim siireci i¢cin CAGD’de (Computer Aided
Geometric Design) énemli bir rol oynamaktadir™. Ince tabakali spline ve Tensor

carpim spline yaygin olarak kullanilan ¢cok degiskenli spline tiirleridir.
1.7.3.1. ince Tabakal Spline (Thin Plate Spline)

Ince tabakali splinelar, cezali en kiigiik kareler yaklasimiyla ¢ok degiskenli
diizgiinlestirme ic¢in temel aractir’®®. Aslinda ince tabakali splinelar genellikle, basit
parametrik olmayan veya yar1 parametrik modelleri tahmin etmek icin gereksizdir. ince

tabakal1 splinelar 6ncelikle, birden fazla boyutlu verileri diizgiinlestirmek i¢in kullanilir.

152 Seda Bagdath, Semiparametrik Regresyon ve Bir Uygulama, (Yayimlanmamis Yiiksek Lisans Tezi),
Istanbul Ticaret Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi, Istanbul 2010, s.16.

153 B. W. Silverman, “Some Aspects of the Spline Smoothing Approach to Non-Parametric Regression
Curve Fitting”, Journal of the Royal Statistical Society. Series B (Methodological), 47(1), 1985, s.3.

154 B. W. Silverman, “A Fast and Efficient Cross-Validation Method for Smoothing Parameter Choice in
Spline Regression”, Journal of the American Statistical Association, 79(387), 1984, s.584.

15 Russell Mawk, A Survey of Application of Spline Functions to Statistics, Master’s Thesis, East
Tennessee State University, Johnson City 2001, s.31.

1% Chong Gu, “Multivariate Spline Regression”, (Ed. Michael G. Schimek), Smoothing and Regression
Approaches, Computation and Application, John Wiley&Sons, New York 2000, s.350.
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Fakat, ayn1 zamanda Markov Zinciri Monte Carlo yontemiyle spline modelleri tahmin

etmek icin de kullanilmaktadir.

Ince tabakali splinelar, diizgiinlestirici splinelarin daha genel bir versiyonudur.
Yani spline tahmininde yerlestirilen ceza herhangi bir tiirev mertebesi iizerinden

yerlestirilebilir. ince tabakali spline asagidaki gibi ifade edilmektedir **'.
n Xn
SSUAD) = Y i = fG) +2 [ fm)ds (147)
i=1 xi

Burada m, 2m > d olmasi kosuluyla m. tiirevi gostermektedir. d ise bagimsiz

degisken x; nin boyutudur.
1.7.3.2. Tensor Carpim Spline (Tensor Product Spline)

Bir boyutlu durum tensor ¢arpim spline yapilarinin kullanimiyla ¢oklu boyutlara
genisletilebilir. Tek degiskenli B-splinelar1 kullanarak m degiskenli bir fonksiyonun gok
degiskenli bir tensor carpim spline ifadesi asagidaki gibi gosterilebilir'®,

Nm

ng
[, X2, 0, X)) = z z Air..imBi kb, (x1) By kot (x2) (1.48)

i1=1 im=1

Bu esitlik m boyutlu uzayda bir tensor ¢arpim fonksiyonunu gt')stermektedirm.

Tek degiskenli splinelarin herhangi bir tiirii B-splinelarin yerinde kullanilabilir. Burada

Bk, t diiglim noktas: serisi igin k mertebeli i. B-Spline, a;; _;, ise katsayilardir.

17 uke Keele, Semiparametric Regression for the Social Sciences, John Wiley & Sons, London 2008,
S.74.

158 Balaji Kommineni, Spline Center and Range Regression and its Application to Variation Aware
Performance Macromodeling of Analog Circuits, University of Cincinnati, Andhra Pradesh/India 2005,
5.33.

159 Brigim Tarihi: 4 Temmuz 2012, http://www.iue.tuwien.ac.at/phd/khalil/node31.html.
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IKiNCi BOLUM
SPLINE REGRESYONDA DUGUM NOKTASI

Quandt (1958)*®, en fazla bir tane sigrama noktasmin oldugu iki farkli sistemi
iceren kesikli dogrusal regresyon modelinin parametrelerini ve dogrusal regresyon
sistemindeki bilinmeyen degisim noktasinin konumunu tahmin etmek i¢in maksimum
olabilirlik tahmin yontemini Onermistir. Ayrica sistemde degisikligin ortaya ¢iktigt
alternatif hipotezine karsin, sistemde degisikligin olmadig1 hipotezini test etmek igin
olabilirlik oran testi ve F dagilimina dayali kiiclik 6rneklem testini dnermistir. Robison
(1964)"*, basit dogrusal regresyon yerine iki farkli sistemi iceren kesikli polinom
regresyonlarin parametrelerini tahmin etmek ve polinom regresyonlarin birlesme
noktalarinin bilindigi ve bilinmedigi durumlar i¢in maksimum olabilirlik metodunu
kullanmigtir. Polinom regresyon modellerin kesisim noktast i¢in gliven arali§inin nasil
belirlenecegini gostermistir. Her iki yazar da pargali regresyon modelleriyle ilgili

calismalarinda tek bir degisme noktasi tizerinde durmuslardir.

Hudson (1966)*%%, genel modeli iki pargali regresyon biciminde tanimlayarak,
pargali regresyonlarin birlesme noktasini en kiiciik kareli ¢dziimle bulmak icin
algoritmik bir yaklagim gelistirmistir. Hatalarin normal dagildigi varsayildiginda en
kiigiik kareler tahmin edicisi her zaman maksimum olabilirlik tahmin edicisiyle aym
sonucu verdiginden en kiigiik kareler teknigini kullanmistir. Regresyonlarin birlesme
noktasinin farkli durumlarin1 dikkate alarak 1.tip, 2.tip ve 3.tip birlesme noktas1 olmak
tizere siiflandirma yapmstir. Yani birlesme noktalarinin x eksenindeki veri noktasinda
veya boyle noktalar arasinda olup olmadigina ya da regresyonlarin birlesme
noktalarinda farkli katsayilara sahip olup olmadigmma bagl olarak smiflandirma

yapmistir.

1%0 Richard E. Quandt, “The Estimation of the Parameters of a Linear Regression System Obeying Two
Separate Regimes”, Journal of the American Statistical Association, 53(284), 1958, 873-880.

81D, E. Robison, “Estimates for the Points of Intersection of Two Polynomial Regressions”, Journal of
the American Statistical Association, 59(305), 1964, 214-224.

192 Derek J. Hudson, "Fitting Segmented Curves Whose Join Points Have to be Estimated”, Journal of the
American Statistical Association, 61(316), 1966, 1097-1129.
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De Boor and Rice (1968)'®, diigiim noktalarin degisken oldugu durumlarda
farkli diigiim noktalarin1 alarak en iyi sonucu elde etmeye calisan bir algoritma

gelistirmistir.

Bellman ve Roth (1969)** birlesme noktalari bilinmeyen diizgiin dogru
parcalarini ard arda siralayarak siirekli bir optimal egri tahmini yapmak i¢in dinamik
programlama teorisini kullanan bir teknik dnermislerdir. Bu teknikle miimkiin olan en

1yl tahminin yapilabilecegini sayisal bir 6rnekle géstermislerdir.

Hinkley (1969*%°, 1971%%°), bir bagimsiz degiskenli iki parcali dogrusal regresyon
modelinde Hudson’un metodolojisini kullanarak bilinmeyen birlesme noktalariyla ilgili
olarak tahmin ve sonug ¢ikarma problemini ¢alismistir. 1ki pargali dogrusal regresyon
modelinde kesisim noktalarinin giiven bolgelerini, maksimum olabilirlik tahminlerini ve
giiven araliklarini elde etmek i¢in yontemler gelistirmistir. Gelistirilen yontemler monte

carlo calismasiyla 6rnek bir veri seti lizerinde gosterilmistir.

McGee ve Carleton (1970)'’, hiyerarsik kiimeleme ve standart regresyon teorisini
birlestirerek bir yontem gelistirmislerdir. Pargali regresyonu incelemis ve Onerdikleri
yontemle pargali regresyonun gercek verilerle kullanimimi gostermislerdir. Finansal
verilerle yapilan uygulama 6rneginde, 011.1967 ve 30.11.1969 yillar1 arasi aylik satig
hacimleri dikkate alinarak, New York ve Amerikan Menkul Kiymetler Borsalarinin
Boston Menkul Kiymetler Borsasi tizerindeki etkisi arastirilmistir. Hiyerarsik kiimeleme
analiziyle birlikte parcali dogrusal regresyon ¢oziimii sonucu dort parcali bir model
belirlenmistir. Ayrica, Monre Carlo simiilasyon calismasiyla da pargali regresyonla

ilgili 6rneklem dagilim sorunlari incelenmistir.

163 Carl de Boor and John R. Rice, Least Squares Cubic Spline Approximation Il-Variable Knots,
Technical Report CSD TR 21, USA: Purdue University 1968.

164 Richard Bellman and Robert Roth, "Curve Fitting by Segmented Straight Lines", Journal of the
American Statistical Association, 64(327), 1969, 1079-1084.

15 D. V. Hinkley, “Inference about the Intersection in Two-Phase Regression”, Biometrika, 56(3), 1969,
495-504.

1% D, V. Hinkley, “Inference in Two-Phase Regression”, Journal of the American Statistical Association,
66(336), 1971, 736-743.

187 \ictor E. McGee and Willard T. Carleton, "Piecewise Regression”, Journal of the American Statistical
Association, 65(331), 1970, 1109-1124.



46

Bacon ve Watts (1971)'®® tek bir diigiim noktasmnin oldugu ancak diigiim
noktasinin bilinmedigi iki farkli dogrusal iligkiyi i¢eren regresyon modellerinde, iki
dogrusal sistem arasinda diizgiin gecise olanak saglayan bayezyen bir tahmin yontemi

Onermistir.

Gallant ve Fuller (1973)'®, diigiim noktalarmin sayismin  ve polinom
derecelerinin bilindigi ancak diiglim noktast konumlarinin bilinmedigi parcali
polinomlarin birlesme noktalarinin tahmin edilmesi {izerine ¢alisma yapmislardir.
Stireklilik ve tiirev kosullar1 kullanilarak parcali regresyon modelinin dogrusal olmayan
regresyon modeline doniistiiriilmesi i¢in parametreler yeniden belirlenmistir. Daha
sonra regresyon parametrelerinin en kiiglik kareler tahminlerini elde etmek igin
Hartley’in Modifiye Edilmis Gauss-Newton Metodunu kullanarak dogrusal olmayan
regresyon modelini tahmin etmislerdir. Ayrica bu yaklasimin uygulamalari i¢in hipotez

testini ve bazi asimptotik 6zellikleri de gostermiglerdir.

Goldfeld ve Quandt (1973)'", tek bir sigramanin oldugu zamana veya diger
degiskenlere bagl kesikli (switching) regresyon modellerinde sigrama noktasinin ve
regresyon parametrelerinin tahmini i¢in maksimum olabilirlik tahmin yo6ntemini

gostermistir.

Halpern (1973)*"*, parcali dogrusal regresyonda diigim noktalarmimn sayisi ve

konumlarin belirlemek i¢in bayezyen yontemleri kullanmistir.

Ertel ve Fowlkes (1976)*"%, dogrusal spline ve ¢ok parcali regresyonda diigiim
noktas1 sayisinin ve konumlarinin belirlenmesi i¢in hata kareler toplamima dayali
algoritma gelistirmistir. Uygulama orneginde, 1929-1973 yillar1 arasinda AT&T
(Amerika’nin uluslararasi telekomiinikasyon sirketi) sirketinin ortalama yillik hisse

senedi fiyatlarinin hisse senedi basina temerriit faiz orani ve hisse senedi basina

1%8 David W. Bacon and Donald G. Watts, “Estimating the Transition between Two Intersecting Straight
Lines”, Biometrika, 58(3), 1971, 525-534.

19 A, R. Gallant and Wayne A. Fuller, “Fitting Segmented Polynomial Regression Models Whose Join
Points have to be Estimated”, Journal of the American Statistical Association, 68(341), 1973, 144-147.

70 Stephen M. Goldfeld and Richard E. Quandt, “The Estimation of Structural Shifts by Switching
Regressions”, Annals of Economic and Social Measurement, 2(4), 1973, 475-485.

! Elkan F. Halpern, “Bayesian Spline Regression When the Number of Knots is Unknown”, Journal of
the Royal statistical Society Series B, 35(2), 1973, 347-360.

72 James E. Ertel and Edward B. Fowlkes, “Some Algorithms for Linear Spline and Piecewise Multiple
Linear Regression”, Journal of the American Statistical Association, 71(355), 1976, 640-648.
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kazanilan kazanca gore degisimi incelenmistir. 1959 yilinda modelde anlamli bir

degisiklik oldugu belirlenmis ve iki parca halinde analiz yapilmistir.

Hawkins (1976)"3, diigiim noktalarmin bilinmedigi parcali regresyon
modellerinin tahmin edilmesinde dinamik programlama ve hiyerarsik ¢6zim
yontemlerini kullanmistir. Her iki yontem de pargalarin dogrusal oldugu duruma gore

uygulanmigtir.

Muth ve Willsky (1977)'"*, spline regresyonda diigiim noktasmin belirlenmesi
icin genellestirilmis olabilirlik oranina dayali bir yaklasim Onermistir. Onerilen
yontemde dogrusal spline kullanilmig ve tek bir diiglim noktasinin oldugu varsayimina

gore islemler yapilmistir.

Agarwall ve Studden (1978)"", diigiim noktalarmin se¢imi i¢in dogrusal splinelar:

kullanarak IMSE (Intergrated Mean Square Error)’ye dayali bir algoritma gelistirmistir.

Park (1978)'"°, bircok uygulamada tek bir polinom fonksiyonla bagimli
degiskenin yeterince agiklanamadigini belirtmistir. Yani, tek bir polinom foksiyonla
tim deney alani {izerinde yeterli tahmin saglanamaz. Bu durumlarda regresyon
modelinin parcali polinom regresyon model olarak disliniilmesi gerektigini izah

etmistir. Bilinmeyen parametrelerin tahminlerinde D-optimal model kriterini dnermistir.

Maronna ve Yohai (1978)'", iki degiskenli bir regresyonda beklenmedik
degisimlerle ilgili olarak ortalamadaki sistematik degisikligin belirlenmesi i¢in
olabilirlik oran testine dayali bir test istatistii onermistir. Onerilen test istatistiginin

asimptotik 6zellikleri de gosterilmistir.

' Douglas M. Hawkins, “Point Estimation of the Parameters of Piecewise Regression Models”, Journal
of the Royal Statistical Society. Series C (Applied Statistics), 25(1), 1976, 51-57.

174 Muth and Willsky, ss.1-26.

5 Girdhar G. Agarwal and W. J. Studden, An Algorithm for Selection of Design and Knots in the
Response Curve Estimation By Spline Functions, Technical Report No. 78-15, Purdue University, USA:
Indiana 1978.

76 Sung H. Park, "Experimental Designs for Fitting Segmented Polynomial Regression Models",
Technometrics, 20(2), 1978, 151- 154.

17 Ricardo Maronna and Victor J. Yohai, “A Bivariate Test for the Detection of A Systematic Change in
Mean”, Journal of the American Statistical Association, 73(363), 1978, 640-645.
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Lerman (1980)'®, birlesme noktalar1 bilinmeyen pargali regresyonlar: tahmin
etmek i¢in Grid-Search Metodunu 6nermis ve Hudson (1966), Hinkley (1969,1971)

tarafindan calisilan standart tekniklerle kiyaslama yapmuistir.

Tishler ve Zang (1981a'"°, 1981b*), siirekli bir bagimli degiskenli ve bilinmeyen
gecis noktali dogrusal parcali regresyonun parametrelerini tahmin etmek igin
maksimum olabilirlik metoduna dayal: bir algoritma gelistirmislerdir. Onerilen yontem
de olabilirlik fonksiyonunun analitik tiirevleri kullanilmis ve iki parcali regresyon
modellerinde degisim noktalarinin maksimum veya minimum oldugu durumlar ele
alinmistir. Regresyon dogrusunun siirekli olmasi i¢in tiirevlenemeyen maksimum veya

minimum noktalara gore modeller olusturulmustur.

Smith (1982)*®!, spline regresyonda istatistiksel degisken secim tekniklerinin
uygulamasini gostermistir. B-spline tabanini kullanarak geriye dogru diigiim noktasi
eleme algoritmasi ve regresyon spline tabanini kullanarak diigiim noktasi segimiyle

ilgili algoritma gelistirmistir.

Marsh, L. C. (1983'%?, 1986'%%), spline regresyonda diigiim noktalarinin sayisi ve
konumlarimin belirlenmesi i¢in basit bir yontem gostermistir. Uygulanan yontem ig¢in
SAS programinda adimsal (stepwise) regresyonu temel alan bir algoritma

gelistirilmistir.

Marsh (1987)'® zaman serili polinom regresyon modellerinde adimsal
regresyonla tahmin edilen diiglim noktalarinin konumlarinin dogrulugunu belirlemek

icin Gauss-Newton yaklagimini kullanmastir.

18 p. M. Lerman, “Fitting Segmented Regression Models by Grid Search”, Journal of the Royal
Statistical Society. Series C (Applied Statistics), 29(1), 1980, 77-84.

9 Asher Tishler and Israel Zang, “A New Maximum Likelihood Algorithmfor Piecewise Regression”,
Journal of the American Statistical Association, 76(376), 1981a, 980-987.

180 Asher Tishler and Israel Zang, “A Maximum Likelihood Method for Piecewise Regression
ModelsWith a Continuous Dependent Variable”, Journal of the Royal Statistical Society (Applied
Statistics), 30(2), 1981b, 116-124.

181 patricia L. Smith, Curve Fitting and Modeling with Splines Using Statistical Variable Selection
Techniques, NASA Contractor Report 166034, Langley Research Center, Virginia 1982.

182 | awrence C. Marsh, “On Estimating Spline Regression”, SAS Institute Inc. (Ed.), Proceedings of the
Eighth Annual SAS Users Group International Conference, (pp. 723-728), New Orleans, Louisiana 1983.
183 awrence C. Marsh, “Estimating the Number of and Location of Knots in Spline Regression”, Journal
of Applied Business Research, 2(3), 1986, 60-70.

184 Lawrence C. Marsh, “Estimating Spline Knots in Time Series Polynomial Regression Models”, The
Institute of Management Sciences and Operations Research Society of America, (October 1987), St.
Louis.
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Foley ve Nielson (1989)'%, parametrik spline egrilerde diigiim noktas: dizilerinin
secimi i¢in kontrol noktalarinin geometrik durumunu dikkate alan yeni bir metot
gostermistir.

Friedman ve Silverman (1989)°

, parcali dogrusal spline modellerde verilerle
diigiim noktasi konumunu belirlemek i¢in ileri adimsal (forward stepwise) secim

yontemini temel alan bir algoritma onermistir.

Marsh, Maudgal ve Raman (1990)**, SAS programinda parcali dogrusal ve
yiiksek dereceli spline regresyon modellerini tahmin etmek i¢in birlesme noktalarinin
onceden bilinip bilinmedigi durumlara gore kisitlandirilmis regresyon ve dogrusal
olmayan regresyon metotlarini gostermislerdir. Birlesme noktasinin 6dnceden bilindigi
durumlarda kisitlandirilmis en kiigiik kareler yontemini, Onceden bilinmedigi
durumlarda dogrusal olmayan metotlar igcin Gauss-Newton ve Newton-Raphson

algoritmalarini kullanmiglardir.

Larson (1992)'% diigiim noktas1 sayisiun bilindigi ancak konumlarinin
bilinmedigi dogrusal spline regresyonda en kiigiik kareler yontemiyle diigiim noktasinin
konumunu belirlemeye calismistir. Bilgisayar simiilasyonuyla elde edilen veriler

lizerinde yontemin uygulamasi gosterilmistir.

Dupuis (1994)*®° dogrusal spline regresyonda diigiim noktalarimin konumu ve
sayisiin belirlenmesi i¢in, Laplace transform tekniklerini kullanarak yeni bir yaklagim

gelistirmistir.

Toraichi ve Kamada (1995)*%°, esit aralikli verilerin en diizgiin interpolasyonuna
olanak saglayan periyodik kareli spline fonksiyonun diigiim noktast konumlarini

belirlemeye ¢alismistir.

18 Thomas A. Foley and Gregory M. Nielson, “Knot Selection for Parametric Spline Interpolation”, T.
Lyche and L. L. Schumaker (Ed.), Mathematical Methods in Computer Aided Geometric Design, (pp.261-
262), Academic Press, New York 1989.

18 Jerome H. Friedman and Bernard W. Silverman, “Flexible Parsimonious Smoothing and Additive
Modeling”, Technometrics, 31(1), 1989, 3-21.

187 Lawrence C. Marsh, Manjula Maudgal and Jaishankar Raman, “Alternative Methods of Estimating
Piecewise Linear and Higher Order Regression Models using SAS Software”, SAS Institute Inc. (Ed.),
Proceedings of the Fifteenth Annual SAS Users Group International Conference, (pp. 523-527),
Nashville, Tennessee 1990.

188 Harold J. Larson, “Least Squares Estimation of Linear Splines with Unknown Knot Locations”,
Computational Statistics & Data Analysis, 13(1), 1992, 1-8.

189 Deppie Janice Dupuis, Knots in Spline Regression: Estimation and Inference Using Laplace
Transform Techniques, Ph. D. Disertation, University of New Brunswick, New Brunswick/Canada 1994.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/016794739290149A
http://www.sciencedirect.com/science/journal/01679473
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Smith ve Kohn(1996)'*}, spline regersyonda diigiim noktalarini tercih etmek i¢in

Bayesyen degisken secim yaklagimini gelistirmistir.

Lindstrom (1999)'%?, optimal diigiim noktasi konumlari bulmak icin cezali
diiglim noktas1 konumuna dayali yeni bir tahmin yontemi gostermistir. Modeller i¢inde
diigiim noktas1 sayisini tercih etmek icin Genellestirilmis Capraz Gegerlilik (GCV) ve
Akaike Bilgi Kriteri (AIC) kullanilmistir.

Kim, Fay, Feuer ve Midthune (2000)*}, dogrusal spline regresyonda diigiim

noktalarinin sayisini tahmin etmek i¢in permutasyon testlerini kullanmastir.

Lee (2002)**, spline regresyonda en iyi digiim noktasi setinin segimi icin
genellestirilmis capraz gecerlilik ve adimsal diiglim noktast se¢im yoOntemini
kullanmistir. Segilen diiglim noktalarina goére en kiiglik karelerle regresyon tahmini

yapilmistir.

Ruppert (2002)'%°, diigiim noktasi sayilarinin cezali splinelarin performansi
tizerindeki etkisini ¢aligmistir. Diigiim noktast sayilarmin otomatik segimi igin iki

algoritma Onermistir.

Muggeo (2003)196, konumu bilinmeyen bir veya daha fazla diigiim noktasinin
modelin parametresi olarak yer aldigi regresyon modellerinde pargali terimlerin
tahminini yapmistir. Tahmin igin dogrusallagtirma teknigi kullanilarak alternatif bir

yaklasim Onerilmistir.

Mao ve Zhao (2003)'’, spline regresyon modellerinde optimal diigiim noktast

sayisinin belirlenmesi igin genellestirilmis ¢apraz gegerliligi kullanmistir. Daha sonra

190 Kazuo Toraichi and Masaru Kamada, “Knot Positions for the Smoothest Periodic Quadratic Spline
Interpolation of Equispaced Data”, Linear Algebra and Its Applications, 221, 1995, 245-251.

191 Michael Smith and Robert Kohn, “Nonparametric Regression Using Bayesian Variable Selection”,
Journal of Econometrics, 75(2), 1996, 317-344.

%2 Mary J. Lindstrom, “Penalized Estimation of free-Knot Splines”, Journal of Computational and
Graphical Statistics, 8(2), 1999, 333-352.

% Hyune-Ju Kim, Michael P. Fay, Eric J. Feuer and Douglas N. Midthune, “Permutation Tests for
Joinpoint Regression with Applications to Cancer Rates”, Statistics in Medicine, 19(3), 2000, 335-351.

% Thomas C. M. Lee, “On Algorithms for Ordinary Least Squares Regression Spline Fitting: A
Comparative Study”, Journal of Statistical Computation and Simulation, 72(8), 2002, 647-663.

1% David Ruppert, “Selecting the Number of Knots for Penalized Splines”, Journal of Computational and
Graphical Statistics, 11(4), 2002, 735-757.

% Vito M. R. Muggeo, “Estimating Regression Models with Unknown Break-Points”, Statistics in
Medicine, 22, 2003, 3055-3071.

197 Wenxin Mao and Linda H. Zhao, “Free-Knot Polynomial Splines with Confidence Intervals”, Journal
Of The Royal Statistical Society Series B, 65(4), 2003, 901-919.


http://www.sciencedirect.com/science/journal/00243795
http://www.sciencedirect.com/science/journal/03044076
http://econpapers.repec.org/article/blajorssb/
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bilinmeyen diiglim noktasinin konumlarint maksimum olabilirlik tahmin yontemini
kullanarak dogrusal olmayan en kii¢iik kareler ¢oziimiiyle elde etmistir.

Toms ve Lesperance (2003)*%®

, ekolojik esik degerlerini modellemek icin parcali
regresyon kullanimini gostermislerdir. Calismada dort farkli model kiyaslanarak,

kirilma noktast tahmini i¢in {i¢ farkli bicimde giiven aralig1 hesaplanmugtir.

Bessaoud, Daures ve Molinari (2005)*%°, lojistik regresyon modeli igin degisken
diigim noktali splinelarla yasa bagli olarak tiip bebek sahibi olabilme olasiligini
incelemistir. Spline fonksiyonlarin derecesi ve diiglim noktalarinin sayisin1 model se¢im
yontemleri kullanilarak belirlenmistir.

Petunin, Djomina, Klyushin ve Savkina (2006)**

, Cernobil kazasindan etkilenen
bir grubun radyasyona maruz kalma durumuna bagl olarak kanser olasiligi {izerinde
radyasyonun etkisini analiz etmek igin spline regresyon modellerini kullanmustir. ki
diigiim noktali dogrusal splinelarla yeni bir metot Onerilmistir. Diigiim noktalarinin

belirlenmesi icin de bir algoritma gelistirilmistir.

Yao ve Lee (2008)*, cezali spline regresyon tahmininde diiglim noktasi
konumlarinin belirlenmesi i¢in basit ve etkili bir yontem olan esit aralikli (equally-

spaced) metotlar1 Onermistir.

Kim, Yu ve Feuer (2009)?*?, dogrusal spline regresyonda diigiim noktasi sayisini
tahmin etmek i¢in kullanilan permutasyon yonteminin asimtotik etkinligini incelemis ve
Bayezyen Bilgi Kriteri (BIC), Akaike Bilgi Kriteri (AIC) ve Genellestirilmis Capraz
Gegerlilige (GCV) dayali yontemlerle karsilastirilmistir.

1% Judith D. Toms and Mary L. Lesperance, “Piecewise Regression: A Tool For Identifying Ecological
Thresholds”, Ecology, 84(8), 2003, 2034-2041.

1% £ Bessaoud, J.P. Daures, N. Molinari, “Free Knot Splines for Logistic Models and Threshold
Selection”, Computer Methods and Programs in Biomedicine, 77(1), 2005, 1-9.

290 yy. I. Petunin, E. A. Djomina, D. A. Klyushina and M. Yu. Savkina, “Spline-Regression Estimation of
The Influence of Exposure Dose on Cancer Probability”, Cybernetics and Systems Analysis, 42(3), 2006,
449-455.

21 Fang Yao and Thomas C. M. Lee, “On Knot Placement for Penalized Spline Regression”, Journal of
the Korean Statistical Society, 37(3), 2008, 259-267.

2 Hyune-Ju Kim, Binbing Yu, and Eric J. Feuer, “Selecting The Number of Change-Points in
Segmented Line Regression”, Statistica Sinica, 19(2), 2009, 597-609.
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2.1. DUGUM NOKTASININ TANIMI

Spline literatiiriinde degisim noktalar1 diigiim noktalar1 olarak adlandirilir®®,

Spline regresyon modellerinin olusturulmasi i¢in diigiim noktalarinin belirlenmesi temel
bir adimdir®®. Bagimli ve bagimsiz degisken arasindaki iligkiler dogrusal, egrisel ve
kiibik seklinde olabilir. Ayn1 bagimsiz degisken iizerinde iliskinin seklinin degistigi

bagimsiz degisken degerine digim noktasi denir?®.

Diigim noktas1 basitce
tanimlanacak olursa, bagimli ve bagimsiz degisken arasindaki iliskide degisiklikleri
ortaya c¢ikaran ve regresyon dogrusunu parcalara bdlen noktalardir®®. Bir bagka
ifadeyle, dogru parcalarinin birlesme noktalarindaki degisken degerleri diigiim noktasi
olarak adlandirilir®”’. Digiim noktasi, veri kiimesindeki tanim araliklarindan birinin

sonu, bir digerinin baslangicidir. Dolayisiyla diiglim noktas1 fonksiyonunu yoniiniin

veya hareketinin degistigi yerdirzog.

Diigiim noktalarindan 6nceki ve sonraki degerler i¢in modeller ayr1 ayr1 ¢oziiliir
ve tahmin edilen pargalar birlestirilir. Mesela bir diiglim noktas1 varsa, biitiin gézlemler
n ve birinci doneme ait gézlem sayist n,, ikinci doneme ait gozlem sayisi n, olmak

uzere,ny + ny, = n°dir?®.

Spline regresyonda polinom pargalarinin derecesi, diigiim noktalarinin konumu ve
say1s1 degisebilirzm. Optimal diigiim noktasina karar verme durumunun zor olmasi ve

heniliz ortak kabul goren bir kriter de bulunmamasma ragmen, bir ¢ok durumda

203 G.A.F. Seber and C.J Wild, Nonlinear Regression, John Wiley&Sons, New Jersey 2003, s.481

204 Kulkarni and Narendranath, s.29.

205 yasemin Ozfalci, Cokdegiskenli Uyarlanabilir Regresyon Kesitleri: MARS, (Yayimlanmamis Yiiksek
Lisans Tezi), Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara 2008, s.16.

206 Chein-Hesing Sung, Estimation Of A Modified Linear Spline Regression: Theory and Application, Ph.
D. Disertation, Wayne State University, Detroit 1985, s.3.

27 Devlin and Weeks, 5.646.

2% Birce Unal, Cok Degiskenli Uyarlamali Regresyon Uzammlari, (Yayimlanmanus Yiiksek Lisans
Tezi), Hacettepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara 2009, s.10.

299 verdelen, s.49.

219 Gregory and Serono, s.2.



53

211 Verileri diizeltmede

spline fonksiyonlari kullanmanin basaris1 uygun diigiim noktalar1 segimine baghidir™?,

konumlari iyi belirlenmis birkag¢ diigiim noktas1 yeterli olabilir

Diigiim noktas1 sayisini artirma, genellikle spline fonksiyonun veriye daha iyi
uydurulmasini saglamasina ragmen, birka¢ diigiim noktali spline diigiim noktasi ¢ok

olan splinedan genellikle daha diizgiindiir®**,

Dogrusal bir zaman serisi modelinde duragan olmayan egim katsayisini incelemek
icin gerek duyulan istatistiksel araglar olas1 degisikliklere baglidir. Tek bir degisimin
oldugu regresyon denkleminde, degisikligin tam konumu test edilmek istendigi zaman,

onceki ve sonraki donemlere ait hata kareler ortalamasi karsilastirilabilir®*.

2.2. DUGUM NOKTASININ ONCEDEN BIiLiNMESi (SABIT DUGUM
NOKTASI)

Spline regresyon modelde diiglim noktasinin konumu ve sayist Onceden
biliniyorsa, her bir aralikta dogrusal bir bi¢gim olacagi i¢in regresyon katsayilarinin
asimtotik ozellikleri klasik dogrusal modellerle aymdir®®. Diigiim noktalar1 bilinen
splinelar1 tahmin etmek, digiim noktasi bilinmeyen spline tahmin etmekten daha
kolaydir. Ciinkii diiglim noktalarmmin sayis1 ve konumu onceden bilindigi zaman,
regresyon denkleminin parametre tahminleri en kiiglik kareler yontemiyle kolaylikla

tahmin edilebilir?®.

2.3. DUGUM NOKTASI KONUMUNUN ONCEDEN BIiLINMEMESI
(DEGISEN DUGUM NOKTASI)

Calismalarin ¢ogu diigiim noktast konumlarin sabit oldugu yani Onceden

bilindigi durumlar i¢in yapilmisken, tahminlerin dogrulugunu artirmak i¢in degisken

21 Martin Gregory, Hanno Ulmer, Karl P. Pfeiffer, Stefan Lang and Alexander M. Strasak, “A Set of
SAS Macros for Calculating and Displaying Adjusted Odds Ratios (With Confidence Intervals) for
Continuous Covariates in Logistic B-Spline Regression Models”, Computer Methods and Programs in
Biomedicine, 92, 2008, s.112.

212 Robert E. Smith, Joseph M. Price and Lona M. Howser, A Smoothing Algorithm Using Cubic Spline
Functions, NASA Technical Note D-7397, National Aeronautics and Space Administration, Washington
D.C.1974,s.1.

23 Hurley, Hussy, McKeow and Addy, s.1.

24 John U. Farley and Melvin J. Hinich, “A Test for a Shifting Slope Coefficient in a Linear Model”,
Journal of the American Statistical Association, 65(331), 1970, s.1320.

215 Chan, s.12.

218 Rudolf Freund, Ramon Littell and Lee Creighton, Regression Using JMP, SAS institute, North
Carolina 2003, 5.192.
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diigim noktasi durumlari da dikkate alinmaktadir®’.

Spline regresyonda diigiim
noktalarinin konumu ve sayisinin tercihi 6énemli ve zor bir sorundur. Bundan dolay1
diigiim noktasi ve sayisinin se¢imi iyi calisilmasi gereken konulardan biridir. En iyi
spline regresyon modelini olusturmak i¢in diigiim noktalarinin konumu ve sayisi iyi

belirlenmelidir?®.

Degisken diigiim noktalar1 spline yaklagiminin etkinligini artirirken, iki dnemli
dezavantaji da bulunmaktadir. Birincisi, diigiim noktalar1 i¢in en iyi konumlar1 bulmak
cok zordur. Diigiim noktalar1 modele dogrusal olmayan bir bigimde girer ve hata kareler
yiizeyi toplaminda ¢ogu diigiim noktasi vektdriine (tekrarli diiglim noktalarinin da
oldugu) uygun olan sayisiz yerel optimum (local optima) bulunur. ikincisi ise, tekrarl
diigiim noktalarini iceren optimum diigiim noktas1 vektorii tahmin edilen egrinin diizgiin

olmayan bir yapida olmasina sebep olur?®®,

Diigiim noktast konumunun 6nceden bilinmedigi olaylar i¢in diiglim noktasi
sayisinin bilindigi ve diigiim noktasi sayisinin bilinmedigi gibi iki farli durum soz
konusudur. Diigiim noktasi sayisinin bilindigi ancak konumlarinin bilinmedigi durumda

regresyon modeli dogrusal olmayan regresyon olur®?

. Diigiim noktasinin kag¢ tane
olacagi verilerin gorsel olarak incelenmesiyle belirlenebiliyorsa, standart dogrusal
olmayan en kiiciik kareler yontemiyle diigiim noktast konumlari tahmin edilebilir.
Diigiim noktas1 sayilar1 gorsel olarak belirlenemezse en 1yi diiglim noktasi yerini
belirlemek icin genel olarak kullanilan iki yaklasim vardir. Ya problem, tiirev tabanl
optimizasyon algoritmalar1 genel amacin performansin1 daha iyi hale getirmek icin
degistirilir ya da problemi ¢6zmek icin bir 6zel amag¢ optimizasyon algoritmasi
gelistirilir. Ozel amacli optimizasyon algoritmalarina adimsal (stepwise) diigiim noktasi

secim algoritmalar1 6rnek verilebilir®?,

Diigiim noktalarinin konumunun bilinmedigi durumlarda, diigiim noktalar

verilerden tahmin edilebilecek parametreler olarak ele alnir®?,

217 Muth and Willsky, s.2.

218 Agarwal and Studden, s.4.

29| indstrom, 5.334.

220 Marsh and Cormier, s.5.

221 |indstrom, ss.335-336.

?22 Eubank, Eubank, Approximate Regression Models and Splines, s.34.



55

2.4. DUGUM NOKTASININ BELIRLENMESINDE KULLANILAN
YONTEMLER

Diigiim noktas1 konumunun belirlenmesi ve sayisinin se¢imi ¢esitli yontemler ile

gergeklestirilebilir.
2.4.1. Noktasal Dagihimdan (Serpilme Diyagrami) Gorsel Olarak Belirleme

Herhangi bir veri seti i¢in diigiim noktalarinin konum ve sayisinin tercihi
arastirmacinin deneyim ve onsezisine gore de belirlenebilir®®. Verinin noktasal dagilimi
gorsel olarak incelenerek diigiim noktalar1 belirlenebilir. Yani birgok durumda gézlenen
veri noktalari, regresyonda kullanilan diigiim noktalar1 model i¢in en iyi tahmini veren
noktalar olmasa bile, egrideki degisiklige gore gorsel olarak belirlenen diigim noktalari

kullanildig1 zaman istenilen dogrulukla tahmin elde edilebilir?®”.

Dogrusal splinelar i¢in diigiim noktalari, verilerin egim katsayisinda bir degisme
oldugu noktalarda belirlenir. Kareli splinelar i¢in diigiim noktalari, verideki doniim
noktalarinda veya yakin maksimum, minimum noktalarinda belirlenir. Kiibik splinelar
icin digliim noktalari, verideki doniim noktalarina yakin olacak sekilde belirlenir.
Diiglim noktalar1 birden fazla u¢ noktada (maksimum veya minimum) degildir ve

herhangi iki diigiim noktasi arasinda bir déniim noktasi ortaya ¢ikar®.

Noktasal dagilimi incelerken dikkat edilecek husus, ani yon degistirmelerin
oldugu boélgelerin muhtemel diiglim bolgeleri olmasidir. Yani regresyon dogrusunun
egiminin degistigi noktalardir. Ayrica par¢alamada kullanilacak fonksiyon da, noktasal
dagilimin neresinde diiglim noktasi/noktalarmin olusturulacagi konusunda belirleyici
olacaktir. Buna gore, bazi noktasal dagilimlara ait muhtemel diiglim noktalarinin

olabilecegi alanlar daire icerisinde Sekil 2.1, Sekil 2.2 ve Sekil 2.3’te gosterilmistir®?®.

223 1an Barrodale and Andrew Young, “A Note on Numerical Procedures for Approximation by Spline
Functions”, Computer Journal, 9(3), s.319.

224 Guo and White, 5.344.

25 Randall L. Eubank, Spline Smoothing and Nonparametric Regression, Marcel Dekker, New York
1988, 5.357.

228 Sahin, ss.16-17.
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Sekil 2.1. Dogrusal Spline Regresyon ve Muhtemel Diigiim Noktas1 Alani
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Sekil 2.3. Kiibik Spline Regresyon ve Muhtemel Diigiim Noktasi1 Alanlari

2.4.2. Adimsal (Stepwise) Regresyon Yontemi

Adimsal (stepwise) yontemler, diigiim noktalarinin sayist ve konumunu
belirlemek icin siklikla kullanilmaktadir. Adimsal regresyonla mantigi aynidir. Spline
regresyonda kullanilan adimsal yontemde, en iyi alt degiskenler kiimesini bulmak

. e 227
yerine, en 1yi diigiim noktas1 sayis1 ve konumlari arastirilir™’.

Spline regresyonda adimsal se¢im ilk olarak Smith (1982) tarafindan

onerilmistir®®. Daha sonra Stone ve ark. (1997)229 tarafindan bu yontem gelistirilmistir.

227 Katharine Lynn Gray, Comparision of Trend Detection Methods, Ph. D. Disertation in Mathematical
Sciences, University of Montana, Missoula 2007, s.11.
228 Wand, s.446.
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Marsh(1986), spline diigiim noktalarinin sayisin1 ve konumunu tahmin etmek i¢in
SAS programinda adimsal se¢imi temel alan bir spline regresyon algoritmasi
gelistirmistir. Algoritmada esitlik 2.1°deki n.dereceden ve k diiglim noktali polinom

spline regresyonun genel gdsterimi kullanilarak diigiim noktasi sayis1 ve konumlari

belirlenmistir.
n k n
y:ZBOJx]+ZZBl] (x—tl)i+e (21)
]:O i=1 ]=0

Esitlik 2.1°de y herhangi bir siirekli degisken, x ise agiklayict degiskeni ifade
etmektedir. ¢;, diigim noktasidir (i = 1,2, ..., k). k, 6zel x degerlerinin olusturdugu
diigim noktalar1 kiimesidir. B’ler regresyon Kkatsayilart ve & ise regresyon

varsayimlarinin saglandigi hata terimidir®®,

Siireklilik kisitlamast olmayan bu model, kisitlandirilmamis golge degiskenli
model olarak adlandirilir. Her bir parcada kisitlandirilmamis sabit terim ve katsayi

degerleri vardir.

Omegin 25 gozlemlik bir veri seti igin kiibik spline modelin istenildigi
varsayilsin. Esitlik 2.1°e gore kisitlandirilmamis golge degiskenli kiibik spline modeli
asagidaki gibi yazilabilir.

25 3
y == BOO + Ble + Bozxz + Bo3x3 + Zz Bl] (x - ti)iDi + & (22)

i=1 j=0

Esitlik 2.2°de diigiim noktalarinin konumu i¢in 1’den 25°e kadar biitiin tamsayilar
tizerinde inceleme yapilabilir. Her bir gézlem potansiyel diiglim noktasi olarak ele
alimir. Yani ¢; = 1 ve t; = 25 arasinda 25 uygun diigiim noktas1 konumu vardir. Her bir
olas1 diiglim noktas1 konumu i¢in gdlge degiskenler seti olusturulur. D; = 1 ve D; = 25
arasinda 25 golge degisken olusturulur. Burada x <t;ise, D; =0vex >t;ise D; =1
degerini alir. Ayrica esitlik 2°de {ic grup spline degisken seti olusturulur. Bunlar,
dogrusal spline degiskenler (x — t;)D;, kareli spline degiskenler (x — t;)?D; ve kiibik
spline degiskenler (x — t;)3D;’dir. Esitlik 2.2°de ¢ok sayida katsayr vardir. Yani bu
denklemde potansiyel olarak tahmin edilmesi gereken 104 {(25 X 4) + 4} Kkatsay1

29 C.J. Stone, M. Hansen, C. Kooperberg and Y.K. Truong, “Polynomial Splines and Their Tensor
Products in Extended Linear Modeling”, The Annals of Statistics, 25(4), 1997, 1371-1425.
230 Marsh,, “Estimating the Number of and Location of Knots in Spline Regression”, 5.61-62.
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vardir. Adimsal (stepwise) se¢im yontemi, bu katsayilardan istatistiksel olarak anlaml

olanlar1 segmek i¢in kullanilir.

SAS programinda esitlik 2.2 icin programlama kosullar1 tanimlandiktan sonra,
adimsal se¢im yontemi sonucu istatistiksel bakimdan anlamli olanlarin segilmesiyle
veriyi tahmin etmek i¢in farkli dereceli polinomlarin herhangi bir kombinasyonu

kurulabilir®®!.

2.4.3. Esit Aralikh Yontem (Equally Spaced Method)

Bu yontemde, diigiim noktasi olarak [a,b] gibi ilgilenilen aralikta K adet esit

aralikli nokta alinir. Yani, K diigiim noktalari,
&L =a+b—a)r/(K+1), r=12,..,K (2.3)
olarak tanimlanir.

Bu diigiim noktalarin1 yerlestirme yontemi tasarlanan zaman noktalarindan (the

232

design time points)“** bagimsizdir. Bu yontem genellikle, tasarlanan zaman noktalarinin

[a, b] gibi ilgilenilen aralikta esit olarak dagildig: diisiiniildiigii zaman uygulanir®,

2.4.4. Esit Arahkh Orneklem Kantilleri Yontemi (Equally Spaced Sample
Quantiles Method)

Bu yontemde, diigiim noktasi olarak tasarlanan zaman noktalarinin (¢;,i =
1,2, ...,n) esit aralikli 6rneklem kantilleri kullanilir. tay ty - tm tasarlanan zaman

noktalarinin sira istatistikleri olsun. Buna gore, diigiim noktalari,

$r = tasim/k+n), T =12, K (2.4)

olarak tanimlanir. Bu yoOntem, tasarlanan zaman noktalar1 esit dagildigi zaman

yaklagik olarak esit aralikli yontemle ayn1d1r234.

2.4.5. Diger Yontemler

Literatiir arastirmasinda da belirtildigi iizere diiglim noktas1 sayis1 ve konumunun

belirlenmesi i¢in, farkli arastirmacilar tarafindan En Kiigiik Kareler ve En Cok

1 Marsh,, “Estimating the Number of and Location of Knots in Spline Regression”, 5.64-66.

232 Bagimsiz degiskenin zaman olarak alindig1 durumlarda, zaman degerlerini belirtmektedir.

23 Hulin Wu, and Jin-Ting Zhang, Nonparametric Regression Methods for Longitudinal Data Analysis
Mixed Effects Modeling Approaches, John Wiley&Sons, New Jersey 2006, s.53.

2% \Wu, and Zhang, s.53.
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Olabilirlik Yontemi, Genellestirilmis Olabilirlik, Dinamik programlama, Gauss-Newton
Metodu, Hata Kareler Toplamina dayali algoritmalar, Hiyerarsik Coziim Ydntemleri,
Laplace Transform Teknikleri, Akaike Bilgi Kriteri, Mallow’un C, Kriteri, Capraz
Gegerlilik, Genellestirilmis Capraz Gegerlilik, Bayesyen Sec¢im, Adimsal Yontem,

Permutasyon Testleri gibi farkli yontemler kullanilmistir.
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UCUNCU BOLUM
SPLINE REGRESYON MODELLERI

3.1. SPLINE REGRESYONA GIRIS

Bazi durumlarda bagimli degisken iizerindeki bagimsiz degiskenin etkisi dogrusal
degildir. Boyle problemler i¢in basit dogrusal regresyon modeli uygulanamaz. Ciinkii
yapilan tahminler zayif olur ve model varsayimlari saglanmaz. Dolayisiyla egrisel
iliskinin degerlendirilmesinde, polinom ve dogrusal olmayan regresyon gibi spline

regresyon yontemleri de kullanilmaktadir®®®.

Matematik alaninda yogun olarak
kullanilan spline, regresyonda da kullanilmaktadir. Spline regresyon yontemlerinde
spline, regresyon modellerine gore hesaplanmaktadir®®. Spline regresyon modelleri bir
zaman dogrusundaki biikiimleri ve sapmalar1 diizgiinlestirmek ve tahmin etmek icin
kullanilan genel bir tekniktir. Spline regresyon modelleri karmagik ve anlasilmasi zor
bir sey gibi goriilebilmesine ragmen, aslinda model iizerinde birka¢ basit kisitlamanin

bulundugu golge degiskenli modellerdir®’.

Spline regresyon modelleri, golge
degiskenli modellere uygun bir alternatiftir. Bir modelin sabit katsayisi ve egimini
degistirmek i¢in gblge degisken kullanmak genellikle, regresyon dogrusunda bir kirilma
oldugu zaman ortaya ¢ikmaktadir. Mesela bir firmanin biiytik bir fabrikasi kapanirsa, bu
firmanin Uretiminde 6nemli bir diisiis olur. Ancak daha giic farkedilen degisiklikler,
esas itibariyle regresyon dogrusunda bir kirilma olmaksizin regresyon dogrusunun
yoniiniin degistigi noktada ortaya c¢ikabilir. Mesela, konut yakit1 vergisi ile ilgili bir
degisikligin yapilma zamanmi konut yakiti talebinde yapisal bir doniim noktasini
gosterebilir.  Ancak talepte ani  bir dislis (veya artis) ile sonuclanmasi

beklenmeyebilir®®®,

Spline regresyon modelleri, golge degiskenler kullanildig1 zaman ortaya ¢ikan
sicramalart ortadan kaldirarak bir zaman serisinin siirekli olmasini saglar. Yapisal
degisim igeren veri setine uygulandigi zaman tahminler i¢cin daha iyi sonuglar elde

edilir. Mesela bir sirketin tiger aylik veya yillik satig tahminlerinin temeli ge¢cmis yillara

2% Miroslav Kaps and William R. Lamberson, Biostatistics for Animal Science, 2nd Edition, MPG Books
Group, London 2009, s.185.

26 Dupuis, s.1.

#7 Lawrence C. Marsh and David R. Cormier, Spline Regression Models, Sage Publications, California
2002, s.1.

2% Marsh, “Estimating the Number of and Location of Knots in Spline Regression”, s.60.
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ait satis verilerine dayanir. Regresyon analizi kullanilarak, gelecekle ilgili ongoriide
bulunabilmek i¢in trendler tahmin edilir. Satiglarda 6nemli yapisal degisiklikler ortaya
¢iktig1 zaman, zamana bagli satis tahminleri i¢in spline regresyon yontemleri 6nemli bir

ara(;tlr239 .

Spline modeller, bagimsiz (aciklayici) degiskenle bagimli (yanit) degiskeni
arasindaki iliskide degisimleri de dikkate alarak daha iyi bir tahmin saglayabilir®®.
Spline regresyon yontemleri, anlasilmasi kolay oldugundan modellerin tahmininde
yaygin bir sekilde kullanilmaktadir®*. Spline regresyon modellerini kullanmak birgok

yonden avantajlidir®®. Spline regresyon modelleri;

v" Yiiksek dereceden bir polinom fonksiyonla ifade edilebilecek noktasal bir
dagilimin, daha kii¢iik dereceden polinomlar kullanilarak ifade edilmesini saglar.

v" Herhangi bir aralik i¢in, “X” degerine karsilik gelen “y” degeri tahmin edilmek
istendiginde, ilgili diigiimler arasinda tanimlanan diisiik dereceli polinom kullanilarak
ayni veri setinin diger parcalarina uydurulan fonksiyonlarindan bagimsiz olarak bu
tahmin yapilabilir.

v" Spline regresyon modellerle noktasal dagilima daha duyarli ve daha esnek
fonksiyonlar elde edilebilmektedir. Bu da noktasal dagilimlarda gozlem degerlerine
yakin dogru veya egrilerin elde edilmesi anlamina gelecektir. Yani verilere, gozlem

noktalarini en iyi temsil eden fonksiyon uydurulmus olur.

Ozellikle spline regresyon modellerde dogrusallik varsayimlarmin higbirinin
saglanmast gerekmedigi icin, spline regresyon modelleri geleneksel parametrik
regresyon yaklasimlarina alternatif bir yontem olarak nerilmektedir®. Farkl
konumlarda ayr1 diizglinlestirme dereceleriyle regresyon egrisini tahmin edebilme
avantajindan dolayi, spline modellerin regresyon modelleri arasinda farkli bir yeri

vardir®®,

Stirekli bir degisken farkli gruplara veya parcalara ayrildig1 zaman iki fakli durum

ortaya ¢ikar. Ani kirilmalarin olmasi durumunda modelin tam bir kesikli regresyon

239 Marcus, s.14.

0 Hurley, Hussy, McKeow and Addy, s.1.

241 Mao and Zhao, s.901.

%42 Sahin, s.11-12.

23 Gregory, Ulmer, Pfeiffer, Lang and Strasak,, s.110.

4 Holger Dette and Viatcheslav B. Melas, “A Note on All-Bias Designs with Applications in Spline
Regression Models”, Journal of Statistical Planning and Inference, 140(7), 2010, s.2042.
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olarak kalip kalmayacagt ya da modelin spline regresyon modele doniistiiriiliip
dénistiriilmeyecegidir.”*® Spline regresyon modelleri kullanildigi zaman, diigim
noktalarinda diizglin egim katsayilarinin olmasi saglanir ve verilerin siirekliligi
korunur®®. Yani spline regresyon modelle, orijinal fonksiyonun siirekli olmasin

saglayan degisiklikler yapilir®’.

Regresyon analizlerinde, golge degiskenli modeller, kesikli parcali modeller ve

spline modeller arasinda yakin bir iliski vardir®®.

3.2. GOLGE DEGISKENLI REGRESYON

Regresyon analizinde siklikla kullanilan en faydali araglardan biri de golge
degiskendir®®. Golge degisken, geleneksel olarak 1rk, cinsiyet ve meslek gibi sayisal bir
Olcekle olciilemeyen nitel degiskenleri regresyon analizine dahil etmek i¢in kullanilan

basit ve faydali bir yéintemdir250

. Ciinkii sosyal bilimlerde arastirmacilar golge
degiskenleri siklikla, davranis, tutum ve sosyo-ekonomik ozellikler iizerinde etkili
olabilecek 1rk farkliliklari, cinsiyet veya bolgesel farkliliklar gibi degiskenleri agiklamak

i¢in kullanirlar®®.

Golge degiskenli modeller gozlenen veriler i¢in iki veya daha fazla
siiflandirmanin yapildigi ayri regresyon dogrularini igerir. Gozlemler belirli nominal,
sirali ve siirekli degiskenlerin degerlerine gore gruplara boliintir. Mesela nominal
degisken degeri cinsiyet olabilir. Bu durumda gozlemler, erkek ve bayan gurubu olmak
lizere iki ayr1 regresyon dogrusu olusturulur. Ayni sekilde, gelir gibi siirekli bir
degisken icin 6nceden belirlenmis bir kesim noktas1 verildiginde, gozlemler diisiik gelir
sinift ve yiiksek gelir sinifi seklinde iki ayr1 regresyon dogrusu veya diisiik, orta ve

yiiksek gelir smiflari icin ii¢ ayr1 regresyon dogrusu olusturulabilir®?.

25 Mars and Cormier, s.7.

246 Marcus, s.15.

247 Marsh and Sindone, s.268.

248 Mars and Cormier, s.6.

9 William H. Greene, Econometric Analysis, Fifth Edition, Prentice Hall, New Jersey 2003, 5.316.

20 Daniel B. Suits, “Use of Dummy Variables in Regression Equations”, Journal of the American
Statistical Association, 52(280), 1957, s.548.

! Melissa A. Hardy, Regression With Dummy Variables, Sage Publications, California 1993, s.2.

%2 Mars and Cormier, s.6-7.
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Nitel degiskenler i¢in goélge degisken kullanildigi gibi bir zaman serisinde
meydana gelen yapisal degisiklikler icin de golge degisken kullanilabilir. Yapisal

degisiklik 6ncesi i¢in sifir ve sonrasi i¢in bir degeri alan golge degisken tanimlanir™”.

Trend adi verilen degiskenlerdeki uzun devre egilimleri kii¢iik degisiklikler
gosterebilir. Bu degisiklikler modelin yapisinda ©nemli degisiklikler meydana
getirebilir. Degiskenlerde biiyiik artis veya azaliglar meydana getiren faktorler genellikle
bir olay veya koklii bir degisiklik sonucunda degiskenin trendini degistirir.
Degiskenlerin trendinde onemli sayilabilecek artis veya azalis olusturan degisikliklere

yapisal degisiklik adi verilmektedir®”,

Golge degiskenli regresyon, spline regresyonun alternatifi olarak goriilse de iki
onemli dezavantaji vardir. Birincisi, golge degiskenler keskin bir sekilde siireksiz
par¢ali modeller olusturur. Ikincisi ise, siireksizlikten dolayr basit dogrusal ve

uyarlamali fonksiyonlara yaklagimda bu yontemin etkili olmamasidir™®.

Golge degiskenli regresyon modellerinde, ya regresyon modelinin sabitindeki
degismeyi, ya regresyon modelinin egimindeki degismeyi ya da hem regresyon
modelinin sabiti hem de regresyon modelinin egimindeki degismeyi aciklamak gibi ii¢

farkli durum igin golge degisken kullanilir™®,

Bu ¢ farkli durum regresyon modelleriyle asagidaki gibi gésterilebilir257. Golge
degisken D ile ifade edilirse, golge degisken kullanimi ile ilgili olarak, belirtilen
gozlem, ilgili 6zellige sahip degilse golge degisken “07, ilgili 6zellige sahipse golge
degisken “1” degerini alir. Buna gore,

Sadece sabitteki degismeyi aciklamak i¢in kurulacak tek kategorili golge

degiskenli toplamsal regresyon modeli,
Yi=a+pX;+yD;+¢ =123 ..t (3.1)

D=Oigin,Yi=a+ﬁXi+£i

23 Marcus, s.14.
24 Aydin Karakoca, Regresyon Modellerinde Yapisal Degisiklik ve Model Secimi, (Yayimlanmamis
Yiiksek Lisans Tezi), Selguk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Konya 2003, s.19.
255
Fox, , 5.239.
%6 Robert S. Pindyck and Daniel L. Rubinfeld, Econometric Models and Economic Forecasts, Third
Edition, Mcgraw-Hill, New York 1991, s.117.
7 Karakoca, s.33.
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D=1iin Y, =(a+y)+BX;+¢
seklinde ifade edilir.

Sadece egimdeki degismeyi agiklamak i¢in kurulacak tek kategorili golge

degiskenli ¢arpimsal regresyon modeli,
Yi=a+pX;+yDiX;+¢ =123, ..t (3.2)
D=0iin, Y, =a+pX;+¢
D=1iin,Y;=a+ (L+p)X;+¢

seklinde ifade edilir.

Sabit ve egimdeki degismeyi agiklamak i¢in kurulacak tek kategorili gdlge

degiskenli birlesimli(toplamsal ve carpimsal) regresyon modeli,
Yi=a+BX;+yD;+8D;X;+¢ =123, ..t (3.3)
D=0iin, Y, =a+ fX;+¢
D=1ligin,Y;=(a+y)+ (B +)X; +¢

seklinde ifade edilir.

Esitlik 3.3’e gore, y istatistik bakimdan anlamliysa yani y katsayisi sifirdan
farkliysa ikinci regresyon denkleminin sabiti a + y ile elde edilir. Bu durumda ilk
regresyon denkleminin sabiti de a olur. Diger taraftan, y istatistiki bakimdan anlamli
bulunmazsa her iki denklemin ortak sabit degeri a olur. Regresyon denklemleri egimleri
bakimindan incelendiginde, § istatistik bakimdan anlamliysa yani § Katsayist sifirdan
farkliysa ikinci regresyon denkleminin egimi 8 + & ile elde edilir. Bu durumda ilk
regresyon denkleminin egim katsayist da f olur. Diger taraftan, § istatistiki bakimdan

anlamli bulunmazsa her iki denklemin ortak egim katsay1 degeri 8 olur®®,
3.3. KESIKLI PARCALI REGRESYON

Bir veri setinin daha iyi temsil edilebilmesi i¢in, verinin alt kiimelerinin bir

dizisine polinomlar uydurulabilir. Bu polinom tipinin dezavantaji, tim veri seti i¢in

59

polinomlarin ve tiirevlerinin siirekliligi saglanamaz®®. Kesikli regresyon ve spline

258 Gujarati, s.51.
29 Smith, Price and Howser, s.1.
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regresyon arasindaki Onemli farklilik, kesikli regresyon yontemleri ani veya
beklenmedik degisiklikler iizerinde dururken, spline yontemler ani degisiklikler
arasindaki en diizgiin gegisler iizerinde durmaktadir. Bundan dolay1 splinelar siirekli

fonksiyonlar olarak tanimlanir®®.

3.3.1. Parametreleri En Kiiciik Kareler Yontemiyle Tahmin Edilen Kesikli
Regresyon

Veri noktalart (x4, ¥1),(x2, ¥2), -, (X, ¥) biciminde ifade edilsin. X ile ¥

arasinda farklr araliklar iizerinde belirlenmis
Y, = E[ZP_( = Et] + & (3.4)

bigiminde bir regresyon fonksiyonu ele almsin®®'. Burada E [Zl&] =f (E'Q)
fonksiyonu farkli araliklarda tanimlanmis farkli egrilerin  birlestirilmesiyle

olusturulmustur ve

(fl(ﬁ'gl)' X< aq
fz(&er): a<x=<a
f(x,8,a) = j (3.5)

ka(&:QD): ap-1 <X

bicimindedir?®.

a ile belirlenmis araliklarin ug¢ noktalar1 bilinmemekte ve bu noktalara digim
noktasi adi verilmektedir. D alt modeli ortak noktalarin ya da diiglim noktalariin ug
noktalarinda modelin sathasini belirtir. Bu problem ayni zamanda parcali regresyon
problemi olarak da bilinir. Bu tiir modeller, sistemdeki parg¢ali modellerin sayisinin
kiigiik olmasi, sistemin davranisinin bir dogru fonksiyonu olarak iyi tanimlanmis olmasi

ve gozlemlerde ani degismeler olmasi durumlari i¢in amaglanir.

Esitlik 3.5 ile verilen model parcali regresyon modeli olarak bilinir. Burada,
diizgiin regresyon iliskisinden daha ziyade regresyondaki yapisal degisimler ya da ani

degisimleri tanimlayan model lizerinde durulmaktadir.

2%0 Mars and Cormier, s.8.

L Asir Geng ve Ark., “Parcali Regresyon Kullanilarak Giines Radyasyon Verilerinin Degerlendirilmesi”,
VI. Tiirk-Alman Enerji Sempozyumu: 21-24 Haziran, Ege Universitesi, Izmir 2001, 5.272.

%62 Seber and Wild, 5.433.
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Swrali x; < x, <+ < x,, verileri i¢in,

+ B x+Bx x<a
vi = Elylx;] = {ﬁ” Prx bz X (3.6)
Bzo + Barx + P2z X%, x >«
bi¢imindeki model g6z Oniine alinsin. Eger E[y|x;] siirekli olmas1 kisitlamasi yoksa a
degisim noktasinin tahmini beklenmez. Bu durumda i=K model sayis1 olmak iizere

model,

i

{ﬁlo +Puxi+Px’+e; ,i=12..,K (3.7)
Bzo+ BarXi + Pz xi*+ e I =K+1,..,n '

seklinde olur. Eger K parametre degeri Onceden biliniyorsa problem basit lineer
regresyon problemine doniisiir. Eger K bilinmiyorsa sonug¢ ¢ikarim islemlerinde bir¢ok
sikintilar ortaya ¢ikabilir. Burada e4; ~ N (0,02), 6 = 07 ve & Ve & bagimsiz

olduklar1 varsayilacaktir. Bu durumda B,ve B,, of ve o7 bilinmeyen parametreleri

tahmin edilecektir.

Matris formunda, y(lK): K x1ve y(ZK): (n — K) X 1 olsun. Ayrica,

K
vy N (XfK) 0)
y= y =

L=y 0 x®

B1 e
= (g} == (o)
P2 &
olmak iizere regresyon modeli,
y=XB + & (3.8)

biciminde olur. Model parametresi f’ nin en kii¢lik kareler tahmin edicisi

pE) = XXXy (3.9)
ile tahmin edilir®®. Buna gore,

~ ' -1 .

pY0 = (x{x89) x{yP, a=12 (3.10)

%63 Geng ve Ark., 5.273.
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& (K)
S
A2 K) = 1
61 (K) K
&(K)
S
A2 K) = 2
0-2( ) n_K
589 = (0@ - x°BY) 0 - xBY (311

modelin hata kareler toplam1 62 = &2 oldugundan

dir’®*. Bu durumda

I~ A ' —1
Oa~ NPd(Qd»UZ(XdXd) (3.12)

seklinde bir dagilim gosterir ve

_ 5@
=

62

olarak elde edilir. Buradan,
Vn(8-0")~N, (0, 2(X'X)7) (3.13)

yazilabilir. Nihai olarak parametreler ve model hakkinda bir istatistiksel sonug ¢ikarimi

yapmak miimkiin olmaktadir®®.

3.3.2.Parametreleri En Cok (Maksimum) Olabilirlik Yoéntemiyle Tahmin
Edilen Kesikli Regresyon

Kesikli regresyon modellerinde, regresyon parametrelerinin yani sira digiim

(kesim) noktas1 da maksimum olabilirlik fonksiyonu kullanilarak hesaplanabilir266.

Degiskenlerin zamana gore siralandigl ve tek bir diiglim noktasinin oldugu iki
parcali regresyon modeli ilk olarak Quandt(1958) tarafindan ele alindi. Buna gore iki

parcali regresyon,

Yi = P10+ Puxitey, =123, ...t

2% Seber and Wild, 5.439-440.

%Ufuk Karadavut ve ark. “Parcali Regresyon Yardimi ile Bitki Boyu-Zaman iliskisi Parametrelerinin
Tahmini”, Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 8(1), 2004, 5.115-116.

2% Koldere, s. 57.
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Yi=PrtPaxi+éy i=t+1..,n (3.14)

biciminde ifade edilmektedir. Burada &;; ve &,; hata terimlerinin normal dagiliml

oldugu, sifir ortalamali ve o? ve o3 varyanslar ile bagimsiz olarak dagitildiklar:

varsayllmaktadir®®’.

&, Ve &, i¢in normal dagilim fonksiyonlari,

fY) = \/2—+le13 [— (ﬁ) (Y; — Bro — 511951')2]

) = gz exp |~ (53) (Y = Bo = Baa)?] (3.15)

me

seklinde yazilir. Normal dagilim fonksiyonlarindan, ilk parcayr olusturan t adet gézlem

ve ikinci parcay1 olusturan n-t adet gézlem igin olabilirlik fonksiyonlari,

1, 1 % .
FOR Yo ) = (=t ep| =57 ) (= fro = Braxd)
1 i=1

fYesr, Yegzs o, V) = (\/— )" te ‘ <—_ Z (Y; = B2o — B21%)? )

i=t+1

biciminde yaz11abi1ir268. Tiim 6rneklemin olabilirlik fonksiyonu ise,

_ 1 e, 1 \n—t __1 5t - _
f(Ylf ""Ytl Yt+1' "'lYn) - (mol) (\/EUZ) exp( 20.% Zl=1(YL :810

Bux)? = 5oz St (Y = oo — B21x)?) (3.16)

bi¢ciminde yaZlhr269

Olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alindiginda,
1
= —tlog(v 01) — (n—1t)log(v2 02) ( ) —1(Y; = B1o — B11xi)* —
1
(E) ieer1(Y; — Bao — Barxi)?

ifadesi elde edilir. Bu esitlikte gerekli islemler yapilirsa,

%7 R. E. Quandt, “Tests of the Hypothesis that a Linear Regression System Obeys Two Separate
Regimes”, Journal of the American Statistical Association, 55(290), 1960, s. 324.

268 Quandt, The Estimation of the Parameters of a Linear Regression System Obeying Two Separate
Regimes, s.874.

%93, M. Goldfeld and R. E. Quandt, Nonlinear Methods in Econometrics, North-Holland Publishing
Company, Amsterdam 1972, s.259.
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L = —tlogV2m — tlogo, — nlogV2m — nloga, + tlog\2m + tlogo, —
(ﬁ) i=1(Y; = B1o — Brax:)? — (%) i=t+1(Y; = B2o — Parx)?
olur. Nihai olarak,
L = —nlogV2m — tlogo; — (n — t)logo, — (ﬁ) i=1(Yi = Bro — B11x:)* —
(552) Zeesr(¥s = Boo = Baai) (317)

biciminde yazilir. Bu esitlik ayn1 zamanda,

t -t 1
InL = —%ln 21 — Elnalz - nTlnazz - (E) i=1(Y; = B1o — B11x:)® —
1
(E) i=e+1(Yi = Bao — Baax)? (3.18)

seklinde de ifade edilebilir.

Burada t olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan degerdir270. Bios Bi1s B2o Ve
B,1’e gore kismi tiirevler almip sifira esitlenerek B1o, Bi1, Bao V€ By tahminleri elde
edilir. Daha sonra o, ve o,’ye gore kismi tiirev alinip sifira esitlenir. Daha sonra By,
Bi1, Bzo Ve By, tahminleri yerine yazilirsa 67 ve 6% elde edilir. Elde edilen degerler
esitlik 3.17°de yerine yazilirsa, n gozlem i¢in maksimum olabilirlik logaritmasi

asagidaki gibi hesaplanlrm.

n
L = —nlogV2n —tlogé, — (n — t)logd, — 5 (3.19)

2% George G. Judge, William E. Griffiths, R. Carter Hill, Helmut Liitkepohl and Tsoung-Chao Lee, The
Theory and Practise of Econometrics, Second Edition, John Wiley&Sons, New York 1985, s.804.

"' Quandt, “The Estimation of the Parameters of a Linear Regression System Obeying Two Separate
Regimes”, s.875.
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3.4. SPLINE REGRESYON CESITLERI

Spline regresyon modelleri yiiksek mertebeli polinom regresyon, dogrusal
olmayan ve iistel modellere iyi bir alternatif olarak kullanilabilir. Verilerin yapisina
bagli olarak uygun egriler tahmin edilmesinde basit regresyon modellerinden daha
esnektir’’. Spline regresyon modelleri daha esnektir ancak modellerin etkinligi diigiim
noktas1 sayisi, konumu ve polinomun derecesine baghdir. Polinom derecesinin
tanimlanmasi, verilere en uygun tahmini elde etmek i¢in araliklarin 6zelliklerine uygun
polinom fonksiyon tliriinii belirlemektir®”.

274

Spline regresyonlar, bir regresyon modeline gore hesaplanan splinelardir”'.

Kisitlandiriimamis polinom spline genel formu asagidaki gibidir?”.

P(x) = Zn: a;xt + Zk: zn: b (x - fi)i + u, (3.20)

i=0 i=1 ]=O
Esitlik 3.20°de P, i = 0,1, ..., k olmak {izere her bir aralikta (¢, ¢,,,) n.dereceden

siralt bir polinomdur. Ayrica P polinomunun diigiim noktalarinda (n — 1). dereceden

tirevleri sureklidir.

Bu modelde her bir spline par¢anin kendine ait sabit terimi ve herhangi bir diigiim
noktasinda bir veya daha iistii tiirevlerde siireksizlige yol agabilen egim katsayilari

vardir®’®.

Verilerden spline parametrelerinin dogrudan nasil tahmin edilecegi asagida

gésterilmektedir277. Kisitlandirilmis spline genel denklemini;
n k
S™(x) = zaj xJ + Zdt (x —&)T +u, (3.21)
j=0 t=1

seklinde yazmak miimkiindiir. Burada,

a: Bagimsiz degiskenlerin parametre katsayisi

272 nggrey, 5.1787.

23 Sarvida and Baguio, s.2.

274 B, Berberoglu and C. N. Berberoglu, s.62.

275 Smith, “Splines As a Useful and Convenient Statistical Tool”, s.58.

2% Dennis Markov, Information Content in Stock Market Technical Patterns: A Spline Regression
Approach, Ph. D. Disertation, University of Notre Dame, Indiana 2002, s.42.

" Gnad, 5.70-71.
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x: Bagimsiz degisken

&: Digiim noktasi

d: Diigiim noktas1 parametre katsayisi

u: Tiim regresyon varsayimlarinin saglandigi hata terimi
n: Spline fonksiyonun derecesi’ dir.

Ayrica,

0, x<¢&

(x =&t = {Xt _e xse kosulu vardir. (3.22)

Burada diigiim noktalar1 verilmistir. Yani &, biliniyor.

a; ve d.’ ler spline fonksiyon parametreleridir. Goriildiigii {izere spline

fonksiyonu bu parametrelerde dogrusaldir. Vektorler ve matrisler tanimlanacak olursa,

_aO_ - dl -
a, d,
a= ((n+1) x Dboyutluvektor d =| ° | ((k —1) X 1) boyutlu vektor
an Ldy—1
1 X1 xf X1

[x)
Il

((m x n) + 1) boyutlu matris

1 Xm x2, Xl
(e —=&D)% (O —=&)F - - - (O — &b
E, = (m X (k — 1))boyutlu matris
LGt — €07 @m—&DF -+ - Gt — §en)2]
[ U1 (7117
U M2
u= (m x 1)boyutlu vektér 7 = (m x 1)boyutlu vektdr
‘um‘ ‘T]m_

EZ ve E, matrisleri ve n vektorii m gozlemden olusturulur. Regresyon modeli,
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m=Sy(x) +w (3.23)
bi¢iminde kurulur. Esitlik 3.23, matris notasyonuyla,

n=Ea+ EZ,d+u (3.24)
biciminde gosterilir. Esitlik 3.24°te b = [;] ve X = (&, £,) olarak tanmimlanirsa
regresyon modeli,

n=Xb+ u (3.25)

haline getirilir. Sonug olarak 3.25 nolu esitlik dogrusal regresyon modelinden baska bir

sey degildir. Model parametresi en kii¢lik kareler tahmin edicisi,
b= (X'X)"'X'n (3.26)
ile tahmin edilir.

Klasik dogrusal normal regresyon modelinin genel varsayimlari bu teorinin biitiin

durumlarinda uygulanabilir. b en iyi dogrusal yansiz tahmin edicidir ve normal

dagilimhdir.
E(b)=»b (3.27)
Var(b) = 62(X'X)™? (3.28)
olmaktadir.

3.4.1. Dogrusal Spline Regresyon

Dogrusal spline regresyon modeli egim katsayilarinin dogrudan yorumlanmasina
olanak saglar. Ancak uyum iyiligi baz1 verilerde veya belli bir aralik iizerinde zayif

olabilir. Diger bir dezavantaj1 da diiglim noktalarinda tiirevlerinin stireksiz olmasidir®’®.

Dogrusal spline, siirekli parcali dogrusal bir fonksiyondur. Yani diiz dogru
parcalarindan olusan siirekli bir fonksiyondur279. Dogrusal splinenin temel mantigi
herhangi bir siirekli fonsiyonun parcali dogrusal fonksiyonlarla istege bagli olarak 1yi

bir sekilde tahmin edilebilmesidir®®’. Parcali dogrusal spline regresyon modeli, bagimsiz

8 Sung, s.14.
2% Horowitz, Loughran, and Savin, s.2.
280 Horowitz, Loughran, and Savin, s.8.
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degisken ekseni iizerinde farkli araliklar i¢in farkli dogrusal iliskileri Oneren bir

modeldir®®.

Pargali dogrusal modeller aslinda, spline fonksiyonlarin 6zel bir durumudur.
Parcali dogrusal spline regresyonda, tahmin edilecek regresyon dogrusunun siirekli
olmasi gerektigi kisitlamasiyla egimdeki degismelerin belirlenmesine olanak saglanlrzgz.
Spline regresyon dogrusal oldugunda, diigiim noktalarinda fonksiyonlarin esit olmasi

saglanir. Fakat fonksiyonlarin egimleri farkl olabilir®®,

Esitlik 3.29’da kisitlamasiz dogrusal spline regresyon modelinin genel formu

gosterilmistir.

1 k 1

Esitlik 3.29°daki genel forma gore, bir diigiim noktali yani iki parcali siireksiz

dogrusal spline regresyon modeli®®,

0 1
Y(x) =a; +axx, + blO(xt - fl)+D1o + bll(xt - 51)+D11 +e

Y(x) = a; + azx; + bygDyo + bll(xt - 51)D11 + e
biciminde yazilir. Bu esitlik,

a; + ax,, x<¢

3.30
a; + azx; + bygDyg + bll(xt - fl)Dn. x>¢ (3:30)

Y(X) = {

seklinde parcali olarak esitlik 3.30°daki gibi yazilabilir. Burada x < & ise D = 0 ve

x> &ise D =1 degerini alir.

Esitlik 3.29°da belirtilen model iizerinde baz siireklilik kisitlamalar1 uygulanarak

katsayilar1 azaltilmig bir model gelistirilebilir. Dolayisiyla by, katsayisi ¢ikarilarak

esitlik 3.31°deki gibi model siirekli hale getirilir?®.

281 William Mendenhall and Terry Sincich, A Second Course in Statistics: Regression Analysis, Fifth
Edition, Prentice Hall, New Jersey 1996.

%82 pindyck and Rubinfeld, s. 117.

283 Marsh ve Cormier, s.4.

284 Mendenhall and Sincich, s.455.

%85 Marsh, “Estimating the Number of and Location of Knots in Spline Regression”, s.62.
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1

k
Y(x) = z a;xt + Z by (% — fi)+Di1 + e, (3.31)

i=0 i=1
Esitlik 3.31°deki genel forma gore, bir diigiim noktali yani iki parcali stirekli

dogrusal spline regresyon modeli,
Y(x) =a, + a,x; + bil(xt — 61)+D11 +e;
biciminde yazilir. Bu esitlik,

a1 + azxt, X S E

3.32
a, + azx; + bll(xt — fl)Dll, x>¢& ( )

Y(X) = {

seklinde parcali olarak esitlik 3.32’deki gibi yazilabilir. Burada x < & ise D =0 ve

x > &ise D =1 degerini alir®®®
3.4.2. Kareli (Kuadratik) Spline Regresyon

Kareli spline regresyonun, dogrusal spline regresyona gore avantaji, dagilim
grafiginde dip ve tepe noktalarin tahmininde daha iyi olmasidir®®’. Spline regresyon
kareli olarak alindiginda, diigim noktalarinda hem fonksiyonlar hem de fonksiyonlarin
egimleri esittir. Fakat egimlerin degisim orani farklidir®. Esitlik 3.33’te kisitlamasiz
kareli spline regresyon modelinin genel formu gosterilmistir.

P(x) = (3.33)

MN
H-...
Mw
||MN
Ay
~.
~
35
f”
—
S
~
+
D

i=0 =1

Esitlik 3.33’deki genel forma gore, bir diiglim noktali yani iki parcali siireksiz
kareli spline regresyon modeli,

0 1
Y(x) = a1 + azxt + agxtz + blo(xt - fl)+D10 + bll(xt - fl)+D11 +
2
b12(xt — 51)+D12 +e

2
Y(x) = ay + apx; + azxf + bigDyo + bll(xt - 51)D11 + b1 (xt - 51)+D12 + e

%86 Rudolf J. Freund, William J. Wilson and Ping Sa, Regression Analysis: Statistical
Modeling of a Response Variable, Second Edition, Academic Press, San Diego 2006, s.279.

%87 David Ruppert, Matt P. Wand and Raymond J. Carroll, Semi Parametric Regression, Cambridge
University Press, New York 2003, s.68.

28 Marsh ve Cormier, s.4.



75

biciminde yazilir. Bu esitlik,

a, + a,x; + azx?, x<¢&
Y(X) = ) 2
al + azxt + a3xt + b10D10 + bll(xt - gl)Dll + blz (Xt - 51)+D12, X > f
seklinde pargali olarak yazilabilir. Burada x < £ise D = 0ve x > ¢ ise D = 1 degerini

alir.

Esitlik 3.33’te belirtilen model {lizerinde bazi siireklilik kisitlamalar1 uygulanarak
katsayilar1 azaltilmig bir model gelistirilebilir. Dolayisiyla by, katsayisi ¢ikarilarak

esitlik 3.34’deki gibi model siirekli hale getirilir.

2
a;x' +
i=0 i

2
Z by (x — &), (3.34)

=1

k
P(x) =
=1
Esitlik 3.34’deki genel forma gore, bir diiglim noktali yani iki pargali sabiti

kisitlandirilmis siirekli kareli spline regresyon modeli,
) 2
Y(x) = a; + axx, + azxf + bll(xt - 51)D11 + b12(xt - 51)+D12 + e
biciminde yazilir. Bu esitlik,

a, + ayx, + azx? x<§&
YX) = ) 2
a; + azxe + azxy + bll(xt - 51)D11 + b12(xt - 51)+D12 x><
seklinde pargali olarak yazilabilir. Burada x < £ise D = 0ve x > £ ise D = 1 degerini
alir™. Esitlik 3.34’te belirtilen model siirekli hale getirilmistir ancak birinci dereceden
tiirevlerin esit olmamasindan dolay1 diiglim noktalarinda keskin koseler olusabilir. Bu
keskin koseler b;; katsayisimin sifir yapilmasiyla diizgiinlestirilebilir. Yani her bir
diigiim noktasinda birinci tiirevlerin esit olmasit kosuluyla diiglim noktalarinda keskinlik

azaltilir. Sonug olarak esitlik 3.35’deki gibi bir model elde edilir®™.

2 k

PO = ) apd + ) by (x — (3.35)

i=0

289 Freund, Wilson and Sa, s.280.
2% Marsh, “Estimating the Number of and Location of Knots in Spline Regression”, s.62.
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Esitlik 3.35’deki genel forma gore, bir diiglim noktali yani iki parcali sabiti
kisitlandirilmig ve digiim noktasinda birinci derece tiirevli siirekli kareli spline

regresyon modeli,
2
Y(x) = ay + ax; + azx? + by, (x; — 51)+D12 + e,
bi¢iminde yazilir. Bu esitlik,

a; + ax; + azx?, x<¢&

Y(X) = 2
a, + ax; + azx? + blz(xt — fl)+D12, x>¢&

seklinde pargali olarak yazilabilir. Burada x < £ise D = 0 ve x > £ ise D = 1 degerini

alir.
3.4.2.1. Kareli Spline Regresyonla Mevsimselligin Hesaplanmasi

Robb(1980), kareli spline regresyon modelle mevsimselligin hesaplanmasina
iliskin bir model gelistirmistir. Buna gore, regresyon modelinin esitlik 3.36’daki gibi

oldugu Varsayllslnzgl.
Y; = A(s) + B(s)X; + e; (3.36)
t=12,..,12*k
s=1.2,..,12

Burada s indeksi aylar1 ve t indeksi ise k adet yildaki aylara ait gdzlemleri
gostermektedir. Y bagimli degiskenin ve X bagimsiz degiskenin gozlem degerlerini
gostermektedir. A ve B tahmin edilecek parametreler olup, yilin ayina gére degismesine

olanak saglanir. e ise regresyon modelinin hata terimidir.

B parametresi mevsimlerle birlikte degismekte ve A parametresi ise sabit
tutulmaktadir. B(s)’nin Sekil 3.1°de verilen durum uygun oldugu varsayilsin. Sekil
3.1°de (+) isareti ile gosterilen noktalar 12 ayr1 katsaymin tahminleri olarak
diistintilebilir. Sekil 3.1°de gosterilen yilin dort ayr1 parcasinin her birine polinom
tahmin edilmesiyle birlikte B, C, D ve E(=A) diigiim noktalarinda siirekliligin ve
diizglinliiglin saglanmasi1 gerekmektedir. Bu amagla ikinci dereceden kareli polinom

uygulanmistir. Boylece B(s) fonksiyonu esitlik 3.37’deki gibi yazilir.

21 Robb, 5.321.
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Sekil 3.1. Bir Regresyon Katsayisinin Mevsimsel Model Egrisi

B(s) = ay + a;s + ays? + [by + by (s — 3) + by(s — 3)?]D;5 + [co +
c1(s = 6) + c;(s — 6)?]Dg + [dy + d1(s —9) + dy(s — 9)?] D, (3.37)

Esitlik 3.37’de D3, Dg ve Dg golge degiskenlerdir. Buna gore, s = 3 ise D3 = 1,
diger durumlarda D; =0, s = 6 ise Dy = 1, diger durumlarda Dg = 0 ve s =9 ise
Dy = 1, diger durumlarda Dy = 0 olur. B(s)’nin B,C,D ve E diigim noktalarinda

siirekli olmas1 gerektiginden ilave kisitlamalar gerekmektedir. Oncelikle esitlik
3.37°de””,

by =0 (3.38)
=0 (3.39)
dy =0 (3.40)

ap = ag + 12a, + 144a, + 9b; + 81b, + 6¢; + 36¢, + 3d, + 9d, (3.41)

Kisitlamalar1 belirlenir. Cilinkii by, ¢, Ve d, sabitlerinin sifira esitlenmesiyle
regresyon egrisinin B, C ve D diigiim noktalarinda siirekli olmas1 saglanir. E noktasi
yilin son ay1 aralik (s = 12) ve yeni yilin basglangici (s = 0) arasindaki nokta oldugu i¢in,
stirekliligin saglanmasi amaciyla s =12 alinarak esitlik 3.37°de yerine koyulursa esitlik
3.41°deki kisitlama elde edilir. Boylece tahmin edilecek parametre sayis1 12’den 8’e

diiser.

22 Robb, 5.322.



78

Daha diizgiin siirekli bir regresyon egrisi elde etmek i¢in B(s) fonksiyonunun
diigiim noktalarinda parcali fonksiyonlarin birinci dereceden tiirevlerinin esit olmasi

saglanir. Bunun i¢in de,

by =0 (3.42)
¢, =0 (3.43)
d; =0 (3.44)
a; = ay + 24a, + 18b, + 12¢, + 6d, (3.45)

ilave kisitlamalar1 gerekmektedir. Burada da esitlik 3.37°nin s’ye gore birinci dereceden
tirevi alinarak, s = 12 degeri yerine koyulursa esitlik 3.45 kisitlamasi elde edilir.

Boylece tahmin edilecek parametre sayis1 8’den 4’e diiser.
Esitlik 3.41 ve 3.45’deki kisitlamalarda gerekli diizenlemeler yapilirsa,
0 =12a, + 144a, + 9b; + 81b, + 6¢4 + 36¢, + 3d; +9d, (3.46)
0 = 24a, + 18b, + 12¢, + 6d, (3.47)

esitlikleri elde edilir. Esitlik 3.42-3.44’deki kisitlamalar geregi, esitlik 3.46’da by, c; ve
d, sifir alinip, a, yerine de (—=18b, — 12¢, — 6d,) /24 ifadesi yazilirsa®*®,

0 = 12a, + 144 (W) + 81b, + 36¢, + 9d, (3.48)
0 = 12a, — 27b, — 36¢, — 27d, (3.49)
a, = 2,25b2 + 3C2 + 2,25d2 (350)

esitligi elde edilir. a, ifadesi ise,

18 12 6

a2=_ZbZ_ZC2_Zd2 (351)
18 12 6

aZZ_ZbZ_ZCZ_EdZ (352)

bi¢iminde elde edilir.
Tiim kisitlamalarin esitlik 3.37°de yerine yazilmasiyla,

B(S) =Qay + (2,25b2 + 3C2 + 2,25d2)5 + (_0,75b2 - 0,5C2 - 0,25d2)52 +
by(s — 3)2Ds + €5 (s — 6)2Dg + dy(s — 9)2D, (3.53)

29 Robb, 5.322.
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esitligi elde edilir. Esitlik 18, b,, ¢, ve d, ortak parantezinde yeniden diizenlenirse,

B(s) = ag + b,[2,25s — 0,755 + (s — 3)?D3] + ¢,[35s — 0,552 + (s —
6)2Dg] + d,[2,255 — 0,2552 + (s — 9)2D,] (3.54)

esitligi elde edilir. Esitlik 3.54’teki koseli parantez i¢i terimler sirasiyla Sz, Sg ve Sy
olarak kisaltilir ve Esitlik 3.36’da yerine koyulursa,

Yt = A + aoxt + bz(SgXt) + C2(56Xt) + dz(SgXt) + et (355)

biciminde olur. Esitlik 3.55’teki bilinmeyen bes parametre en kiiciik kareler yontemiyle
tahmin edilebilir. Alternatif olarak, mevsimsel oriintii egimden ziyade sabitle iliskili

olsaydi, tahmin edilecek denklem asagidaki gibi olacakti.
Yt = AO + 32(53) + CZ(SG) + Dz(Sg) + BXt + e (356)
3.4.3. Kiibik Spline Regresyon

Kiibik spline regresyonun kareli regresyona gore avantaji, dagilim grafiginde dip
ve tepe noktalarin tahmininde kareli spline regresyondan daha esnektir®®. Kiibik spline
regresyon, dogrusal olmayan veri setlerine daha iyi tahminler yapmak i¢in uygun
tekniklerden biridir®®. Yiiksek mertebeli splinelar, veriye daha esnek ve ¢ok diizgiin bir

296

sekilde regresyon egrisi uydurmak icin kullanilir®™. Bunlardan biri olan kiibik splinelar,

diigiim noktalarinda ikinci tiirevleri stirekli olan pargali kiibik polinomlard1r297. Kiibik
splinelar yaygin bir sekilde kullanilmaktadir ve kiibik splinelardan bagka daha yiiksek

mertebeli splinelarin kullanimi pek tercih edilmemektedir®®®,

Spline regresyon kiibik olarak alindiginda, fonksiyonlarin egimleri ve egimlerin
degisim oranlariyla birlikte fonksiyonlar kisitlandirilir. Verilere uygun bir tahmin

yapilirken, egrinin ¢ok diizgiin ve esnek olmasi istenildigi durumlarda kiibik splinelar

299

daha yaygin bir sekilde kullanilmaktadir™. Kiibik splinelar1 kullanan parametrik

2% Keele, s.55.

% Sung, s.14.

2% K ommineni, Basu and Vemuri, 5.242.
297 Chib and Greenberg, s.324.

2% Phillips and Taylor, s.3.

29 Marsh ve Cormier, s.4.
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olmayan regresyon yontemi, egri tahmini igin etkin, esnek ve yaygin bir sekilde

uygulanabilirligi olan bir yaklaslmdlrsoo.

Kiibik spline regresyon, temelde kiibik spline interpolasyon yontemiyle aynidir.

Kiibik spline regresyon ve kiibik spline interpolasyon yontemi arasindaki farklilik,

diigiim noktasi sayisiin kiibik spline regresyonda az olmasidir®®,

Esitlik 3.57°de kisitlamasiz kiibik spline regresyon modelinin genel formu

gosterilmistir.
3 k 3
; j
P(x) =Zaix +ZZbU (x—fi)+ (3.57)
i=0 i=1 ]=O
Esitlik 3.57°deki genel forma gore, bir diigiim noktali yani iki pargali siireksiz
kiibik spline regresyon modeli,
) 3 0 1
Y(x) = a1 + azxt + a3xt + a4_xt + blo(xt - fl)+D10 + bll(xt - fl)+D11 +
2 3
b12(xt — 51)+D12 + by3 (xt - fl)+D13 + e
Y(x) = a1 + azxt + a3xt2 + a4xt3 + b10D10 + bll(xt - fl)Dll + b12 (xt -
2 3
51)+D12 + b13(xt - 51)+D13 + e
biciminde yazilir. Bu esitlik,

ay + azxe + azxf + aux3, x<¢

Y(X) = {
ay + azxy + asxf + agxd + bigDig + b1y (¢ — E1)Dyq + bip (6 — &)3D15 + biz(xp — &)3D13, x> &

seklinde pargali olarak yazilabilir. Burada x < £ise D = 0 ve x > ¢ ise D = 1 degerini

alir.

Esitlik 3.57°de belirtilen model tizerinde baz siireklilik kisitlamalar1 uygulanarak
katsayilar1 azaltilmis bir model gelistirilebilir. Dolayisiyla by, katsayist ¢ikarilarak

esitlik 3.58”deki gibi model siirekli hale getirilir.

P(x) = ZB: a;x' + zk: 23: b;; (x — fl.)i (3.58)

3% silverman, “Some Aspects of the Spline Smoothing Approach to Non-Parametric Regression Curve
Fitting”, s.1.
% Guo and White, s.344.
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Esitlik 3.58’deki genel forma gore, bir diiglim noktali yani iki pargali sabiti
kisitlandirilmus stirekli kiibik spline regresyon modeli,

2

Y(x) = ay + azx; + azx? + agxi + byq (%, — §)Dyq + by (x, — 51)+D12 +
3

b13(xt - 51)+D13 + e

biciminde yazilir. Bu esitlik,

ay + azxe + azxf + aux?, x<é
ay + azx; + azxf + agx} + by (¢ — §)D1q + by (X — &)5D1p + bis(xe — §)3Di3, x> ¢

Y(X) ={

seklinde pargali olarak yazilabilir. Burada x < £ise D = 0ve x > ¢ ise D = 1 degerini

alir.

Esitlik 3.58’de belirtilen model siirekli hale getirilmistir ancak birinci dereceden
tiirevlerin esit olmamasindan dolay1 diigiim noktalarinda keskin koseler olusabilir. Bu
keskin koseler by; katsayisinin sifir yapilmasiyla diizgilinlestirilebilir. Yani her bir
diigiim noktasinda birinci tlirevlerin esit olmasi kosuluyla diigiim noktalarinda keskinlik

azaltilir. Sonug olarak esitlik 3.59°daki gibi bir model elde edilir.

3

P(x) = 23: a;xt + Zk: Z b (x - fi)i (3.59)
i=0

i=1 j=2

Esitlik 3.59’daki genel forma gore, bir diiglim noktali yani iki parcali sabiti
kisitlandirilmis ve diiglim noktasinda birinci derece tiirevli siirekli kiibik spline

regresyon modeli,
2 3 2 3
Y(x) = a1 + azxt + agxt + a4xt + blz(xt - fl)+D12 + b13(xt - El)+D13 + et
biciminde yazilir. Bu esitlik,

a, + ayx; + azx? + agx}, x<§&
ay + azxe + azxf + agx? + b1, (xp — &)5 D1y + bis(xe — §)3D13, x> &

Y(X) ={

seklinde pargali olarak yazilabilir. Burada x < £ ise D = 0 ve x > ¢ ise D = 1 degerini

alir.

Esitlik 3.59°daki modelde diigiim noktalarinda ikinci dereceden tiirevler esit
degildir. Ikinci dereceden tiirevlerin esitlenmesiyle regresyon dogrusundaki piiriizliiliikk

daha diizgiin hale getirilir. Dolayisiyla b, katsayisinin sifir yapilmasiyla daha diizgiin
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regresyon dogrusu elde edilir. Sonug olarak esitlik 3.60°daki gibi en diizgiin kiibik

spline regresyon modeli bulunmus olur.

3

k
P(x) = Z a;x' + Z bis (x — fi)i (3.60)
i=1

1=0

Esitlik 3.60’daki genel forma gore, bir diiglim noktali yani iki parcali sabiti
kisitlandirilmis ve diigiim noktasinda ikinci derece tiirevli siirekli kiibik spline

regresyon modeli,
2 3 3
Y(x) = ay + a,x; + asxf + a,x;i + bys (xt - fl)+D13 +e;
biciminde yazilir. Bu esitlik,

a, + ayx, + azx? + ay, x<¢&
ay + azxe + azxf + agx? + biz(xy —&)3D13, x> ¢

Y(X) = {

seklinde pargali olarak yazilabilir. Burada x < £ise D = 0ve x > ¢ ise D = 1 degerini

alir.
3.4.3.1. Suits ve Ark. Tarafindan Gelistirilen Kiibik Spline Regresyon

Dogrusal ve kareli spline regresyona gore daha esnek olan kiibik spline regresyon
bircok uygulama i¢in yeterlidir. Kiibik spline regresyon yapist Sekil 3.2°de
gosterilmistir. X ekseni li¢ parcaya ayrilmistir.

Y

Xo X X . €

Sekil 3.2. Pargali Polinom Regresyon
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Ug aralikta tanimlanan kiibik spline regresyon modeli asagidaki gibi olusturulur.
Suits ve ark. tarafindan Onerilen kiibik spline regresyon modelinde diigiim noktalar

arasindaki uzakliklarin esit oldugu Varsayllmaktadlrsoz.

Y =la; +b;(X —Xo) + c1(X —Xo)* + di(X — X0)?ID; + [a; + by(X — X;) +
(X —X1)?+dy(X — X1)31D, + [az + bs(X — X3) + c3(X — X2)* +
ds(X — X,)%1Ds + u (3.61)

Burada, X,, X;, X, ve X5 diigiim noktalar1, D;, golge degisken, a;, b;, ¢; Ve d;
tahmin edilecek parametre katsayilar1 ve u ise tlim regresyon varsayimlarinin saglandigi

hata terimidir.

Esitlik 3.61, kisitlanmamuis (kesikli) kiibik spline regresyon modelidir. Arzu edilen
kiibik spline regresyon modelini elde etmek icin ilave kisitlar gerekmektedir. Buna gore,
Esitlik 3.62 ve 3.65’te, a; lzerindeki kisitlamayla diiglim noktalarinda sag ve sol
araliktaki fonksiyon degerlerinin esit ve fonksiyonun siirekli olmasi saglanir. Esitlik
3.63 ve 3.66°da, b; iizerindeki kisitlamayla diigiim noktalarinda sag ve sol araliktaki
fonksiyonlarin birinci tiirev degerlerinin esit olmasi saglanir. Aym sekilde, esitlik 3.64
ve 3.67°de, c; lizerindeki kisitlamayla diigiim noktalarinda sag ve sol araliktaki

fonksiyonlarin ikinci tiirev degerlerinin de esit olmasi saglanir.

a, = a, + by (X; — Xo) + c1 (X1 — X)? + d1 (X; — Xo)3 (3.62)
b, = by + 2¢,(X; — Xo) + 3d,(X; — Xo)? (3.63)
c, =c; +3d,(X; — Xp) (3.64)
as = a; + by(X, — Xq) + c;(Xo — X1)? + dy (X, — X7)3 (3.65)
by = by + 2¢,(X, — X;1) + 3d,(X, — X;)? (3.66)
c3 =Cy +3d, (X, — X1) (3.67)

Esitlik 3.65-3.67°deki kisitlarinin a4, by, ¢, Ve d; cinsinden yeniden diizenlenmesi

sonucu, esitlik 3.68-3.70 elde edilir.

%02 guits, Mason ve Chan, s.134.
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az =a; + by (X; — Xp) + ¢, (X1 — Xo)z +d; (X1 — X0)3 + [by + 2¢1 (X, —
Xo) +3d1 (X1 — X0)?1(Xy — X)) + [c1 + 3d1 (X — Xo)] (X2 — X1)* +
dy(X, — X1)3

az =a; + by (X; — Xp) + ¢, (X1 — Xo)z +d; (X1 — X0)3 + b (X, — Xp) +
2¢1(X; — Xo) (X — X1) +3d, (X — X0)* (X2 — X)) + 1 (X — X1)* +
3d, (X1 — Xo) Xz — X1)? + d (X, — X,)3 (3.68)

bs = by + 2¢; (X1 — Xo) + 3d1(X; — Xo)? + 2[c; + 3d,(X; — Xo)] (X, — X1) +
3d, (X, — X;)?

Xo)(Xz — X1) + 3d,(X; — X1)? (3.69)

C3 =C1 + 3d1(X1 — Xo) + 3d2(X2 - Xl) (370)

Esitlik 3.62-3.67°deki kisitlarin esitlik 3.61°de yerine yazilmasiyla esitlik 3.71
elde edilir.

Y =[a; + b (X — Xo) + 1 (X — Xo)? + d (X — X0)3]1Dy + {[a;y + b, (X; —

Xo) + c1(X1 — Xo)? + di (X1 — X0)3] + [by + 2¢,(X; — Xo) + 3d, (X1 —
X0)?1(X = X1) + [c1 4+ 3d, (X1 — X)X — X1)* + d,(X — X,)°}D, +

{lay + by (X; — Xo) + c; (X1 — X0)? + d1 (X1 — Xo)3 + b1 (X, — X)) +

2¢; (X — Xo) (X — X1) + 3d, (X1 — Xo)?(Xz — X)) + ¢ (X, — X1)? +

3d,(X; — Xo) Xy — X)?2 + dy (X, — X)3] + [by + 2¢,(X; — Xo) +

3d,(X; — Xo)% + 2¢,(X, — X1) + 6d, (X, — Xo) (X, — X1) + 3d,(X, —
X)X — X,) + [cq +3d,(X; — Xp) + 3d,(X, — X)) ](X — X,)% +

d;(X — X,)3}D; +u (3.71)

Esitlik 3.71°de D, D, ve D3 koseli parantezlerinin acilarak yeniden
diizenlenmesiyle esitlik 3.72 elde edilir.

Y =a;D; + by (X — Xo)Dy + ¢;(X — Xo)?Dy + dy(X — Xo)3Dy + a,D; +
b1 (X1 — Xo)Dp + ¢1 (X1 — X0)?Dy + dy (X1 — Xo)*D, + by (X — X{)D, +
2¢1 (X1 — Xo)(X — XD, + 3d; (X; — Xo)*(X — X1)D; + ¢1(X — X1)*D, +
3d, (X1 — Xo)(X — X1)?D, + d(X — X1)*D, + a; D3 + by (X; — Xo)D5 +
¢ (X1 — Xo)?D3 + dy(X; — X)®Ds + by (X, — X1)D3 + 2¢1 (X1 — Xo) (X, —
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X1)D3 + 3dy (X; — Xo)*(X; — X1)D3 + c1(X; — X1)?D3 + 3d1(X; —

Xo) (X2 — X1)?D3 + d (X3 — X1)°D3 + by (X — X3)D3 + 2¢1(X; — Xo) (X —
X2)D3 + 3d;(X; — Xo)*(X — X2)D3 + 2¢1(X; — X1) (X — X2)D5 + 6d; (X, —
Xo)(Xz — X1)(X — X3)D3 + 3d,(X, — X1)?(X — X2)Ds + ¢, (X — X,)?D3 +

3d; (X1 — Xo) (X — X3)?D3 + 3d,(X; — X1)(X — X3)?D3 + d3(X — X3)°D3 +

u (3.72)

Esitlik 3.72°de b terimlerinin bir araya getirilerek diizenlemesiyle esitlik 3.73 elde
edilir.

by (X — Xo)Dy + by (X; — Xo)Dz + by (X — X1)Dz + by (X1 — Xo) D3 +
by (X — X1)D3 + by (X — X5)Ds

by (X — Xo)Dy + byDy(Xy — Xo + X — Xy) + byDs(Xy — Xo + Xy — Xy + X —
X3)

by (X — Xo)D1 + by (X — Xo)D; + b1 (X — Xo)D3 = by (X — Xo)(D1 + D; + D3)
b, terimi: by (X — X,) (3.73)

Esitlik 3.72’de ¢ terimlerinin bir araya getirilip diigiim noktalar1 arasindaki

uzakliklarin da esit oldugu dikkate alinarak diizenlemesiyle esitlik 3.74 elde edilir.

¢1(X = Xo)?Dy + c1(Xy — X0)? Dy + 2¢,(X; — Xo)(X — X1)D; + ¢, (X —
X1)?Dy + c1(Xy — X0)? D3 + 2¢1(Xy — Xo)(X; — X1)D3 + ¢, (X, — X1)?Ds +
2¢1(X1 — Xo) (X — X,)D3 + 2¢1 (X, — X1)(X — X3)D3 + ¢ (X — X2)2D3

c1(X = X0)?Dy + c1D,{(X1 — Xp)* + 2(X; — X)) (X — X)) + (X — X)*} +
c1D3{(X; — Xo)? + 2(X; — Xo) (X2 — X)) + (X2 — X1)* + 2(X; — Xo) (X —
X)) +2(X, — X)X — Xp) + (X — X,)%}

¢, terimi:
e {(X = X0)2Dy + ((Xy = Xo) + (X = X)) D, + (20X, = X,) veya 2(X; -
X)) + (X = X,)) Dy (3.74)

Esitlik 3.72’de d; terimlerinin bir araya getirilip diiglim noktalar1 arasindaki

uzakliklarin da esit oldugu dikkate alinarak diizenlemesiyle esitlik 3.75 elde edilir.
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di(X —Xo)3D; + dy (X1 — Xo)3D, + 3d, (X1 — Xo)?(X — X,)D, +

3d; (X1 — Xo) (X — X1)?D; + dy (X1 — X)) D5 + 3d; (X1 — Xo)? (X — X1)D; +
3d,(X; — Xo) (X5 — X1)?D5 + 3d,(X; — Xo)?(X — X,)D3 + 6d,(X; — Xo) (X, —
X)X — X,)D3 +3d,(X; — Xo)(X — X,)?Dy

d, terimi:

di{(X = X¢)>D; + [(X; — Xo)® + 3(X1 — Xp)*(X — X;) + 3(X; — X)) (X —
X1)?1D, + [7(X1 — Xo)? veya 7(X, — X1)® + 9(X; — Xo)* (X — X;) veya 9(X;, —
X1)?(X — X;) + 3(X; — Xo) (X — X,)*|Ds} (3.75)

Esitlik 3.72’de d, terimlerinin bir araya getirilip diiglim noktalar1 arasindaki

uzakliklarin da esit oldugu dikkate alinarak diizenlemesiyle esitlik 3.76 elde edilir.

dy(X — X1)°Dy + dp (X — X1)D3 + 3d,(X; — X1)?(X — X5)D3 +
3d,(Xy — X1)(X — X3)?Ds

d, terimi:

d2f{(X — X1)°D;y + [(X2 — X1)° + 3(Xz — X)) (X — X2) + 3(X; — X)) (X —
X))} (3.76)

Esitlik 3.72°de tiim terimlerin diizenlenmesiyle birlikte yeni durum esitlik

3.77°deki gibi elde edilir.
2
Y = ay + by (X = Xo) + ¢ {(X = Xo)2Dy + ((X; = Xo) + (X = X,)) D, +

(20X, = Xo) veya 2(X; — X1) + (X — X5)) D3} + dy {(X — X,)°D; +

[(X1— X0)3 +3(X1 — X0)?(X — X1) + 3(X; — Xo) (X — X1)?]D, +

[7(X1 — Xo)3 veya 7(X, — X1)3 + 9(X; — X0)?(X — X,) veya 9(X, — X)?(X —
X))+ 3(X; — Xo) (X — X2)?]D3} + do{(X — X1)3D, + [(X, — X1)3 +

3(X; — X1)?(X — Xp) +3(X, — X)X — X))} +d3(X — X,)°D; +u (3.77)

Daha 6nce de belirtildigi iizere diiglim noktalar1 arasindaki uzakliklar esitti. Buna
gore, digiim noktalar1 arasindaki uzaklik (X; — X)) =X, — X)) =X;—-X,)=m
gibi bir deger olsun. Esitlik 3.77°de m degerleri yerine yazilirsa esitlik 3.78 elde

edilir®®,

303 guits, Mason ve Chan, s.134.
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Y = a3 + by (X = Xo) + €1 {(X = Xo)?Dy + (m + (X — X,)) D, +
(2m + (X = X2))"Da} + dy {(X = Xo)3Dy + [m® + 3m?(X — X;) +

3m(X — X)?]D, + [7m3 + 9m?(X — X,) + 3m(X — X,)?]D3} + d,{(X —
X1)3D, + [m3 + 3m?(X — X;,) + 3m(X — X,)?|Ds} + d5 (X — X,)3D; + u(3.78)

Esitlik 3.78’deki bes degiskenden olusan kiibik spline regresyon, aslinda Y’ nin
coklu bir regresyonudur. Pratikte kullanmak i¢in daha kolay olan ve daha fazla sayidaki
aralik igin genellestirme yapilmasina olanak saglayan bir denklem elde etmek igin
esitlik 3.78’de birka¢ ilave islem yapilir. Bu amagla, X > X; ise D/ =1 diger
durumlarda D; = 0 olmak tizere D; ve D; gibi yeni golge degiskenler seti olusturulur.
Yani, X > X, ise D; = 1, diger durumlarda D; = 0 degerini alir. Ayn1 sekilde, X > X,

ise D; = 1, diger durumlarda D; = 0 degerini alir.

Bu notasyonlarin uygulanmastyla esitlik 3.78’¢ es deger olan esitlik asagidaki gibi

ifade edilir.

Y = a1 + bl(X _Xo) + Cl(X _Xo)z + dl(X _X0)3 + (dz - dl)(X - X1)3D; +
(ds — d2)(X — X3)°D; (3.79)

Esitlik 3.78’deki gibi 3.79°da bes degiskenli ¢oklu bir regresyondur. Regresyon
katsayilar1 a,, by, c¢; ve d; dogrudan hesaplanabilir. d, ve d5 ise son iki katsayidan

hesaplanabilir.

Dortten fazla diiglim noktasi yani ligten fazla aralik oldugu zaman, esitlik
3.79°daki spline regresyon modeli uygulanabilir. Buna gore, k i¢ diiglim noktasi sayisi
olmak {izere, X ekseni lizerinde, X, X3, ..., X;4+1 noktalarinda tanimh k + 1 araliklarina
uydurulan kiibik spline regresyon modelinin genellestirilmis hali asagidaki gibi

yaz111r304.

k
V=@ by (X = X)) + (X = Xo)? + dy (X = X0 + ) (disy = d)(X = X)*D;

=1

304 5uits, Mason ve Chan, s.135.
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3.4.4. Splinelarin Kismi Siralamasi

Diizgiinlestirme diizeylerini birlestirme, hem dogrusal hem de kareli terimlerin
ayni modelde oldugu dogrusal-kareli spline model gibi bir karma spline regresyon
modeli olusturabilir. Sekil 3.3’te, iki pargali yani tek bir diigiim noktasinin oldugu
dogrusal ve kareli spline regresyon modellerinin farkli varyasyonlari gosterilmistir.
Yani dogrusal ve kareli spline regresyon modellerinin farkli durumlar i¢in kismi

siralamasi yap11m1§t1r305.

Sekil 3.3’e gore, L basit dogrusal, Q kareli ve C ise kiibik polinom regresyon
modellerini gostermektedir. LAL, sabit terimi kisitlandirilmis siirekli dogrusal spline
regresyonu, L~Q, ilk parcanin dogrusal ve ikinci par¢anin kareli oldugu, ayn1 zamanda
da digliim noktasinda birinci derece tiirevin siirekli oldugu spline regresyonu
gostermektedir. L_L, kesikli olan kisitlandirilmamis dogrusal spline regresyonu, LAQ,
ilk parcanin dogrusal ve ikinci parcanin kareli oldugu ancak diigim noktasinda birinci
derece tiirevinde kesikli olan spline regresyonu ve Q~Q, en diizgiin kareli spline
regresyonu (sabiti kisitlandirilmis ve diigiim noktasinda birinci derece tiirevi siirekli)
gostermektedir. L Q, ilk parcanin dogrusal ve ikinci par¢anin kareli oldugu kesikli
spline regresyonu, QAQ, sadece sabiti kisitlandirilmig siirekli kareli spline regresyonu

ve Q_Q ise kisitlandirilmamus kesikli spline regresyon modelini gostermektedir.

%05 Smith, “Splines As a Useful and Convenient Statistical Tool”, s.60.
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LAL  _______. L~Q ccmmme. Q
[1,x,(x-1)] [1,%,(x-£)2] [1,%,5?]
L ______ LAQ =—cccwe=- Q-Q
[l,X,(X—t),(X—t)O] [l,X, (X—t)z,(X-t)] [1,x,x2,(x-t)2]
LQ ====---. QAQ
[1,%,(x-1)2, (x-1),(x-1)°] [1,%,%2,(x-1)?,(x-1)]
Q_Q

[1,%,%2,(x-t)2,(x-1),(%x-1)°]

L: Dogrusal, Q: Kareli, C: Kiibik polinomlar
_: Kisttlandiriimanusg spline
A Stirekli spline

~: Digim noktasmnda birinci derece tiirevi de siirekli olan spline

Sekil 3.3. Splinelarin Kismi Siralamasi

[1,%,%2,%3]
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DORDUNCU BOLUM
SPLINE REGRESYONDA MODEL SECiMi

4.1. MODEL SECIM KRITERLERI

Uygulamalarda genellikle, degisik sayida bagimsiz degisken iceren farklh
modeller tahmin edilerek bunlar arasinda, bazi kriterlere gore en tatmin edici sonuglari

306

veren model, en uygun model olarak segilir™. Modellerin performansi, gozlenen

degerlerle verileri test icin elde edilen tahmini degerlerin birbirlerine ne kadar yakin

olduguyla iliskilidir®®’.

4.1.1. Belirlilik Katsayisi

Yaygin sekilde kullanilan belirlilik katsayisi, regresyon modelinin yeterliliginin
bir dlgiimiidiir. Belirlilik katsayis1 R? ile gosterilir ve bagimh degiskende meydana
gelen degismelerin, modeldeki bagimsiz degisken/degiskenler tarafindan agiklanabilen
oranmi verir. R?’nin degeri 0 ile 1 arasinda degisir. R? degeri biiyiidiikce, Y deki
degisimin modelin bagimsiz degiskenleri ile agiklanan yiizdesi de biiylir ve regresyon
dogrusunun, gézlemlere uyumunun iyiligi artar>>°. Dolayisiyla, R? degerinin 1’e yakin
olmasi, tahmin edilen regresyon dogrusunun verilere uyumunun daha iyi oldugunu

gosterir. R? degeri®®,

(-7 e (h-7)
L =2 X -7

R?=1

RSS ESS

R2=1- =
TSS(RSS + ESS) ~ TSS(RSS + ESS)

esitligiyle hesaplanir. Burada;
RSS: Hata kareler toplami1 (A¢iklanamayan degiskenlik)
ESS: Regresyon kareler toplami1 (A¢iklanan degiskenlik)

TSS: Genel kereler toplami1

306 Recep Tar1, Ekonometri, ikinci Baski, Alfa Basim Yayim Dagitim Ltd. Sti., Istanbul 1999, 5.332.

%7 Dursun Aydin, "A comparison of the Nonparametric Regression Models Using Smoothing Spline and
Kernel Regression”, International Journal of Mathematical, Physical and Engineering Sciences, 2(2),
2008, s.255.

308 Tari, s.78.

%9 Damador N. Gujarati, Basic Econometrics, 4th Edition, McGraw-Hill, New York 2003, 5.538.
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Y: Gozlenen deger

~

Y: Tahmin edilen deger

Y: Gozlenen degerlerin ortalamasidir.

Regresyon kareler toplami1 ve hata kareler toplam1 matrislerle®'?,

ESS=B'X'Y' =Y'[X(X'X)"'X']lY

RSS=Y'[I - X(X'X)"X'lY
bi¢iminde gosterilir. Burada Y, (n X 1) boyutlu bagimli degisken vektorii ve X,
(n X p) boyutlu bagimsiz degisken/degiskenler matrisidir.

R? yaygin olarak kullanilan model se¢im kriteri olsa da, bazi sorunlarla

karsilagilmaktadir®™,

v" Verilen 6rnek buytikliigi icinde tahmini degerler gergek degerlere ne kadar
yakin bulunsalar da, gelecek tahmininde bu garantiyi saglamak miimkiin olmayabilir.

v" R%’lerin karsilastirilabilmeleri i¢in modellerin fonksiyonel yapisinin ve tahmin
edicilerinin ayn1 olmasi gerekmektedir.

v' Modele alinan bagimsiz degisken sayisi arttikca R? degeri de artmaktadir. Bu
yontemle maksimum R?’ye ulasilabilir. Fakat bu durum gelecek tahmin hata
varyansinin da yiikselmesine neden olacaktir. Bu nedenle model se¢im kriteri olarak

alinmasi her zaman yeterli degildir.
4.1.2. Diizeltilmis R?

Regresyonun standart hatasini minimize etme fiizerine dayanir. Modele ilave
bagimsiz degisken eklenmesi sonucu R? degerinde bir artis sdéz konusu olmaktadir.
Bunun nedeni de modele alinan yeni degiskenlerle birlikte serbestlik derecesi kaybinin
hesaba dahil edilmemesidir®®>. Bu amagla Henry Theil, bagimsiz degiskenlerin
katkistyla ortaya ¢ikan R? degerindeki yiikselmeyi onlemek icin R? sembolii ile

gosterilen diizeltilmis R?’yi gelistirmistir. Diizeltilmis R?,

310 Hakverdi, s.6.

31 Meltem Sengiin Ucal, “Ekonometrik Model Se¢im Kriterleri Uzerine Kisa Bir inceleme”, C. U.
Iktisadi ve Idari Bilimler Dergisi, 7(2), s.44.

812 Tari, s.333.
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esitligi ile hesaplanir®™,
RSS: Hata kareler toplam1 (Agiklanamayan degiskenlik)
TSS: Genel kareler toplami
n: Gozlem sayisi
k: Bagimsiz degisken sayisidir.

Diizeltilmis belirleme katsayist her zaman belirleme katsayisindan diistiik ¢ikar.
Bagimsiz degisken sayisinin artmasina karsin Ornek biytkligi ve belirleme
katsayisinin diigmesi durumunda bu iki deger arasindaki fark azalmaktadir. Benzer
sekilde bagimsiz degisken sayisi sabit kaldiginda oOrnek biyiikliigii ve belirleme
katsayisinin yiikselmesi durumunda da bu iki deger arasindaki fark azalmaktadir. Sonug
olarak o6rnek biiyiikligiinii de dikkate alarak hesaplanan diizeltilmis belirleme katsayisi,
ozellikle dogrusal olmayan dagilimlardan elde edilen denklemlerin karsilastirilmasinda

belirleme katsayisina gére daha ¢ok tercih edilmektedir®™,

4.1.3. Bilgi Kriterleri

Bilgi kriterlerinde tesadiifi degiskenin dogru dagilima yakinligi, modelin
gercekligi ve dogru dagilim arasindaki fark ile 6l¢tilmektedir. Yani, dogru ve alternatif
modeller i¢in Y’nin beklenen degerleri arasindaki farkin tahmini ile alternatif modelin
dogru modele yakinlagmasi saglanmaktadir. Bilgi kriterleri Ongdrii hata kareler
ortalamasini minimize etmeye dayan1r315. Bilgi kriterlerinin en genel 6zelligi, iki veya
daha fazla model kiyaslandiginda, en diisiik bilgi kriteri degerine sahip olan modelin

segilmesidir316.

33 Gujarati, 5.537.

314 Sahin, 5.42.

315 Selahattin Giirig ve Ebru Caglayan, Ekonometri Temel Kavramlar, 3. Basim, Der Yaynlari, Istanbul
2010, s.638.

318 Gujarati, 5.537.
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4.1.3.1. Akaike Bilgi Kriteri (AIC)

Modele ilave degisken eklendiginde, bu degiskenlerin modelde yapacagi etkiye
bir smirlama getirme fikri, AIC daha farkli bir sekilde ele alinmistir. Temel mantik R?

ile aynmidir ancak AIC’ye getirilen sinirlama daha katidir.
Akaike Bilgi Kriterinin dikkat ¢ekici 6zellikleri asagidaki gibidir.

v" AIC, sadece 6rneklem i¢in degil ayni zamanda regresyon modelinin 6rneklem
disindaki gelecek tahmini performansi i¢in de kullanilir.

v" AIC, yuvalanmis (nested) ve yuvalanmamis (non-nested) modellerin ikisinde

de kullanilir.

v AR modelinde gecikme uzunlugunun belirlenmesi igin de kullanilmaktadir.

AIC kriteri,

=2
AIC = eZm/nZ% — eZm/n% 4.1)

esitligiyle elde edilir. Burada 2m/n sinirlama faktortidiir. Matematiksel olarak islem

kolaylig1 saglamak i¢in 4.1 esitliginin her iki tarafinin da logaritmasi alinirsa,
2m RSS
InAIC = (22) +1n (2) (4.2)
esitligi elde edilir’™. (4.2) esitligi daha agik bir sekilde asagidaki gibi de ifade
edilebilir®®.

n A2
AIC =2 4 log (—2”1(2‘ 2y ) (4.3)

Y: Gozlenen(gercek) deger
Y: Tahmin edilen deger
n: Gozlem sayisi

m: Sabit terim dahil parametre sayisidir.

317 Gujarati, 5.537.

388 Cagdas Hakan Aladag ve Erol Egrioglu, “En lyi Yapay Sinir Agi Mimarisinin Belirlenmesinde
Uyarlamali Agirhikli Bilgi Kriterinin Kullanilmasi”, Tiirkiye Istatistik Kurumu (Haz.), 19. Istatistik
Arastrma Sempozyumu Bildiriler Kitabi: 6-7 Mayis, Ankara 2010, s.51.
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4.1.3.2. Schwarz Bilgi Kriteri (SIC)

Schwarz bilgi kriteri, bayesyen islemlerle elde edildigi igin literatiirde schwarz
bayesyen bilgi kriteri veya bayesyen bilgi kriteri olarak da adlandirilir®®. Schwarz bilgi

kriteri,

=2
SIC = nm/m 20 = pym/n B8 (4.4)

n

esitligiyle elde edilir. Burada m/n sinirlama faktoridiir. Ayn1 sekilde matematiksel
olarak islem kolaylig1 saglamak i¢in 4.4 esitliginin her iki tarafinin da logaritmasi

alinirsa,
nSIC = (=) Inn + In () (4.5)

esitligi elde edilir®. (4.5) esitligi daha agik bir sekilde asagidaki gibi de ifade

edilebilir’?,
n 02
SIC =90 4 1o (_21-:1(: i) ) (4.6)

Y: Gozlenen(gergek) deger
Y: Tahmin edilen deger
n: Gozlem sayisi

m: Sabit terim déahil parametre sayisidir.

Schwarz bilgi kriterinin dikkat ¢ekici 6zellikleri asagidaki gibidir®?%.

v' SIC’de 6ziinde AIC’ye benzemektedir.

v" Sinirlama getirmede AIC’ye gore biraz daha katidir.

v" SIC degeri, her zaman AIC degerinden kiigiik gikmaktadir.

v" Schwarz bilgi kriteri de AIC gibi, sadece 6rneklem i¢in degil ayn1 zamanda

regresyon modelinin 6rneklem disindaki gelecek tahmini performansi i¢in de kullanilir.

%1% Herman J. Bierens, Information Criteria and Model Selection, 2006, Erisim Tarihi: 27 Haziran 2012,
Pennsylvania State University Ag Sitesi: http://econ.la.psu.edu/~hbierens/INFORMATIONCRIT.PDF.

320 Gujarati, 5.538.

%21 Aladag ve Egrioglu, s.52.

22 Ucal, s.47.
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4.1.4. PRESS Istatistigi

Allen (1974) tarafindan Onerilen PRESS istatistigi, farkli modellerin tahmin
performansini karsilastirmak ig¢in kullanilmaktadir®®. Diizgiinlestirme parametresinin
seciminde kullanilan c¢apraz gegerlilik yontemi regresyon modellerindeki PRESS

kriterine denktir®?*

. Bu kriter, regresyon analizinde model se¢imi i¢in en ¢ok kullanilan
kriterlerden biridir. PRESS istatistigi modelin tahmin giicliniin iyi bir gdstergesidir.
PRESS artigi1, bir veri noktasi hari¢ tutularak model tahmin edildigi zaman, hari¢ tutulan
veri noktasinin tahmin edilen degeriyle gozlenen degeri arasindaki farktir. PRESS
istatistigi PRESS artiklarinin kareleri toplamina esittir. Bu hata kareler toplami oldugu
igin, iyi bir modelde PRESS istatistiginin kiigiik olmas1 beklenir®®. PRESS istatistigi

asagidaki gibi hesaplanabilir®®.

n
pRESS =3 (1 7,1
i=1

Y;: Gozlenen(gergek) deger

171-,_1: Orneklemdeki i. Y; gozlemi olmaksizin tahmin edilen regresyon

denklemiyle elde edilen Y;’nin tahmini degeridir.

Ayrica, PRESS istatistigi matrislerle,

n
PRESS = Z ef_,

i=1

v -7,
ej_1 = — —
P o =X (XXX - X)

1T T
ve

323 David M. Allen, “The Relationship between Variable Selection and Data Agumentation and a Method
forPrediction”, Technometrics, 16(1), 1974, ss.125-127.

%24 Elif Oztirk, Parametrik Olmayan ve Yari Parametrik Panel Veri Modelleri: Cevresel Kuznets
Egrisinin Analizi, (Yayimlanmamis Doktora Tezi), Marmara Universitesi Sosyal Bilimler Enstitiisii,
Istanbul 2011, 5.76.

%25 Hurley, Hussy, McKeow and Addy, s.2.

328 Giiris ve Caglayan, 5.642.
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n
€;
PRESS = Z ( )
i \1 —pis

olarak hesaplanir. Hesaplanan PRESS artiklar1 en kiigiik kareler artiklarindan biiyiiktiir.
4.15. R}, .q Degeri

Bu istatistik degeri, regresyon modelinin 6ngérii kapasitesinin bir gostergesini

verir. PRESS istatistigine bagl olarak R%red degeri asagidaki gibi hesaplanir®®’.

P PRESS
pred ?:1(Yi _ 7)2

Y: Gozlenen(gercek) deger

Y: Gozlenen degerlerin ortalamasi
n: Gozlem sayisidir.

4.1.6. Mallows’un Cp, Kriteri

Bu kriter 6ngorii ortalama hata karesini miminize etmeye dayanir. C,, istatistigi

degerinin kiiciik olmast beklenir?, C, kriteri diizeltilmig R? istatistigiyle, diizeltilmis R?
de R?istatistigi ile yakindan iliskilidir. Yani degisimleri birbirlerine baglidir®?°.

Modelin sabit teriminin de dahil oldugu k adet bagimsiz degisken oldugu

varsayilan bir modelde, p adet bagimsiz degisken secilerek (p < k) hata kareler
toplaminin hesaplanmasiyla Mallows un model se¢cim kriteri®*°,

RSS,

RSS,
G =7sn o~ (n—2p)
i=1"i

esitligiyle bulunabilir®.

%27 Raymond H. Myers, Classical and Modern Regression with Applications, Second Edition, Duxbury
Press, Pacific Grove, CA 1990, s.171.

328 Giiris ve Caglayan, s.634.

329 Norman R. Draper and Harry Smith, Applied Regression Analysis, Third Edition, John Wiley&Sons,
New York 1998, s.332.

%%0 Gujarati, 5.538.

3! Hakverdi, 5.25.
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RSS,: Hata (artik) kareler toplami (Residual Sum of Squares)
p: Modeldeki bagimsiz degisken sayst
n: Gozlem sayisi

62: Anakiitle varyansinin (¢%) tahmin edicisidir, yani hata kareler ortalamasidir.
4.1.7. Modelin Hatasi (S)

Modelin standart hatasi, gercek degerlerle tahmini degerler arasindaki farkin
Olciileriyle bulunur. Standart sapmayla benzerlik gosterir. Standart hata asagida
belirtildigi gibi hesaplanmaktadir. Standart hatasi daha kiigiik olan model degiskenler

arasindaki iliskiyi daha iyi temsil etmektedir®®?.

O (U 1)
n—1-m

Y: Gozlenen(gergek) deger

Y: Tahmin edilen deger

n: Gozlem sayisi

m: Parametre sayisidir.

4.1.8. Hata Kareler Ortalamasi (MSE)

Model degerlendirme ve secim kriteri olarak hata kareler ortalamasi da
kullanilabilir. Hata kareler toplaminin serbestlik derecesine boliinmesiyle elde edilir.
Hesaplanan modeller i¢in de en kiiciik MSE degerine sahip olan model secilir. MSE

degeri, asagidaki gibi hesaplanir®>.

n ~ 2
MSE:z(Yi_Yi)
i=1 n-p

Y: Gozlenen(gercek) deger

Y: Tahmin edilen deger

%32 Alaaddin Basar ve Erkan Oktay, Uygulamali Istatistik 2 Kisa Teorik Bilgiler ve Coziilmiis Problemler,
Aktif Yaymevi, Erzurum 2004.

33 Ufuk Karadavut, Alper Sinan, Ast Geng, Cetin Palta, Aydin Karakoca ve Seref Aksoyak, “Dagdas
Bugday Bitkilerinin Biiyiime Egrilerinin Belirlenmesinde Model Secimi”, 4. Istatistik Kongresi: 8-12
Mayis 2005, Belek/Antalya, s.259.
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p: Parametre sayisi
n: Gozlem sayisidir.

Parametre sayisi arttik¢a hata kareler toplami degeri azalir. Buna bagli olarak hata
kareler ortalamasi degeri de azalir ancak bu siireklilik devam etmez. Ciinkii hata kareler
ortalamasi ilave parametre sayisina bagli olarak baglangigta azalir, sonra sabit kalir ve
sonunda artig olur. Bunun sebebi de modele ilave parametre sayisinin eklenmesiyle hata

kareler toplamindaki azalmanin serbestlik derecesi kaybini karsllayamama51d1r334.

4.1.9. Hata Kareler Ortalamasi Karekokii (RMSE)

Hata kareler ortalamasi karekokii siklikla, bir model tarafindan tahmin edilen

degerlerle gozlenen degerler arasindaki farklilhigin Ol¢timii icin kullanilmaktadir.

Asagidaki gibi hesaplanmaktadir®®,

Ayrica hata kareler ortalamasinin karekokiiniin 6rneklemdeki gozlenen degerlerin
ortalamasina oraniyla, 6rneklem hacminin RMSE iizerindeki etkisi azaltilmaya ¢aligilir.
Buna gore, drneklem hacminin etkisinin azaltildigit %RMSE (Percentage Root Mean

Square Error) degeri asagidaki gibi hesaplan1r.336.

100
%RMSE = 7

Y: Gozlenen(gercek) deger
Y: Tahmin edilen deger
n: Gozlem sayisi

p: Parametre sayis1

3% Montgomery, Peck and Vining, s.334.

335 Aydin, "A comparison of the Nonparametric Regression Models Using Smoothing Spline and Kernel
Regression", s.255.

3% Keith Loague and Richard E. Green, “Statistical and Graphical Methods for Evaluating Solute
Transport Models: Overview and Application”, Journal of Contaminant Hydrology, 7, 1991, s.58.
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Y: Gozlenen degerlerin ortalamasidir.

%RMSE istatistiginin en kiigiik degeri sifirdir. %RMSE degeri en diisiik olan

model segilir.

4.1.10. Ortalama Mutlak Hata (MAE) ve Ortalama Mutlak Hata Yiizdesi
(MAPE)

Ortalama mutlak hata, tahmin edilen degerlerin gozlenen degerlerden ne kadar
uzakta oldugunu gosteren istatistiksel bir Ol¢limdiir. Cogunlukla zaman serilerinde
kullanilmaktadir. Ortalama mutlak hata asagidaki gibi hesaplanmaktad1r337.

n

1 N
MAE = EZM — ¥

i=1

Ortalama mutlak hata ylizdesi ise, tahminlerin nispi(oransal) dogrulugunu
belirlemek i¢in kullanilir. Ortalama mutlak hata ytlizdesi, tahminlerin gergek degerlerden
ne kadar sapma gosterdigini yiizde olarak Olger. Yiizdeler sezgisel olarak anlasilir

Sl¢iimlerdir. MAPE istatistigi asagidaki gibi hesaplanmaktadir®®,

100 < |1, - 7
MAPE = Z
n Li v

Y: Gozlenen(gergek) deger

Y: Tahmin edilen deger

n: Gozlem sayisidir.

4.1.11. Oransal Hata (Relative Error)

Regresyon artiklarini temel alan oransal hata biiyiidiik¢e, model zayiflamaktadir.

Oransal hata agagidaki gibi hesaplanmaktad1r339.

?zl_(Yi v %), 100
L

n

%37 Erigim Tarihi: 27 Haziran 2012, http://en.wikipedia.org/wiki/Mean_absolute_error.

338 Marcus, s.15.

%9 Ufuk Karadavut, Asir Geng, Abdurrahman Tozluca ve Cetin Palta, “Silajlik ve Danelik Misirlarda
Kuru Madde Birikiminin Baz1 Matematiksel Biiyiime Modelleri ile Analizi”, Tarim Bilimleri Dergisi, 16,
2010, s.92.
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Y: Gozlenen deger

Y: Tahmin edilen deger

n: Gozlem sayisidir.

4.1.12. Hata Kiimesinin Katsayis1 (CRM)

Hata kiimesinin katsayisi (Coefficient of Residual Mass), gozlenen degerler
toplaminin tahmin edilen degerler toplamindan farkinin gozlenen degerler toplamina
oranlanmasiyla elde edilir. CRM istatistigi, pozitif veya negatif olabilir. CRM deri, -1
ile +1 arasinda degismektedir. Negatif bir deger tahmin edilen degerlerin ¢cogunlugunun
gozlenen degerlerden biiylik oldugunu gosterir. Pozitif bir deger de tahmin edilen
degerlerin ¢ogunlugunun gozlenen degerlerden kiigiik oldugunu gosterir. Ancak sifira

en yakin olan deger tercih edilmektedir. CRM istatistigi asagidaki gibi

hesaplanmaktad1r340.
noy —yn vy
1=1"1 1=1"1
CRM = Y
i=1"1

Y: Gozlenen deger

Y: Tahmin edilen deger

n: Gozlem sayisidir.

4.1.13. Etkinlik Indeksi (Kapa Istatistigi)

Etkinlik indeksi kapa istatistigi olarak da bilinmektedir. -1 ile +1 arasinda
degismektedir. Genel olarak 00-0.40 arasinda olan degerler zayif, 0.40-0.60 arasi orta
derecede, 0.60-0.80 arasi iyi ve 0.80 tizeri ise miikkemmel olarak tanimlanmaktadir.
Ancak sifirin altinda bir deger alinmasi durumunda degerlendirme yapilamamaktadir.

Etkinlik indeksi asagidaki gibi hesaplanmaktadir®**.

~l
|
~l

El=

—_
|
=l

340 30 Smith, Pete Smith and Tom Addiscott, “Quantitative Methods to Evaluate and Compare Soil
Organic Matter (SOM) Models”, (Ed. David S. Powlson, Pete Smith and Jo U. Smith), Evaluation of Soil
Organic Matter Models, (pp.181-199), Springer-Verlag, Berlin 1996, s.194.

1 Ufuk Karadavut ve Abdurrahman Tozluca, “Cavdar Bitkisinde (Secale Cereale L.) Bazi Karakterlerin
Biiytime Analizleri”, Bitkisel Arastirma Dergisi, 2, 2005, s.3.
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Y: Gozlenen degerlerin ortalamasi

Y: Tahmin edilen degerlerin ortalamasidir.
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BESINCI BOLUM

IHRACATIN iTHALATI KARSILAMA ORANI DAGILIMINDA DUGUM
NOKTASININ BELIRLENMESI VE SPLINE REGRESYON MODELLERININ
KURULMASI

5.1. IHRACATIN ITHALATI KARSILAMA ORANI DAGILIMINDA
ONERILEN YONTEMLE DUGUM NOKTALARININ BELIiRLENMESI

5.1.1. 1923-2010 Yillar1 Tiirk Dis Ticaretinin Kisaca Degerlendirilmesi

Ihracat, iilkenin dis kaynak kullanmadan elde ettigi doviz kazancidir. Yani
yabanci iilkelere doviz karsihigi yapilan satistir. Ithalat ise, yurtdisinda iiretilmis
mallarin, tlkedeki alicilar tarafindan satin alinmasidir. Dig ticaret, iilkelerin
kalkinmalarinin siirdiiriilmesinde ve diinya iilkeleriyle biitiinlesmenin saglanmasinda en

32 Biitiin iilkeler uluslararasi ticarete

onemli unsurlardan biri olarak goriilmektedir
katilmaktan dolay1 elde edecegi fayday1 optimize edecek bazi diizenlemeler yaparlar.
Uluslararas1 ticarete koyduklar1 kisitlamalar ve diizenlemeler ticaret politikast adi
altinda toplanir. Ticarete konulan kisitlamalarin en 6nemlisi tarifelerdir. Ticareti yapilan
mal iizerine konulan vergilere tarife denilir. ithal edilen mal iizerinden alman vergiye
ithalat tarifesi ad1 verilir. ihrag edilen mal iizerinden ddenen vergiye de ihracat tarifesi

denir. ithalat tarifesi ihracat tarifesinden daha énemlidir>*®.

1923-2010 doneminde Tiirkiye Cumhuriyeti’'nde izlenen dis ticaret politikalar
tilkenin temel Oncelikleri, sanayilesme politikalari, uluslararasi siyasal ve ekonomik
konjonktiir, dogrultusunda belirlenmistir. Bu g¢ercevede dis ticaret politikalar1 donem
boyunca s6z konusu oncelikler ve siiregelen siyasi ve ekonomik kosullar agisindan

degerlendirilerek yeniden sekillendirilmis ve uygulamaya konulmustur.

1920°li ve 1930’lu yillarda Tiirkiye geri kalmis bir tarim ekonomisi
durumundaydi. 1929 Biiylik Buhrani, hammadde ihracatgisi ve ¢ogunlukla tiiketim
mallarindan olusan sanayi mali ithalatgis1 olan ve diinya ticaretine serbest ticaret
kosullar1 altinda katilan Tiirkiye ve Tiirkiye benzeri tiim azgelismis iilkeleri benzer

bicimde etkilemigtir. 1929 ile 1931 dis ticarette korumaciligin ve kambiyo

342 Ertekirj, M. S. Ve'Erol, K., “1980 Sonrast Donemde Tiirkiye Dis Ticaretinin Genel Bir Analizi”,
Anadolu Universitesi I.1.B.F Dergisi, 16 (1-2), 2000, 223-254. .
3 Tung, H., Uluslararas: Ticaret Para ve Finans, Alfa Kitabevi, [stanbul 2004.
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denetimlerinin etkinlik kazandigi, 1932 ise devlet¢i politikalarin uygulanmaya
baslandig1 yillar olmustur. 1930 sonrasi sanayilesme cabalarinin odagma devlet eliyle
olusturulan tesebbiisler oturtulmustur. 1930-1945 arasinda dis ticaret dengesinde
yalnizca 1938 yilinda agik vermistir. Dis ticarette verilen acgiktan fazlaya gecilmesinin
1923 ile 1929 yillar1 arasindaki donem goz Oniine alindiginda esas olarak ithalatin
kisilmasindan kaynaklandigi anlasilir. 1930 sonrasinda izlenen disa kapali, korumaci,
dis dengeye onem veren politikalar terk edilerek serbest ticaret¢i iktisat politikalar
uygulanmaya baslanmistir. Ithalatin serbestlestirilmesiyle birlikte 1947°den itibaren

ithalatta onemli artislar yasanmis ve dis ticarette agik vermeye baslanmistir®*.

1930’lara damgasin1 vuran korumact dis ticaret politikalari, 1946 yilinda Tiirk
lirasinin yiizde 100’den fazla deger kaybetmesi ve liberalizasyon listelerinin saptanarak
ithalatta kota uygulamasinin sinirlandirilmasi ile terk edilmeye baslanmistir. 1953-1961
yillar1 arasindaki donemde istikrarli bir sekilde hareket eden ve biiyiik Olgiide tarim
tiriinlerinden olusan ihracat sayesinde, dis ticaret aciklar1 daraltilmis ve stirdiiriilebilir

olmustur.

1960’larda ekonomi politikalarinda planlama dénemi baslamis, 1961°de baslayan
yeni donem; ithal ikameci, korumaci dig ticaret politikalarinin siirdiirildigi ve i¢
piyasaya yonelik bir sanayilesme politikasinin benimsendigi bir déonem olmustur.
1960’larda toplam ihracat igerisinde sanayi Uriinlerinin pay1 yiizde 13-18 arasinda
degisirken, 1970’lerde ylizde 20-39’lara yiikselmistir. 1962 ile 1976 yillar1 arasindaki
donemde ithalatin GSMH’deki pay1 onemli oranda artmis, ihracatin ithalati karsilama
orani ise ayni sekilde diigmiistiir. 1970’lerde artan petrol fiyatlarinin diinya ekonomisini
bunalima stiriikledigi bir donemde, kisa donemli bor¢lanmalarla biiyliyen ve ithalati
artmaya devam eden Tiirk ekonomisinin, 1977°de dis dengeleri biiyiik c¢apta

bozulmustur.

24 Ocak 1980 Tirkiye ekonomi politikalart agisindan bir doniim noktasidir.
Ihracat destekleri ekonomi politikalarinin temel araglarindan biri olmustur. 1980 sonrasi
politikalarla ihracat, 1980-1984 arasindaki donemde yiizde 314 oraninda artmis, ancak
ithalatta da artis olmasi sebebiyle dis agiklar 1980 sonras1 donemde de devam etmistir.

1990°da Tiirk parasinin konvertibilitesi (Milli paralarin karsilikli olarak birbirine

¥4 Taskin, M. M., “1923-2003 Déneminde Tiirkiye Cumhuriyeti’nin Dis Ticaret Politikalar1”, 2003,
Erigim Tarihi: 15 Eyliil 2011, www.dtm.gov.tr/dtmadmin/upload.


http://www.dtm.gov.tr/dtmadmin/upload

104

cevrilebilmesi) ilan edilmistir. 1990’larda ve 2000°’li yillarda Tirkiye’nin dis ticaret
politikalarin1 sekillendiren iki temel biitinlesme Diinya Ticaret Orgiitii iiyeligi ve

Avrupa Birligi ile girilen Giimriik Birligi olmustur.
5.1.2. Yontem ve Uygulamasi

Dagilimda diigiim noktalarinin sayisi ve konumunun belirlenmesi i¢in dogrusal
spline regresyonlarn kullanildigi belirlilik katsayisna (R?) dayali bir yontem
onerilmistir. Spline regresyon modellerinin kurulabilmesi i¢in 6nerilen yontemle gerekli

olan diigiim noktalar1 belirlenmistir.

R? nin kullanilmasimin sebebi, bagimsiz degisken ile bagimli degisken arasinda
yapisal degisiklikler oldugunda R? degerleri de degisiklik gosterir. Buradan hareketle,
R? degerlerindeki onemli degisikliklere (artis veya azaliglara) gore diiglim noktalar

belirlenmistir.

Uygulamada, 1923-2010 yillar1 arasinda ihracatin ithalati karsilama oranlar
dagiliminda toplam 88 gozlem bulunmaktadir. Calismada, 1923 yili 1. gbzlem, 1924 yili
2. gdzlem, ..., 2010 yili 88. gdzlem olarak ele almmustir. Oncelikle her bir gézlem aday
diigiim noktas1 olarak diisiiniilerek ayr1 ayr1 dogrusal spline regresyon modelleri
kurulmustur. Yani, dagilimda 2. gozlem diiglim noktasi alinarak tek diigiim noktali
dogrusal spline regresyon modeli kurulmus ve R? degeri hesaplanmistir. Ayn1 sekilde 3.
gozlem diigiim noktas1 alinarak tek diiglim noktal1 spline regresyon modeli kurulmus ve
R? degeri hesaplanmistir. 87. gozleme kadar bu sekilde devam edilerek toplam 86 tane
dogrusal spline regresyon modeli kurulmus ve R? degerleri (%) hesaplanmustir.
Hesaplanan R? degerleri (%) Tablo 5.1 ve Sekil 5.1°de gosterilmistir. R? degerleri (%)
incelendiginde 11. gdzlemden sonra R? degerinde diisiis egilimi basladig
goriilmektedir. Bu nedenle, R? degerinin degisim gosterdigi 11. gézlem birinci diigiim

noktasi olarak diistintilmiistiir.
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Tablo 5.1. Ik Adim Sonrasi R? Degerleri

Gozlem | R? |Gézlem| R? |Gozlem| R® |Gozlem| R? |Gozlem| R?

No (%0) No (%0) No (%0) No (%0) No (%)
2 33 20 35,5 38 32,1 56 37,7 74 33,7
3 33,8 21 34,6 39 32,5 57 37,6 75 33,5
4 34,6 22 33,7 40 32,8 58 37,5 76 33,3
5 35,4 23 32,9 41 33,2 59 37,2 77 33
6 36,4 24 32 42 33,5 60 36,9 78 32,8
7 37,4 25 31,2 43 33,8 61 36,5 79 32,4
8 38,9 26 30,6 44 34,2 62 36,2 80 32,1
9 39,8 27 30,2 45 34,5 63 35,9 81 31,8
10 40,4 28 30,1 46 34,9 64 35,6 82 31,6
11 40,6 29 30 47 35,3 65 35,3 83 31,4
12 40,3 30 30,1 48 35,7 66 35 84 31,2
13 40 31 30,2 49 36,1 67 34,8 85 30,9
14 39,6 32 30,4 50 36,5 68 34,7 86 30,6
15 39,1 33 30,6 51 36,8 69 34,5 87 30,2
16 38,4 34 30,9 52 37,2 70 344

17 37,9 35 31,1 53 37,5 71 34,2

18 37,4 36 31,4 54 37,7 72 34

19 36,6 37 31,8 55 37,8 73 33,9

45,00
40,00 X&
35,00
><>< ><><
><><
30,00
25,00 T T T T T T T T 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Sekil 5.1. ilk Adim Sonras1 R Degerlerinin Dagilimi

Daha sonra, birinci pargay1 olusturan ilk 10 gézlem analizden ¢ikartilarak ikinci
adima gecilmistir. Ayn1 sekilde 12. gozlem diiglim noktas1 alinarak tek diigiim noktali
spline regresyon modeli kurulmus ve R? degeri (%) hesaplanmistir. 87. gozleme kadar
bu sekilde devam edilerek toplam 76 tane dogrusal spline regresyon modeli kurulmusg
ve R? degerleri (%) hesaplanmistir. Hesaplanan R? degerleri (%) Tablo 5.2 ve Sekil
5.2’de gosterilmistir. R? degerleri (%) incelendiginde 24. goézlemden sonra R?
degerindeki artis oranmin onceki degerlerden fazla oldugu goriilmektedir. Bu nedenle,

R? degerinin degisim gosterdigi 24. gozlem ikinci diigiim noktasi olarak diigiinilmiistiir.



106

Tablo 5.2. ikinci Adim Sonrasi R? Degerleri

Gozlem R Gozlem R Gozlem R Gozlem R
No (%) No (%0) No (%) No (%)
12 40,4 31 57,7 50 63,9 69 51
13 40,2 32 58,6 51 64 70 50,4
14 40,1 33 59,4 52 64,1 71 49,9
15 40,2 34 59,9 53 64 72 49,3
16 40,4 35 60,4 54 63,7 73 48,8
17 40,5 36 60,9 55 63,2 74 48,3
18 40,5 37 61,3 56 62,5 75 47,8
19 40,8 38 61,8 57 61,7 76 47,1
20 41,5 39 62,1 58 60,9 77 46,5
21 42,2 40 62,4 59 59,8 78 45,8
22 43 41 62,6 60 58,7 79 45
23 44,1 42 62,6 61 57,6 80 44,4
24 45,6 43 62,7 62 56,6 81 43,8
25 47,9 44 62,9 63 55,5 82 43,3
26 50 45 63 64 54,6 83 42,8
27 51,9 46 63,2 65 53,7 84 42,3
28 53,6 47 63,4 66 52,9 85 41,7
29 55,2 48 63,6 67 52,2 86 41,1
30 56,6 49 63,8 68 51,6 87 40,3
70,00
65,00
X
60,00 X
55,00
, XX <
50,00 ¥
45,00 %E %
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Sekil 5.2. ikinci Adim Sonrasi R Degerleri Dagilimi

Ikinci diigiim noktasina kadar olan 13 gdzlem analizden ¢ikartilarak {iciincii adima
gecilmistir. Ayni sekilde 25. gozlem diigiim noktasi alinarak tek diigiim noktali spline
regresyon modeli kurulmus ve R? degeri (%) hesaplanmistir. 87. gbzleme kadar bu
sekilde devam edilerek toplam 63 tane dogrusal spline regresyon modeli kurulmus ve
R? degerleri (%) hesaplanmistir. Hesaplanan R? degerleri (%) Tablo 5.3 ve Sekil 5.3’te

gosterilmistir. R? degerleri (%) incelendiginde 43. gdzlemden sonra R? degerinde artig
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egilimi bagladigi goriilmektedir. Bu nedenle, R? degerinin degisim gosterdigi 43.

gozlem liglincii diigiim noktasi olarak digiiniilmiistiir.

Tablo 5.3. Ugiincii Adim Sonrast R? Degerleri

Gozlem| R’ |Gozlem| R’ |Gozlem| R’ |Gozlem| R’

No (%) No (%0) No (%) No (%0)
25 59 41 37,1 57 37,2 73 19,9
26 57 42 36,7 58 35,6 74 19,6
27 50,3 43 36,6 59 33,8 75 19,2
28 46,9 44 36,8 60 31,9 76 18,6
29 459 45 37,1 61 30,2 77 18
30 448 46 37,6 62 28,6 78 17,4
31 43,1 47 38,2 63 27,1 79 16,6
32 41,6 48 38,8 64 25,8 80 16
33 40,3 49 39,3 65 24,6 81 15,5
34 38,7 50 39,9 66 23,6 82 15,1
35 37,6 51 40,3 67 229 83 14,8
36 37,2 52 40,8 68 224 84 14,4
37 37,1 53 40,9 69 21,8 85 14
38 37,1 54 40,5 70 21,3 86 13,4
39 37,2 55 39,7 71 20,8 87 12,7
40 37,2 56 38,5 72 20,3

70,00

60,00
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Sekil 5.3. Ugiincii Adim Sonrast R Degerleri Dagilimi

Ugiincii diigiim noktasma kadar olan 13 gozlem analizden ¢ikartilarak dérdiincii
adima gecilmistir. Ayni sekilde 44. gozlem diigiim noktasi alinarak tek diigiim noktali
spline regresyon modeli kurulmus ve R? degeri (%) hesaplanmustir. 87. gozleme kadar
bu sekilde devam edilerek toplam 44 tane dogrusal spline regresyon modeli kurulmus

ve R? degerleri (%) hesaplanmustir. Hesaplanan R? degerleri (%) Tablo 5.4 ve Sekil
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5.4’te gosterilmistir. R? degerleri (%) incelendiginde 53. gozlemden sonra R? degerinde
6nemli oranda diisiis egilimi basladig goriilmektedir. Bu nedenle, R? degerinin degisim

gosterdigi 53. gozlem dordiincii diiglim noktasi olarak diistiniilmiistiir.

Tablo 5.4. Dérdiincii Adim Sonrast R? Degerleri

Gozlem R? Gozlem R? Gozlem R?
No (%) No (%) No (%)
44 131] 59 129 74 4,1
45 16| 60 99| 75 4,1
46 21| 61 78| 76 4,1
47 243| 62 63| 77 4
48 276| 63 52| 78 3,9
49 303| 64 46| 79 3,8
50 321| 65 42| 80 3,7
51 333| 66 4| 81 3,7
52 35| 67 39| 82 37
53 347| 68 39| 83 3,7
54 321| 69 39| 84 3,8
55 286 70 39| 85 3,7
56 241 71 39| 86 3,7
57 202| 72 39| 87 3,9
58 166| 73 4
40,00
35,00 m
><>< X
30,00 » -
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Sekil 5.4. Dordiincii Adim Sonrasi R Degerleri Dagilimi

Ddérdiincii diigiim noktasina kadar olan 10 gozlem analizden ¢ikartilarak besinci
adima gecilmistir. Ayni sekilde 54. gozlem diigiim noktasi alinarak tek diigiim noktali
spline regresyon modeli kurulmus ve R? degeri (%) hesaplanmustir. 87. gézleme kadar
bu sekilde devam edilerek toplam 34 tane dogrusal spline regresyon modeli kurulmus

ve R? degerleri (%) hesaplanmistir. Hesaplanan R? degerleri (%) Tablo 5.5 ve Sekil
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5.5’te gosterilmistir. R? degerleri (%) incelendiginde 63. gozlemden sonra R? degerinde
6nemli oranda diisiis egilimi basladig goriilmektedir. Bu nedenle, R? degerinin degisim

gosterdigi 63. gdzlem besinci diiglim noktasi olarak diistiniilmiistiir.

Tablo 5.5. Besinci Adim Sonrast R® Degerleri

Gozlem R Gozlem R Gozlem R

No (%) No (%) No (%)
54 338| 66 598| 78 30,7
55 378| 67 555| 79 30,8
56 449 68 50,9 80 30,4
57 484 69 473| 81 29,8
58 52 70 44 82 28,9
59 578| 71 411| 83 28,1
60 62,6 72 39,1 84 27,4
61 64,8 73 36,5 85 26,9
62 65,9 74 34,3 86 26,8
63 65,8 75 32,8 87 27,4
64 644 | 76 31,9
65 62,5 77 31,3

70,00

65,00 l
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55,00
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Sekil 5.5. Besinci Adim Sonrasi R Degerleri Dagilimi

Besinci diiglim noktasina kadar olan 10 gozlem analizden c¢ikartilarak altinci
adima gecilmistir. Ayn1 sekilde 64. gozlem diiglim noktasi alinarak tek diiglim noktali
spline regresyon modeli kurulmus ve R? degeri (%) hesaplanmistir. 87. gozleme kadar
bu sekilde devam edilerek toplam 24 tane dogrusal spline regresyon modeli kurulmus
ve R? degerleri (%) hesaplanmistir. Hesaplanan R? degerleri (%) Tablo 5.6 ve Sekil
5.6’da gosterilmistir. R? degerleri (%) incelendiginde 74. gézlemden sonra R? degerinde
diisiis egilimi basladig1 goriilmektedir. Bu nedenle, R? degerinin degisim gosterdigi 74.

gozlem altinc1 diigiim noktasi olarak diistiniilmiustiir.
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Tablo 5.6. Altinc1 Adim Sonras1 R” Degerleri

Gozlem R? Gozlem R Gozlem R?

No (%) No (%0) No (%)
64 3,8 72 18,2 80 7,7
65 3,8 73 20,3 81 6,8
66 45 74 21,7 82 6,5
67 8,2 75 21,1 83 6,4
68 13,6 76 18,7 84 6,2
69 16 77 15,8 85 54
70 17,9 78 13,5 86 4
71 19,5 79 9,5 87 3,3
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Sekil 5.6. Altinct Adim Sonrasi R? Degerleri Dagilimi
g g

52. BELIiRLENEN DUGUM NOKTALARINA GORE SPLINE
REGRESYON MODELLERININ KURULMASI

Ik olarak 5.1 bashigi altinda dogrusal spline regresyon modelleri kullanilarak

Rz’yi temel alan yontemle alt1 diiglim noktas1 belirlendi. Belirlenen diiglim noktalarinin

sayis1 ve konumlari Sekil 5.7°de gosterilmistir.
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Sekil 5.7. 1923-2010 Yillar1 Arasi Ihracatin Ithalat: Karsilama Oranlarinin Dagilimi ve
Diigiim Noktalari

1923-2010 wyillart arasi Tiirkiye’nin ihracatin ithalati karsilama oranlarinin
dagilimi Sekil 5.7 ve Ek 1°de gosterilmistir. Veri setinde toplam 88 gdzlem yer
almaktadir. 1923 yili 1. goézlem, 1924 yili 2. gézlem, 1925 yil1 3. gozlem,..., 2009 yili
87. gozlem ve 2010 y1l1 88. gdzlem olarak alinmistir.

Rz’yi temel alan yontemle belirlenen diigiim noktalart 1933 (11. gdzlem), 1946
(24. gozlem), 1965 (43. gozlem), 1975 (53. gozlem), 1985 (63. gozlem) ve 1996 (74.
gozlem) yilidir. Bdylelikle, 1923-2010 yillar1 arasinda toplam 6 diiglim noktasi
belirlenmistir. Belirlenen diiglim noktalarina gore Sekil 5.7°deki dagilim 7 par¢adan
olugmaktadir. Regresyon modelini kurmak iizere belirlenen diigiim noktalarinin her biri
icin golge degisken olusturulur. Sonug olarak 6 diigiim noktasi i¢in 6 golge degisken
belirlenecektir. Sekil 5.7°de 11. gbzlem igin D;;, 24. gozlem igin D,;, 43. gozlem igin
D3, 53. gozlem i¢in D4y, 63. gozlem i¢in Ds,, Ve 74. gozlem icin Dg;, golge
degiskenleri olusturulur. ilk goélge degisken igin X, < 11 (1923) oldugu zaman
D;; =0, X, > 11(1923) oldugu zaman D;, = 1 almr. Ikinci gdlge degisken icin
X; < 24 (1946) oldugu zaman D,; = 0, X; > 24 (1946) oldugu zaman D,; = 1 alinir.
Ucgiincii golge degisken igin X, < 43 (1965) oldugu zaman D5, = 0, X, > 43 (1965)
oldugu zaman D3, = 1 alinir. Dordiincti golge degisken i¢in X; < 53 (1975) oldugu
zaman D, = 0, X; > 53 (1975) oldugu zaman D,; = 1 almir. Besinci golge degisken
icin X; < 63 (1985) oldugu zaman Ds; = 0, X; > 63 (1985) oldugu zaman Dg; = 1
alinir. Altinc1 golge degisken igin X; < 74 (1996) oldugu zaman D¢ =0, X; >
74 (1996) oldugu zaman Dy = 1 almir. Boylece, golge degiskenler kullanilarak
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Zye = Dy (X, — 11) gibi uygun spline degiskenleri olusturulur®®. Yani X, onbirden
kiigiik oldugu zaman D;; = 0 olur ve boylece Z;; asla negatif olmaz. Ayrica X; = 11
oldugu zaman Zj; sifira esit olur. Bu sekilde Z,; = D, (X; — 24), Z3: = D3 (X; —
43), Zyt = Dyt (Xy —53), Zsy = Dgi(Xy — 63), Ve Zgy = De:(X; — 74) gibi spline
degiskenleri olusturulur. Ayrica kurulacak dogrusal, kareli ve kiibik spline regresyon
modellerinde duruma gére Z% = Dy (X, —11)°, Z;, = Dy (X, —11), Z%4 =
Dy (X, —11)2 ve Z3, = Dy, (X, — 11)3 gibi degiskenlerde modele almacaktir.

5.2.1. Dogrusal Spline Regresyon Modelleri
5.2.1.1. Kisitlandirilmamis Dogrusal Spline Regresyon Modeli

Belirlenen  diiglim noktalarina gore, olusturulan golge degiskenlerle

kisitlandirilmamis dogrusal spline regresyon modeli asagidaki gibi kurulur.>*
Yt = ao + bOXt + b1th + szlt + + bllzgt + blZZGt + et (51)

Olusturulan regresyon modelinde, ay, by, b3, bs, b;, bg V€ by kisitlandirilmamis
regresyon modelinin sabitleri, by, by, by, bg, bg, by V€ by, regresyon modelinin egim
katsayilar1 veya bagimsiz degiskenlerin katsayr degerleri ve e; ise tim regresyon
varsayimlarinin saglandigi varsayilan hata terimidir. Bu kosullar altinda esitlik 5.1°deki
regresyon denklemi iiglincli boliimde anlatildigi gibi en kiiciik karelerle tahmin

edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen sonuglar asagidaki gibidir.
Regresyon esitligi,

Tahmini fhr. /ith. Orani (Y) = 2,937 + 0,02678X — 0,17414(X-11)° — 0,001131(X-
11) — 0,81084(X-24)° — 0,029612(X-24) + 0,1268(X-43)° — 0,015533(X-43) —
0,1213(X-53)° + 0,040049(X-53) + 0,0469(X-63)° — 0,027936(X-63) + 0,01487(X-74)°
+0,009964(X-74) + e, (5.2)

bi¢iminde olusturulur.

3% Bundan sonraki boliimlerde regresyon modelleri kurulurken yillara karsilik gelen gozlem degerleri
kullanilacaktir. Regresyon analizlerinde de bagimsiz degisken serisi (1923-2010 arasi) iki esit kisma
bolinmis, tstteki degerler (-), alttaki degerler (+) alinmistir. Yani 1.gézlem -87, 2. gézlem -85, 3. gozlem
-83,..., 87. gozlem 85 ve 88. gdzlem 87 olarak alinmustir.
346 70 _ 70 _ ... _ 70 _

iy =Zy ==L =1
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Tablo 5.7°deki varyans analizi sonuglarina bakildiginda F istatistik degeri 36,59

bulunmus ve kurulan modelin tamam1 olduk¢a anlamli ¢ikmistir (p<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,014 olarak bulunmustur.

Tablo 5.7. Kisitlandirilmamis Dogrusal Spline Regresyonda Varyans Analizi

Serbestlik Kareler

Kareler

Degisim Kaynagi Derecesi Toplamm Ortalamasi F P
Regresyon 13 6,65877 0,51221 36,59 0,000
Hata 74 1,03587 0,01400

Toplam 87 7,69464

Yukarida belirtilen 5.2 esitligi Tablo 5.8’e gore yazilmistir. Tablo 5.8 incelenecek

olursa, ap, by, bs, bs, by, by ve by; katsayilart modelin sabitleri oldugundan, diigiim

noktalarinda regresyon dogrusu siirekli degildir. Regresyon modelinde a, bo, bs, by, bs,

bs ve by Katsayilar1 %5 6nem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu katsayilarin

sifirdan farkli oldugu belirlenmistir. Ayrica, by, by, bs, bs, bs, b7 ve by katsayr degerleri

ise negatif bulunmustur.

Tablo 5.8. Kisitlandirilmamis Dogrusal Spline Regresyon Modelinde Tahminlerin

Ciktist

Degiskenler  Katsayilar 8B, SECRIME T P e at Sour
Modelin {lk Sabiti a 2,937 0,4358 6,74 0,000 2,0687 3,8053
X by 0,02678 0,00564 4,75 0,000 0,0155 0,038
(X-ll)0 b, -0,17414 0,09643 -1,81 0,075  -0,3663 0,018
(X-11) b, -0,001131 0,007144 -0,16 0,875 -0,0154 0,0131
(X-24)0 bs -0,81084 0,08389 -9,67 0,000 -0,978  -0,6437
(X-24) b, -0,029612 0,005037 -5,88 0,000 -0,0396 -0,0196
(X-43)0 bs 0,1268 0,09622 1,32 0,192  -0,0649 0,3185
(X-43) bg -0,015533 0,006968 -2,23 0,029 -0,0294 -0,0016
(X-53)0 b, -0,1213 0,066 -1,14 0,259 -0,3338 0,0911
(X-53) bg 0,040049 0,009211 4,35 0,000 0,0217 0,0584
(X-63)0 by 0,0469 0,1034 0,45 0,652 -0,1591 0,2529
(X-63) b1y -0,027936 0,008616 -3,24 0,002 -0,0451 -0,0108
(X-74)0 byy 0,01487 0,09442 0,16 0,875 -0,1733 0,203
(X-74) by, 0,009964 0,00687 1,45 0,151 -0,0037 0,0237
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Kisitlandirilmamis dogrusal spline regresyon modeliyle bulunan tahmini ihr./ith.

oranlari ile gbzlenen ihr./ith. oranlart dagilimi Sekil 5.8’de verilmistir.

2,0000 -~
1,8000 -
1,6000 -
1,4000 -

1,2000 -
1,0000 X Gézlenen ihr./ith. Orani

X
X
X
] >< o
0,8000 - X m Tahmin Edilen ihr./ith. Orani
0,6000 - X
0,4000 -

0,2000 -
0,0000

1915 1935 1955 1975 1995 2015
Sekil 5.8. Kisitlandirilmamis Dogrusal Spline Regresyonla Tahmin Edilen ve Gdzlenen
Thr./ith. Oram1 Dagilimi
5.2.1.2. Kisitlandirilmis Dogrusal Spline Regresyon Modeli

Belirlenen  diigiim noktalarina goére olusturulan golge degiskenlerle

kisitlandirilmig dogrusal spline regresyon modeli asagidaki gibi kurulur.
Yt = ao + bOXt + b1Z1t + -+ b5Z5t + b6Z6t + et (53)

Olusturulan regresyon modelinde, a, regresyon modelinin sabiti, by, by, by, bs,
by, bs Ve bg regresyon modelinin egim katsayilar1 veya bagimsiz degiskenlerin katsay1
degerleri ve e; ise tim regresyon varsayimlarinin saglandigi varsayilan hata terimidir.
Bu kosullar altinda esitlik 5.3’teki regresyon denklemi en kiiciik karelerle tahmin

edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen sonuglar asagidaki gibidir.
Regresyon esitligi,

Tahmini Thr. /ith. Oram (Y) = 3,2127 + 0,030184X — 0,030973(X-11) —
0,014245(X-24) + 0,005722(X-43) + 0,02308(X-53) — 0,017455(X-63) + 0,005941(X-
74) + e, (5.4)

bi¢iminde olusturulur.

Tablo 5.9°daki varyans analizi sonuglarina bakildiginda F istatistik degeri 22,77
bulunmus ve kurulan modelin tamami1 olduk¢a anlamli ¢ikmistir (p<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,032 olarak bulunmustur.
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Tablo 5.9. Kisitlandirilmis Dogrusal Spline Regresyonda Varyans Analizi

Degisim Kaynag1 Slgrbestli_k Kareler Kareler F p
erecesi Toplam Ortalamasi

Regresyon 7 5,12324 0,73189 22,77 0,000

Hata 80 2,57139 0,03214

Toplam 87 7,69464

Yukarida belirtilen 5.3 esitligi Tablo 5.10’a gore yazilmistir. Tablo 5.10

incelenecek olursa, ap modelin sabitidir. Modelin tek bir sabiti oldugu igin, diigiim

noktalarinda regresyon dogrusu siireklidir. Regresyon modelinde ag, bo, b;, by ve by

katsayilar1 %5 Onem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan

farkli oldugu belirlenmistir. Kisitlandirilmis dogrusal spline regresyonda 1., 2. ve 4.

diiglim noktalar1 anlamli bulunmustur. Ayrica, by, b, ve bs katsay1 degerleri ise negatif

bulunmustur.

Tablo 5.10. Kisitlandirilmis Dogrusal Spline Regresyon Modelinde Tahminlerin Ciktisi

Degiskenler  Katsayilar oyl SECRINE T P o Dot e
Modelin Sabiti 2 3,2127 0509 631 0,000  2,1999 4,2257
X bo 0,030184 0,006788 445 0,000  0,0167 0,0437
(X-11) by -0,030973 0,009757  -3,17 0,002  -0,0504 -0,0116
(X-24) b, -0,014245 0,005961 -2,39 0,019 -0,0261 -0,0024
(X-43) bs 0,005722 0007222 0,79 043 -0,0087 0,0201
(X-53) ba 0,02308 0,01008 2,29 0,025 0,003 0,0431
(X-63) bs -0,017455 0009821 -1,78 0,079  -0,037 0,0021
(X-74) be 0,005941 0,008642 0,69 0494 -0,0113 0,0231

Kisitlandirilmis dogrusal spline regresyon modeliyle bulunan tahmini ihr./ith.

oranlari ile gozlenen ihr./ith. oranlar1 dagilimi Sekil 5.9°da verilmistir.

2,0000 ~

1,5000 -

1,0000 -

0,5000 -~

X Gozlenen ihr./ith. Orani
e Tahmin Edilen ihr./ith. Orani

0,0000
1915

1935
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Sekil 5.9. Kisitlandirilmis Dogrusal Spline Regresyonla Tahmin Edilen ve G6zlenen

Thr./ith. Oran1 Dagilim1
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5.2.2. Kareli (Kuadratik) Spline Regresyon Modellleri
5.2.2.1. Kisitlandirilmamis Kareli Spline Regresyon Modeli

Belirlenen diigiim noktalarina gore olusturulan gdlge degiskenlerle asagidaki gibi

kisitlandirilmamus Kareli spline regresyon modeli kurulur.

Yt = aO + bOXt + letz + bZZ:(l)t + b3th + b4Z%t + -+ b17th + b1826t +
b1oZ¢; + e (5.5)

Olusturulan regresyon modelinde, aqy, b,, bs, bg, bi1, bis Ve byy
kisitlandirilmamis regresyon modelinin sabitleri, by, by, bs, by, be, by,..., big V€ byg
regresyon modelinin egim katsayilar1 veya bagimsiz degiskenlerin katsay1 degerleri ve
e; Ise tim regresyon varsayimlarinin saglandigi varsayilan hata terimidir. Bu kosullar
altinda esitlik 5.5’teki regresyon denklemi tiglincii boliimde anlatildigi gibi en kiigiik

karelerle tahmin edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen sonuglar asagidaki gibidir.

Regresyon esitligi,

Tahmini Ihr. /ith. Oran1 (Y) = 15,624 + 0,3586X + 0,0021544X? — 0,1609(X-11)°
—0,07271(X-11) — 0,001137(X-11)? — 0,8394(X-24)° — 0,06275(X-24) — 0,0007998(X-
24)? — 0,0491(X-43)° + 0,00949(X-43) — 0,001712(X-43)? — 0,012(X-53)° — 0,05754(X-
53) + 0,001921(X-53)*> + 0,0081(X-63)° — 0,0314(X-63) — 0,000603(X-63)* —
0,0363(X-74)° + 0,02506(X-74) — 0,00021(X-74)% + e, (5.6)

bi¢iminde olusturulur.

Tablo 5.7°deki varyans analizi sonuglarina bakildiginda F istatistik degeri 36,59
bulunmus ve kurulan modelin tamami oldukg¢a anlamli ¢ikmustir (p<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,014 olarak bulunmustur.

Tablo 5.11. Kisitlandirilmamis Kareli Spline Regresyonda Varyans Analizi

Serbestlik Kareler Kareler

Degisim Kaynagi Derecesi Toplamm Ortalamasi F P
Regresyon 20 6,79373 0,33969 25,26 0,000
Hata 67 0,90091 0,01345

Toplam 87 7,69464
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Yukarida belirtilen 5.6 esitligi Tablo 5.12°ye gore yazilmistir. Tablo 5.12

incelenecek olursa, ag, by, bs, bg, b11, b14 Ve bi7 katsayilart modelin sabitleri oldugundan,

diigiim noktalarinda regresyon dogrusu siirekli degildir. Regresyon modelinde ap, by,

b;, bs, bs ve bg katsayilari %5 Onem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu

katsayilarin sifirdan farkli oldugu belirlenmistir. Ayrica, by, bs, bs, bs, bg, b7, bs, b1o, b11,

b1s, D16, D17 Ve big katsayr degerleri ise negatif bulunmustur.

Tablo 5.12. Kisitlandirilmamis Kareli Spline Regresyon Modelinde Tahminlerin Ciktis1

- Katsayi Standart Hata Giiven Simirlari

Degiskenler Katsaylar Degerleri Degerleri P Alt Smir  Ust Smir
Modelin {lk Sabiti ag 15,624 5844 2,67 0,009 3,9617 27,2895
X bo 0,3586 0,1525 2,35 0,022 0,0542 0,663
X2 b, 0,0021544 0,0009897 2,18 0,033 0,0002 0,0041
(X-11)° b, -0,1609 0,1438 -1,12 0,267 -0,448 0,1262
(X-11) bs -0,07271 0,02775 -2,62 0,011 -0,1281 -0,0173
(X-11)? b, -0,001137 0,001183 -0,96 0,34 -0,0035 0,0012
(X-24)° bs -0,8394 0,1219 -6,88 0 -1,0827 -0,596
(X-24) bs -0,06275 0,01911 -3,28 0,002 -0,1009 -0,0246
(X-24)? b, -0,0007998 0,0006941 -1,15 0,253 -0,0022 0,0006
(X-43)° bg -0,0491 0,1543 -0,32 0,751 -0,357 0,2588
(X-43) by 0,00949 0,02995 0,32 0,752 -0,0503 0,0693
(X-43)? b1o -0,001712 0,001286 -1,33 0,188 -0,0043 0,0009
(X-53)° b1y -0,012 0,1641 -0,07 0,942 -0,339%4 0,3155
(X-53) b1, 0,05754 0,03698 1,56 0,124 -0,0163 0,1313
(X-53)? bis 0,001921 0,001784 1,08 0,285 -0,0016 0,0055
(X-63)° b4 0,0081 0,1566 0,05 0,959 -0,3046 0,3206
(X-63) bis -0,0314 0,03393 -0,93 0,358 -0,0991 0,0363
(X-63)? bis -0,000603 0,001603 -0,38 0,708 -0,0038 0,0026
(X-74)° b7 -0,0363 0,1396 -0,26 0,796 -0,3148 0,2423
(X-74) big 0,02506 0,0264 0,95 0,346 -0,0276 0,0778
(X-74) bio -0,00021 0,001126 -0,19 0,853 -0,0025 0,002

Kisitlandirilmamis kareli spline regresyon modeliyle bulunan tahmini ihr./ith.

oranlari ile gozlenen ihr./ith. oranlart dagilimi Sekil 5.10°da verilmistir.
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Sekil 5.10. Kisitlandirilmamis Kareli Spline Regresyonla Tahmin Edilen ve G6zlenen
Thr./ith. Oram1 Dagilimi

5.2.2.2. Kisitlandirilmis Kareli (Kuadratik) Spline Regresyon Modeli
5.2.2.2.1. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis Kareli Spline Regresyon Modeli

Belirlenen diigiim noktalarina gore olusturulan golge degiskenlerle asagidaki

gibi sabit katsayilar kisitlandirilmis kareli spline regresyon modeli kurulur.
Yt = ao + bOXt + letZ + szlt + b3Z12t + + b12Z6t + b13Z62t + et (57)

Olusturulan regresyon modelinde, a, regresyon modelinin sabiti, by, by, by, bs,
by, bs,..., by, Ve bz regresyon modelinin egim katsayilar1 veya bagimsiz degiskenlerin
katsay1 degerleri ve e, ise tiim regresyon varsayimlarinin saglandigi varsayilan hata
terimidir. Bu kosullar altinda esitlik 5.7°deki regresyon denklemi {iciincii bdliimde
anlatildig1 gibi en kiigiik karelerle tahmin edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen

sonuglar agagidaki gibidir.
Regresyon esitligi,

Tahmini Ihr. /ith. Orani (Y) = 9,34 + 0,2X + 0,001159X? — 0,03023(X-11) —
0,001402(X-11)? — 0,06105(X-24) + 0,001423(X-24)? — 0,04244(X-43) — 0,0017072(X-
43)* + 0,03874(X-53) + 0,001168(X-53)> — 0,03295(X-63) — 0,000905(X-63)* +
0,02444(X-74) — 0,0000328(X-74)? + e, (5.8)

bigiminde olusturulur.
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Tablo 5.13’teki varyans analizi sonuglarina bakildiginda F istatistik degeri 19,35
bulunmus ve kurulan modelin tamam1 olduk¢a anlamli ¢ikmistir (p<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,023 olarak bulunmustur.

Tablo 5.13. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis Kareli Spline Regresyonda Varyans
Analizi

Degisim Kaynag1 Serbestli_k Kareler Kareler = p
Derecesi Toplam Ortalamasi

Regresyon 14 6,06109 0,43293 19,35 0,000

Hata 73 1,63355 0,02283

Toplam 87 7,69464

Yukarida belirtilen 5.8 esitligi Tablo 5.14’e¢ gore yazilmistir. Tablo 5.14
incelenecek olursa, ap modelin sabitidir. Modelin tek bir sabiti oldugu i¢in diigim
noktalarinda regresyon dogrusu siireklidir. Regresyon modelinde b, ve bs katsayilart %5
onem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan farkli oldugu
belirlenmistir. Ayrica, by, b3, bs, bs, b7, bio, b1; Ve bz katsayr degerleri ise negatif
bulunmustur.

Tablo 5.14. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis Kareli Spline Regresyon Modelinde
Tahminlerin Ciktis1

Degiskenter Katsaytar 5000, et T P S Ot Sor
Modelin Sabiti N 9,34 6,739 139 0,17 -4,0874 22,7716
X bo 0,2 0,1773 1,13 0,263 -0,1533 0,5534
X2 b, 0,001159 0,001159 1 0321 -0,0012 0,0035
(X-11) b, -0,03023 0,03466 -0,87 0,386 -0,0993 0,0388
(X-11)° bs -0,001402 0,001083 -1,29 0,2 -0,0036 0,0008
(X-24) by -0,06105 0,02206 -2,77 0,007 -0,105 -0,0171
(X-24)? bs 0,001423 0,0005314 2,68 0,009 0,0004 0,0025
(X-43) bg -0,04244 0,02769 -153 0,13 -0,0976 0,0127
(X-43)° b, -0,0017072 0,0009761 -1,75 0,084 -0,0037 0,0002
(X-53) bg 0,03874 0,04013 0,97 0,338 -0,0412 0,1187
(X-53)° by 0,001168 0,001184 0,99 0,327 -0,0012 0,0035
(X-63) bio -0,03295 0,03793 -0,87 0,388 -0,1086 0,0426
(X-63)° byy -0,000905 0,001104 -0,82 0,415 -0,0031 0,0013
(X-74) b1, 0,02444 0,03086 0,79 0,431 -0,0371 0,086
(X-74) b3 -0,0000328 0,0008283 -0,04 0,969 -0,0017 0,0016

Sabit katsayilar1 kisitlandirilmis kareli spline regresyon modeliyle bulunan

tahmini ihr./ith. oranlart ile gézlenen ihr./ith. oranlart dagilimi Sekil 5.11°de verilmistir.
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Sekil 5.11. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis Kareli Spline Regresyonla Tahmin Edilen
ve Gozlenen Ihr./ith. Oran1 Dagilimi

5.2.2.2.2. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis ve Diigiim Noktasinda Birinci
Derece Tiirevleri Esit Olan Kareli Spline Regresyon Modeli

Belirlenen diigiim noktalarina gore olusturulan golge degiskenlerle asagidaki
gibi sabit katsayilar1 kisitlandirilmis ve diiglim noktasinda birinci derece tiirevleri esit

olan kareli spline regresyon modeli kurulur.
Yt = ao + bOXt + letZ + bZZIZt + b3Z22t + + bGth + b7th + et (59)

Olusturulan regresyon modelinde, a, regresyon modelinin sabiti, by, by, by, bs,
by, bs, bg Ve b, regresyon modelinin egim katsayilart veya bagimsiz degiskenlerin
katsay1 degerleri ve e, ise tiim regresyon varsayimlarinin saglandigi varsayilan hata
terimidir. Bu kosullar altinda esitlik 5.9°daki regresyon denklemi igiincii boliimde
anlatildig1 gibi en kiiciik karelerle tahmin edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen

sonuglar agagidaki gibidir.
Regresyon esitligi,

Tahmini Ihr. /ith. Orani (Y) = 7,783 + 0,162X + 0,0009271X? — 0,0022534(X-
11)% + 0,0017761(X-24)? — 0,0008791(X-43)? + 0,0012566 (X-53)% — 0,0015021(X-63)?
+0,0011138(X-74)? + e, (5.10)

bigiminde olusturulur.
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Tablo 5.15’teki varyans analizi sonuglarina bakildiginda F istatistik degeri 26,31
bulunmus ve kurulan modelin tamami1 olduk¢a anlamli ¢ikmistir (p<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,027 olarak bulunmustur.

Tablo 5.15. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmig ve Diigiim Noktasinda Birinci Derece
Tiirevleri Esit Olan Kareli Spline Regresyonda Varyans Analizi

Serbestlik Kareler Kareler

Degisim Kaynag: Derecesi Toplami Ortalamasi F P
Regresyon 8 5,59457 0,69932 26,31 0,000
Hata 79 2,10007 0,02658

Toplam 87 7,69464

Yukarida belirtilen 5.10 esitligi Tablo 5.16’ya gore yazilmistir. Tablo 5.16
incelenecek olursa, ap modelin sabitidir. Modelin tek bir sabiti oldugu igin, digim
noktalarinda regresyon dogrusu siireklidir. Regresyon modelinde ao, by, b3, bs, bs ve bg
katsayilar1 %5 onem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu katsayilarm sifirdan
farkli oldugu belirlenmistir. Sabit katsayilar1 kisitlandirilmis ve diiglim noktasinda
birinci derece tiirevleri esit olan kareli spline regresyonda 1., 2., 3., 4. ve 5. diigiim
noktalart anlamli bulunmustur. Ayrica, b, by ve bg katsayr degerleri ise negatif

bulunmustur.

Tablo 5.16. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmig ve Diigiim Noktasinda Birinci Derece
Tiirevleri Esit Olan Kareli Spline Regresyon Modelinde Tahminlerin Ciktisi

.. Katsay1 Standart Hata Giiven Sinirlar

Degiskenler Katsaylar Degerleri Degerleri T P Alt Smir  Ust Smir
Modelin Sabiti ag 7,783 3,035 256 0,012 1,7416 13,8242
X bo 0,162 0,08542 1,9 0,062 -0,0003 0,0021
X? b, 0,0009271 0,0005925 1,56 0,122 -0,0038 -0,0007
(X-11)2 b, -0,0022534 0,0007586 -2,97 0,004 0,0012 0,0024
(X-24)? bs 0,0017761 0,000297 5,98 0,000 -0,0016 -0,0002
(X-43)? by -0,0008791 0,0003551 -2,48 0,015 0,0002 0,0024
(X-53)? bs 0,0012566 0,0005498 2,29 0,025 -0,0026 -0,0004
(X-63)> be -0,0015021 0,0005755 -2,61 0,011 -0,0001 0,0023
(X-74)? b, 0,0011138 0,0005929 1,88 0,064 -0,008 0,332

Sabit katsayilar kisitlandirilmis ve diigim noktasinda birinci derece tiirevleri esit
olan kareli spline regresyon modeliyle bulunan tahmini ihr./ith. oranlar1 ile gbézlenen

ihr./ith. oranlar1 dagilimi Sekil 5.12°de verilmistir.
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Sekil 5.12. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis ve Diigiim Noktasinda Birinci Derece
Tiirevleri Esit Olan Kareli Spline Regresyonla Tahmin Edilen ve Gdzlenen Ihr./ith.
Orani Dagilim:

5.2.3. Kiibik Spline Regresyon Modeli
5.2.3.1. Kisitlandirilmamis Kiibik Spline Regresyon Modeli

Belirlenen diigiim noktalarina gore olusturulan golge degiskenlerle asagidaki gibi

kisitlandirilmamas kiibik spline regresyon modeli kurulur.

Yt = ao + bOXt + b1Xt2 + bth3 + b3Z:?t + b4th + bSth + b6213t + b +
bysZer + basZer + bysZé + basZir + € (5.11)

Olusturulan regresyon modelinde, ag, bz, by, biy, bis, big VE by
kisitlandirilmamis regresyon modelinin sabitleri, by, by, by, by, bs, b,..., bys, bys Ve
b,¢ regresyon modelinin egim katsayilar1 veya bagimsiz degiskenlerin katsayi degerleri
Ve e; ise tiim regresyon varsayimlarinin saglandigi varsayilan hata terimidir. Bu
kosullar altinda esitlik 5.11°deki regresyon denklemi {igiincii boliimde anlatildig1 gibi en
kiiclik karelerle tahmin edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen sonuglar asagidaki
gibidir.

Regresyon esitligi,

Tahmini hr. /ith. Oran1 (Y) = 136,47 + 5,105X + 0,06405X? + 0,0002679X> —
0,4118(X-11)° — 0,07094(X-11) — 0,014603(X-11)> — 0,0001387(X-11)* — 0,9218(X-
24)° — 0,1019(X-24) — 0,005682(X-24)* — 0,0001254(X-24)® + 0,058(X-43)° —
0,04422(X-43) + 0,003591(X-43)> — 0,0001708(X-43)> + 0,0909(X-53)° + 0,0577(X-
53) + 0,00975(X-53)> + 0,0000662(X-53)° — 0,0003(X-63)° — 0,00096(X-63) +
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0,00093(X-63)? + 0,0001336(X-63)° — 0,1134(X-74)° + 0,0469(X-74) — 0,00306(X-74)*
+0,0000086(X-74)° + e, (5.12)

biciminde olusturulur.

Tablo 5.17°deki varyans analizi sonuglarina bakildiginda F istatistik degeri 18,17
bulunmus ve kurulan modelin tamami oldukg¢a anlamli ¢ikmistir (p<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,014 olarak bulunmustur.

Tablo 5.17. Kisitlandirilmamis Kiibik Spline Regresyonda Varyans Analizi

Serbestlik Kareler Kareler

Degisim Kaynagi Derecesi Toplamm Ortalamasi F P
Regresyon 27 6,85620 0,25393 18,17 0,000
Hata 60 0,83844 0,01397

Toplam 87 7,69464

Yukarida belirtilen 5.12 esitligi Tablo 5.18’e gore yazilmistir. Tablo 5.18
incelenecek olursa, a,, bs, b;, by1, bis, big V€ b,z katsayilart modelin sabitleri
oldugundan, diiglim noktalarinda regresyon dogrusu siirekli degildir. Regresyon
modelinde bs, b; ve bg katsayilar1 %5 6nem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu
katsayilarin sifirdan farkli oldugu belirlenmistir. Ayrica, bs, by, bs, bg, b7, bg, bg, D10, b12,

D14, b1g, 2o, 23 Ve bys katsay1 degerleri ise negatif bulunmustur.
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Tablo 5.18. Kisitlandirilmamis Kiibik Spline Regresyon Modelinde Tahminlerin Ciktist

<. Katsayr  Standart Hata Giiven Sinirlar:

Degiskenler Katsayilar Degerleri Degerleri T P Alt Smr Ust Sur
Modelin Ilk Sabiti a 136,47 8501 1,61 0,114 -33605 306,4592
X by 5,105 3,334 1,53 0,131 -1,5659 11,7724
X2 b, 0,06405 0,04344 1,47 0,146 -0,0229 0,1509
X3 b, 0,0002679 0,000188 1,43 0,159 -0,0001 0,0006
(X-ll)0 b, -0,4118 0,2088 -1,97 0,053 -0,8293 0,0058
(X-11) b, -0,07094 0,07194 -0,99 0,328 -0,2148 0,073
(X-ll)2 bs -0,014603 0,007209 -2,03 0,047 -0,029  -0,0002
(X-ll)3 bs -0,0001387 0,0002144 -0,65 0,52 -0,0006 0,0003
(X-24)° by -0,9218 0,1677 55 000 -1,2572 -0,5863
(X-24) bg -0,1019 0,04731 -2,15 0,035 -0,1965 -0,0073
(X-24)2 by -0,005682 0,004099 -1,39 0,171 -0,0139 0,0025
(X-24)3 b1g -0,0001254 0,0001064 -1,18 0,243 -0,0003 0,0001
(X-43)° b 0,058 02465 024 0815 -0,4351 0,551
(X-43) b1s -0,04422 0,08882 -0,5 0,62 -0,2219 0,1335
(X-43)2 bi3 0,003591 0,008987 0,4 0,691 -0,0144 0,0216
(X-43)3 D14 -0,0001708 0,0002672 -0,64 0,525 -0,0007 0,0004
(X-53)° bis 0,0909 02533 036 0721 -04157 05975
(X-53) b1 0,0577 0,1019 0,57 0,574  -0,1461 0,2614
(X-53)> by 0,00975 001148 085 0,399 -0,0132  0,0327
(X-53)3 big 0,0000662 0,000376 0,18 0,861 -0,0007 0,0008
(X-63)0 b1g -0,0003 0,2352 -0,01 0,999 -0,4709 0,4702
(X-63) by -0,00096 0,09056 -0,01 0,992 -0,1821 0,1802
(X-63)2 b,y 0,00093 0,01 0,09 0,926 -0,0191 0,0209
(X-63)3 b,y 0,0001336 0,0003256 0,41 0,683 -0,0005 0,0008
(X-74)0 b,3 -0,1134 0,1995 -0,57 0,572 -0,5123 0,2856
(X-74) b,s 0,04069 0,06725 0,61 0,547 -0,0938 0,1752
(X-74)2 b5 -0,00306 0,006764 -0,45 0,653 -0,0166 0,0105
(X-74)3 b, 0,0000086 0,0002039 0,04 0,967 -0,0004 0,0004

Kisitlandirilmamis kiibik spline regresyon modeliyle bulunan tahmini ihr./ith.

oranlari ile gozlenen ihr./ith. oranlart dagilimi Sekil 5.13’te verilmistir.
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Sekil 5.13. Kisitlandirilmamis Kiibik Spline Regresyonla Tahmin Edilen ve G6zlenen
Thr./ith. Oram1 Dagilin

5.2.3.2. Kisitlandirilmas Kiibik Spline Regresyon Modeli
5.2.3.2.1. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis Kiibik Spline Regresyon Modeli

Belirlenen diigiim noktalarina gore olusturulan golge degiskenlerle asagidaki gibi

sabit katsayilar1 kisitlandirilmis kiibik spline regresyon modeli kurulur.

Yt = ao + bOXt + letZ + bth3 + b3th + b4Z12t + bSZl3t + + b18Z6t +
b1oZg + byoZi, + e (5.13)

Olusturulan regresyon modelinde, a, regresyon modelinin sabiti, by, by, by, bs,
by, bs,..., big Ve by, regresyon modelinin egim katsayilar1 veya bagimsiz degiskenlerin
katsay1 degerleri ve e; ise tlim regresyon varsayimlarinin saglandigi varsayilan hata
terimidir. Bu kosullar altinda esitlik 5.13’teki regresyon denklemi {igilincii boliimde
anlatildig1 gibi en kiigiik karelerle tahmin edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen

sonuclar asagidaki gibidir.
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Regresyon esitligi,

Tahmini fhr. /ith. Oram (Y) = 105,2 + 3,911X + 0,04888X? + 0,000204X> —
0,1633(X-11) — 0,001845(X-11)* — 0,0003438(X-11)* — 0,09093(X-24) + 0,010319(X-
24)* + 0,0000627(X-24)° + 0,04651(X-43) + 0,002699(X-43)* + 0,0000435(X-43)* +
0,05852(X-53) + 0,004266(X-53)* — 0,0000072(X-53)° — 0,015(X-63) + 0,000188(X-
63)? + 0,0000487(X-63)% + 0,02995(X-74) — 0,000671(X-74)* + 0,0000043(X-74)* + ¢,

(5.14)

bi¢iminde olusturulur.

Tablo 5.19°daki varyans analizi sonuglarina bakildiginda F istatistik degeri 15,52
bulunmus ve kurulan modelin tamami oldukg¢a anlamli ¢ikmistir (p<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,02 olarak bulunmustur.

Tablo 5.19. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis Kiibik Spline Regresyonda Varyans
Analizi

Serbestlik Kareler Kareler

Degisim Kaynagi Derecesi Toplami Ortalamasi F P
Regresyon 21 6,39902 0,30472 15,52 0,000
Hata 66 1,29562 0,01963

Toplam 87 7,69464

Yukarida belirtilen 5.14 esitligi Tablo 5.20’ye goére yazilmistir. Tablo 5.20
incelenecek olursa, ap modelin sabitidir. Modelin tek bir sabiti oldugu i¢in diigiim
noktalarinda regresyon dogrusu siireklidir. Regresyon modelinde sadece b; katsayisi
%35 onem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu katsayinin sifirdan farkli oldugu
belirlenmistir. Ayrica, bz, bs, bs, bg, D14, D15, D19 Ve byo katsayr degerleri ise negatif

bulunmustur.
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Tablo 5.20. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis Kiibik Spline Regresyon Modelinde
Tahminlerin Ciktis1

Degiskenter  Katsaylar p oSl S egerters T P icSmr ot S
Modelin Sabiti a 105,2 96,65 1,09 0,28 -87,804 298,1041
X bo 3,911 3,799 1,03 0,307 -3,6764 11,4941
X? b, 0,04888 0,0496 0,99 0,328 -0,0502 0,1479
X3 b, 0,000204 0,0002151 0,95 0,346 -0,0002 0,0006
(X-11) bs -0,1633 0,07966 -2,05 0,044 -0,3223  -0,0042
(X-11)? b, -0,001845 0,006213  -0,3 0,767 -0,0142 0,0106
(X-11)° bs -0,0003438 0,0002503 -1,37 0,174 -0,0008 0,0002
(X-24) bg -0,09093 0,0519 -1,75 0,084 -0,1946 0,0127
(X-24)? b; 0,010319 0,003164 3,26 0,002 0,004 0,0166
(X-24)° bg 0,0000627 0,00009575 0,65 0,515 -0,0001 0,0003
(X-43) by 0,04651 0,06519 0,71 0,478 -0,0836 0,1767
(X-43)? b1o 0,002699 0,005869 0,46 0,647 -0,009 0,0144
(X-43)° by 0,0000435 0,0002134 0,2 0,839 -0,0004 0,0005
(X-53) by, 0,05852 0,0933 0,63 0,533 -0,1278 0,2448
(X-53)? b3 0,004266 0,00741 0,58 0,567 -0,0105 0,0191
(X-53)° b1y -0,0000072 0,0003282 -0,02 0,983 -0,0007 0,0006
(X-63) bis -0,015 0,08796 -0,17 0,865 -0,1906 0,1606
(X-63)? big 0,000188 0,006765 0,03 0,978 -0,0133 0,0137
(X-63)° b7 0,0000487 0,0002887 0,17 0,867 -0,0005 0,0006
(X-74) big 0,02995 0,07112 0,42 0,675 -0,112 0,172
(X-74) big -0,000671 0,004937 -0,14 0,892 -0,0105 0,0092
(X-74)° Do 0,0000043 0,0001836 0,02 0,981 -0,0004 0,0004

Sabit katsayilar1 kisitlandirilmis kiibik spline regresyon modeliyle bulunan

tahmini ihr./ith. oranlar1 ile gozlenen ihr./ith. oranlar1 dagilimi Sekil 5.14’te verilmistir.
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= Tahmin Edilen ihr./ith. Orani

0,5000 -

0,0000 T T T T )
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Sekil 5.14. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis Kiibik Spline Regresyonla Tahmin Edilen
ve Gozlenen fhr./ith. Oran1 Dagilimi
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5.2.3.2.2. Sabit Katsayillar1 Kisitlandirilmis ve Diigiim Noktasinda Birinci
Derece Tiirevleri Esit Olan Kiibik Spline Regresyon Modeli

Belirlenen diigiim noktalarina gore olusturulan gdlge degiskenlerle asagidaki gibi
sabit katsayilar1 kisitlandirilmis ve diigiim noktasinda birinci derece tiirevleri esit olan

kiibik spline regresyon modeli kurulur.
Yt = ao + bOXt + letZ + bzX? + b3212t + b4th + cee + blSth + b14th + et (515)

Olusturulan regresyon modelinde, a, regresyon modelinin sabiti, by, by, by, bs,
by, bs,..., bi3 Ve by, regresyon modelinin egim katsayilar1 veya bagimsiz degiskenlerin
katsay1 degerleri ve e, ise tiim regresyon varsayimlarnin saglandigi varsayilan hata
terimidir. Bu kosullar altinda esitlik 5.15’teki regresyon denklemi ii¢lincii boliimde
anlatildig1 gibi en kiiciik karelerle tahmin edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen

sonuclar asagidaki gibidir.
Regresyon esitligi,

Tahmini Ihr. /ith. Oram (Y) = — 97,29 — 3,955X — 0,05257X? — 0,0002306X° +
0,011001(X-11)> + 0,0000812(X-11)® + 0,009629(X-24)*> + 0,0001607(X-24)® +
0,000816(X-43)? + 0,0000203(X-43)° + 0,006021(X-53)> — 0,00012192(X-53)° +
0,001573(X-63)? + 0,00017735(X-63)® — 0,001004(X-74)* — 0,00005336(X-74)° + e,

(5.16)

bigiminde olusturulur.

Tablo 5.21°deki varyans analizi sonuglarina bakildiginda F istatistik degeri 19,24
bulunmus ve kurulan modelin tamami olduk¢a anlamli ¢ikmistir (p<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,02 olarak bulunmustur.

Tablo 5.21. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmig ve Diigiim Noktasinda Birinci Derece
Tiirevleri Esit Olan Kiibik Spline Regresyonda Varyans Analizi

Desisim Kaynas: Serbestlik Kareler Kareler = p
s18 ynag Derecesi Toplamm Ortalamasi

Regresyon 15 6,15804 0,41054 19,24 0,000

Hata 72 1,53660 0,02134

Toplam 87 7,69464
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Yukarida belirtilen 5.16 esitligi Tablo 5.22°ye goére yazilmistir. Tablo 5.22
incelenecek olursa, a; modelin sabitidir. Modelin tek bir sabiti oldugu igin, digiim
noktalarinda regresyon dogrusu siireklidir. Regresyon modelinde bs, bs ve bg katsayi
degerleri %5 6nem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan farkli
oldugu belirlenmistir. Ayrica, ag, bo, b1, b2, b1g, b13 Ve bi4 katsayr degerleri ise negatif
bulunmustur.

Tablo 5.22. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmig ve Diigiim Noktasinda Birinci Derece
Tiirevleri Esit Olan Kiibik Spline Regresyon Modelinde Tahminlerin Ciktisi

Degiskenter  Katsaylar _p o, et T P Al st e
Modelin Sabiti ag -97,29 59 -1,65 0,104 -214,918 20,2975
X bo -3,955 2,378 -166 0101 -8,6972  0,7847
X? by -0,05257 0,03179 -1,65 0,103 -0,116  0,0108
X3 b, -0,0002306 0,0001409 -1,64 0,106 -0,0005  0,0001
(X-11)? bs 0,011001 0,005015 2,19 0,032 0,001 0,021
(X-11)° by 0,0000812 0,0001222 0,66 0509 -0,0002  0,0003
(X-24)? bs 0,009629 0,002193 4,39 0 0,0053 0,014
(X-24)° be 0,00011607 0,00003504 3,31 0,001 0,000  0,0002
(X-43)? b, 0,000816 0,003055 0,27 0,79  -0,0053  0,0069
(X-43)° bg 0,0000203 0,00007634 0,27 0,791  -0,0001  0,0002
(X-53)? bg 0,006021 0,005411 1,11 027 -0,0048  0,0168
(X-53)° bio -0,00012192 0,00008103 -1,5 0,137  -0,0003 0,000
(X-63)? by 0,001573 0,005127 0,31 0,76 -0,0086  0,0118
(X-63)° b1, 0,00017735 0,0000797 2,23 0,029 0,000  0,0003
(X-74)? b3 -0,001004 0,00408 -0,25 0,806  -0,0091  0,0071
(X-74)° D14 -0,00005336 0,00006053 -0,88 0,381  -0,0002  0,0001

Sabit katsayilar kisitlandirilmis ve diiglim noktasinda birinci derece tiirevleri esit
olan kiibik spline regresyon modeliyle bulunan tahmini ihr./ith. oranlari ile gbzlenen

ihr./ith. oranlar1 dagilimi Sekil 5.15’te verilmistir.
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Sekil 5.15. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmig ve Diiglim Noktasinda Birinci Derece
Tiirevleri Esit Olan Kiibik Spline Regresyonla Tahmin Edilen ve Gdzlenen Ihr./ith.
Orani Dagilim1

5.2.3.2.3. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis ve Diigiim Noktasinda ikinci
Derece Tiirevleri Esit Olan Kiibik Spline Regresyon Modeli

Belirlenen diigiim noktalarina gore olusturulan gdlge degiskenlerle asagidaki gibi
sabit katsayilart kisitlandirilmis ve diigiim noktasinda ikinci derece tiirevleri esit olan

kiibik spline regresyon modeli kurulur.
Y, = ag + boX; + by XZ + by X3 + b3 Z3, 4+ -+ bgZ3, + e, (5.17)

Olusturulan regresyon modelinde, a, regresyon modelinin sabiti, by, by, by, bs,
by, bs, be, b; ve bg regresyon modelinin egim katsayilar1 veya bagimsiz degiskenlerin
katsay1 degerleri ve e; ise tiim regresyon varsayimlarinin saglandigi varsayilan hata
terimidir. Bu kosullar altinda 5.17°deki regresyon denklemi tigiincii boliimde anlatildig:
gibi en kiiclik karelerle tahmin edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen sonuglar

asagidaki gibidir.
Regresyon esitligi,

Tahmini fhr. /ith. Orani (Y) = — 46,99 — 2,0784X — 0,02937X? — 0,00013554X° +
0,00016552(X-11)° — 0,00003207(X-24)° + 0,00001366(X-43)° — 0,00003116(X-53)° +
0,00003077(X-63)° — 0,00001706(X-74)? + e, (5.18)

bi¢iminde olusturulur.
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Tablo 5.23’teki varyans analizi sonuglarina bakildiginda F istatistik degeri 18,98
bulunmus ve kurulan modelin tamami1 olduk¢a anlamli ¢ikmistir (p<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,03 olarak bulunmustur.

Tablo 5.23. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis ve Diigiim Noktasinda Ikinci Derece
Tiirevleri Esit Olan Kiibik Spline Regresyonda Varyans Analizi

Serbestlik Kareler Kareler

Degisim Kaynag: Derecesi Toplami Ortalamasi F P
Regresyon 9 5,28249 0,58694 18,98 0,000
Hata 78 2,41215 0,03092

Toplam 87 7,69464

Yukarida belirtilen 5.18 esitligi Tablo 5.24’e gore yazilmistir. Tablo 5.24
incelenecek olursa, ap modelin sabitidir. Modelin tek bir sabiti oldugu igin, diigim
noktalarinda regresyon dogrusu siireklidir. Regresyon modelinde ag, bo, b1, b2, bs ve by
katsayr degerleri %5 Onem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu katsayilarin
sifirdan farkli oldugu belirlenmistir. Sabit katsayilar1 kisitlandirilmis ve diigiim
noktasinda iki derece tiirevli kiibik spline regresyonda 1. ve 2. diigim noktalar1 anlamli
bulunmustur. Ayrica, ao, bo, b1, b2, b, bg Ve bg katsay1 degerleri ise negatif bulunmustur.

Tablo 5.24. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis ve Diigiim Noktasinda Ikinci Derece
Tiirevleri Esit Olan Kiibik Spline Regresyon Modelinde Tahminlerin Ciktisi

Degiskenter  Katsaylar 5ol e T P akSwmr Do S
Modelin Sabiti ag -46,99 17,25 -2,72 0,008 -81,3391 -12,6441
X bo -2,0784 0,7522 -2,76 0,007 -3,5761 -0,5811
X? b, -0,02937 0,01082 -2,71 0,008 -0,0509  -0,0078
X3 b, -0,00013554 0,0000514 -2,64 0,01  -0,0002 0,000
(X-11) bs 0,00016552 0,00005998 2,76 0,007 0,000 0,0003
(X-24)° by -0,00003207 0,00001413 -2,27 0,026  -0,0001 0,000
(X-43)° bs 0,00001366 0,00001511 09 0,369 0,000 0,000
(X-53)° be -0,00003116 0,00002491 -125 0,215 -0,0001 0,000
(X-63)° b; 0,00003077 0,00002914 1,06 0,294 0,000 0,0001
(X-74)° bg -0,00001706 0,00003936 -0,43 0,666  -0,0001 0,0001

Sabit katsayilar1 kisitlandirilmis ve diigiim noktasinda ikinci derece tlirevleri esit
olan kiibik spline regresyon modeliyle bulunan tahmini ihr./ith. oranlar1 ile gbzlenen

ihr./ith. oranlar1 dagilimi Sekil 5.16’da verilmistir.
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Sekil 5.16. Sabit Katsayilar1 Kisitlandirilmis ve Diigiim Noktasinda Ikinci Derece
Tiirevleri Esit Olan Kiibik Spline Regresyonla Tahmin Edilen ve Gozlenen Ihr./Ith.
Orani Dagilimi

5.3. POLINOM REGRESYON MODELLERI

5.3.1. Basit Dogrusal Regresyon Modeli

Basit dogrusal regresyon modeli asagidaki gibi kurulur.

Yt = ao + bOXt + et (519)

Olusturulan regresyon modelinde, a, regresyon modelinin sabiti, b, regresyon
modelinin egim katsayis1 veya bagimsiz degisken katsay1 degeri ve e; ise hata terimidir.
Esitlik 5.19°daki regresyon denklemi iicilincii boliimde anlatildigi gibi en kiigiik
karelerle tahmin edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen sonuglar agagidaki gibidir.

Regresyon esitligi,

Tahmini ihr. /ith. Oran1 (Y) = 0,77567 — 0,0031883X + e, (5.20)

bi¢iminde olusturulur.

Tablo 5.25’teki varyans analizi sonuglara bakildiginda F istatistik degeri 36,87
bulunmus ve kurulan modelin tamami1 olduk¢a anlamli ¢ikmistir (p<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,06 olarak bulunmustur.
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Tablo 5.25. Basit Dogrusal Regresyonda Varyans Analizi

Serbestlik Kareler Kareler

Degisim Kaynag: Derecesi Toplami Ortalamasi F P
Regresyon 1 2,3088 2,3088 36,87 0,000
Hata 86 5,3858 0,0626

Toplam 87 7,6946

Yukarida belirtilen 5.20 esitligi Tablo 5.26’ya gore yazilmistir. Tablo 5.26
incelenecek olursa, ap modelin sabiti ve by katsayr degeri %5 6nem diizeyinde anlamli
bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan farkli oldugu belirlenmistir. Ayrica, bg

katsay1 degeri ise negatif bulunmustur.

Tablo 5.26. Basit Dogrusal Regresyon Modelinde Tahminlerin Ciktisi

- Katsay1 Standart Hata Giiven Simirlar
Degiskenler  Katsayilar Degerleri Degerleri T P Alt Smir  Ust Simr
Modelin Sabiti N 0,77567 0,02668 29,08 0,000 0,7226 0,8287
X bo -0,0031883 0,0005251 -6,07 0,000 -0,0042  -0,0021

Basit dogrusal regresyon modeli ile bulunan tahmini ihr./ith. oranlar ile gdzlenen

ihr./ith. oranlar1 dagilimi Sekil 5.17°de verilmistir.
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X Gozlenen ihr./ith. Orani
= Tahmin Edilen ihr./ith. Orani

Sekil 5.17. Basit Dogrusal Regresyonla Tahmin Edilen ve Gozlenen Ihr./ith.
Oran1 Dagilimi
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5.3.2. Kareli Regresyon Modeli

Kareli regresyon modeli asagidaki gibi kurulur.

Yt = ao + bOXt + letZ + et (521)

Olusturulan regresyon modelinde, a, regresyon modelinin sabiti, b, ve b,
regresyon modelinin egim katsayilar1 veya bagimsiz degisken katsay1 degerleri ve e; ise
hata terimidir. Esitlik 5.21°deki regresyon denklemi {igiincii boliimde anlatildigi gibi en
kiiciik karelerle tahmin edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen sonuclar asagidaki
gibidir.

Regresyon esitligi,
Tahmini ihr. /ith. Orani (Y) = 0,73347 — 0,0031883X + 0,00001635X? + e, (5.22)

biciminde olusturulur.

Tablo 5.27°deki varyans analizi sonuglarina bakildiginda F istatistik degeri 19,67
bulunmus ve kurulan modelin tamami oldukg¢a anlamli ¢gikmistir (p<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,06 olarak bulunmustur.

Tablo 5.27. Kareli Regresyonda Varyans Analizi

Degisim Kaynag1 Slgrbestli_k Kareler Kareler = p
erecesi Toplam Ortalamasi

Regresyon 2 2,4341 1,2171 19,67 0,000

Hata 85 5,2605 0,0619

Toplam 87 7,6946

Yukarida belirtilen 5.22 esitligi Tablo 5.28’e goére yazilmistir. Tablo 5.28
incelenecek olursa, ap modelin sabiti ve by katsay1 degeri %5 onem diizeyinde anlaml
bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan farkli oldugu belirlenmistir. Ayrica, bg

katsay1 degeri ise negatif bulunmustur.

Tablo 5.28. Kareli Regresyon Modelinde Tahminlerin Ciktisi

.. Katsay1 Standart Hata Giiven Simirlar
Degiskenler  Katsayilar Degerleri Degerleri T P Alt Siar Ust Sumar
Modelin Sabiti o 0,73347 0,03978 18,44 0,000 0,6544 0,8126
X bo -0,0031883 0,000522 -6,11 0,000 -0,0042 -0,0022

X? b, 0,00001635 0,00001149 1,42 0,158 0,000 0,000
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Kareli regresyon modeli ile bulunan tahmini ihr./ith. oranlar1 ile gozlenen ihr./ith.

oranlar1 dagilimi Sekil 5.18’de verilmistir.
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X Gozlenen ihr./ith. Orani
e Tahmin Edilen ihr./ith. Orani

Sekil 5.18. Kareli Regresyonla Tahmin Edilen ve Gozlenen Ihr./ith. Orani
Dagilimi

5.3.3. Kiibik Regresyon Modeli
Kiibik regresyon modeli asagidaki gibi kurulur.
Yt = ao + bOXt + b1Xt2 + bth3 + et (523)

Olusturulan regresyon modelinde, a, regresyon modelinin sabiti, by, b; ve b,
regresyon modelinin egim katsayilar1 veya bagimsiz degisken katsay1 degerleri ve e; ise
hata terimidir. Esitlik 5.23’teki regresyon denklemi tigiincii bolimde anlatildigr gibi en
kiiclik karelerle tahmin edilebilir. Yapilan analiz sonucu elde edilen sonuglar agsagidaki
gibidir.

Regresyon esitligi,

Tahmini fhr. /ith. Oram (Y) = 0,73347 — 0,008516X + 0,00001635X* +

0,00000115X3+ e, (5.24)

bigiminde olusturulur.

Tablo 5.29°deki varyans analizi sonuglarina bakildiginda F istatistik degeri 25,41
bulunmus ve kurulan modelin tamami olduk¢a anlamli ¢gikmistir (p<<0,05). Modelin hata

kareler ortalamas1 (MSE) 0,05 olarak bulunmustur.
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Tablo 5.29. Kiibik Regresyonda Varyans Analizi

Serbestlik Kareler Kareler

Degisim Kaynag: Derecesi Toplami Ortalamasi F P
Regresyon 3 3,6607 1,2202 25,41 0,000
Hata 84 4,0339 0,0480

Toplam 87 7,6946

Yukarida belirtilen 5.24 esitligi Tablo 5.30’a gore yazilmistir. Tablo 5.30
incelenecek olursa, ap modelin sabiti, by ve b, katsayr degerleri %5 6nem diizeyinde
anlamli bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan farkli oldugu belirlenmistir. Ayrica,

bo katsay1 degeri ise negatif bulunmustur.

Tablo 5.30. Kiibik Regresyon Modelinde Tahminlerin Ciktisi

Degiskenler  Katsayilar Dligisﬁﬁi Sti?ggirrtlg? o P Alt(s;gnvlin Sllg::;l;llllr
Modelin Sabiti 2 0,73347 0,03504 2093 0,000  0,6638 0,8032
X bo -0,008516 000115 -74 0,000 -0,0108 -0,0062
NG by 0,00001635 000001012 1,62 0,11 0,000 0,000
X3 b, 0,00000115 0,00000023 505 0,000 0,000 0,000

Kiibik regresyon modeli ile bulunan tahmini ihr./ith. oranlari ile gézlenen ihr./ith.

oranlar1 dagilimi Sekil 5.19°da verilmistir.
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e Tahmin Edilen ihr./ith. Orani

Sekil 5.19. Kiibik Regresyonla Tahmin Edilen ve Gdzlenen Ihr./ith. Oram
Dagilimi
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5.4. MODELLERIN KARSILASTIRILMASI

Polinom regresyon modelleri ve en diizglin spline regresyon modelleri iginde
hangi modelin daha etkin oldugunu belirlemek i¢in, Tablo 5.31°de belirtilen model

secim kriterleri kullanilmistir.

Tablo 5.31. Model Se¢im Kriterleri

Sira No Model Secim Kriteri Kisaltmasi
1 Belirlilik Katsayisi R
2 |Diizeltilmis R? R2
3 Akaike Bilgi Kriteri AIC
4 Schwarz Bilgi Kriteri SIC
5 PRESS Degeri PRESS
6 R,z,red Degeri R;red
7 Mallows’un C;, Kriteri Gy
8 Modelin Hatas1 S
9 Hata Kareler Ortalamasi MSE
10 Hata Kareler Ortalamas1 Karekokii RMSE
11 Yiizde Hata Kareler Ortalamasi Karekokii | %0RMSE
12 Ortalama Mutlak Hata MAE
13 Ortalama Mutlak Hata Yiizdesi MAPE
14 Oransal Hata RE
15 Hata Kiimesinin Katsayisi CRM
16 Etkinlik Indeksi El

Model karsilastirma kriterlerinden, Belirlilik Katsayist ve Diizeltilmis R?
degerlerinin yiiksek ¢ikmasi, Akaike ve Schwarz Bilgi Kriterlerinin, PRESS
istatistiginin kii¢iik ¢ikmasi, PRESS R? degerinin yiiksek ¢ikmasi, Mallows’un C,
Kriteri, Modelin Hatasi, Hata Kareler Ortalamasi, Yiizde Hata Kareler Ortalamasi
Karekokii, Ortalama Mutlak Hata, Ortalama Mutlak Hata Yiizdesi ve Oransal Hata
degerlerinin kiiciik ¢ikmasi, -1 ile +1 arasinda degerler alan Hata Kiimesi Katsayisi
degerinin sifira yakin olmasi ve pozitifi degerleri degerlendirilen Etkinlik Indeksinin ise
yiksek olmasi arzu edilir. Yapilan hesaplamalar sonucunda elde edilen model

karsilagtirma kriterleri Tablo 5.32-a ve Tablo 5.32-b’de gésterilmistir.
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Tablo 5.32-a. Modellerin Karsilagtirilmasi

Modeller/Model B )
Kriterleri R2 R? AIC SIC PRESS Rprea (%) Cp S

Dogrusal Spline Regresyon 0,6658 0,6366 -0,5132 -0,2880 3,0483 60,3800 7,0059 0,1793
Kareli Spline Regresyon 0,7271 0,6995 -0,6930 -0,4396 2,5373 67,0200 8,0094 10,1630
Kiibik Spline Regresyon 0,6865 0,6504 -0,5317 -0,2502 3,1180 59,4800 9,0126 0,1759

Dogrusal Regresyon 0,3001 0,2919 0,0898 0,1461 5,6405 26,7000 1,0351 0,2503
Kareli Regresyon 0,3164 0,3003 0,0889 0,1734 5,6449 26,6400 1,9838 0,2488
Kiibik Regresyon 0,4758 0,4570 -0,1538 -0,0412 4,4119 42,6600 3,0396 0,2191

Tablo 5.33-b. Modellerin Karsilastiriimasi

Modeller/Model Kriterleri MSE RMSE %RMSE MAE MAPE RE CRM
Dogrusal Spline Regresyon ~ 0,0321 0,1793  0,2285 0,1208 15,6207 13,5219 -1,10™

Kareli Spline Regresyon 0,0266 0,1630 0,2078 0,1161 155115 3,4077 -3,107%°
Kiibik Spline Regresyon 0,0309 0,1758 0,2241 0,1198 158322 3,6915 1,10™
Dogrusal Regresyon 0,0626 0,2502 0,3189 0,1779 24,8762 8,8757 -4, 10716
Kareli Regresyon 0,0619 0,2488 0,3171 0,1659 22,6838 8,4541 -8,107°
Kiibik Regresyon 0,0480 0,2191 0,2792 0,1611 21,8969 6,1340 -4,107°

Tablo 5.32-a ve Tablo 5.32-b incelendiginde, Mallows’un C, Kriteri ve Hata
Kiimesi Katsayisi harig, spline regresyon modellerin polinom regresyon modellere gore
daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir. Etkinlik indeksi degerleri negatif ¢iktig1 i¢in
dikkate alinmamustir. En diizgiin spline regresyon modellerinde, kareli spline regresyon
modelinin ihracatin ithalati karsilama oranlar1 dagilimini en iyi agiklayan model oldugu
tespit edilmistir. Buna gore, kareli spline regresyon modelin en etkin model oldugu

soylenebilir.
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SONUC VE DEGERLENDIRME

Ihracatin ithalar1 karsilama oranlari dagiliminda, onceden bilinmeyen diigiim
noktalarinin sayis1 ve konumlarinin tespit edilmesi i¢in dogrusal spline regresyonlari
kullanarak R®yi temel alan bir yontem onerilmistir. Yontemin temel mantigi
belirtilecek olursa; bagimsiz degisken ile bagimli degisken arasinda yapisal degisiklikler
oldugunda R? degerleri de degisiklik gdsterir. Buradan hareketle, R® degerlerindeki
onemli degisikliklere (artis veya azaliglara) gore digiim noktalar1 belirlenmistir.
Oncelikle analizde her bir gdzlem aday diigiim noktas1 olarak diisiiniilmiis ve buna gore
dogrusal spline regresyon modelleri kurulmus ve R® degerleri hesaplanmustir.
Hesaplanan R? degerlerinin serpilme diyagramina bakilarak degisim gosterdigi ilk yer
belirlenmis ve buraya tekabiil eden gozlem diigiim noktasi olarak alinmistir. Daha sonra
ilk diigiim noktasina kadar olan gbézlemler analizden ¢ikartilarak yeniden R? degerleri
hesaplanmistir. Hesaplanan R? degerlerinin serpilme diyagramina bakilarak ikinci
diigiim noktast belirlenmistir. Bu sekilde devam eden siire¢ sonucunda 1933, 1946,

1965, 1975, 1985 ve 1996 yillar1 olmak iizere alt1 diiglim noktas1 belirlenmistir.

1923-2010 yillar1 arasi ihracatin ithalati karsilama oranlarini dalgali bir dagilim
gostermektedir. Genel olarak dagilimin mahiyeti incelendiginde, 1923-1929 yillan
arasinda ihracatin ¢ogunlugunu tarim {irinleri belirlemekteydi. Bu donemde ithal
ikameci politikalar belirlenerek yerli tiretim gelistirilmeye calisilmistir. 1926-1929
yillarinda diinya ekonomik buhranina bagl olarak dis ticarette daralmalar olmustur.
1930-1939 yillar1 arasinda korumaci ve devletgi politikalar egemen olmustur. Bu
donemde devlet destegi ile milli bir sanayilesme siireci baglamistir. Biiyiik Buhran
sonras1 uygulanan politikalar ile 6nemli oranda daralmis olan ithalat II. Diinya Savasi
doneminde iyice azalmis ve dis ticaret dengesi fazla vermeye devam etmistir. ithalatin
lyice azalmasiyla 1946 yilinda ihracatin ithalati karsilama oran1 %180,49 olmustur. Bu
nokta ikinci diiglim noktasi olarak tespit edilmistir. Savas donemi sonrasi serbest
ticaretci iktisat politikalar1 uygulanmaya baslanmustir. Ithalatin serbestlestirilmesiyle
birlikte 1947 yilindan itibaren ithalat artmis ve ihracatin ithalati karsilama orani
azalmaya baslamistir. 1954-1961 yillar1 arasinda ithalati kisitlamaya yonelik politikalar
uygulanmistir. Bu donemde istikrarli bir sekilde hareket eden ve biiyiik 6l¢iide tarim

iirinlerinden olusan ihracat sayesinde, dis ticaret agiklar1 daraltilmis ve stirdiiriilebilir
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olmustur. 1961°de baslayan yeni donem; ithal ikameci, korumaci dis ticaret
politikalarinin siirdiirildiigli ve i¢ piyasaya yonelik bir sanayilesme politikasinin
benimsendigi bir donem olmustur. 1962-1976 yillar1 arasinda ithalata bagimlilik
fazlaydi ve ihracatta da durgun bir seyir izleniyordu. Dolayisiyla 1975 yilinda ihracatin
ithalat1 karsilama oran1 %29,57 olmustur. Bu en diisiik deger dordiincii diigiim noktasi
olarak tespit edilmistir. 24 Ocak 1980 Tiirkiye ekonomi politikalart agisindan bir doniim
noktasidir. 1980 sonrasi politikalarla ihracat, 1980-1984 arasindaki donemde yiizde 314
oraninda artmig, ancak ithalatta da artis olmasi sebebiyle dis agiklar 1980 sonrasi
donemde de devam etmistir. 1990°da Tiirk parasinin konvertibilitesi (Milli paralarin
karsilikli olarak birbirine ¢evrilebilmesi) ilan edilmistir. 1990°1arda ve 2000’11 yillarda
Tiirkiye’nin dis ticaret politikalarini sekillendiren iki temel biitiinlesme Diinya Ticaret

Orgiitii iiyeligi ve Avrupa Birligi ile girilen Giimriik Birligi olmustur.
Dogrusal spline regresyon modelinde,

Kisitlandirilmamis dogrusal spline regresyon analizi sonucu, F istatistik degeri
36,59 bulunmus ve kurulan modelin tamami olduk¢a anlamli ¢ikmustir (p=0).
Regresyon modelinde 14 katsayidan, ao, bo, b3, b4, bs, bg ve by katsayilar1 %5 6nem
diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan farkli oldugu

belirlenmistir.

Kisitlandirilmis yani en diizglin dogrusal spline regresyon analizi sonucu, F
istatistik degeri 22,77 bulunmus ve kurulan modelin tamami olduk¢a anlamli ¢ikmigtir
(p=0). Regresyon modelinde 8 katsayidan, modelin sabiti, by, bs, b, ve by katsayilart %5
onem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan farkli oldugu
belirlenmistir. Kisitlandirilmis dogrusal spline regresyonda 1933, 1946 ve 1975 yillarina

ait diiglim noktalar1 anlamli bulunmusgtur.
Kareli spline regresyon modelinde,

Kisitlandirilmamis kareli spline regresyon analizi sonucu, F istatistik degeri 36,59
bulunmus ve kurulan modelin tamami olduk¢a anlamli ¢ikmustir (p=0). Regresyon
modelinde 21 katsayidan, ao, bo, by, b3, bs ve bg katsayilar1 %5 6nem diizeyinde anlaml

bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan farkli oldugu belirlenmistir.

Sabit katsayilar1 kisitlandirilmis kareli spline regresyon analizi sonucu, F istatistik

degeri 19,35 bulunmus ve kurulan modelin tamami olduk¢a anlamli ¢ikmustir (p=0).
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Regresyon modelinde 15 katsayidan b, ve bs katsayilart %5 6nem diizeyinde anlamli

bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan farkli oldugu belirlenmistir.

Sabit katsayilar1 kisitlandirilmis ve diiglim noktasinda birinci derece tiirevleri esit
yani en diizgiin kareli spline regresyon analizi sonucu, F istatistik degeri 26,31 bulunmus
ve kurulan modelin tamami olduk¢a anlamli ¢ikmistir (p=0). Regresyon modelinde 9
katsayidan, ag, by, b3, by, bs Ve bg katsayilar1 %5 6nem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z
konusu katsayilarin  sifirdan  farkli oldugu belirlenmistir.  Sabit  katsayilar
kisitlandirilmis ve diigiim noktasinda birinci derece tiirevleri esit olan kareli spline
regresyonda 1933, 1946, 1965, 1975 ve 1985 yillarina ait diigiim noktalari anlamli

bulunmustur.
Kiibik spline regresyon modelinde,

Kisitlandirilmamais kiibik spline regresyon analizi sonucu, F istatistik degeri 18,17
bulunmus ve kurulan modelin tamami oldukga anlamh ¢ikmustir (p=0). Regresyon
modelinde 28 katsayidan, bs, b; ve bg katsayilari %5 Onem diizeyinde anlamli

bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan farkli oldugu belirlenmistir.

Sabit katsayilar1 kisitlandirilmis kiibik spline regresyon analizi sonucu, F istatistik
degeri 15,52 bulunmus ve kurulan modelin tamami olduk¢a anlamhi ¢ikmuistir (p=0).
Regresyon modelinde 22 katsayidan sadece by katsayist %5 6nem diizeyinde anlaml

bulunarak, s6z konusu katsayinin sifirdan farkli oldugu belirlenmistir.

Sabit katsayilar1 kisitlandirilmis ve diigiim noktasinda birinci derece tiirevleri esit
olan kiibik spline regresyon analizi sonucu, F istatistik degeri 19,24 bulunmus ve kurulan
modelin tamami oldukg¢a anlamli ¢ikmigtir (p=0). Regresyon modelinde 16 katsayidan, bs,
bs ve bg katsayr degerleri %5 Onem diizeyinde anlamli bulunarak, s6z konusu

katsayilarin sifirdan farkli oldugu belirlenmistir.

Sabit katsayilar1 kisitlandirilmis ve diigiim noktasinda ikinci derece tiirevleri esit
yani en diizgiin kiibik spline regresyon analizi sonucu, F istatistik degeri 18,98 bulunmusg
ve kurulan modelin tamami oldukg¢a anlamli ¢ikmistir (p=0). Regresyon modelinde 10
katsayidan, ag, bo, b1, by, bz ve by katsayr degerleri %5 Onem diizeyinde anlaml
bulunarak, s6z konusu katsayilarin sifirdan farkli oldugu belirlenmistir. Sabit katsayilar
kisitlandirilmis ve diigiim noktasinda iki derece tiirevli kiibik spline regresyondal933 ve

1946 yillarina ait diiglim noktalar1 anlamli bulunmustur.
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Gorildugl iizere, belirlenen digiim noktalarinin en diizglin kareli spline

regresyon modelinde daha ¢ok anlamli oldugu tespit edilmistir.

Modellerin karsilastirilmas: sonucu, Mallows’un C, Kriteri ve Hata Kiimesi
Katsayisi harig, spline regresyon modellerin polinom regresyon modellere gore daha i1yi
sonuglar verdigi goriilmektedir. En diizgiin spline regresyon modellerinde, kareli spline
regresyon modelinin ihracatin ithalati karsilama oranlari dagilimini en iyi aciklayan

model oldugu tespit edilmistir.

Soyleki, en diizglin kareli spline regresyon modelinde, diger modellere gore
Belirlilik Katsayisi (R?) degeri 0.73, Diizeltilmis R? degeri 0.70 ve PRESS R? degeri
0.67 daha yiiksek ¢iktigindan, kareli spline regresyon en iyi modeldir. Akaike ve
Schwarz Bilgi Kriterleri sirasiyla -0.693 ve -0.440, PRESS istatistigi 2.54, Modelin
Hatas1 0.16, Hata Kareler Ortalamasi 0.027, Hata Kareler Ortalamas1 Karekoki 0.163,
Yizde Hata Kareler Ortalamasi Karekoku 0.208, Ortalama Mutlak Hata 0.116,
Ortalama Mutlak Hata Yiizdesi 15.51 ve Oransal Hata degeri 3.41 olarak bulunmustur.
S6z konusu degerler diger modellere gore daha kiigik c¢iktigindan kareli spline
regresyon en iyi modeldir. Sonug olarak, kareli spline regresyon modelin en etkin model

oldugu sdylenebilir.
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EKLER

Ek 1. Tiirkiye’de 1923-2010 Yillar1 Arasi Ihracatin Ithalat: Karsilama Oranlar

Thr.Ith. Yillar Thr.1th. Yillar Thr.Tth. Yillar Thr.Tih. Villar Thr.Ith.

Villar Oram Oram Oram Oram Oram

1923 3847 1241 164 51 1939 7528 1977 3024 1995 60.3%

1924 32.06 1942 111,73 1960 68,51 1978 4973 1994 5323

1925 1964 1943 126 63 1361 68 36 1979 44 60 1997 5408

1926 1943 1944 140,97 1962 61,34 1930 36,79 1998 38,74

1927 1454 1945 173,52 1963 33,33 1981 3264 1599 6537

1928 17,63 1946 180,49 1064 16,46 1952 64,08 2000 50,96

1920 60,56 1947 0128 1965 81,08 1983 62,02 2001 15,60

1930 10265 1948 7135 1366 68 20 1984 66,32 2002 6904

1931 100,49 1949 8539 1967 1629 1985 10,16 2003 68,13

1932 117,82 1950 9221 19683 65,01 1936 67.15 2004 64.76

1933 128.77 1951 78,11 1269 67,00 1987 1197 2003 62.02

1934 106,18 1952 6528 1970 62,10 1988 3133 2006 6128

1935 107,92 1953 1437 1971 31,79 1989 13,61 2007 63,08

1936 12724 1954 70,02 1972 36,64 1950 38,11 2008 6537

1937 120,64 1955 62.97 1973 63,13 1991 64,30 2009 12,48

1938 06,74 1956 1487 1974 4056 1992 6434 2010 6142

1930 107,73 1957 26,93 1975 2057 1003 32,14
1940 161 69 1958 1347 1976 3822 1904 1781
Kavnak: TUIK
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