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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

B-UYUMLU KESIRLI TUREV iLE MODELLENEN BAZI FiZIKSEL VE BiYOLOJIK
PROBLEMLERIN TAM COZUMLERI

Sadullah BULUT
Damisman: Dr. Ogrt. Uyesi Mesut KARABACAK

Amag: Bu tezde, daha 6nce tam ¢dziimleri bulunmus olan bazi fiziksel ve biyolojik problemleri
modelleyen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler tekrar ele alinip mevcut ¢oziimlerinin
farkli yaklagimla dogrulanmasi sunulmustur.

Yéntem: Oncellikle literatiirde bulunan tiirev tanimlari verilmis ve S-uyumlu kesitli tiirevinin
4

. o — . (G
diger tiirev tanimlarindan farki anlatilmistir. Daha sonra ise (

?)-aglhm yontemi agiklanmis

!

olup ele alinan denklemler S-uyumlu kesirli tiirev ile yeniden tanimlanarak (%)-ac;lhm
yontemiyle tam ¢ozlimleri elde edilmistir.

Bulgular: Atangana’nin S-uyumlu kesirli tiirevi yardimiyla tanimlanan uzay-zaman Kesirli
Fitzhugh-Nagumo, Dodd-Bullough Mikhailov, (2 + 1) Boyutlu Kiibik Klein — Gordon ve Phi-
Four denklemlerinin ’ya bagl tam ¢oziimleri elde edilmistir. Bulunan bu ¢oziimlerle daha

once literatiirde bulunan tam ¢oziimlerin f = 1 i¢in uyumlu oldugu goriilmiistiir. Ayrica farkl
kesirli B degerleri igin ise tam ¢oziimler grafiklestirilmistir.

Sonu¢: Atangana’nin S-uyumlu kesirli tirevi diger kesirli tiirev tanimlarinda oldugu gibi
kesirli integrallere ihtiya¢ duymadigi i¢in yapilan matematiksel islemlerin kisaldigr ve
kolaylastig1 goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Atangana’nin S-uyumlu Kesirli Tiirevi, (%)-aglllm Yontemi, Sinirsel

iletim, Uzay-Zaman Kesirli Diferansiyel Denklemler
Ocak 2021, 55 sayfa



ABSTRACT

MASTER’S THESIS

EXACT SOLUTIONS OF SOME PHYSICAL AND BIOLOGICAL PROBLEMS
MODELED WITH pB-COMPATIBLE FRACTIONAL DERIVATIVE

Sadullah BULUT
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mesut KARABACAK

Purpose: In this thesis, it has been presented reviewing and validating of existing solutions
with a different approach nonlinear partial differential equations modeling some physical and
biological problems that has been found their exact solutions before.

Method: First of all, derivative definitions in the literature were given and the difference of -

!

conformable fractional derivative from other derivative definitions was explained. Then (%)
expansion method was explained and the exact solutions of equations discussed were obtained

by redefining with g-conformable fractional derivative by (%’)-expansion method.

Findings: The exact solutions of the space-time fractional Fitzhugh-Nagumo, Dodd-Bullough
Mikhailov, (2 + 1) Dimensional Cubic Klein-Gordon and Phi-Four equations defined with the
help of B-conformable fractional derivative of Atangana were obtained depending on . It was
seen that these solutions were compatible with the exact solutions found in the literature before
for = 1. In addition, exact solutions for different fractional § values were plotted.

Results: Since the s-conformable fractional derivative of Atangana does not require fractional
integrals as in other fractional derivative definitions, it has been observed that the mathematical
operations performed shorten and become easier.

Keywords: - conformable Fractional Derivative of Atangana, (%)-expansion Method, Neural
transmission, Space-Time Fractional Differential Equations

January 2021, 55 pages
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GIRIS

Fen bilimlerinde ve miihendislikte yapilan son yillardaki ¢alismalar, birgok sistemin
dinamiklerinin dogrusal olmayan diferansiyel denklemler aracilifiyla daha dogru bir sekilde
tanimlanabilecegini gostermistir. Mihendislik, fizik, biyoloji, diflizyon, kaos teorisi,
elektromanyetizma ve digerleri bu sistemlere verilebilecek belli basli 6rneklerdir. Bu
sistemlerin modellenmesinde karsimiza ¢ikan dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin
¢ozliimlerinin bulunmasi kolay degildir. Dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin
¢oztimlerinin farkli yontemlerle bulunmasi bir¢ok arastirmacinin ana hedefi olmustur. Bu
¢ozlimlerin bulunmasi i¢in giliglii yontemler olusturulmus ve gelistirilmistir. Ancak bazi
modellemelerde tamsayr mertebeli tiirevin bazen yeterli olmadigi goriilmustiir. Gelisigiizel
mertebeden integral ve tiirevlerin incelenmesi ve uygulamalari ile ilgilenen matematiksel analiz
alan1 olan kesirli hesap, son yillarda pek ¢ok disiplin tarafindan biiyiik ilgi gérmiistiir. Kesirli
hesap kullanilarak bir¢ok fiziksel sistemin davranisinin  daha dogru bir sekilde

tanimlanabilecegi bulunmustur.

Kesirli hesap G.W. Leibniz ve L. Euler’in bazi tahminlerinden baslayip simdiye kadar
asamali olarak gelistirildigi i¢in eski bir konudur ancak yeni bir konu olarak da diisiiniilebilir.
Ciinkii sadece 1970°1i yillardan beri, kesirli hesap 6zel konferanslarin ve bilimsel incelemelerin

konusu olmustur.

Paul Lévy
Karl Weierstrass 1886-1971
., Pierre-Simon 1815 mgh:agnus
i 2 Laplace
- ¥ S:I:’ﬁggteal ¥ 1729.1327 .Mlttag -Leffler John Littlewood
SO 1661- 1704 (W Leonhard Euler, 1846-1927 1885-1977
i 1707-1783 Joseph Liouville William Feller
Isaac Newton, s 1809-1882 1906-1970
1643-1727 4§ S o S o &
& S ) S »
o o ) ,3) < 5

~ ~
Q osep Fourter g v [l cotty ey
Joseph-Louis 1768-1830 6 <. i
7 W }'i 1826-1866

Gottfried Leibniz, Marcel Riesz

1646 -1716 1736-1813 Anton
Niels Abel, Grinwald P 1 856-1969
1802-1829 1838-1920

Sekil 1. Kesirsel hesabin tarih¢esinin semasi

Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢o6ziimiinde kullanilan analitik ve nilimerik
yontemlerden bazilari Cole-Hopf doniistimii (Salas and Gomez 2010), tanh fonksiyonu metodu
(Wazwaz 2008), ters sagilma doniisiimii metodu (Ablowitz and Clarkson 1991), Mellin
doniistim yontemi (Butera and Paula 2014), Hirota metodu (Hirota 1971), Chebyshev dalgacik
yontemi (Saeed et al. 2015), Backlund doniisiim metodu (Rogers and Shadwick 1982), ilk

1



integral yontemi (Javeed et al. 2018), (%)-aglhm yontemi (Wang 2008), artik kuvvet serisi

yontemi (Jaber and Ahmad 2018), varyasyonel iterasyon yontemi (Jafari and Tajadodi 2010),
exp-fonksiyonu yontemi (Mohyud-Din 2017), spektral kolokasyon yontemi (Li and Zhao
2019), Tikhonov diizenlestirme yontemi (Xiong and Xue 2019), Green fonksiyon yaklasim
yontemi (Henandez-Martinez et al. 2016), homojen denge yontemi (Zhaosheng 2004) ve F-

acilim yontemi (Abdou 2007) seklinde siralanabilir. Literatiirdeki bu yontemler arasinda kesirli
mertebeli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in en ¢ok kullanilanlar (%)-

acilim yontemi, varyasyonel iterasyon yontem ve istel fonksiyon yontemidir.

(%)-ac;lhm yontemi Wang tarafindan 2008 yilinda literatiire kazandirilmistir. (%)-

acilim yonteminin mantigi; verilen lineer olmayan bir diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin
polinom seklinde elde edilmesine dayanir. Bu polinomun derecesi homojen denge bagintisi ile
hesaplanir. Bu yontemin diger yontemlerden farki, Riccati denklemi yerine ikinci mertebeden

sabit katsayili lineer bir diferansiyel denklemin kullanilmasidir.

Bu ¢alismada uzay-zaman kesirli diferansiyel denklemlerin hareketli dalga ¢6ziimleri
incelenmistir. Tez dort ana baslik altinda sunulmus olup birinci bolimde tezde kullanilan temel
kavramlar, ikinci boliimde kullanilan yontem, ii¢iincii bolimde ¢6ziim yonteminin uygulandigi
uzay-zaman kesirli Fitzhugh-Nagumo, Dodd-Bullough Mikhailov, (2+1) Boyutlu Kiibik Klein—

Gordon ve Phi-Four denklemleri ve dordiincii boliimde sonug¢ kismi ele alinmastir.



KURAMSAL TEMELLER

Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1. (Gamma fonksiyonu): z € C,ve z #0, -1, -2, -3, ... olmak iizere

r(z)= f s?7le=Sds
0
seklindeki Euler integrali ile tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir ve I' ile
gosterilir. Gamma fonksiyonunun kesirli mertebeden tiirev ve integralin ortaya ¢ikisinda 6nemli
bir rolii vardir. Basit bir bicimde ifade edilirse pozitif tamsayilar i¢in kullanilan faktoriyel
isleminin tiim reel sayilara genellestirilmesidir. Gamma fonksiyonunun sik kullanilan

ozelliklerinden birkag tanesi asagida verilmistir.

i. r()=1

ii. z € N* olmak tizere I'(z) = (z — 1)!

iii. z € N* olmak tizere I'(z + 1) = z['(2) dir.

Sekil 2°de sifir noktast civarinda gamma fonksiyonunun davranis1 gosterilmektedir.

Gamma fonksiyonu pozitif bolgede her noktada tanimli olmasina karsin, negatif tamsayi

degerlerinde sonsuza yakinsamaktadir (Arfken and Weber 1995).
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Sekil 2. Gamma foksiyonunun grafigi



Tamm 2. (Beta Fonksiyonu): m,n > 0 i¢in;

1

p(m,n) = fxm‘l(l —x)" dx

a

seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir (Arfken and Weber 1995).

Tamm 3. (Riemann-Liouville kesirli integrali): « € R* olsun. a < x < b i¢in f €

L4[a, b] fonksiyonunun a mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali J¢

f(x) = f (x — DT (D)de

r(a)

gibi tanimlanir.

Tamm 4. (Riemann-Liouville Tiirevi): @ € R* olsun. m — 1 < x < m igin olmak

tizere f fonksiyonunun a mertebeli Riemann-Liouville kesirli tiirevi

-a 1 m—-a-—1
DMIE O] = s dxm[f (x=1t) f(t)dt]

seklinde tanimlanir (Podlubny 1999).

Tamm 5. (Caputo Tiirevi): m—1<x<m,meZ*, x>0 ,f € C", olmak lizere,

f (x) fonksiyonun a. mertebeden (a > 0) Caputo tiirev operatorii

(SDEFI(x) = D™ f)(x) = = f (x — O™ E T Fm (1)t

bigiminde tanimlanir (Caputo 1967).

Tanim 6. (Weyl Tiirevi): f fonksiyonu, (0, @) agik araliginda tanimli olsun.

f@®

rn—a)dx" f (1 —x)ati-n dt
X

D(f(x)) =

ifadesi Weyl tiirevi olarak adlandirilir.

Tamm 7. (Hadamard Tiirevi): f fonksiyonu, (0, a) agik araliginda tanimli olsun.

X

1 N
D) = s (v | (log ) fos

0

ifadesi Hadamard tiirevi olarak adlandirilir.



Tanmmm 8. f:[0,00) > R olsun. f nin o mertebeden uyumlu kesirli tiirevi

1-ay __
T.(f)(t) = g%f(H i - )=S® s 0ae )

ile tanimlidir. Bu limit mevcutsa f fonksiyonuna a mertebeden diferansiyellenebilirdir denir
(Khalil et al. 2014).

Tammm 9. a € Rve f:[a, ) = R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun g-uyumlu

tirevi

f (x +e(x + ﬁ)l_ﬁ) — f(x)

§DL{f (0} = {lim . , 0<x 0<f<1

fx) , 0<x B=0

ifadesiyle tanimlanir (Atangana 2015).
Tamm 10. f fonksiyonu x ve t degiskenli bir fonksiyon olmak {izere f fonksiyonun x’e

gore f-uyumlu tiirevi

f(x + e(x +ﬁ)1_ﬁ,t> —f(x0)

&

302 (f (x,0)} = lim
ifadesiyle tanimlanir (Atangana 2015).

Kesirli Turevlerin Simiflandirilmasi

Tiirev kavraminin kullanislhiligindan dolay1 bir¢ok arastirmaci bu kavramin iizerinde
durmustur. Bu nedenle, literatiirde tlirev olarak adlandirilan birgok operator vardir. Bu asamada
sorulmas1 gereken sorular sunlardir: “Tirev nedir? Hangi operator kesirli tiirev olarak
adlandirilabilir? "Bu bolimde kesirli tiirevler olarak yorumlanabilen operatorlerin
formiilasyonunun altinda yatan kavramlar tartisilacaktir. Bir operatoriin kesirli tiirev olarak
adlandirilabilmesi igin karsilamas1 gereken bazi kriterlerin saglanmaya c¢alisildigi bir makalede
yazarlar, operatoriin uymasi gereken kriterleri agiklamistir (Ortigueira and Machado 2015).
Herhangi bir kesirli tiirevin, kesirli olmadan 6nce tiirevlerin bazi temel 6zelliklerini karsilamasi

gerekir.

Bu boéliimde, belirli bir operatoriin kesirli tiirev olarak adlandirilmasi igin yerine
getirilmesi gereken kriterler verilmistir. G bir operatér olmak tizere, bu durumda asagidaki

ozellikler gecerliyse G kesirli tiirev olarak adlandirilir:

1. Segilen bir x degeri igin bir fonksiyonun G degeri, o x degerinin civarindaki

fonksiyonun degisim oranini ifade eder.



2. Sifir dereceden G (f), f fonksiyonunu verir.
3. G operatorii dogrusaldir, yani:
G(af (t) + bg(t)) = aG(f) + bG(9)
4. G operatorii altinda f fonksiyonu bir sabitle garpimi saglar, yani:
G(af) = aG(f)

5. G operatorii altinda f ve g fonksiyonlar1 toplam kuralini saglar, yani:
G(f+9)=G6()+G(9)

6. G operatorii altinda f ve g fonksiyonlari ¢gikarma kuralini saglar, yani:
G(f—9)=G(f)-G(9)

7. G operatorii ¢arpim kuralini saglar, yani f ve g fonksiyonlari i¢in, h(x) = f(x)g(x)

fonksiyonunun x'e gore G'si:

G(h(x)) = G(f())g(x) + f(x)G(g(x))

8. G operatori zincir kuralini saglar, yani f ve g fonksiyonlari i¢in, h(x) = f(g(x))

fonksiyonunun x'e gore G'si:

G(h(®) = G(f(0)g'(x) = f ()G (g(x))

9. f fonksiyonunun ters fonksiyonu g varsa, yani g(f(x)) =x ve f(g(y¥)) =y, 0

zaman g fonksiyonunun x'e gore G'si:

_ B
‘9= 5wy
10. Herhangi bir (sifira esit olmayan) f fonksiyonu i¢in h (x) = % fonksiyonunun
x'e gore G'si:
G(f(x)
6(0) =~ i3

11. G operatorii boliim kuralini saglar, yani g fonksiyonunun sifir olmadigi her durumda

G ({) _ G(f)g(g—)zG(g)f

g
12. G(f (x)) agik bir aralikta pozitif ise, bu durumda f bu aralikta artandir.

13. G(f (x)) acik bir aralikta negatif ise, bu durumda f bu aralikta azalandir.



14. G operatdrii agik bir aralikta G (f (x)) = 0 olsun, bu durumda f bu aralikta sabittir.

15. G operatorii yukaridaki kriteri ve D ters operatoriinii saglar ise, bu durumda D kesirli

bir integraldir.
16. G operatorii derece tam say1 oldugunda siradan tiirevlerle ayni sonuglari verir.

Literatiirde yaygin olarak kullanilan kesirli operatorleri (Caputo ve Riemann-Liouville)

siniflandirmak i¢in yukaridaki kriterler g6z oniine alinirsa asagidaki sonuglar elde edilir.
Caputo kesirli operatorii asagidaki kriterleri saglamaz:

1. Segilen bir x degeri igin bir fonksiyonun G degeri, o x degerinin civarindaki

fonksiyonun degisim oranini ifade eder.

2. G operatori zincir kuralini saglar, yani f ve g fonksiyonlari i¢in, h(x) = f(g(x))

fonksiyonunun x'e gore G'si:

G(h(0) = G(f())g'(x) = f'(x)G(g(x))

3. f fonksiyonunun ters fonksiyonu g varsa, yani g(f(x)) = x ve f(g(y)) =y, bu

durumda g fonksiyonunun x'e gore G'si:

I(t, B)

“9) =G

4. Herhangi bir (sifira esit olmayan) f fonksiyonu igin h (x) = % fonksiyonunun x'e

gore G'si:

_G(fm)
(f(x))?

Riemann-Liouville kesirli operatorii ise asagidakileri saglamaz:

G(h(x)) =

1. Secilen bir x degeri i¢in bir fonksiyonun G degeri, o x degerinin civarindaki

fonksiyonun degisim oranini ifade eder.

2. G operatori zincir kuralini saglar, yani f ve g fonksiyonlari igin, h(x) = f(g(x))

fonksiyonunun x'e gore G'si:

G(h() = G6(f(0))g'(x) = f(X)G(g(x))

3. f fonksiyonunun ters fonksiyonu g varsa, yani g(f(x)) =x ve f(g(y¥)) =y, 0

zaman g fonksiyonunun x'e gore G'si:

P

“9) = 5@y



4. Herhangi bir (sifira esit olmayan) f fonksiyonu i¢in h (x) = % fonksiyonunun x'e
gore G'si:

_6(f)
F@))?

5. G operatorii derece tam say1 oldugunda siradan tiirevlerle ayni sonuglari verir.

G(h(x)) =

Bu nedenle, hem Riemann — Liouville hem de Caputo operatorlerinin tiirev olmadiklari
ve bu durumda kesirli tiirev degil, ancak kesirli operatorler olduklart sonucuna varilabilir

(Atangana 2015).
Teorem 1. B-uyumlu kesirli tiirev, (1-16) 6zellikleri saglar.
Ispat:
Tanim geregi 2. 6zelligin saglandig agiktir. Yani f = 0 i¢in
oDRf (%) = f(x)
saglanir.

f ve g'nin [a, b] de diferansiyel ve fS-tiirevlenebilir olsun, u ve a da iki gergel sayi

olsun, o halde tanim geregi

1 \'"P
(uf +ag) <x +e (x + Tlﬂ) ) — (uf +ag)(x)

&

302 (uf () + ag(®) = lim

yazilarak yeniden diizenlenirse,

1 1-8 1 1-B
| f<x+e<x+Tﬁ)) >—f(x) | g<x+e(x+Tﬁ)> )—g(x)
ulim + alim

£-0 £ €-0 €

ifadesi elde edilir ve son olarak istenen sonug

ADE (uf () + ag () = uhDL (F(x)) + a4DE (g(x))

seklinde elde edilmis olur. Bu sonug, f-uyumlu kesirli tiirevin 3. 6zelligi saglamig oldugunu
gosterir. Ayricaburadayu = 1ve a = 0,1, —1 i¢in f-uyumlu kesirli tiirev 4. 5. ve 6. 6zellikleri

de saglamis olur.

7. 6zelligin ispati i¢in tanim kullanilirsa

f<x+s(x+%ﬁ))1_B>g<x+s(x+%ﬁ))l_ﬁ>—f(x)g (x)

&

3¢ (f(0).9() = lim



olup ifadenin pay asagidaki gibi yeniden diizenleyerek

-B -B -B -B
f<x+£(x+%ﬁ))1 )g<x+s(x+%ﬁ))1 )—f(x)g<x+e(x+%ﬁ))1 >+f(x)g<x+e(x+%ﬁ))1 >—f(x)g(x)
lim

-0 £

ortak parantezlere alinirsa

B
>—g(x)

lim
-0 3

1-8 1
f<x+£(x+%ﬁ)) )—f(x) 1 \1-8 . g<x+e(x+rﬁ))
g<x+e(x+rﬁ)) >+f(x)l£1_r)% .

elde edilir. Siirekli bir fonksiyon i¢in limitin 6zelliklerini kullanarak, istenen sonug

$DE(f (). 9(0)) = 4D£ (f (g () + F )DL (9(x))
biciminde elde edilip 7. 6zelligin saglandig1 gdsterilmis olur.

Tekrar tanmimdan hareketle

1 \'F
(fog) (x +e(x+ 77 ) - (fog)(x)

D£ (fog)(®)) = lim

yazilip sadelik i¢in

degisken degistirmesi yapilirsa

Hm h

g _ 1 \P L (fog)(x + ) = (fog)(x)
0L (o) @) = ¢ (x + 75)

yazilir. Bununla birlikte f ve g'nin zincir kurali ile birlikte tiirevlenebilir oldugunu g6z 6niine

alirsak asagidakiler elde edilir:

)1-B i L@@+ —flg@) . glh+x) —g(x)
lim lim

1
1DE((fog) () = & (x + 7 : lim &

ra)

g tiirevlenebilir oldugundan

gx+h) —gX)
h

g'(x) = lim

yazilir.

1-B -1

hzs(x+L)

0] €=h(x+L>

ra)

ifadesi tekrar yerine yazilirsa



r(erelertn) ) -1
4DZ ((fog)(x)) = lim s g

tanimdan 8. 6zelligin ispati

4D£ (fog)(x)) = 402 (F(9())) 9'(x)
bigiminde tamamlanmais olur.

f fonksiyonunun ters fonksiyonunun g oldugunu varsayalim, yani g(f(x)) = x ve
f(9() =y, bu durumda

1-B

g — APy = (x + ——
100 (foa) @) = 0L @) = (x + 775)

olup 8. 6zellik de gz oniine alinirsa ifade

2-28

(%, B)

ApPre) = ——2 |
O T Dl (f o)

I(x,B) = (x + %)

seklini alip 9. 6zelligin ispat1 tamamlanmis olur. 10. 6zellik i¢in ise yine tanimdan hareketle

f! <x +e (x + %ﬁ)y—ﬁ) -1

&

4DZf 71 (x) = lim

1-B
f<x+e(x+%ﬁ)> >—f(x)
= —lim

e <x + € (x + ﬁ)l_[;)f(x)

R 1096))
RS

adimlart takip edilirse ispat tamamlanmig olur. Daha onceki Ozelliklerde yapildigi gibi

tanimdan hareket edersek

0~x

) ﬁ<f(x>) (g )<x+e<x+—F(ﬁ)) ) (f-g7H@)
D = lim
g(x)

&-0 &

olup 7 ve 10. 6zellikler de kullanilip

apf (f(x)) _ SD7F®)g(®) — DL (g()f (©)
g(x)

07 g%(x)
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elde edilir.

A()Df (f (x)) acik bir aralikta pozitif oldugunu varsayalim ve x; > x, olsun. Tanimdan

hareketle

1-p
f<x1 +3(x2 +%’3)> )‘f(xz)
lim

-0 &

>0

€ > 0 oldugundan

1 \1F
f<x1+e(x2 +T,3)> )—f(xz) >0
yazilir ve her iki tarafin limiti alinirsa
1 \1F
s (x4t ) ) S0 = £ = ) >0
bulunur ki bu da fonksiyonun artan oldugunu gosterir.

éDf (f (x)) agik bir aralikta negatif oldugunu varsayalim ve x; > x, olsun. Tanimdan

hareketle

1-p
f<x1 +s(x2 +%/3)> >—f(x2)
lim

-0 &

<0

& > 0 oldugundan

1 \'7F .
f<x1+e<x2 +rﬁ)> )—f(xz) <

yazilir ve her iki tarafin limiti alinirsa

1\
limf <x1 +e (1 + ) ) = f) = fln) = f(x) <0

bulunur ki bu da fonksiyonun azalan oldugunu gosterir.

ﬁDf (f(x)) acgik aralikta sifir oldugunu varsayalim ve x; > x, olsun. Tanimdan

hareketle

1-p
f<x1+e(x2 +%ﬁ)> )‘f(xz)
=0

lim
&-0 &

olup ifadenin esitligi saglamasi i¢in

11



1 \"*
f<x1+s(x2 +TIB)> >—f(x2)=0

oldugu agiktir. Bu durumda her tarafin limiti alinirsa

1\
limf <x1 +e (2 + ) ) —f2) = () = f(x2) = 0
olur.

Hareketli Dalga Coziimlerinin Tiirleri Ve Soliton-Solitary Dalga Teorisine Fiziksel Bakis

Dalga; frekansi, boyu ve genligi ile karakterize edilen fiziksel bir olgu olup ayrica
enerjinin bir konumdan digerine aktarilmasini saglayan titresime verilen isimdir. Suda ilerleyen
yiizey dalgalari en bilinenleri olmasina ragmen ses, 151k, sinirler arasi iletim ve atomun
taneciklerinin hareketleri de dalga 6zellikleri gosterir. Mekaniksel dalgalardan olan ses dalgasi
ilerleyebilmek i¢in bir ortama ihtiya¢ duyarken elektromanyetik dalgalar boslukta bile

yayilabilir. Ayrica ortamin 6zellikleri bir dalganin yayilmasinda etkilidir.

Linecer olmayan dalgalar asagidaki iki temel Ozelligi saglarsa soliton olarak
tanimlanabilir (Wadati 2001).

1. Sekil, hiz gibi ozellikleri degismeksizin yayilan yerlesik (lokalize) dalgalardir.
2. Karsilikli carpismaya kars1 kararlidirlar ve kendi 6zelliklerini ¢carpigsma sonrasinda

koruyabilirler.

Ik ozellik, solitary dalga sartidir ve 1844'te iskog John Scott Russell bu dalgalart
gozlemleyen ilk bilim insan: olmustur. Bu gozlem sirasinda dalga, orijinal kimligini korurken
uzun siire su kanal1 boyunca ilerliyordu. Russell’1n kendi s6zleriyle: “Dar bir kanalda bir ¢ift at
tarafindan ¢ekilen bir botu izliyordum. Bot aniden durunca bir miktar su aniden ileriye dogru
bliyiik bir hizla, yuvarlak diizgiin ve iyi taniml1 bir su y1gini seklinde ve hizinda bir azalma
olmadan hareketini yol boyunca devam ettirdi. At sirtinda bu dalgayi takip ettim. Saatte 8-9 mil
hizla 30 feet uzunlugundaki ve 1,5 feet yiiksekligindeki ilk orijinal seklini koruyarak
yuvarlaniyordu. Yiiksekligi giderek azaliyordu ve 1-2 millik bir takipten sonra onu kanalin
donemeglerinde kaybettim.” seklinde ifade etmistir. Russell’in goézlemdigi solitary su
dalgalarinin 1995 yilinda Edinburgh yakinlarindaki Union Kanalinda tekrar canlandirilmasi

Sekil 3’te gosterilmistir.
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Sekil 3. 1834 yilindaki Russel’in gézlemledigi solitary su dalgalarinin 1995 yilinda Edinburgh
yakinlarindaki Union Kanalinda tekrar canlandirilmasi

Bu kesiften sonra Russell, labaratuvarinda solitary dalgalarini elde edebilmek i¢in su
tanklart olusturup deneyler yapmis ve solitary dalgalar hakkinda asagidaki onemli bilgilere
ulagmistir (Falkovich 2007).

(i) Solitary dalgalar1 u(x,t) = §sech?(k(x — vt)) sekline sahiptir. Burada k dalga

say1st olmak tizere, dalganin hiz1 v, dalganin genligi ise § ile ifade edilmistir.

Sekil 4. u(x,t) = 8sech?(k(x — vt)) fonksiyonunun § =5, v = 1 ve k = 1 degerleri
i¢cin grafigi

(i) Yeterince biiyiik miktardaki su kiitlesi, iki veya daha fazla bagimsiz solitary dalgasi

uretir.

(iif) Normal dalgalardan farkli olarak solitary dalgalar kesinlikle birlesmezler. Bundan

dolayr farkli genliklere sahip solitary dalgalar birbirleri ile ¢arpistiktan sonra, bu dalgalar

13



birbirlerinden ayrilarak sekillerinde bozulma olmadan yollarina devam edebilirler. Normal
dalgalar bu durumda diizleserek veya dikleserek sonme hareketi yaparken solitary dalgalar

kararlidir ve uzun mesafelere hareket edebilirler.

(iv) Bir kanalda hareket eden bir solitary dalga

v=,g(d+h)

ile ifade edilen bir hiza sahiptir. Burada g yer¢ekimi ivmesi olmak iizere, dalganin yiiksekligini
h ve suyun derinligi ise d ile ifade edilmistir. Bundan dolay1 dalganin hizi, yiiksekligine ve

suyun derinligine baglidir.

| l

d d+h

! !

Sekil 5. Bir solitary dalgasinin hareketi

Dolayisiyla daha biiyiik genlikli solitary dalgasi daha hizli hareket eder. Yani solitary
dalgasinin hizi genligi ile orantili olup bu 6zellik normal dalgalardan farkini olusturur. Bu
durumu giinliik hayattan 6érneklendirirsek biri diisiik biri yiiksek iki ses ayni anda olustugunda
bunlar1 kulagimiz ayn1 anda duyacaktir. Bu durum sesin normal dalgalarla iletildigine isaret
olup eger bu iletim sirasinda solitary dalgalar kullanilsaydi, yiiksek sesin daha 6nce duyulmasi
gerekirdi. Ses dalgalarinda durum boéyleyken insanin sinirsel iletimini saglayan sinapslar
arasindaki iletim ise normal dalgalarla yapilamaz. Kisaca 6rneklendirmek gerekirse elimize
aldigimiz bir ¢ay bardagimnin sicakligini kademeli olarak hissederken kor halinde bir sobaya
dokundugumuzda sicaklig1 ani hissederek refleks olarak elimizi ¢ekeriz. Bu iletimi saglayan
sinapslar bir nevi solitary dalga olusturup normal dalgalardan daha hizli bir sekilde sicaklik

algisin1 beynimize iletir.
Kink Dalgalar:

Kink dalgalar1, azalarak veya artarak bir asimptotik durumdan digerine hareket eden

dalgalardir. Kink ¢oziimleri sonsuzda bir sabite yaklasir (Wazwaz 2009).
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Sekil 6. u(x,t) =1 —tanh(x —t),-10<x <10
Peakon Dalgalar:

Peakon pik yapmuis tek dalga ¢6ziimleridir. Bu durumda ilerleyen dalga ¢oziimleri pikin
zirve kosesi disinda her yerde diizgiindiir. Peakon boyutsal tiirevlerin isaret degistirdigi
noktalardir. Bu ylizden peakonlar u(x, t) ¢oziimiiniin birinci tiirevinde sonlu sigrama noktasina
sahiptir. Peakonlar da ¢arpistiktan sonra sekillerini ve hizlarini koruyan solitonlardir. Peakonlar
aragtirmalar sonucu iki kisma ayrilmustir: Ustel olarak sonen ve periyodik peakonlar (Wazwaz

2009).

2

Sekil 7. u(x,t) = et —2<x <2
Periyodik Dalgalar:

u(x,t) = cos(x —t) gibi periyodik olan hareketli dalga cesitleridir. Standart dalga
denklemi olan u,, = u; ¢o6ziildiigiinde periyodik ¢6ziimler elde edilir. Bilindigi gibi bu

denklem lineerdir ve bu denklemin bir d’ Alambert ¢6ziimii mevcuttur (Wazwaz 2009).
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2
Sekil 8. u(x,t) =cos(x—t), m<x<m
Cuspon Dalgalar:

Cusponlar diger bir ¢esit soliton ¢dziimler olup zirvelerinde cusponlar olusur. Peakonlar
tersine tepe noktasinda tiirev sadece isaret degistirir ve bir cuspon sigrama noktasindaki tiirevler

raksaktir (Wazwaz 2009).

2

1
Sekil 9. u(x,t) = e~(x=cthe ¢ =1 —2<x <2
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MATERYAL ve METOT

ikinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemin Céziim Durumlari
G"+AG"+uG =0 (1)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini g6z Oniine alalim. Burada A ve u keyfi

katsayilar olmak tizere (1)’in yardimci denkleminin kokleri A> 0 icin

=+ A%2—4p _ =A=JA%2-4p
Q) =—"— Q; =——

2 2

seklindedir. G (&) ifadesi ise

G(&) = c1e®% + c,e®?t
seklinde elde edilir. G (&) ifadesinin &’ye gore tiirevini alip

G'(&) = c; PP + 0,026
asagidaki diizenlemeler sirasiyla yapilirsa

G'(§) 1 ®1e® + ;P et

G  ce®f 4 ce®2f
c —A+ 2?2 —4u o®if 4 ¢ —A =A% —4pu @2
G’(f) 1 2 2 2

G ce®1é + ce®2

= +Cl_\/zzz—4ue¢g $ A e VU2 o

G'€)
G(§) c1e®1é + c,e®2?
— JAZ —4
G'(8) TA (cie®1® + ce®28) + TIJ (cre®1 — c,e®2%)
G c1e®18 + c,e®2f
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- P
(Cle ¥ 4 ¢ eq’zf) \ /1 4p (C1e P18 — cye 25) A
G'(§) ce® + czeq’zf >
G(E) Cle‘blf + czeq’zf

G'(&) 22 —4ucie®t — e\ 2
G 2 cie®1d + ce®2é ) 2

, —A+yA2-4u, —A=y22-4u,
G'(§) A —4u| ce 2 > —cye 2 K

G 2 —A+A2—4p —A=JA2-4u,
2 S

c,€ 2 >+ cye

A

¢'®  J—apn il

[ / - \/12—4/4 \/212—4-/4
c1| cosh E+smh— —c,| cosh 3 &—sinh > '3

|
|

G(f) 2 [22_ [a2- 2_ 2_
[q(cosh €+sm > <cosi"}/1 5 4H%’—sinh‘/)l 5 4Fls")J

G'(&) 12— |(61 + ¢;)sinh

VA 4/15 + (¢, — cz)coshu

GE 2

(¢ + cy)cos

bulunur. Burada c; + ¢, = ¢ ve ¢c; — ¢, = y olarak kabul edilirse

G'() B A2 —4pu [(psinh ¢+ ycos

2

";

@cosh

66 ? l \/—45 +)/5th\//122ij

elde edilir.

A< 0 i¢in ise yardimer denklemin kokleri

A+ iAp— 22

's:

VA2 —4u thZZ— 4u f]

A= A= 2

D, = > oD, >
olur. G(¢&) ifadesi ise

(P1+P3)¢ (P -P;)¢ (Py—P;)¢
G(&)=e 2 [cle 2 +ce 2 ]

seklinde elde edilir. &, ve ®, degerleri yerine yazilirsa

A (ivap—22)¢ (—iJap—A2)&
G)=e2 |cie 2 4ce 2z

h—— 4” + (¢, — ¢y)sinh VAT~ 4w

T



bulunur. e™* = cos(x) + isin(x) Euler dzdesligi kullanilirsa

GE)=e2 | > > +c,

= [cos (Q 5) + isin (ﬁ 5)

cos (_4MT—/12€)

i

G = e (c1 + ¢z)cos (—4/12_/12 E) +i(c; — cy)sin (—“ 4“2_ a f)]

elde edilir. Burada c; + ¢, = @ ve i(c; — ¢,) = y olarak kabul edilirse

= pcos (—' = f) + ysin (—4!1 — 2 5)]

GE) =e7 > -

bulunur. G (&) ifadesinin &’e gore tiirevi alinirsa

G'(§) = _T)Le_TM pcos <(—4'u2_/12)5> + ysin (#f)]

. [_ S E v (W €> +m ycos (@f)l

2
i 2 2 2 2

olur. G'(¢) ve G(§) ifadeleri birbirine oranlanirsa ve gerekli sadelistirmeler yapilirsa

(L) 4 yeos (L2225 )

G'@) A w2 2 2

G(§) 2 2 l Jcos <~/4u — 22 g) + ysin <\/4u — A2 f) ‘

2 2

[—(psin

elde edilir.

Son olarak ise A= 0 i¢in ise yardimci denklemin kokleri
-1 -2
q)l = 7 q)z = -

olup

A
G(§) = (c1+ e 2
seklinde elde edilir. G (&) ifadesinin &’e gore tiirevi alinirsa
A A A
G'(§) =ce 2 _5(51 + c8)e 2
bulunur. G'(¢) ve G (&) ifadeleri birbirine oranlanirsa ve gerekli sadelistirmeler yapilirsa
¢® o A
GE) citcé 2
elde edilir. Burada c; + ¢, = ¢ ve ¢; — ¢, = y olarak kabul edilirse
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v B

G@)_¢;Y+¢;Y€ 2

ifadesi elde edilir. A’ durumlarina gore bulunan yukaridaki E&) itadeleri

G(&)
( , A2 —4 A2 —4p \]
R [gosmh <Tﬂ E> + ycosh (TM E)

2

A
= R —3 A2 —4u>0
l(pcosh (TM E> + ysinh <TM f)
[a1 — )2 [a, — 12 \]
VA=A E)+ycos<—4'u A E)

[ .
U —@sin > >

i P

2 2

A —4u <0

N >

_.|_
¢2V 3
oty o—v, 2
7t ¢

A2 —4p =

seklinde toplu olarak yazilabilir (Malik et al. 2012).

(%)- Acilim Metodu
x ve t bagimsiz degiskenler olmak iizere,
F(u, 4pPu, 4pFu, AP u, 4D u, 4D 3P u, 4D, ) =0 2)

lineer olmayan uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel denklemini g6z Oniine alalim. Burada
F,w’nun bir polinomudur, u(x, t) bilinmeyen fonksiyondur ve 4D%u, 4DFu tiirevieri u(x, t)

foksiyonunun x’e ve t’e gore § mertebeli Atangana’nin uyumlu kesirli tirevleridir.

(2) denkleminin hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmek igin k ve m sifirdan farkli

sabitler ve u(x, t)=u(%) olacak sekilde

g:%@+ﬁ%f+%@+ﬁ%f (3)

dalga dontistimii verilsin. (3) dalga doniisiimii ve Tanim 10 g6z oniine alinirsa

u (x + e(x + ﬁ)l_ﬁ, t) —u(x,t)

D¢ {uCx, )} = lim
E—

sadelik icin



dontistimii yapilip

lim

-5 u(x+ht) —ulx,t)
) h—0 h

1
4DE{u(x, 1)} = (x + X))

seklinde diizenleme yapilirsa

1 )1_ﬁ ou(x,t)

B —
D, {u(x, t)} = (x + 0 e
elde edilir. Ayn sekilde
=B gu(x, t)
ﬁ _ ]
w0} = (t+igs)

oldugu agiktir. u(x, t)= u(%) kabul edildigi i¢in ve zincir kurali kullanilip

du(x,t)  ou(®) duﬁ

0x 0x _d_Eax
_dudy  om 1\
- Ea 5 )

bulunur. (2) denklemindeki § mertebeli Atangana’nin uyumlu kesirli tiirevleri

éDf{u(x, )} = (x + %ﬁ)y—ﬁ u’%ﬁ (x + %)B_l = mu’
ﬁDf{u(x, )} = (t + %ﬁ))l_ﬁ u'gﬁ (t + %)ﬁ_l = ku'

seklinde edilip (2) uzay-zaman Kesirli kismi diferansiyel denkleminden
F(u, ku',mu’, k2u"", m?u”, k3u"" m3u'",..) =0 (4)
adi diferansiyel denklemi elde edilir.
G = G (&) olmak iizere
G"+AG' +uG =0 (5)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini saglayan fonksiyon olup (4) adi diferansiyel
denkleminin ¢6ziimii polinom cinsinden

= " (6)
u(®) = Z a; <%>

=0

seklinde yazilir. Burada A ve u keyfi sabitler, n ise homojen denge bagintisindan elde edilecek
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P - . - - . . a1
pozitif bir tamsayidir. Dengeleme bagintisi ise en biiyiik mertebeli tiireve sahip terim ZZveen

daga
- . . d u\’ .
biiyiik dereceli lineer olmayan terim u? (d—fr) olmak {izere
D[ =n+q  D[ur (L] =mp+sm+n )
aga q deT P

n+qg=np+sn+r)

ifadelerinin esitlenmesiyle n degerinin bulunmasidir.

(6) ifadesi (%,)’e gore polinom olup (4) denklemi yerine yazilip elde edilen denklemde

aynt dereceli terimlerin katsayilarinin sifira  esitlenmesiyle ag, a4, ...,a,,m ve k
bilinmeyenlerinden olusan cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen cebirsel denklem
sisteminin ¢6ziilmesiyle bilinmeyen sabitler bulunur. Bulunan bu sabitler (6) ifadesinde yerine
yazildiktan sonra, (3) dalga doniisiimii ve daha 6nce elde edilen ikinci mertebeden lineer
diferansiyel denkleminin ¢oziim durumlart kullanilarak (2) uzay-zaman Kkesirli kismi

diferansiyel denkleminin hareketli dalga ¢éztimleri elde edilir.
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ARASTIRMA BULGULARI

Uyumlu Kesirli tiirev, sifir noktasindaki herhangi bir tiirevlenebilir fonksiyonun
tiirevinin sifira esit olmasi zayifligina sahiptir (Yépez-Martinez and Gomez-Aguilar 2018).
Atangana " uyumlu kesirli tiirev ™ in yeni bir versiyonu olan g-uyumlu kesirli tiirevi 6nermistir
ve bu 6neri uyumlu Kkesirli tiirev eksikliginden kurtulmamiza imkan vermistir. S-uyumlu kesirli
tirevi, geleneksel tiirevlerin 6zelliklerini saglar. Atangana ve Baleanu S-uyumlu kesirli tiirevi
kullanarak analitik olarak Hunter Saxton denklemini ¢ozdii (Atangana and Baleanu 2016). Bu

boliimde B-uyumlu kesirli tiireviyle ifade edilen uzay-zaman kesirli Fitzhugh-Nagumo, Dodd-

Bullough Mikhailov, (2+1) Boyutlu Kiibik Klein—Gordon ve Phi-Four denklemlerine (%)

acilim metodu sirastyla uygulanmis ve her bir denklemden elde edilen tam ¢oziimler
incelenmistir. Ayrica elde edilen tam ¢oziimler bazi kesirli § degerleri i¢in Mathematica 12.0

programinda grafiklestirilmistir.

Fitzhugh-Nagumo Denkleminin (%)-Aglhm Metodu Ile Coziimii

Bu béliimde genellikle sinir uyarilarinin iletimini modellemek i¢in kullanilan lineer
olmayan 6nemli bir reaksiyon-difiizyon denklemi olan uzay-zaman kesirli Fitzhugh-Nagumo
denkleminin solitary dalga ¢6ziimleri elde edilecektir. Ayrica bu denklem Mathematica adli
bilgisayar yazilimi1 yardimiyla devre teorisi, biyoloji ve popiilasyon genetigi alanlarinda da
matematiksel modeller olarak ele alinmigtir. Fitzhugh-Nagumo modelinin ¢6ziimlerini elde
etmek icin yapilmis farkli sayisal veya analitik yontemler igeren bir¢ok ¢alisma vardir. Li ve
Guo, Fitzhugh-Nagumo modelinin kesin ¢oziimlerini elde etmek igin ilk integral yontemini
kullanmustir (Li and Guo 2006). Abbasbandy, Fitzhugh-Nagumo denkleminin yaklasik analitik
¢ozlimlerini elde etmek i¢in homotopi analiz yontemini kullanmistir (Abbasbandy 2008).
Hariharan ve Kannan, Fitzhugh-Nagumo denkleminin sayisal ¢6ziimlerini elde etmek i¢in Haar
dalgacik yontemini kullanmistir (Hariharan and Kannan 2010). Ayrica Kumar ve ark. kesirli
mertebeden Fitzhugh-Nagumo denkleminin sayisal sonuglarini degerlendirmek igin g-
homotopi analizi yaklasimi ve Laplace doniisiimii yaklasiminin birlesiminden olusan yeni bir

yontem sunmustur (Kumar et al. 2018).

‘3Dfu—‘3D§ﬁu=u(1—u)(u—b) —-1<bh<1 8)
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seklindeki ifade edilen Fitzhugh-Nagumo denklemini b = 1 i¢in gdz 6niine alalim. (%’)-aglhm

metodu basliginda (2) uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel denkleminin (3) dalga doniistimii
ve Tanim 10 g6z Oniine alinarak nasil adi diferansiyel denklemine indirgendiginin anlatildig

adimlar burada takip edilirse (8) numarali uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel denklemden

ku' —m?u” =u(l—u)(u—1) 9)

adi diferansiyel denklemi elde edilir. (9) denkleminde en biiyiik mertebeli terim ‘u”’ ve en

biiyiik dereceli lineer olmayan terim ‘u3’ arasinda (7) deki dengeleme bagintis1 kullanilirsa

(=2, p=3 5=0)
n+2=3n 2n=2 n=1
bulunur. Bulunan n = 1 degeri (6) da yerine yazilirsa

1

u(® = 2 a; <%I) =apta <%I> (10)

i=0
elde edilir. Burada G (§) fonksiyonu daha dnce de agiklandigr gibi ikinci mertebeden lineer olan

bir adi diferansiyel denklemin ¢oziimii oldugu unutulmamalidir. Ayrica u(%) fonksiyonu (%)

ifadesinin bir polinomu oldugu agiktir. ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemi (1) ve

bolimiin tirevini kullanarak

<Gr>’ _ G'G — (GI)Z

G" = —AG" — uG
G l/l'

(G)? ' (11)

(A6 -u6)6-(¢")? G’ ¢’
== =5 - (5)
bulunur. (10) ifadesi (11) den yararlanarak (9) numaral adi diferansiyel denklemde yerine

2

!
yazilip (%) kuvvetlerine gore diizenlenirse

0
GI
(E) = bay — aZ — ba? + a3 — kua, — m*Aua,

G\
= | =—(=b+kA+m?2® +2m’u + 2a0 + 2ba, - 3ag)a,

2
GI
<_) = —a,(k + 3m?1 + a, + ba; — 3a,a,)

G
3
Gl
(E) = a,(—2m? + a?)
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elde edilir. Buradaki her bir ifadenin sifira esitlenmesiyle elde edilen cebirsel denklem

sisteminin ¢oziimleri

’ 4;1 4;1 1
h== %o = "2 /12 V2. 7z — a4,

4u 4;1 1
k - ——,m—> -

’ 4/,1 ’ 1
a, = — Ao 25 ) /12 —_
’ 4/1 4,u 1
,Ag = = + — /12 4/1 - ——,m e

V2,22 — 4yu

seklinde bulunur. Bu katsayilar (10) ifadesinde yerine yazilip u(§) fonksiyonlari elde edilmis

olur. Bu fonksiyonlardaki ( ) ifadesi daha onceki boliimde A’nin durumlarina gore bulunmus

olup A=0 i¢in (8) numarali uzay-zaman Kesirli diferansiyel denkleminin wu(x,t)
fonksiyonunun katsayilarin paydasi tanimsiz oldugu i¢in bulunamaz. A> 0 i¢in ise (8) numarali

uzay-zaman kesirli diferansiyel denkleminin u(x, t) ¢6ziim fonksiyonlar sirastyla

i L N
B k /I F(ﬁ) V20 — 4 X+T/3)/|

A 4u <_;><x+i>ﬁl
F(,B) V2,22 — 4p re)

‘m|.-\

7
(P
N
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i ;{( AZ:M} (+75) + (=) e+ F(lﬁ))ﬁ\l
237'\\_ | ) ““(m)(“m)

olmak lizere

1 1 A2
ul(x,t)zz_E oy
AZ [ [ . }{2—4/1 2_4# ‘l ]
22— 4u Imrpsmh( & | +ycosh é I /1|
4 2 24 2_4 2
I[ |l<pcosh( > “€>+ysmh< _ “5>J| J|
1 1 A2
wLx)=-+5 yEa—y

A% — 12 —
A2 124# {m |[(psinh < 4# €1> + ycosh ( it §1>
[ [‘pcos}l( £ €1> - Vsinh( Lt 51)
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A2 —4u
12 . 2 —4u 2 —4u
T [ 7 — g <psmh( > Eg> + ycosh( > & 1
A 2 2 _ 2 _ 2
ll |l<pcosh (% f3> + ysinh ( > Au Q)JI JI

olur.

Sekil 10. Fitzhugh-Nagumo denkleminin A =6;u =3;¢90 = —1;y = —2; f = 0.6 degerleri
icin u, (x, t) ¢éziimiiniin grafigi

A< 0 i¢in ise (8) numarali uzay-zaman Kesirli diferansiyel denkleminin u(x,t) ¢6ziim

fonksiyonlar1 sirastyla

1 1
us (x, ) =573
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A2 (41, — 22 (41, — 22
( 12 = 4#) [ =1 [—gosin <4MT/1 §1> + ycos ( ﬂz A §1>] /1-|
+| - | | [—=|
A 2 (41 — (41 — 2
\ / l[ l[ ycos (_4/12 2 §1> + ysin (—4#2 ~ §1> Jl Jl
1 1 A2
WD =573 [E -

e
k & )ll : l[YCoS( “2_/1223>+ysin<@23>} 2J|

tam ¢Ozlimleri elde edilmis olur.

(2+1) Boyutlu Kiibik Klein—-Gordon Denkleminin (%)-Ag:lhm Metodu fle Céziimii

cKG denklemi; kristallerdeki dislokasyonun yayilmasi, temel parcaciklarin davranisi ve
Josephson kavsaklarindaki akimlarin yayilmasi dahil olmak iizere bir¢cok farkli dogrusal

olmayan fenomeni modellemek igin kullanilir. (2+1) Boyutlu Kiibik Klein—Gordon denklemini
3D53u+‘3D;ﬁu—‘8Dt2ﬁ+pu+bu3=O (12)

g0z Oniline alalim. (%)-aglhm metodu basliginda (2) uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel

denkleminin (3) dalga doniisiimii ve Tanim 10 gbéz Oniline alinip nasil adi diferansiyel
denklemine cevrildigi anlatilmistir. (12) denkleminde u fonksiyonu x, y ve t bagimsiz

degiskenlerine bagli oldugu i¢in (3) dalga dontigiimii
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B B B
E=%<t+%) +%(x+%) +é<y+%) (13)

sekline dondisiir. (13) dalga doniisiimii ve Tanim 10 g6z 6niine alinip (12) uzay-zaman kesirli
kismi diferansiyel denkleminden
(m2+1?> — kH)u" + pu+bud =0 (14)

[ e

adi diferansiyel denklemi elde edilir. (14) denkleminde en biiyiik mertebeli terim ‘u’"’ ve en

2

biiyiik dereceli lineer olmayan terim ‘u3’ arasinda (7) deki dengeleme bagintis1 kullanilirsa

(q=2,p=3,5=0)
n+2=3n 2n =12 n=1
bulunur. Bulunan n = 1 degeri (6) da yerine yazilirsa

1

u(® = 2 a; <%I> =apta (%) (15)

=0
elde edilir. (15) ifadesi (11) den yararlanarak (14) numarali adi diferansiyel denklemde yerine
yazilip (%’) kuvvetlerine gore diizenlenirse

G\’ 3 2 2 2
v = pay + bay — k“Aua; + 1“Apa; + m°Aua,

1
Gl
(E) =a;(p — k?22 + 1?22 + m?22 — 2k?u + 21%u + 2m?u + 3ba3)

G"\’
o) = 3a,(—k?A + 122 + m?A + baya,)

3
GI
<E> = a;(—2k? + 21> + 2m? + ba})

elde edilir. Buradaki her bir ifadenin sifira esitlenmesiyle elde edilen cebirsel denklem
sisteminin ¢ozliimleri

R JPA—b(22 — 4p) . 2,/py—b(2% — 4p)

)y U1 - J]
b(A? — 4u) b(A% — 4u)

ap

R R G D1 At D)

A2 —4pu
VP —b(A2 — 4) 2\/py—b(2 — 4
aO - — 1] al - — J]
b(A% — 4u) b(A%? — 4u)
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. 20+ (K2 - P22 - 4)

A% —4u
VP b2 — 4u) 2\/py—b(A* — 4)
aO - ] al - )
b(A? — 4u) b(A% — 4u)

V2p + (k2 = 12) (2% — 4p)
m —

A2 —4u
JPA b2 — 4p) 2,/py/—b(2% — 4p)
aO - — ) a1 - — )
b(A% — 4u) b(A%2 — 4u)

I V2p + (k% — 12)(2%2 — 4p)
A2 —4u

seklinde bulunur. Bu katsayilar (15) ifadesinde yerine yazilarak u (&) fonksiyonlari elde edilmis

olur. Bu fonksiyonlardaki (%’) ifadesi daha onceki boliimde A’nin durumlarina gore bulunmus

olup A=0 i¢in (12) numarali uzay-zaman Kkesirli diferansiyel denkleminin wu(x,t)
fonksiyonunun katsayilarin paydasi tanimsiz oldugu ig¢in bulunamaz. A> 0 igin ise (12)

numarali1 uzay-zaman kesirli diferansiyel denkleminin u(x, t) ¢6ziim fonksiyonlari sirasiyla

¢= %(k (t * I"(lﬁ))ﬁ Sk (kzz__lziip — (x + %)B +1 (y + %)B)

&1 =l(k(t+ 1 )B+\/2P+(k2/12—_lzil(:12—4ﬂ)(x+L)ﬁ+l<y+%)ﬁ>

JPA b2 — 4p)

b(A? — 4u)
7z — [z —
S [(psinh (—A 5 i f) + ycosh (—A > u f)] /1]

u(x, t) =

. (Zﬁd —b(22 - 4/1))[

b(A2 — 4 2 2 — a4 2 _ 2
( 2 pcosh <—/1 > Au E) + ysinh <—/1 > Au f)‘ Zj
B ﬁlw/—b()lz —4u)
u,(x,t) = b — 40

+<2\/§\/—b(lz —411)) |r\/)LZ —4li|[q)8inh <\//122— 4#51) + ycosh <\//122— 4:“.51)]

b(A%2 — 4 2 _ _
( #) l [(pcosh <—122 Au f1> + ysinh (—/12 > Au €1>
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JPA=b(0% — 4p)

b(A% — 4u)

us(x, t) = —

[ [ (VA2 —4u 22— 4u
N <_ ZﬁJ—b(AZ _ 4ﬂ)>|\/lz — 4M|(psmh (TE> + ycosh <T€>
b(A% — — =
( 4p) l 2 l(pCOSh (_M f) + ysinh <M f)

2

JPAW=b(A% — 4p)

b(A% — 4u)

uy(x, t) = —

2_2_

. (_ 2/py/=bG% - 4#)) |[¢az vy |[<05inh (@ 3
l ’ l(pcosh (E &

b(A? — 4u)

2

N— [ N—m—
+
~<
2,
S
>
/N
N
™
S
=
V%
=
N~

seklinde bulunur.

Sekil 11. (2+1) cKG denkleminin y =1;1=6;u=4;0 = -3;y=1;,4=05k =2;1l =
—2;p = 6; b = —1 degerleri i¢in u, (x, t) ¢éziimiiniin grafigi

A< 0 igin (12) numarali uzay-zaman kesirli diferansiyel denkleminin wu(x,t) ¢oziim

fonksiyonlar1 ise sirasiyla
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JPA b2 — 4w

b(AZ — 4y)

us(x, t) =

2o b = 4D |[\/4u 72 |[_"’ " (E 5) Trees (E 5)

]
2 2 | 2
b(A%2 — 2 _ 12 _ 2 2
(2% —4p) [ [ycos(‘M“z A .§>+ysin<‘/4”2 A €>J ZJ
P —b(2% - 4p)
uen ) =T

el oo () o ()

|
_2\/5\/—b(/12—4u)|\/4u—/12| 2 2 I—i I
b(A? — 4 2 (41 — )2 — 12 2
( 2 [ lycos<—4ﬂz A €>+ysin<—4ﬂz A S)J J
D ecrm
u;(x,t) = DO — 4)
[ e T -2\l ]
zm—bw—4u>|J4u—AZ|‘“”“”< 2 5)”""”( 2 f){ 2|
- b(A% — 4u) 2 — 2 — 12 2
R e =
N ercarm
4l =T e
2\/5\/—1;(;12—4;1)[\/4#_,12[_"’5‘”( 2 f)”“’S( 2 f)] ,1]
a 2

b(A%2 — Y _ 2 B
(A2 —4w) 2 ly605< 4p— 2 f)+ysin<‘/4“ A f)j

olur.

Dodd-Bullough-Mikhailov Denkleminin (%’)-Aglllm Metodu ile Coziimii

Ziber ve Sabat tarafindan gelistirilen Dodd-Bullough denklemi; kat1 hal fizigi, dogrusal

olmayan optik ve kuantum alan teorisi gibi bir¢cok bilimsel uygulamada énemli bir rol oynar.

Son yillarda Dodd-Bullough denklemi i¢in birgok arastirma g¢alismasi yapilmistir. Dodd-

Bullough'un {i¢ boyutlu unimodiiler afin uzayda iki boyutlu afin kiirenin i¢sel geometrisini

belirledigi gosterilmistir. Bununla birlikte Dodd-Bullough denkleminin dogrusal olmayan iki

boyutlu SL (3, R) sigma modeli ile iligkili oldugu da gosterilmistir. Dodd-Bullough denklemini
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¢ozmek icin, bircok matematik¢i bazi yontemler one siirmiis ve farkl ¢oziim formiilleri elde

etmistir. Dodd-Bullough-Mikhailov denklemini

ﬁDjfv +e’+e =0 (16)

g0z Oniline alalim. (%)-aglhm metodu basliginda (2) uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel

denkleminin (3) dalga dontisiimii ve Tanim 10 gbéz Online alinip nasil adi diferansiyel
denklemine ¢evrildiginin anlatildigi adimlar burada takip edilirse (16) numarali uzay-zaman

kesirli kismi diferansiyel denklemden

kmv"’ + e’ +e7 2 =0 (17)

adi diferansiyel denklemine doniisiir. (17) denkleminde u = e? ,v = lnu doniisiimii yapilirsa

ul

v =—
u

olup v’ ifadesini bulmak i¢in boliimiin tiirevi kullanirsa

L u'u—(u)?
v =—

u’

bulunur. Bulunan bu ifade (17) denkleminde yerine yazilip

u''u — (u')?
.lcm<—2()>+u+u_2 =0
u

denklemi u? ile genisletirsek
kmuu” + km@u')?> +u3+1=0 (18)

elde edilir. (18) denkleminde en biiyiikk mertebeli terim ‘uu’’’ ve en biiylik dereceli lineer
olmayan terim ‘u3’ arasmda (7) deki dengeleme bagintis1 kullamilirsa (@ = 1, p = 3, s = 1,

r=2)
n+n+2=3n 2n+ 2 =3n n=2

bulunur. Bulunan n = 2 degeri (6) da yerine yazilirsa

2

u(®) = Z a; <%,> =ay+a <%,> +a, <%,> (19)

=0
elde edilir. (19) ifadesi (11) den yararlanarak (18) numarali adi diferansiyel denklemde yerine

yazilip (%) kuvvetlerine gore diizenlenirse
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NG
<E> =1+ aj + kmAuaga, — kmu?af + 2kmy?aya,

1
G’
(E) = kmA?aya, + 2kmuaga, + 3a3a, — kmAua? + 6kmiuaga, — 2kmu?a, a,

2
GI
( > = 3kmlAaya, + 3aya? + 4kmA%aqa, + 8kmuaya, + 3aia, — kmiua,a,

G
— 2kmu?a3
¢"\°
(E) = 2kmagya, + kmda? + a3 + 10kmAaya, + kmA2a,a, + 2kmua,a, + 6aya,a,
— 2kmApas
¢"\"
(E) = kma? + 6kmagya, + Skmia,a, + 3a2a, + 3a,a3

5
Gl
(E) = ay(4kma, + 2kmAa, + 3a,a;)

G"\°
— 2
<E> =a5(2km+ a,)

elde edilir. Buradaki her bir ifadenin sifira esitlenmesiyle elde edilen cebirsel denklem

sisteminin ¢ozliimleri

m(A? + 2u) 6ml
- — - —
B G D D P M ek
6m f 3
- — -
CT T @ - @ - )
(=DY3m(A% + 2) 6(—1)3ma 6(—1)3m
aO - lal - IaZ - )
(m3(A2 — 4p)3)1/3 (m3(A2 — 4p)3)1/3 (m3(A2 — 4p)3)1/3
3(_1)1/3
k- —
(m3(A2 — 4p)3)1/3
(—1D?Pm(A2% + 2u) 6(—1)%/3ma
Qo = — (m3(A2 — 4p)3)1/3 e (m3(A2 — 4p)3)1/3’

6(—1)**m 3(—1)%/3
32— a3 " A — )

az_)_

seklinde bulunur. Bu katsayilar (19) ifadesinde yerine yazilip u(§) fonksiyonlar: elde edilmis

olur. Bu fonksiyonlardaki (%) ifadesi daha onceki boliimde A’nin durumlarina gore bulunmus
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olup A=0 i¢in (17) numarali uzay-zaman Kkesirli diferansiyel denkleminin wu(x,t)
fonksiyonunun Kkatsayilarin paydasi tanimsiz oldugu i¢in bulunamaz. A> 0 igin ise (17)

numarali uzay-zaman kesirli diferansiyel denkleminin u(x, t) ¢6ziim fonksiyonlar1 sirastyla

1 3(—1)V/3 1\ 1/
o= E<<_ (m3(2? - 4#)3)1/3> <t ¥ Tﬁ’)> +m) <x " Tﬁ)> )
1 3(-1)*/3 1 \f

& = E ((m3(212 _ 4#)3)1/3>( + (m) (x + Tm)

1 3(—1)%/3
“=3 <<m3 @2 - 4u)3)1/3> (

olmak tlizere

B

~

+5)

B B
+%ﬁ)) +(m)<x+%ﬁ)> )

o~

L) = m(A? + 2u)
n (m3(22 — 4p)®)*/3
[ [ A2 —4u A2 —4u ]
6mA = psinh (T f) + ycosh (T f) 1
(m3(/12 r 4 )3)1/3 2 2 _ [ 2 _ 2
: gacosh( A > 4/1(5) + ysinh <—)L > 4#5)
_ ] 2
, VA2 —4 JAZ —4
6m 7 psinh <Tﬂ E) + ycosh( > a f) 1
© (m3(12 — 4u)3)1/3 2 7 7z 1. \|l 2
: <pcosh< A 5 4‘uf>+ysinh< A > 4‘“5)
D) = — m(A? + 2u)
RSN CEETMDEE
[ [ A2 — 4yp A2 — 4p
6mi Z 4 (psmh< 5 El> + ycosh( > El> 1
(m3(/12 —4 )3)1/3 2 2 _ 2 _ 4., 2
: gocosh( A 5 Au E1> + ysinh <% §1>
i 2
) A2 —4pu VA2 = 4u
6m 2= gosmh( > §1> + ycosh( > 3 1
"~ (m3(A2 — 4u)3)1/3 2 7 Y )
. pcosh <—)L > Au 21) + ysinh (—/1 > Au El>
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m(A% + 2u)

us(x,t) = —

(m3(A2 — 4p)3)1/3
- yEzm— (psinh< /122_ e Ez) + Vcosh( /122_ i §2>_
M2 -4 2 ocosh ,//1‘22_ 4u Ez) + ysinh <—“’122_4“ Ez)_
o yE— @sinh (\/ /122— 4u §2> + ycosh (\/ 122— 4u Ez)_
 (m3(A2 — 4p)3)1/3 2 (pCOSh< 22— 4u Ez) N ysinh( 22— A Ez)_

olur. A< 0 igin (17) numarali uzay-zaman Kesirli diferansiyel denkleminin u(x,t) ¢6ziim

fonksiyonlar ise sirasiyla

(6 = m(A? + 2u)
NP MB L
ey 2 .
6mi T —<psm< E) +ycos< du— A2 €>
 (m3(12 — 311/3 2 /—
(m( &) gocos( f>+ysm< A - lzf)
e T —psin ( ¥ f) + ycos (\/ 4112— A2 g)_
 (m3(12 — 41)3)1/3 2 — —
(m3( 4p)3) ocos (w/4,uz FE f) +ysin (,/4;12 212 E)
m(A% + 2p)
RN X VR B
[ _ (JAu — A2 Vau— A% ]
6mi \/m —@sin (T §1> + ycos (T El>
Mm@ - 43| 2 Ja =2 Ja =2
pcos < K ‘21) + ysin <MT ‘21)
[ [ Au — A2 Vau— A% \]
6m ,—4.11 2 —<psm< €& | +ycos s &1
M@ -4V 2 «/T — P Ja =2
pcos <T El> + ysin <T §1>

N>
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m(A% + 2p)

(08 =~ E e — 4

4y — Ja =22 _\]

il s —<psm< 4u Ez) + ycos( 4p—2 Ez) .

T (M3 (2 — 44)3)1/3 2 2
(m3( 1)3)  pcos (,/4y 22 Ez) N ysm< Jau— 22 Ez)

—psin

V A? AZ ]

6m 4y — 22 ( W Ez) + VCOS( e EZ) 1

T (m3(22 — 41)3)1/3 2 (a0 — 12 2
(m( k) <pcos ( 4 = 22 Ez) + ysin < - /12 Ez)

seklinde bulunulur. (16) numarali denklemde v = lnu doniisiimii uygulandigi igin (16)

numarali denklemin tam ¢6ziimleri
v (x, ) = In(u,(x,8))  va(x, ) = In(uy(x, 1))
v3(x,t) = In(us(x,0))  vu(x, ) = In(uy(x, 1))

vs(x,t) = In(us(x,0))  ve(x,t) = In(ug(x, 1))

elde edilir.

Sekil 12. Dodd-Bullough-Mikhailov denkleminin m=2;A=2;u=3; ¢ =-3; y =48 =
0.9 degerleri i¢in v, (x, t) ¢oziimiiniin grafigi

Phi-Four Denkleminin ( ) -Acihm Metodu ile Coziimii

Klein-Gordon denkleminin belirli bir formu olan ve pargacik ve niikleer fizikte kullanilan Phi-
Four

4p2Py —4p?Pu —u+ud =0 (20)
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denklemini g6z Oniine alalim. (%)-ag:lhm metodu basliginda (2) uzay-zaman kesirli kismi

diferansiyel denkleminin (3) dalga doniisiimii ve Tanim 10 gbéz Oniine alinip nasil adi
diferansiyel denklemine ¢evrildiginin anlatildigr adimlar burada takip edilirse (20) numarali

uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel denklemden

k> —m>Hu" —u+u>=0 (21)

adi diferansiyel denklem elde edilir. (21) denkleminde en biiyiik mertebeli terim ‘u’"’ ve en

3

biiyiik dereceli lineer olmayan terim ‘u°’ arasinda (7) deki dengeleme bagintis1 kullanilirsa

(@q=2,p=3 s5=0)
n+2=3n 2n=2 n=1

bulunur. Bulunan n = 1 degeri (6) da yerine yazilirsa

1

u(®) = z a; <%I> =apta <%I> (22)

1=0
elde edilir. (22) ifadesi (11) den yararlanarak (21) numarali adi diferansiyel denklemde yerine

yazilip (%) kuvvetlerine gore diizenlenirse

N
&y - —ay + aj + k*Aua, — m?*A
G = 0 0 Ha; —m=Aua,

1
GI
(E) =a;(—1+ k?2%2 —m?A? + 2k?u — 2m?u + 3a3)

" 2
G
<E) = 3(11(](22, - mzl + aoal)

¢"\’
(E) = a,(2k? = 2m? + a?)

elde edilir. Buradaki her bir ifadenin sifira esitlenmesiyle elde edilen cebirsel denklem

sisteminin ¢ozliimleri

A 2 V=2 +m2A2 — 4m2y
Ay > ———,a > ——,k > —
VA2 —4pu A2 —4u A2 —4pu
A 2 V=2 +m2A2 — 4m2y

N

- —,a, > ——,k
VA2 —4pu VA2 —4u A2 —4u

Qg
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yl 2 k_)\/—2+m2/12—4m2y

Ay > ——F——,a; > ———

A2 —4u ,/12—4;1’ A2 —4u
A 2 V=2 +m2A2 — 4m2y
Ay > —F——,a; k-
A2 —4u A2 —4pu VA2 —4pu

seklinde bulunur. Bu katsayilar (22) ifadesinde yerine yazilip u(£) fonksiyonlar1 elde edilmis

olur. Bu fonksiyonlardaki (%) ifadesi daha onceki boliimde A’nin durumlarina gore bulunmus
olup A=0 i¢in (20) numarali uzay-zaman Kkesirli diferansiyel denkleminin wu(x,t)
fonksiyonunun Kkatsayilarin paydasi tanimsiz oldugu i¢in bulunamaz. A> 0 igin ise (20)

numarali uzay-zaman kesirli diferansiyel denkleminin u(x, t) ¢6ziim fonksiyonlari sirasiyla

§~=% <_\/—2+1;2i24;4m2u)<t+%ﬁ))ﬁ+(m)<x+%ﬁ)>

B

B

_ 12+ m2a2 —4mPy LAY 1
R ( yea— )<t+F(ﬁ)) ) (x + 755)

olmak lizere

A
) S
- au
Ry Ry
2 [ 4y — 12 ["’Sinh< 4#2 : 5)“’“’“‘( 4#2 2 5)1 /1]
) :
2 _ _ 2
2 = au l lycosh( 4;12 125>+Vsmh< #2 AZf)j j
A
u,(x, t) = — T
( 2 >[m[fﬂsmh< 'uz_/lzfl>+)/cosh<“ 'uz_/lzflﬂ 4
_|_ —_ R
2 _ 2 —_ )2 [a — 22 2
AT ll Ilycosh( ,uz A 51>+ysinh< 'uz A El)Jl Jl
A
us(x,t) = —=
A —4u




s Lot () v ()]
+< o _4H)[ i [)’Cosh <@f1> + ysinh (msﬂ)‘_il

2

bulunur. A< 0 durumunda ise (20) numarali uzay-zaman kesirli diferansiyel denkleminin

u(x, t) ¢oziim fonksiyonlar1 sirasiyla

us(x,t) = — A
S A2 —4pu
< 2 )I[ 4M_/12|[—(psm<\/4,u2—/1 Sz>-|-ycos<\/ #2—/1 E>]| A]I
+ —_ —_—
2 _ 2 — )2 —_ )2 2
AT A ll Ilycos( 4,112 A §>+ysm( ,u2 A E)Jl Jl
A
u6(x’t)__ AZ—4M
_ 2 _ )2
< 5 )I[ 4M_/12|[—<psm<\/4ﬂz A €1>+yCOS(V ﬂz A €1>]| A]I
_|_ e R
2 _ 2 —_ 2 —_ 2 2
T e )|
u7(x!t)=
/12—4/1
[ 52 [ 2
< 2 >[ 4M_Az[—¢5in<—4u2 A 5>+Vcos< 4,uz A f)] /1]
+ —_—
_ 2 _ _ 2
o e e e
u8(x!t)=
1% — u
[ 2 ERY
< , >[ ™ /12[—<psm<—4u2 A 51>+Vcos( ,uz A 51>] /1]
+ —_—
2 2
T (B )
elde edilir.
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Sekil 13. Phi-Four denklemininm = 3; A = 6; u = 3; ¢ = —6;n = —=5; f = 0.5; degerleri i¢in
ug (x, t) ¢oziimiiniin grafigi
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TARTISMA VE SONUC

Yapilan bu tez ¢aligmasinda son dénemde birgok arastirmacinin dikkatini ¢geken uzay-

4

zaman kesirli diferansiyel denklemlerin tam ¢oztimlerini elde etmek i¢in (%)-aglhml yontemi

incelenmistir. Literatiirde mevcut olan kesirli tiirev tanimlar1 incelenip digerlerine goére daha
giincel olan ve kesirli integraller olmadan tlirev tanimindan hareketle elde edilen Atangana’nin
B-uyumlu kesirli tiirevi kullanilmistir. Boylece hem 8 = 1 igin 6nceki ¢alismalardaki sonuglara
ulagilmis olup hem de 0 < 8 < 1 araliginda farkli kesirli § degerleri i¢in farkli tam ¢oziimler
elde edilmistir. Elde edilen bu tam ¢6ziimlerin dogrulugu Mathematica 12.0 programinda test

edilmistir.

Dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin tam ¢6ziimlerini elde etmek igin tek bir
yontemin olmadig1 ve her yontemin arastirmacilarin deneyimine bagli olarak avantajlari ve
dezavantajlart oldugu goriilmiistiir. Ayrica tiim teorilerin probleme bagli oldugu sdylenebilir,
yani bazi yontemler belirli problemler igin 1yi sonuglar verirken diger problemlerde kullanigh
olmayabilir. Bu nedenle, literatiirde yaygin kullanilan bazi yontemleri, muhtemel yeni tam
¢Oziimleri aramak veya mevcut c¢oziimleri farkli yaklasimla dogrulamak icin daha once

¢ozlilmemis dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlere uygulamak 6nemlidir.
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