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OZET

Doktora Tezi

GENISLEMEYEN DONUSUMLERIN SABIT NOKTALARININ ITERASYON
METOTLARIYLA ELDE EDILMESI

Hiitkmi KIZILTUNC

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Dog. Dr. Sezgin AKBULUT

Bu tezde, E genislemeyen P c¢ekmesine sahip bir reel diizgiin konveks Banach uzayi,

K da E nin bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi olmak tizere 7,5 : K - E,
F.NF = {x eK: Sx=Tx= x} # O olacak sekilde genislemeyen iki donilisiim olsun.
Uygun bir £ €(0,1) ve {e,}.,{B,} €[£,1-¢] olmak iizere

X, =P((-a,)x, +a,SP[(1-B)x,+B,Tx,]), x, €K, n>1,

seklinde olusturulan iterasyon yontemi i¢in su sonuclar elde edildi: (a) Eger £ nin duali

E", Kadec-Klee ozelligine sahip ise {xn} dizisi bir x" € F, " F; noktasina zayif
yakinsar. (b) Eger T ve S, (A) sartim saglarsa {x,} dizisi bir x" € F, N F; noktasina

kuvvetli yakinsar. (¢) 7 ve S doniistimleri ortak kararlidir.

2007, 58 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, Mann, Ishikawa ve Noor iterasyonlari, Genislemeyen

dontistimler, 7 -kararli ve ortak kararli.
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

OBTAINING WITH ITERATION METHODS OF FIXED POINTS OF
NONEXPANSIVE MAPPINGS

Hiikmi KIZILTUNC

Ataturk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Sezgin AKBULUT

In this thesis, suppose that K is a nonempty closed convex subset of a real uniformly

convex Banach space £ with P as a nonexpansive retraction. Let 7, S: K — E be

two nonexpansive non-self maps with F, NFy={xeK: Sx=Tx=x}#J. Also
suppose that {xn} is generated iteratively by

X, =P((1-a,)x, +a,SP[(1-B,)x,+ B,Tx,]), x, €K, n>1,
where {a,} and {f,} are real sequences in [, 1—-¢] for some &€ (0,1). It is proved
that (a) If the dual E” of E has the Kadec-Klee property, then {x,} weak converges to
some x"€F,NFy. (b) If T and S satisfies condition (4), then {x,} is strong

converges to some x" € F, " F.(c) T and S mappings are common stable.

2007, 58 pages

Keywords: Fixed point, Mann, Ishikawa ve Noor iteration, Nonexpansive mappings,

T -stable and common stable.
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dim(X ) X uzayinin boyutu

E” E nin duali

F Cisim(F =R veya C)

C Sifira yakinsayan diziler kiimesi

(N , ||) Normlu uzay

R Reel sayilar kiimesi

P Retraction (Cekme)
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1. GIRIS

“Sabit Nokta Teorisi” ¢aligmalar1 19. yiizyil baglarina dayanmaktadir. Matematikte sabit
nokta teorisi, adi diferansiyel denklemlerin ¢Ozlimiiniin varligini, tekligini ve bir
integral denklemde ¢oziimiin varligini géstermek amaciyla kurulmustur. Bunun yaninda
pratik sonuclarinin ve uygulamalarinin oldukga iyi bilinmesinden dolay1 tip (tomografi,
yeniden goriintii  olusturma), haberlesme (telekomiinikasyon, interpolasyon,
ekstrapolasyon, quantizer tasarlama, sinyal sentezleri, filtre sentezleri) ve ekonomi basta

olmak iizere, daha bir ¢ok alanda yogun olarak uygulanmustir.

Genel olarak sabit nokta teorisi ¢aligsmalari iki yonde gelismektedir. Birincisi tam metrik
uzaylar ilizerinde tanimli biiziilme ve biizlilme tipi doniisiimler i¢in sabit nokta teori,
digeri ise normlu lineer uzaylarin kompakt konveks alt kiimeleri {izerinde tanimli

stirekli doniisiimler i¢in sabit nokta teoridir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori ¢alismalari, 1909-1913 yillar arasinda L. E. J.

Brouwer ile baglamistir. Analize giris derslerinden de ¢ok iyi bilinen en basit sabit nokta

teoremi: “[a,b] c R olmak {izere f:[a,b]—)[a,b] stirekli bir doniisiim ise, f nin
[a,b] araliginda bir sabit noktasi vardir” seklindedir. Brouwer bu teoremi, 1912 yilinda,

R" tlizerine su sekilde genisletmistir : “B, R" de kapali bir yuvar olsun. Bu durumda

f: B — B siirekli doniisiimil bir sabit noktaya sahiptir”. Brouwer Sabit Nokta Teoremi,

ekonomi biliminde (iktisat) Nobel 6diilii alan John Nash’in makalelerinde temel bir
matematiksel malzemedir. Yine ekonomistlere gore Brouwer Sabit Nokta Teoremi,

kesin bir ekonomik dengenin hesaplanmasi i¢in yardimci olabilir.

Bir sabit noktanin varligi hakkindaki en basit sonu¢ Banach Teoremi’dir. Bazi

matematikgiler bu teoremi, “daraltan (biliziilme) doniisiim teoremi” olarak da

2

adlandirirlar. “Daralma ilkesi” olarak bilinen bu teorem, ilk olarak 1920 1i yillarin



baslarinda, S. Banach tarafindan “(X ,d ) bir tam metrik uzay ve 7:X —> X bir
dontisiim olsun. Her x,y € X i¢in,
d(Tx,Ty)Skd(x,y) , 0<k<1

ise T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir” seklinde ortaya konulmustur. Bu teorem, S.
Banach’in doktora tezinin bir kismi olarak belirlenmis ve ispati yapilmigtir. Bundan
sonraki asamalarda Banach’in sabit nokta teoremi, matematigin bircok dalindaki varlik

problemlerinin ¢6ziimiinde, kullanisli ve kolaylik saglayan bir unsur olmustur.

1930 yilinda da J. Schauder, Brouwer Sabit Nokta Teoremi’ni gelistirerek “X bir
Banach uzayi, K, X in bos olmayan herhangi bir kompakt konveks alt kiimesi ve

f: K — K siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda, f en az bir sabit noktaya sahiptir”

ifadesini ispat etmistir.

Banach sabit nokta teoremi, doniisiimiin sabit noktasinin varliini1 garanti ettigi gibi,
Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farkli olarak bu noktanin tekligini ve

nasil bulunabilecegini de gostermektedir.

Daha sonra 1950 de F. E. Browder, 1965 de W. A. Kirk, 1968 de R. Kannan, 1974 de L.
B. Ciric ve daha pek ¢ok kisi bu temel sonuglart genellestirerek bazi yeni sonuglar elde
etmislerdir. 1979°dan giiniimiize kadar, G. Jungck, B. E. Rhoades, S. Sessa gibi pek ¢cok
arastirmaci, birden fazla donilislimiin ortak sabit noktalar1 iizerine ¢ok sayida calisma
yapmistir. Ayrica Troy Hicks ve B. E. Rhoades (1979), (1992), Shie Park (1980), ve B.
E. Rhoades (1983), (1996), metrik uzaylardaki genel prensipleri kullanarak sabit nokta
ile ilgili ¢alismalar yapmislardir. Yine B. E. Rhoades (1991)’de, 6zel durumlar olarak,
diger yazarlarin bir ¢ok sayidaki sabit nokta teoremlerini igeren genel prensipleri
gostermistir. Bu gosterimin amaci ise Haussdorf uzaylardaki dontisiimler i¢in iki genel
sabit nokta teoremini kurmak ve daha sonra bu teoremlerin 6zel durumlari olan Chung,

Rani (1992) ve Popa’ nin (1983) sonuglarini gostermektir.



Kisaca dzetlemek gerekirse, bir 7 operatoriiniin sabit noktasi, 7x =x denkleminin bir
¢Ozlimiidiir. Kesin daraltan doniisiimler i¢in Banach Teoremi, sonlu boyutlu bir uzayda
herhangi siirekli bir doniisiim i¢in Brouwer Teoremi, sonsuz boyutlu Banach uzaylarina
Brouwer sonucunun genellestirmesi olan Schauder Teoremi, sabit nokta teorisindeki

temel teoremlerdir.

Sunulan bu tezde, Banach uzayda sabit nokta teorisi, detayli olarak incelenmistir. Bu
amagla kuramsal temeller adin1 alan ikinci bdliimde, ilk olarak hem piir matematikteki
temel tanim ve kavramlar hem de sabit nokta ile ilgili temel tanim, teorem ve
kavramlara yer verilmistir. Ikinci olarak, daha 6nce tammlanan cesitli fonksiyon
smiflart i¢in sabit nokta teoremleri verilmistir. Ayrica lipschitzian, genislemeyen,
daraltan ve kesin daraltan doniisiimlerin sabit noktalarinin hangi sartlar altinda var

oldugu incelenmistir.

Uciincii boliimde, ilk olarak, bir doniisiimiin sabit nokta ya da noktalarmi bulmak igin
kullanilan gesitli iterasyon metotlar1 verilmistir.Bunlarin en dnemlileri 1-adim, 2-adim,
3-adim ve n-adim iterasyonlar1 olarak da bilinen Mann, Ishikawa, Noor ve multistep
iterasyon metotlaridir. Ikinci olarak, kararlilik (stability) tanimlanarak, kararlilik iizerine

yapilan 6nemli ¢alismalardan bazilar1 6zetlenmistir.

Dordiincii boliimde, ilk olarak, kendi {izerine olmayan (nonself-map) ve genislemeyen
iki dontistimiin ortak sabit noktasi, ikinci olarak da bu iki doniisiimiin ortak kararliligi

(common stability) incelenmistir.

Besinci boliimde ise, calismamizda elde ettigimiz bazi sonuglar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu kisimda, g¢alismamizda kullanacagimiz bazi temel tanim, teorem ve Ornekler

verilecektir.

2.1.1. Tammm (Metrik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve d:XxX >R bir

fonksiyon olsun. Eger her x, y,z € X ig¢in,

i. d(x,y)=0<:>x:y

ii. d(x,y) = d(y,x)

iii. d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

sartlar1 saglaniyorsa, d ye X iizerinde bir metrik, d ile birlikte X e metrik uzay denir

ve (X,d) yada X ile gosterilir.

2.1.2. Tamim (Cauchy Dizisi): X = (X ,d ) bir metrik uzay ve {xn} bu uzayda bir dizi
olsun. Her £ >0 i¢in m,n > n, oldugunda,

d(x,.x,)<&

m?>“"n

olacak sekilde bir n, = n, (5) say1s1 varsa, {xn} dizisine Cauchy dizisi denir.

2.1.3. Tamm (Tam Metrik Uzay): X =(X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her

{x,} Cauchy dizisi yakinsak ise yani x, >xeX ise, (X,d) metrik uzaymna tam

metrik uzay denir.

2.1.4. Tamm (Kompakt Metrik Uzay): X =(X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her

dizi yakinsak bir alt diziye sahipse (X ,d ) uzayina kompakt metrik uzay denir.



2.1.5. Tamm (Siirekli Doniisiim): X =(X,d) ve Y=(Y,p) iki metrik uzay,

f:X — Y bir doniisiim ve x, € X olsun. Her bir £ >0 sayisi igin,

d(x,x,) <& oldugunda p(f(x),f(x))<e
veya denk bir ifade ile,
f(D(xo;5)) = D(f(XO);g)
olacak sekilde bir & >0 sayisi varsa, f ye x, noktasinda siireklidir denir. /', X in her

noktasinda siirekli ise, / ye X de siireklidir denir (Bayraktar 2000).

2.1.6. Tanim (Topolojik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve 7, X in alt kiimelerinin
bir ailesi olsun. Eger,

i. X,0er dur.

ii. 7 ya ait sonlu sayida kiimenin kesigimi, 7 ya aittir.

iii. T ya ait sonsuz sayida kiimenin birlesimi, 7 ya aittir.

sartlar1 saglaniyorsa ¢ ya X i¢in bir topoloji ve (X ,T) ikilisine de bir topolojik uzay

denir.

2.1.7. Tammm (Yan Siirekli Fonksiyon): X bir topolojik uzay ve f:X — R reel
degerli bir fonksiyon olsun. Eger her ¢t € R igin, /' (—oo,t) kiimesi X de agik ise, f

ye X fzerinde Ustten yari siirekli fonksiyon denir. Eger —f fonksiyonu iistten yari

stirekli ise, bu durumda f ye alttan yar siirekli fonksiyon denir (Maddox 1988).

2.1.8. Tammm (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+:LxL—>L ve -:FxL—>L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar
saglaniyorsa L ye F cismi iizerinde lineer uzay (vektor uzay1) denir:

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

Gl. Her x,ye L i¢in x+ ye L dir,

G2. Her x,y,ze L igin x+(y+z)=(x+y)+z dir,

G3. Her xe L i¢in x+ 6 =60+ x =x olacak sekilde & € L vardir,



G4. Her x e L i¢in x+ (—x) = (—x)+x =6 olacak sekilde —x € L vardir,
GS5. Her x,ye L i¢in x+y=y+x dir.
B) x,ye L ve a,f € F olmak lizere asagidaki sartlar saglanir:

Ll. axel dir,

L2. a(x+y)=ax+a.y dir,
L3. (a+ p)x=ax+ p.x dir,
L4. (aff).x =a.(f.x) dir,

L5 . 1.x=x dir (Burada 1, F nin birim elemanidir).
F =R ise L yereel lineer uzay, F =C ise L ye kompleks lineer uzay adi verilir.

2.1.9. Tamim (Konveks Kiime): L bir reel lineer uzay ve 4 < L olsun. Her x,y e 4
i¢in
B={zeL:z=ax+(1-a)y, 0<a<ljc4

ise, A kiimesine konvekstir denir.

2.1.10. Tamm (Normlu Uzay): N, bir lineer uzay olsun. | |: N — R fonksiyonunun
x deki degerini |x| ile gdsterelim. Bu fonksiyon igin,

Nl |x|=0<x=0

N2. Jax] =la<] (a<F)

N3 e+ =[x+

)

sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna N de (veya N {izerinde) norm, (N ,

ikilisine de normlu uzay denir.

2.1.11. Tammm (Banach Uzayr): N normlu lineer uzay olsun. N, d(x, y):”x— y”

norm metrigine gore tam ise N ye Banach uzay1 denir.



N nin reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore Banach uzayi da reel veya

kompleks Banach uzay1 olarak adlandirilir.

2.1.12. Tamm (I¢ Carpim Fonksiyonu ve I¢ Carpim Uzay): L, F cismi iizerinde

bir lineer uzay olsun. { ):LxL — F fonksiyonu
N Ax+y,z)=(x,2) +(y,2)

2. {ax,y)=alx,y) (aeF)

13, (x, ) = (y,x)

14 (x,x)>0ve (x,x)=0=>x=6

sartlarini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢carpim fonksiyonu (veya i¢ ¢arpim) denir.

Uzerinde i¢ garpim fonksiyonunun tanimlandig1 vektdr uzayina i¢ ¢arpim uzayi (veya

on-Hilbert uzay1) denir. i¢ ¢arpim uzayi (L, ( )) ile veya kisaca L ile gosterilir.

2.1.13. Tanim (Hilbert Uzay1): X bir i¢ ¢arpim uzay1 ve ||

, i¢ ¢arpim normu olsun.

d(x,y)= ||x - y|| = J(x—y,x—y) olarak tanimlanirsa (X,d) bir metrik uzay olur. ig

carpim normuyla tanimlanan bu d metrigine gore X i¢ ¢arpim uzayi tam ise X e

Hilbert uzay1 denir.

Bu tanimdan anlagilmaktadir ki Hilbert uzaylari, 6zel bir normdan elde edilmis Banach

uzaylandir.

2.1.14. Tamm (Smrh Lineer Operator): N ve N normlu uzay ve 7:N — N bir

lineer operator olsun. Her x € N i¢in
7] < K|l

olacak sekilde bir K >0 reel sayis1 varsa T ye siirli (lineer operator) denir.



2.1.15. Tamim (Cebirsel Dual): X bir reel lineer uzay olsun. X de tanimh tiim reel

degerli lineer fonksiyonellerin  kiimesini  L(X,R) ile gosterelim. Yani

L(X,R)={T:T:X - R lineer} olsun. Vxe X ve T,, T, € L(X,R) i¢in

(T +7,) () =T,(x)+ T, (x)
(aT})(x) =aT(x)

olarak tanimlanirsa L(X,RR) bir reel lineer uzay olusturur. Bu L(X,R) uzayma X in

cebirsel duali denir ve X' ile gosterilir.

2.1.16. Tamim (Topolojik Dual): X bir normlu lineer uzay olsun. X de taniml tiim

stirekli ve reel degerli lineer fonksiyonellerin kiimesini C(X,R) ile gdsterelim. Yani

C(X,R)={T:T:X — R lineer ve siirekli} olsun. Vxe X ve T;, T, € C(X,R) i¢in

(T+7,)(x)=T,(x)+ T,(x)
(aT})(x) = aTi(x)

olarak tanimlanirsa C(X,R) bir lineer uzay olusturur. Bu C(X,R) uzaymma X in

topolojik duali denir ve X ile gosterilir

Burada X7,

T || = sup{|T (x)|:||x|| < 1} normuna gore normlu lineer uzaydir. Ayrica R

tam oldugu i¢in X tam olmasa bile X" daima bir Banach uzaydir. Bu X~ uzayina

bazen X in esi veya eslenigi adi da verilir.

Yukaridaki tanimlardan da anlasilacagi gibi X" topolojik dual uzayi, X' cebirsel dual
uzaymin bir alt uzayr oldugu agiktir. Sonlu boyutlu uzaylarin topolojik dualleri ile

cebirsel dualleri ayni olur.

2.1.17. Tamm (Kuvvetli Yakinsaklik): X , bir normlu uzay ve {x,}, X de bir dizi

olsun. Eger,

lim x, —x||=0

n—x0



olacak sekilde bir x e X varsa bu {xn} dizisi x e kuvvetli yakinsaktir (veya norma
gore yakinsaktir) denir ve bu durum

limx, =x

n—0

k
ya da kisaca x, — x ile gosterilir. Burada x e {xn} dizisinin kuvvetli limiti ad1 verilir.

2.1.18. Tanim (Zayif Yakinsakhik): X normlu uzay ve {xn} de X de bir dizi olsun.
Eger, her /€ X~ igin,

lim £ (x,)= £ (x)
olacak sekilde bir x € X varsa bu {xn} dizisi x e zayif yakinsaktir denir ve bu durum

ya
X, —>Xx

ya da x, &> x seklinde yazilir. Burada x elemanina, {xn} dizisinin zayif limiti adi

verilir.

2.1.19. Teorem (Kuvvetli ve Zayif Yakinsakhik): X normlu uzay ve {xn} , X de bir

dizi olsun. Bu durumda,
(a) Kuvvetli yakinsaklik, zay1f yakinsaklig1 gerektirir.
(b) (a) nin tersi genel olarak dogru degildir.

(c) dim(X ) <o ise, zayif yakinsaklik kuvvetli yakinsakligi gerektirir.

2.2. Sabit Nokta Kavrami

2.2.1. Tammm (Sabit Nokta): X bos olmayan bir kiime ve 7:X — X herhangi bir
dontisiim olsun. Eger 7x =x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina 7 nin

sabit noktasi denir.
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O halde, Tx =x (x € X ) denkleminin ¢6ziimii, 7 nin bir sabit noktasidir ve 7 nin tiim

sabit noktalarnin kiimesi F, veya Fix(T) ile gosterilir. Ornegin,
1. Eger X =R ve Tx=T(x)=x"+5x+4 ise F, ={-2} ;

2. Eger X =R ve Tx=x"—x ise F, ={0,2} ;

3. Eger X =R ve Tx=x+2ise F, = ve

4. Eger X =R ve Ix=x 1se F, =R

olur.

X herhangi bir kiime ve 7:X — X bir doniisiim olsun. Herhangi bir x€ X i¢in
T"'(x)=T (T " (x)) olacak sekilde 7"(x) i tanimlayabiliriz. 7"(x), T altindaki x in

n . iterasyonu olarak adlandirilir.

T:X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler yazilir:

1. Keyfi neN i¢in F, ¢ FT,, dir.
2.Bir neN igin F,, ={x} ise F, ={x} dir. Ancak bunun tersi genelde dogru degildir.
Ornegin, T: {1, 2,3} — {1, 2,3} bir dontisgim ve 7(1)=3, T(2)=2 ve T(3) =1 olsun. Bu

durumda F, ={1,2,3} diir. Ancak F, ={2} dir.

Simdi verecegimiz ornekler, baz1 6zel doniisiimlerin sabit noktalarinin olup olmamasi

ile ilgilidir.

2.2.1.1 Ornek: X # & olmak iizere /: X — X seklindeki 6zdes doniisiimii icin X in

her bir noktasi bir sabit noktadir.

2.2.1.2. Ornek: X =[O,2] olmak tizere 7:X — X, Tx=2-x seklinde tanimlanan

doniisiimiin sabit noktas1 x =1 dir.
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2.2.1.3. Ornek: X =[0,1], Y=[2,3] olmak iizere herhangi bir T7:X —>Y

doniisiimiiniin higbir sabit noktas1 yoktur.

2.2.14. Ornek: X =RxR, T X-—->X, T(x,y) = (x,O) olarak tanimlanan

fonksiyon i¢in, (x,0) seklindeki noktalar sabit noktalardir.

2.2.1.5. Ornek: T:(0,1]—(0,1], Tx =§ doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur. Bdyle bir

doniisiim i¢in tek sabit nokta, x =0 noktasi olabilirdi. Fakat 0 ¢ (0, 1] dir.

2.2.1.6. Ornek: 7T:R—>R, Tx=% +x—arctan x dOniisimiiniin R de higbir sabit

noktas1 yoktur.

2.2.2. Tamm (Lipschitzian Déniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve 7:X — X bir
doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in,
d(Tx,Ty) < kd(x,y) (2.1)

olacak sekilde bir k>0 sabiti varsa, 7 ye Lipschitzian doniisim denir. (2.1)
esitsizligine Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiigiik £ degerine de Lipschitz sabiti

denir.

Yukaridaki tanima gore her 7' Lipschitzian doniisiimii diizgiin siireklidir. Cilinkd, her
e>0icin d(x,y)<o = % = kd(x,y) < 0 = ¢ oldugundan
d(Tx,Ty) < kd(x,y)
<kf-¢

yazilir. Yani 7 diizgiin stireklidir.
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2.2.3.Ornek: X =R, d(x,y)=|x—)| ve T:R—>R, Tx=3x olsun. Bu halde,
d(Tx,Ty):|3x—3y|:3|x—y|:3a’(x,y), (k:3)

k>3 i¢in T Lipschitz sartin1 saglar.

2.2.4. Tamm (Daraltan Déniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve 7:X - X bir

Lipschitzian doniisiim olsun. Eger (2.1) esitsizligi 0 <k <1 olmasi halinde saglaniyorsa

T ye daraltan doniisiim veya biiziilme doniisiimii (conctraction) denir.

Geometrik olarak bunun anlami, herhangi iki x ve y noktasinin, birbirlerine

kendilerinden daha yakin goriintiilere sahip olmalar1 demektir.

Sekil 2.2.4.1. T bir daraltan (contraction) doniistimdyir.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniisiimlerin sabit noktalara sahip

olmasi gerekmez. Ornegin, X :(O,l] olmak iizere 7: X - X ve Tx :g doniistimiinii

alalim. Burada 7' doniisiimii daraltan doniisiimdiir fakat sabit noktas1 yoktur.

Lipschitz kosulunu saglayan her doniisiim, diizgiin siirekli oldugundan daraltan
doniistimler de diizgiin siireklidir. Dolayisiyla 7' siirekli degilse, bir daraltan doniisiim
olamaz. Buna karsin, 7 daraltan donlisim olmasa bile, herhangi bir n i¢in 7" bir

daraltan doniisiim olabilir.
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0, xe[O,l]

2.2.5. Ornek: T': [0,2] - [0,2] olmak tizere T'(x) :{ olarak tanimlansin.

1, xe (1,2
T fonksiyonu x=1 de siireksizdir ve dolayisiyla daraltan doniisiim olamaz. Diger
taraftan, 77:{0,1} - {0}, T°(x)=0 olup daraltan bir déniisiimdiir. Ayrica x=0, T

nin tek sabit noktasidir.

Eger bir 7: X — X doniisiimii, (X,d) tam metrik uzayinda daraltan doniisiim olarak
tanimlanmis ise bu doniisiimiin x, € X sabit noktas: vardir ve bu sabit nokta tektir

(Banach Daralma Prensibi).

2.2.6. Tamim (Kesin Daraltan Doniisiim): (X ,d ) bir metrik vzay ve 7: X — X bir
doniisiim olsun. Her x,ye X ve x # y igin,
d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise, T ye kesin daraltan doniisiim (contractive) denir.

2.2.7. Ornek: X =R, d(x,y)=|x—y| ve T:R>R, Tx=1+ln(1+ex) olsun. T

dontisiimii kesin daraltan olup daraltan degildir. Ciinkii

X

T'(x)=——<1
I+e*
dir. Ayrica Ortalama Deger Teoreminden
T'(C) — T(x)_T(J/)
xX=y

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla T'(c) <1 olur. Yani,
, T(x)-T
T'(c) :%y(yk 1= |T(x)-T(y)|<|x- ]
olarak bulunur.

Bu doniisiimlerin sabit noktasini garanti etmek i¢in calisilan uzayin kompakt (tikiz)

olmas1 yeterli olacaktir.
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2.2.8. Tamm (Genislemeyen Déniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve 7:X — X bir
dontisiim olsun. Her x,y € X i¢in,
d(Tx,Ty) <d(x,y)

ise, T' ye geniglemeyen (nonexpansive) doniisiim denir.

2.29.Ornek: X =R, d(x,y)= |x—y| ve T:R—> R, Tx =x+1 olsun. Bu durumda,
d(Tx,Ty):|x+l—y—1|:|x—y| =d(x,y)
oldugundan her x,ye X icin d (Tx, T y) <d (x, y) sart1 saglanmis olur. Dolayisiyla T

geniglemeyen bir doniisiimdiir. Fakat 7 ne daraltan ne de kesin daraltan doniigiimdiir.

Herhangi bir Banach uzayinda tanimli genislemeyen doniisiimler i¢in sabit noktalarin
var olmasi gerekmez. Bunun i¢in ya uzay iizerine ya da donlisim iizerine bazi ek

kosullar konulmasi gereklidir.

Genislemeyen doniistimler, esas itibariyle daraltan dontisiimlerden farklidir. Ciinkii,
geniglemeyen bir 7 doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi bostan farkli olsa bile

Picard iterasyonu (3. boliimde bahsedilecektir) yakinsak olmayabilir.

2.2.10. Tamm (Zayif Kesin Daraltan Déniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve
T:X — X bir doniisiim olsun. (p:[O,oo) —>[0,oo), siirekli, azalmayan, pozitif degerli
ve (0(0) =0, }gggo(t) =oo sartlarin1 saglayan bir fonksiyon olmak {izere her x,y e X
i¢in,

d(Tx,Ty) < d(x,y)—go(d(x,y))

sart1 saglaniyorsa, 7' ye zayif kesin daraltan doniisim (weakly contractive) denir

(Rhoades 2001).
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2.2.11. Doniisiimler Arasindaki Baglanti

Yukaridaki doniisiimler gbz Oniine alinarak asagidaki gerektirmeler yazilabilir:

T —daraltan = T —kesin daraltan = 7" — genislemeyen = T — lipschitzian

T-lipschitzian

T-genislemeyen

T-kesin daraltan

T-daraltan

Sekil 2.2.11.1 Dontistimler arasindaki baglanti

Zayif kesin daraltan doniistimler, daha sonra verilecek olan Banach daralma ilkesini

saglayan doniisiimlerle kesin daraltan doniisiimler arasinda yer alir (Rhoades 2001).

2.2.12. Tamim (Sabit Nokta Ozelligi): X bir Banach uzay1, K da X in kapali, sirl
ve konveks bir alt kiimesi olsun. Eger, her 7: K — K genislemeyen doniisiimii bos
olmayan bir sabit nokta kiimesine sahip ise K ya sabit nokta 6zelligine (fixed point

property-f.p.p.) sahiptir denir.

2.2.13. Tammm (Diizgiin Konveks Uzay): X bir Banach uzay1 olsun. V&>0 ve

[+=<1,

y|| <1lve ||x—y|| > ¢ sartlarini saglayan Vx,y e X i¢in
1
5||x+ y|<1-6(e)

olacak sekilde o(g) >0 varsa X e diizgiin (uniformly) konveks uzay adi verilir (Aksoy

ve Khamsi 1990).
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2.2.14. Ornek: X =R";

x| = (fo )% (x = (X, Xy,..r X, ) € R”) Euclidean normuna

gore diizgiin konveks, fakat |[x| = > |x,| normuna gére diizgiin konveks degildir.
i=1

2.2.15. Tamim (Diizgiin Lipschitzian Déniisiim): X bir Banach uzayi, K da X in

bos olmayan bir alt kiimesi ve 7:K — K bir donilisgiim olsun. Eger Vx,ye K ve

VneN i¢in

olacak sekilde L >0 sayisi varsa T ye diizgiin Lipschitzian doniisiim denir.

T"x—T"yHSL”x—y”

2.2.16. Tamim (Asimptotik Genislemeyen Doniisiim): X bir Banach uzayi, K ¢ X
ve T:K — K bir doniisiim olsun. Eger Vx,y € K i¢in

HT"x—T"y

<k, =]
oldugunda k, -1 olacak sekilde bir {k,}cR" dizisi varsa T ye asimptotik

genislemeyen doniisiim denir.

2.2.17. Tamim (Quasi-Genislemeyen Doniisiim): X bir normlu uzay, K da X in bos

olmayan alt kiimesi ve 7': K — K bir doniisiim olsun. Eger pe F, # J ve Vxe K igin

7= Pl <]x= £l

ise T ye quasi-geniglemeyen doniisiim denir.

F. #( olmast durumunda, genislemeyen bir doniisiim, quasi-genislemeyen bir

doniisiimdiir. Fakat tersi dogru degildir. Ornegin; X =R, d(x, y)|x— v, T:X—>X ve
0, x=0
Ix=9x . 1 seklinde tanimlanan fonksiyon, quasi-genislemeyen
—sin—, x=#0
X

dontistimdiir, ancak genislemeyen doniisiim degildir.
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2.2.18. Tamim (Asimptotik Quasi-Genislemeyen Doniisiim): X bir normlu uzay ve
K da X in bos olmayan alt kiimesi ve 7:K — K bir doniisim olsun. Eger

peF,#0,VxeK ve Vn2=1 igin

olacak sekilde limr, =0 sartimm saglayan bir {rn}e[O,oo) dizisi varsa bu T

T”x—pHS(1+rn)||x—p||

doniisiimiine asimptotik quasi-genislemeyen doniisiim denir.
2.3. Doniisiimlerin Sabit Noktalari

Lipschitzian, nonexpansive, contractive ve contraction gibi doniisiimlerin bazilarinin
sabit noktas1 olmadig1 halde, bazilarinin var oldugunu gordiik. Hatta bu sabit noktalarin
sayis1 birden fazla olabilmektedir. O halde “hangi tiir doniisiimlerin sabit noktalar1 var
ve bu sabit noktalar hangi kosullar altinda tek olur?” sorusu ile karsilasilir. Bu soruyu

daha detayl olarak cevaplamak i¢in asagidaki teorem ve 6rnekleri verebiliriz.

2.3.1. Teorem : [a,b], R de bir kapali aralik ve f:[a,b]—[a,b] siirekli bir doniigiim

olsun. Bu durumda f(¢)=c olacak sekilde bir ¢ €[a,b] sayisi vardur.

Ispat: Her xe[a,b] i¢in, T(x) :x—f(x) olacak sekilde bir T:[a,b] — R doniistimii
tanimlayalim. Bu durumda, 7' siirekli bir dontisiimdiir. Eger f (a) >a ise, T (a) <0
olur. Benzer sekilde, f (b) <bise T (b) >0 olur. Ara deger teoremi geregince 7'(c) =0

olacagindan, f(c)=c olacak sekilde bir c € [a,b] vardir.

2.3.2. Teorem (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): B, R" de kapali bir kiire (yani R”

nin bir kompakt konveks alt kiimesi) olsun. Bu durumda, f:B — B siirekli doniisiimii

en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).
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Giris kisminda Brouwer Teoreminin herhangi bir Banach uzay1 (sonsuz boyutlu uzay)

icin genisletilemeyecegini sdylemistik. Bunu bir 6rnekle izah edelim.

2.3.3. Ornek: B, ¢, Banach uzaymda bir kapali birim kiire olsun. x =(x,,x,,...) € B
i¢in

T:B—B,T(x)=(1-|x,

,xl,xz,...)
seklinde tanimlansin. Vx, y € B i¢in
[7C =T =[x~

oldugundan T siireklidir. Ancak, 7x = x denkleminin B de bir ¢6zlimii yoktur.

Bu 6rnek bize Brouwer Teoremi’nin bazi sonsuz boyutlu uzaylarda basarisiz oldugunu

gosterir.

2.3.4. Teorem (Schauder Sabit Nokta Teoremi): X bir Banach uzayi, K da X in

bos olmayan kompakt konveks bir alt kiimesi ve f: K — K siirekli bir doniisiim olsun.

Bu durumda £ en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Ispat: K kompakt oldugundan f(K) 6n-kompaktir. Dolayistyla da total simirlidir. Bu
ylizden, Vn e N ve Vx e K i¢in

. I
min |/ (-] <~

olacak sekilde { VisVasews Yy } c f(K) vardir. Her bir 7 i¢in

]

olarak tanimlayalim. Boylece her bir x€ K i¢in a,(x)# 0 olacak sekilde en az bir

a,(x) = max {% - ||f(x) —Vi

i€{l,2,..,N,} vardir. Schauder operatorii olarak adlandirilan, P, : K — K
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N”
Z a;(x)y;
P =T——

2.4(x)
i=1
operatdriinii  gozoniine alalim. Burada { Vs Vyseres yN} elemanlarmin bir konveks

kombinasyonu P (x) oldugundan P (x)e K dir. Ayrica, f siirekli oldugundan g,

fonksiyonlarinin her biri de stireklidir.

Simdi, K, :conv({yl,yz,...,yN” }) olsun. Bu durumda, K , {yl,yz,...,yNn} vektorleri

tarafindan gerilen sonlu boyutlu Banach uzaymnin smirl, kapali ve konveks bir alt

kiimesidir. Ustelik P, :K, — K, dir. Brouwer teoremine gére P, ddniisiimlerinin her

biri x, €K, K sabit noktasma sahiptir. K kompakt oldugundan {x,} dizisi,

limx, =xeK yayakinsayan bir {xnk } alt dizisine sahiptir. Herhangi » i¢in

k—o

B~ /()] = (Zai(x)(yi - /() Z“"”j‘
< 1Yaw | /Sam-1
R = = n

olur. O halde

5, = f@| |, )= Fe )|+ |- ro)

oldugundan k£ — o igin esitsizligin sol tarafi ||x— f (x)|| e giderken sag tarafi 0 a gider.

Yani,
= f(|<0=x=f(x)

olur. Dolayisiyla x, f nin bir sabit noktasidir.

2.3.5. Teorem (Banach Daralma llkesi): (X,d) tam metrik uzay ve 7:X — X bir

daraltan doniisiim olsun. Bu durumda 7', bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Ispat: x,, X de keyfi bir nokta ve
x, =Tx,, x, =Tx, =T’x,,..., x,,, =Tx, =T""x,
olsun. {xn} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu dolayisiyla da x € X e yakinsadigini ve

bu x in 7x=x denkleminin bir tek ¢O6ziimii oldugunu gosterecegiz. O halde

n>1 ve p>1 igin
d(erp,xn):d(Tnﬂjxo:TnxO)
<kd (x,,,00%,, ) =kd (T "%, T"'x, ) S K (x,,, 5%, ) <
<K (%,0p000%,, ) =K (¥, 5,)
<k"(d(x,x, ) +d(x, )
<k (kd(x, %, ) +d(x, %, ) +d(x, 5.x,))
(d Xp- 2’x0)+d(xp—l’xp—2)+kd(xp—1’xp—2))
<k’

d(x, 5,%,)+kd(x, 5.x, ) +Kd(x, 5.x, ) ]

<k (d(x,,x0) + kd (x,,%)) + K2d (x,,%,) +...)

=k"d(x,x)) (1 +k+k*+k>+...)
) | N
=k d(xl,xo)(ﬁj (n — o0 igin)

bulunur. Yani,

n

kd(xlaxo)

d(xn+p,xn)ﬁ lk

elde edilir. 0<k <1 oldugundan n — o i¢in limit alinirsa d ( ) — 0 olur. Bu da

n+p’
{xn} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan x, — x dolayisiyla
da x , > x dir. T doniisiimii, siirekli oldugundan dizisel siireklidir, yani 7x, — Tx dir.

=Tx, denkleminden n — oo i¢in x =Tx elde edilir.

n+l
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Simdi bu sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. y, 7 nin baska bir sabit noktasi

olsun. Yani, 7y = y dir. O halde, y baska bir ¢6ziim ise
d(x,y) = d(Tx,Ty) < kd(x,y)
olur. Buda d(x,y)=0 olmasin gerektirir. Ciinkii,

d(x,y)<kd(x,y)=>d(x,y)—kd(x,y)<0
:>d(x,y)[1—k]£0

olur. k<1 oldugundan 1-k>0 dir. Dolayisiyla hem 1-4£>0 hem de d(x,y)>0
oldugundan d(x, y)[l—k] <0 esitsizliginin saglanmasi i¢in d(x,y)=0 olmasi gerekir.

Buda x =y demektir.

Euler ve Cauchy’nin, f nin siirekli ve diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmasi

durumunda

dy
= _x’
=/ (%)
y (xo ) =N
seklindeki bir diferansiyel denkleminin ¢éziimiiniin varligi ve tekligi iizerine yaptiklar

calismada Banach Daralma Ilkesi temel malzeme olmustur (Aksoy ve Khamsi 1990).

2.3.6. Ornek: X =R, K=[0,l]c X, T:K—>K ve szg olsun. x, :% olarak
secelim. Daraltan doniistimden,

1

xlsz():g
x, =Tx, =T"x —i
2 1 0 18

Ty =Ty = T3y —
X, =Tx,=T"x, =T"xy=—

seklinde bir dizi elde ederiz. n — o i¢in
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limx, =0

n—>0

olur. Dolaystyla 7 doniisiimiiniin sabit noktast 0&[0,1] dir. Bilinen sabit nokta

tanimin1 bu 6rnege uygularsak,

Tx:x:>§:x:>x:2x:>x:0

olur. Yani, sabit nokta yine 0 e [0,1] olarak bulunur. Ancak bu sabit nokta tanimi her

dontisiim i¢in kolay sonu¢ vermeyebilir. Bu sebeple, bir donilisiimiin sabit noktasinin
bulunmasinda iterasyon metodlar1 kullanilir. Bunun igin bir 6rnek 3. bdliimde

verilecektir.

2.3.7. Teorem: (X ,d ) bir tam metrik uzay, n € N i¢in 7" bir daraltan doniisiim olmak

tizere 7:X — X dOniislimii verilsin. Bu durumda 7 bir tek sabit noktaya sahiptir

(Khamsi ve Kirk 2001).

Ispat: Banach sabit nokta teoremi geregince, T" bir tek x, sabit noktasina sahiptir.
Dolayisiyla,

T, =T(T"x,)=Tx,
yazilir. Ayrica Tx,, 7" nin bir sabit noktasidir. 7" nin sabit noktas: tek oldugu icin
Tx,=x, olur. Eger Ty =y ise, bu durumda 7"y =y olur. Bu ise y=x, olmasmi

gerektirir.

2.3.8. Teorem: (X,d) bir kompakt metrik uzay ve 7:X — X kesin daraltan bir

déniisiim olsun. Bu durumda T bir tek x, sabit noktasina sahiptir. Ustelik her x € X
i¢in,

Iim7"x = x,

n—x0

dir (Khamsi ve Kirk 2001).

Ispat: T nin bir sabit noktasmin oldugunu gostermek kolaydir. Bunun igin,
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¢(x) = d(x,Tx) , xeX
sartin1 saglayan bir ¢: X — R" fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda ¢ siirekli ve
alttan siirhdir. Bu yiizden ¢, bir x, € X noktasinda minimum degerini alir. x, # TXx,

oldugunu kabul edelim. Buradan
¢(Tx,) = d(TxO,szo) <d(x,,Tx, ) = p(x,)
¢ikar. Bu ise x, = T, olmasin gerektirir.
Simdi x € X noktasi ve (d (T "X, X, )) dizisi verilsin. Sayet 7"x # x, ise,
d (T””x,xo) =d (T"“x, Txo) < d(T”x,xO)
olur. Bu nedenle (d (T "X, X, )) dizisi kesin azalandir. Sonug olarak n — oo i¢in

r:limd(T”x,xO)

n—>x0

limiti vardir ve » >0 dir. Ayrica X kompakt oldugu i¢in (T"x) dizisi, yakinsak bir
(77 x) alt dizisine sahiptir. lim7"x =z diyelim. (7"x) dizisi azalan oldugundan,

r=d(zx)=lmd(T"xx)=limd (7""x,x,) =d(Tz,x,)
olur. Eger z # x, ise, bu durumda
d(Tz,x,)) =d(Tz,Tx,)) < d(z,x,)

dir. Bu ise (T ”x) in herhangi yakinsak alt dizisinin x, noktasina yakinsadigini gosterir.

O halde im7"x = x, dir.

2.3.9. Teorem: (X,d) bir tam metrik uzay ve x, € X olmak iizere 7 : D(xo,r) - X
daraltan bir doniisiim olsun. Eger
d(Txy,x,) < (1-k)r

ise, bu durumda 7 doniisiimii D(x,,r) diskinde bir tek sabit noktaya sahiptir

(Agarwal, Meehan ve O’Regan 2001).
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Ispat: d(Tx,,x,)<(1-k)r, olmak iizere 0<r <r sartim saglayan bir 7, vardr.

Gosterecegiz ki T': D(x,,7,) = D(x,,7,) dir. Eger igin, x € D(x,,r,) ise,

d(Tx,x,) <d(Tx,Tx, ) +d (Tx,,x,)
<kd(x,x,)+(1-k)r, <r,

olur. Banach sabit nokta teoreminden dolay1 7 nin D(x,,7,) < D(x,,r) da bir tek sabit

noktasi vardir.

2.3.10. Ornek: X =[a,b], d(x,y) =|x—y| ve T:X — X bir déniisiim olsun. Eger T,
[a,b] kapal1 araliginda siirekli, (a,b) acik araliginda tiirevlenebilir bir doniisiim ve her
x€(a,b) igin,

‘T 'x‘ <k<l
ise, T nin X de bir tek sabit noktast vardir. Ger¢ekten de ortalama deger teoreminden

her x,y €[a,b] i¢in c €(x,y) olmak iizere,

|Tx—Ty|:‘TV(c)(x—y)‘Sk|x—y|

olur. Boylece Banach daralma ilkesi geregi 7 nin bir tek sabit noktas1 vardir.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniisiimlerin sabit noktas1 olmasi

gerekmedigi agsagidaki 6rnekte gosterilmistir.

2.3.11. Ornek: X =(0,1] ve T: X - X, Tx =g doniisiimii verilsin. Ayrica X kiimesi
tizerinde alisilmis metrik tanimlansin. Bu durumda,

d(Tx,Ty)=

2 2

x b2t
=l =3d(x)

olacagindan, 7 bir daraltan doniisiimdiir. Fakat 7 nin, X de bir sabit noktas: yoktur.

Ciinkii sabit noktanin tanimi geregi 7x =x den g =x=2x=x=x=0 olur. Burada

x=0¢ (0,1] = X oldugundan dolay1 7 nin X de bir sabit noktas1 yoktur.
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Asagidaki ornekte ise, bir tam metrik uzay lizerinde tanimlanan genislemeyen bir

doniistimiin bir sabit noktaya sahip olmas1 gerekmedigi gosterilmistir.

2.3.12. Ornek: X ={x>0:xeR} kiimesi ve bu kiime iizerinde d(x,y)=|x—y|

metrigi verilsin. T:X X, T(x)=(x*+1)" donisimi her xyeX icin

d(Tx,Ty)<d(x,y) sartinm saglar. Ciinkii bu déniisiimiin Vx,y € X i¢in
d(T(x),T(»)=[T(x)-T(»)|

= \/x2+1—\/y2+1‘

VP +144/y7 +1

B (\/xz+1—\/y2+1)[\/x2+1+\/y2+lj

A I CEOV(CE%)
\/x2+1+\/y2+1 ‘\/x2+1+\/y2+1

|x+ ]

= x—y
\/x2+1+\/y2+1| |
olur. Burada Vx,y e R(x>0 ve y>0) i¢in -+ <1 olacagmdan dolay1
‘\/x2+1+\/y2+1
+
Z‘\/x2 +|)16+J\//|y2+1 |x—y| S|x_y|:d(x’y)

olur ki bu da d (Tx,T y)Sd(x, y) sartinin saglandigini yani genislemeyen doniisiim

oldugunu gosterir. Ayrica her x € X igin, T (x)= (x2 + 1)1/2 # x oldugundan T nin sabit

noktasi yoktur.

Yine tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan kesin daraltan doniisiimlerin sabit

noktas1 olmas1 gerekmedigi asagidaki drnekte gdsterilmistir.
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2.3.13. Ornek: X =[1,00) kiimesi iizerinde d =|x—y| metrigi verilsin ve 7: X - X,

dontisiimii 7x = x +— olarak tanimlansin. x # y olmak iizere her x,y € X i¢in
X

1
X+t——y——

d(Tx,Ty)=|Tx—Ty|= . 5

Xy-x—xy +y
Xy

_ xy(x—y)—X+y|
xy |

ol
=l

o =1

olur. Burada Vx,y € X =[1,00) i¢in
[

<1 olacagindan dolay1

=yl -]

<|lx—-y
FYRERR
olur ki bu da d (Tx, T y) <d (x, y) sartinin saglandigin1 gosterir. O halde, 7 bir daraltan

dontisiim degildir fakat kesin daraltan bir doniisiimdiir deriz. Burada 7 nin bir sabit

noktasi olmadigina dikkat edelim.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, tezin temel kisminda kullanacagimiz bazi kavramlarin tarihsel gelisimi

incelenmis ve bazi tanim, teorem ve 0rnekler verilmistir.

Bir doniisiimiin sabit noktasini veya noktalarin1 bulurken kullanilan gesitli iterasyon
metotlar1 vardir. Bunlardan bazilar1 Picard iterasyon metodu, Kirk iterasyon metodu,
Krasnoselskij iterasyon metodu, Figueiredo iterasyon metodu, Halpern iterasyon
metodu, Wittmann iterasyon metodu ve Cesaro anlaminda Ergodic tipli iterasyon
metodu olarak bilinen iterasyon metotlaridir. Ayrica son zamanlarda 1-adim, 2-adim, 3-
adim iterasyonlar1 olarak da bilinen Mann, Ishikawa, Noor iterasyon metotlar1 ve

Rhoades’iin n-adim iterasyon metodu sik¢a kullanilmaktadir.

Simdi bu iterasyon metotlarindan bazilarini verelim:

X herhangi bir kiime ve 7: X — X bir doniisiim olsun. 7"(x) i herhangi bir x € X
icin T°(x)=x ve T""'(x)=T (T " (x)) olacak sekilde tanimlayabiliriz. 7"(x) e, x in T

altindaki »n. iterasyonu denir. 7" (n>1) doniisiimii de 7 nin n. iterasyonu olarak

adlandirilir. Notasyonlar1 basitlestirmek i¢in 7'(x) yerine Tx kullanilacaktir (Berinde

2006).

Picard iterasyon metodu: (X ,d ) bir metrik uzay, K da X in kapali bir alt kiimesi ve

T:K — K dontisimi en az bir sabit noktaya sahip olsun. Picard iterasyonu, x, € X
olmak iizere

x,=Tx,,=T"x,, n=12,.. (3.1)
seklinde tanimlanir (Picard 1890). Picard iterasyonu, bazen ardisik yaklasikliklarin

dizisi (sequence of successive approximations) olarak da adlandirilir.
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Picard iterasyonu, quasi-contractive operatorlerin bir sinifi i¢in Mann iterasyonundan

daha hizli yakinsar (Berinde 2004).

Krasnoselskij iterasyon metodu: (N,

) reel normlu uzay ve T:N — N bir

doniisiim olsun. Krasnoselskij iterasyonu, x, € N ve A €[0,1] i¢in
X =1=ADx, +ATx,,  n=0,12,.. (3.2)

seklinde tanimlanir. Bu iterasyon A=1 i¢in Picard iterasyonuna indirgenir

(Krasnoselskij 1955).

Kirk iterasyon metodu; X keyfi bir Banach uzayi ve 7: X — X bir doniisiim olsun.

Kirk iterasyonu, x, € X olmak iizere
_ 2 k
X, =ax,+aIx, +a,T°x, +.+a T x, (3.3)
seklinde tanimlanir. Burada, £ >1 tamsay1 ve i=0,12,...,k i¢cin &, 20 ve o, >0
olmak tlizere
o, ta, +a,+..+a, =1

dir.

Bu (3.3) esitligi ile verilen Kirk iterasyonu, £ =0 i¢in Picard iterasyonuna, k£ =1 i¢in

de Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Kirk 1971).

Mann iterasyon metodu: W. R. Mann tarafindan 1953 yilinda kurulmus ve Banach
daralma ilkesini saglamayan bir ¢ok doniisiimiin bir sabit noktaya sahip oldugunu
gostermek i¢in kullanilmigtir. Mann iterasyon metodu, X keyfi bir Banach uzayi, K da
X in bos olmayan konveks bir alt kiimesi, 7 : K — K bir doniisiim ve p, € K keyfi bir
nokta olmak iizere Mann iterasyonu,

Py =(-a,)p,+a,lIp,, n=l (3:4)

seklinde tanimlanir. Burada

limea, =0, Zan =00
n—»0 =1
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ve VneN i¢in {a,} €(0,1) dir (Mann 1953).

(3.4) esitligi ile verilen Mann iterasyonundaki o, = A (sabit) olarak alinirsa bu Mann

iterasyonu acik olarak Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Berinde 2006).

W. R. Mann’1n bulmus oldugu sonuglar 1971 yilinda Franks ve Marzec tarafindan, ayni
sekilde Franks ve Marzec’in sonucu ise 1974 yilinda B. E. Rhoades tarafindan

genigletilmistir.

Yine 1974 yilinda B. E. Rhoades, ilk olarak herhangi bir kapali ve sinirli araligin kendi
lizerine doniisiimii (self-map) i¢in Mann iterasyonunun, doniisiimiin bir sabit noktasina

yakinsadigin1 gostermistir.

Ishikawa iterasyon metodu: 1974 yilinda S. Ishikawa tarafindan kurulmus ve
yakinsama durumu i¢in Mann iterasyon yoOnteminin yetersizligi durumunda bir
Lipschitzian ve pseudocontractive doniigiimleri i¢in yakinsamanin kurulabilmesinde
yeni bir iterasyon metodu olarak olusturulmustur. Ishikawa iterasyonu ilk olarak, bir
Hilbert uzayin konveks ve kompakt alt kiimesinin kendi iizerine Lipschitzian ve pseudo-
contractive doniisiimii i¢in bir sabit noktaya kuvvetli yakinsamasini kurmak igin
kullanild1 (Berinde 2006). Ishikawa iterasyon metodu ise, X keyfi bir Banach uzayi, K

da X in bos olmayan konveks alt kiimesi, 7': K — K bir doniisiim ve x, € B keyfi bir

nokta olmak tizere Ishikawa iterasyonu,

xn+l = (1 - an )xn + anTyn H

y,=(=8)x,+p,Ix,, nxl 3.5)

seklinde tanimlanir. Burada

lime, =0, lim g, =0, Zan =00
n—>0 n—0 =1

ve VneN igin {a,} ve {8,} €(0,1) dir (Ishikawa 1974).
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Bu (3.5) esitligi ile verilen iterasyonda, S, =0 alinmast durumunda Ishikawa

iterasyonunun Mann iterasyonuna indirgendigi asikar olmasina ragmen Mann ve
Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama sonuglari arasinda genel bir bag yoktur (Berinde

2006).

Son zamanlarda bazi yazarlar 7 yerine onun 7. iterasyonu olan 7" yi alarak sirasiyla
yenilenmis Mann iterasyonu ve yenilenmis Ishikawa iterasyonu olarak adlandirdiklari

yeni iterasyonlar kullandilar.

Noor iterasyon metodu: 2000 yilinda M. A. Noor tarafindan kurulmustur. Bu iterasyon
ise, X keyfi bir Banach uzayi, K da X in bos olmayan konveks alt kiimesi,
T:K — K bir doniisiim ve u, € B keyfi bir nokta olmak {izere Noor iterasyonu,

un+1 = (l_an)un + anTer

vn = (l_ﬁn)un +ﬁnTWn’ (36)
w, =(-y)u,+yTu, n=l,

n’

seklinde tanimlanir. Burada

0
lima, =0, limfB, =0, limy, =0, Zan =00
n—>0 n—0 n—o0 =1

ve VneN i¢in (,), (B,) ve (7,) € (0,1) dir (Noor 2000).

Noor, ¢oziimler yenileyen degisik teknikler kullanarak Hilbert uzaylardaki ¢esitli
esitsizliklerin yaklasik ¢oziimlerini ¢aligmak i¢in 3-adim (Noor) iterasyonunu analiz

etmis ve tanitmistir.

Xu ve Noor, diizgiin olarak konveks bir Banach uzayinin kapali, siirli ve konveks bir
alt kiimesinde kendi iizerine tanimlanmis asimptotik olarak genislemeyen bir

dontistimiin sabit noktasi i¢in Noor iterasyonunun yakinsakligini ¢alismislardir.



31

Noor, Rassias ve Huang bir reel diizgiin smooth Banach uzayinda kendi iizerine
tanimlanmis bir pseudocontractive doniisiimiin sabit noktast i¢in Noor iterasyonunun

yakinsakligini ispatlamiglardir.

n-adim iterasyon (multistep iteration) metodu: 2004 yilinda, B. E . Rhoades ve §.
M. Soltuz tarafindan kurulmustur. Bu iterasyon ise, X keyfi bir Banach uzayi, K da
X 1in bos olmayan konveks alt kiimesi, 7: K — K bir doniisiim ve k, € K keyfi bir
nokta olmak {izere n -adim iterasyonu, p >2 i¢in
t}f_l = (1 _ﬂ}f—l)kn + ﬂnp_lTkn’
t=~1-8Dk,+BTe", i=12,.,p-2; (3.7)
k,,=(-a)k, +a,Tt.

seklinde tanimlanir. Burada Vn e N igin
{a,} =(0,]), lima, =0, Y a,=x

veE
{Bi}cl0D), 1<i<p-1, limpB) =0

dir (Rhoades and Soltuz 2004).

B. E. Rhoades ve S. M. Soltuz, 2003-2004 yillarinda doniisiimlerin gesitli siniflar1 i¢in
Ishikawa iterasyonunun yakinsakliginin, Mann iterasyonu yakinsakligma denk
oldugunu gostermislerdir. Mesela, belli sartlar1 saglayan Banach uzaylarda, siirekli ve
kuvvetli pseudocontractive operator, siirekli ve kuvvetli accretive operator,
asimptotically pseudocontractive doniigiim, asimptotically genislemeyen doniisiim,
lipschitzian kuvvetli pseudocontractine doniisiim ve kuvvetli ardisik pseudocontractive

doniisiim gibi daha bir ¢ok dontisiim 6rnek olarak verilebilir.
3.1. Mann, Ishikawa ve Noor Iterasyonlarinin Yakinsamalari

Ozdemir ve Akbulut, 2006 yilinda keyfi bir Banach uzayin kapali, konveks bir alt

kiimesinde tanimlanan Lipschitzian operatorlerinin 6zel bir sinifi icin Mann, Ishikawa
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ve Noor iterasyonlarmin yakinsamalarinin denk oldugunu gostermislerdir. Asagidaki

ornek bununla ilgilidir:

3.1.1. Ornek: X =R, K=[0,2]cX ve Tx:L1 olacak sekilde T:K —K
X+

dontistimii tanimlansin. 7, L <1 Lipschitz sabitli 7: K — K Lipschitzian bir doniisiim

oldugu ve x"=1e€K sabit noktasina sahip oldugu agikca goriilir. «, = ! %
n+
1 1 . s .
B, = " ve y, = " olacak sekilde {a,}, {8,} ve {y,} dizileri segelim. Ayrica
n+ n

p,=x, =u, =0.1€ K olsun. Dolayisiyla bu calismadaki iterasyonlarin denklik sartlari

saglanmis olur. Mann, Ishikawa ve Noor iterasyonlarinin bir ka¢ adimi asagidaki

cizelgede verilmistir.

Cizelge 3.1.1.1. p =x,=u,=0.1eK baslangic noktalar1 i¢in iterasyonlarin

yakinsamalar1
Mann iterasyonu Ishikawa Iterasyonu Noor Iterasyonu

n=1 0.1 0.1 0.1

n=2 0.9590909 0.6478261 0.7155459
n=3 0.9796879 0.8044693 0.8446285
n=4 0.9873310 0.8714129 0.8983083
n=>5 0.9911398 0.9071817 0.9267462
n==6 0.9933581 0.9289299 0.9439700
n="7 0.9947829 0.9433176 0.9553407
n=_§ 0.9957620 0.9534205 0.9633149
n=9 0.9964688 0.9608368 0.9691638
n=10 0.9969988 0.9664715 0.9736051
n=100 0.9999098 0.9989281 0.9991564

n—» o0
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Ayni sartlar altinda, eer p, =x, =u, =2.0€ K olarak segilirse asagidaki cizelge elde

edilir.

Cizelge 3.1.1.2. p =x,=u,=20€K baslangic noktalar1 i¢in iterasyonlarin

yakinsamalar1

Mann iterasyonu  Ishikawa iterasyonu Noor Iterasyonu
n=1 2.0 2.0 2.0
n=2 1.333333 1.391304 1.387097
n=3 1.174603 1.223495 1.219731
n=4 1.110879 1.149243 1.146236
n=>5 1.078198 1.108717 1.106315
n==6 1.058894 1.083740 1.081787
n=7 1.046394 1.067063 1.065444
n=_§ 1.037761 1.055275 1.053908
n=9 1.031506 1.046579 1.045408
n=10 1.026805 1.039947 1.038930
n=100 1.000810 1.001291 1.001256
n— 00 1 1 1

2007 yilinda ise S. M. Soltuz, quasi-contractive operatdrler icin Krasnoselskij, Mann,

Ishikawa, Noor ve n-adim iterasyonlarinin denk oldugunu ispatlamistir.

Materyal ve Yontem baslig1 altinda kullanacagimiz bazi iterasyon metotlarini vermistik.
Simdi, fonksiyonel denklemlerin sabit nokta formiilasyonunu (ya da formiillenmesini)
bir 6rnek ile izah edelim. Bu 6rnegi vermemizin asil amaci, uygulamali matematikte
kullanilan bazi 6nemli fonksiyonel denklemlerin, nasil sabit nokta problemlerine

esdeger olarak cevirebildigini sekilsel olarak gostermektir. Bu da, kismen de olsa sabit
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nokta iterasyon yontemlerinin c¢alisilmasinda bizim ilgimizi artirmakta ve motive

etmektedir.

3.1.2. Ornek:
¥ —x-1=0 (3.8)

polinom denklemini diisiinelim. Bu denklem bir ¢ok farkli yollarla x=T7x seklinde
yazilabilir. Biz burada sadece 3 tanesi lizerinde duracagiz. Bunlar,
i X —x—-1=0=>x=x" -1,
i. X —x-1=0=>x :x+1:x:€/m,
iii. X’ —x-1=0=>x"+4x’ —4x - x—1=0

=5x" —4x’ —x-1=0

=5x —x=4x" +1

= x(5x" —1)=4x" +1

_ 4x° +1
5x -1

=X

olsun. (3.8) denkleminin [l,oo) araliginda bir tek ¢ozlime sahip oldugunu goéstermek
kolaydir. O halde x €[1,0) igin,

5
Tl(x)zxs -1, T,(x)=R/x+1, E(X)ZM

5x% -1
olarak tarif edelim. Herhangi bir x, e[l,oo) baslangic yaklasimi (degeri) icin 7, ile
iligkili olarak Picard iterasyonu, yakinsak olmadigi halde 7, ve 7, durumlar1 i¢in
yakinsaktir. Aslinda, 7, nin bir daraltan ( ya da %-daraltan) oldugunu gostermek
kolaydir. Bu durum dogrulanabildigi i¢in 7 iterasyon fonksiyonu Newton algoritmasi
(ya da Newton-Raphson yontemi olarak da bilinen x , =x, —%
xl’l

tanimlanmasi) ile elde edilmis olur. Asagidaki tablo, sirasiyla 7;, 7, ve T, iterasyon

seklinde

fonksiyonlar1 ile tanimlanan bu 3 iterative (tekrarli) yontemleri i¢in ilk iterasyonlari

gosterir ve belli bir x, baslangi¢ tahminleri (degerleri) i¢in,



Cizelge 3.1.2.1.

X,q =1x, w1 = 1%, w1 = 13X,
x, =1 x, =1 x, =1
x,=0 x, =1.149 x, =125
x,=-1 x, =1.165 x,=1.178
X, =-2 x, =1.167 x; =1.168
x, =-33 x, =1.167 x, =1.167
x, =—39135394 x, =1.167 x, =1.167
X,q =1, X, = 1hx, X, = 13X,
x, =1.167 x, =10 x, =10
x =8
x, =6.401
x, =1.164 x, =1.615 x, =5.121
x, =1.141 x,=1.212 x, =4.098
x; =0.936 x,=1.172 x, =3.282
x, =-0.282 x,=1.168 X, =2.632
x, =—1.002 x, =1.167
X, =1.168
x,;=1.167
elde edilir.
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3.2. Genislemeyen Déniisiimlerin incelenmesi
Simdi, genislemeyen doniisiimler kullanilarak yapilan bazi ¢galismalardan bahsedelim.
3.2.1. Teorem: X diizglin konveks Banach uzayi, K da X in bos olmayan kapali,

konveks alt kiimesi ve 7: K — K bir genislemeyen operator olsun. Bu durumda 7' en

az bir x” € K sabit noktasina sahiptir (Berinde 2006).
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3.2.2. Tamim ((D) Sart1): X Banach uzayi, K da X in bos olmayan konveks bir alt
kiimesi ve T: K — K geniglemeyen bir operator olsun. Eger her x € K igin

||x—Tx|| > go(inf{”x—z” 1z € FT})
olacak sekilde ¢@(r)>0 ve ¢@(0)=0 sartlarm1 saglayan azalmayan bir
@:[0,00) >[0,0) fonksiyonu varsa, bu 7 doniisiimiine K iizerinde (D) sartint

sagliyor denir (Berinde 2006).

3.2.3. Teorem: X diizglin konveks Banach uzayi, K, X in bos olmayan kapali,

sinirli, konveks bir alt kiimesi ve 7: K — K genislemeyen bir operatdr olsun. Eger T',
(D) sartin1 saglarsa, herhangi bir x, € K i¢in Mann iterasyonu F, nin bir noktasina

yakinsar (Berinde 2006).

3.2.4. Teorem: (X,d) tam metrik uzay, 7:X — X bir doniisim ve a, Bvey,

0<a<l, 0££<05 ve 0<y<0.5 sartlarin1 saglayan reel sayilar olsun. Eger,

Vx,y e X i¢in
(z,) d(Tx,Ty)<ad(x,y);
(22) d(Tx,Ty)Sﬂ[d(x,Tx)+d(y,Ty):|;

(23) d(Tx,Ty)S;/[d(x,Ty)+d(y,Tx)];

sartlarindan en az biri dogru ise bu durumda 7', bir Picard operatoriidiir (Berinde 2006).

3.2.5. Teorem: X, d(x,y)=|x—y| metrigi ile keyfi bir Banach uzayi, K da X in

bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi ve 7:K - K, (z)—(z) sartlarim

saglayan bir operator olsun. Bu durumda x, € K, {e,} <[0,1] ve 20{” =00 i¢in
n=0
er—l = (1 - an )xn + anTxn

olarak tanimlanan {xn} Mann iterasyonu 7 nin bir tek sabit noktasina kuvvetli yakinsar

(Berinde 2006).
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3.3. T —Kararhhk (T — Stability)

Bu kisimda, tezin arastirma bulgulart boliimiinde kullanacagimiz bazi tanim ve

teoremler verilecektir.

X bir normlu uzay, T:X — X bir doniisiim ve x,,, = f(7,x,) olmak iizere X deki
noktalarin bir {x,} dizisini olusturalim (Ornegin, f(7,x,), Tx, fonksiyon iterasyonu
olabilir). Farz edelim ki {x,}, 7 nin bir x* sabit noktasina yakinsaktir. {y,}, X de

keyfi bir dizi ve Vne N i¢in ¢, = olsun.

Voa—f(T.y,)

33.1. Tamm (Kararhlik-Stability) : Eger (mmg=0ﬁ:mm%=pﬁ ise

X, =1 (T ,xn) iterasyon yontemi 7 —kararli olarak adlandirilir (Rhoades and Soltuz

2006).

T —kararli doniisimler tizerine ilk sonu¢ Banach daralma prensibi i¢in Ostrowski
tarafindan ispatlandi. Harder ve Hicks (1988), cesitli kesin daraltan sartlar igin

fonksiyon iterasyonunun 7" —kararli oldugunu gosterdiler.

Rhoades (1990; 1993), her iki makalede de, iterasyon yontemlerinin birka¢ sabit noktasi

icin T —kararliligin1 inceledi. Osilike, Rhoades (1993)’lin baz1 sonuglarini genellestirdi.
Yine Osilike, “eger 7 bir X Banach uzayinin kendi tizerine bir doniisiimii ise 0<a <1
icin L>0 olacak sekilde ||Tx - Ty” < L||x - Tx” + a||x - y|| esitsizliginin saglanir
oldugunu dolayisiyla da Mann iterasyonunun, Ishika iterasyonunun ve Kirk

iterasyonunun (Kirk 1971) T —kararli ” oldugunu gosterdi.

Osilike (1995), Rhoades’iin ¢aligmalarinda kullandigindan daha genel olan bir kesin
daraltan sart kullanarak kararlilik tanimi i¢in Mann ve Ishikawa iterasyonlarinin

kararli oldugunu gosterdi. Yine Osilike, p,q >1 olmak {izere g-diizglin smooth veya p-
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diizgiin konveks Banach wuzaylar1 ve ||Tx -1 y|| <kM(x,y), 0<k<l, x,ye X

esitsizligini saglayan 7 doniigiimleri i¢in Mann iterasyonunun kararli oldugunu

gosterdi.

Osilike (1996), g >1 olmak iizere ya ¢ -diizgiin smooth Banach uzaylar veya Lipschitz

kuvvetli pseudocontractive ya da Lipschitz kuvvetli accretive i¢cin Mann iterasyon
yonteminin 7 —kararli oldugunu gosterdi. Osilike, bu sonuglart keyfi Banach uzaylar
icin Ishikawa iterasyonuna genisletti. Osilike’nin Ishikawa iterasyonu ig¢in bu
genisletmesi, Osilike (1997) de ortaya ¢ikti. Osilike, F,. # & olacak sekilde ¢-kuvvetli
pseudocontractive, 7' Lipschitzian ve keyfi bir X reel Banach uzay1 i¢in Ishikawa
iterasyonunun 7 —kararli oldugunu gosterdi. Zhou (1999) da, eger X bir reel diizgiin
konveks uzay ise T siirli goriintiiye sahip bir stirekli kuvvetli pseudocontraction
oldugunu dolayisiyla Mann iterasyonun 7 —kararli oldugunu gosterdi. Zhou, T

kuvvetli accretive veya m -accretive doniislimler i¢in benzer sonuglara sahip oldugunu

gosterdi. Osilike, kararlii@in taniminda, e8er Zgn <o olmast limy, =x" olmasmi

n—x0

gerektiriyor ise o zaman bu iterasyon yontemini hemen hemen 7 —kararli olarak
adlandirmistir.  Osilike, eger X keyfi bir reel Banach wuzayi, F,#J ve
(Ix=Ty, j(x—y)) < ||x—y||2 —¢(||x—y||)||x—y|| olacak sekilde 7 Lipschitzian ise

Ishikawa iterasyonunun yakinsak ve hemen hemen 7 —kararli oldugunu gosterdi.

3.3.2. Teorem: X bir normlu uzay ve 7: X — X bir doniisiim olsun. Ayrica Mann ve

Ishikawa iterasyonlarinda tanimlanan {e, } < (0,1) ve {8,} <[0,1) dizileri

lima, =lim B, =0, ) a, = (3.9)
n—>0 n—>0 =1

sartlarini saglasin. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

i. (3.9) u saglayan her {a,} =(0,1) ve {£,} <[0,1) dizileri i¢in Ishikawa iterasyonu 7-

kararhdir.

ii. (3.9) u saglayan her {e,} < (0,1) dizileri i¢in Mann iterasyonu 7-kararlidir (Rhoades

and Soltuz 2006).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu kisimda, ¢alismamizda elde ettigimiz bazi1 bulgulara yer verilecektir.

Ik olarak, 3. boliimde ifade edilen doniisiimlerden genislemeyen doniisiimler alinarak
bu doniistimlerin asil taniminda bulunan kendi iizerine olma (self-map) tanimlilig1
yerine, Banach uzaylarda kendi {izerine olmayan (nonself-map) ve genislemeyen iki
doniisiim alip, bu doéniisiimler {izerinde de ¢ekme (retraction) kullanilarak genislemeyen
doniistimlerin bir ortak sabit noktasina kuvvetli ve zayif yakinsamalar1 elde edilmeye

calisilmigtir.

Genislemeyen doniisiimlerin yaklasik sabit noktalari i¢in iterative teknikleri, [Ishikawa
1976, Reich 1979, Senter 1974, Tan ve Xu 1993, Zeng 1998] yazarlar tarafindan Mann

iterasyon metodu ya da Ishikawa iterasyon metodu kullanilarak ¢alisilmigtir.

Ikinci ve son olarak da, ortak kararlilik (common stability) ile ilgili yeni bir tanim
yapilarak yukarida belirtilen kendi iizerine olmayan ve genislemeyen iki doniisiimiin
ortak kararliligi incelenmistir. Ayrica ortak kararlilik ile ilgili teoremler ve ispatlar

verilmistir.

4.1. Nonself Genislemeyen Doniisiimlerin Yakinsamalari

Simdi, ispatlarimizda kullanacagimiz bazi tanim ve teoremleri verelim.

4.1.1. Tamim (Cekme-Retraction): E bir reel Banach uzay1 ve K da E nin bir alt

kiimesi olsun. Her xe€ K igin Px=x olacak sekilde P:E — K siirekli doniisiimii

varsa K ya E nin bir retract1 (¢ekilmesi) denir. Eger P:E — E doniisimii P° = P

sartini sagliyorsa P ye retraction (¢cekme) denir.
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P doniigiimii bir ¢gekme ise o zaman P nin goriintli kiimesindeki her y igin Py=y

dir.

4.1.2. Tamm (Demiclosed): E bir reel Banach uzayi, T:E — E bir doniisiim ve x°,

T nin bir sabit noktasi olsun. Eger, E deki {x,} dizisi, x* a zayif ve {Tx,} dizisi p ye

kuvvetli yakinsadiginda 7x" = p oluyorsa 7 ye p de demiclosed’tir denir.

4.1.3. Tamm (Kadec-Klee Ozelligi): E, bir reel Banach uzay1 olsun. Eger E de her

{x,} dizisi i¢in x, >x zayif ve |x,

—>||x|| kuvvetli yakinsamast |x, — x||—>0

olmasini gerektiriyorsa £ Banach uzay1 Kadec-Klee 6zelligine sahiptir denir (Goebel

and Kirk 1990).

4.1.4. Tamm ((A) Sart)): F, NF; #@ olmak iizere S, T:K — E genislemeyen iki
doniisiim olsun. Eger her x € K i¢in

b

max {”x —Sx

x=Tx} > f(d(x,F, NFy)) (4.1)
ise § ve T doniistimleri (A) sartin1 sagliyor denir. Burada f :[0,00) —[0,0),

f(0)=0 ve f(r)>0 sartlarin1 saglayan bir doniisiimdiir (Shahzad 2005).

Oncelikle ¢aligmamizda elde ettigimiz bulgulari &zetleyelim: Farz edelim ki E,

genislemeyen P c¢ekmesine sahip bir reel diizgiin konveks Banach uzay, K da E nin

bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi ve F, NF;:={xeK: Sx=Tx=x}#J

olmak tizere 7,S : K — E genislemeyen iki doniisiim olsun. Yine farz edelim ki {xn} ,
x,, =P((1-a,)x, +a,SP[(1-B,)x,+B,Tx,]), x, €K, n>1,

iterasyonu ile iretilsin. Burada {a,} ve {f,}, uygun bir £€(0,1) icin [, 1-¢] da

reel dizilerdir. Buna gore asagidaki sonuglar ispatlanmistir:

(a) Eger E nin E° duali, Kadec-Klee 06zelligine sahip ise o zaman {xn} bir

x" € F, N Fy noktasina zayif yakinsar.
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(b) Eger T ve S, (A) sartin1 saglarsa o zaman {xn} bir x* € F, N F; noktasina kuvvetli

yakinsar.

(¢) T ve S doniigtimleri ortak kararlidir (common stable).

Tan ve Xu (1993), bir diizglin konveks Banach E uzaymnin bos olmayan kapali,
konveks ve sinirli alt kiimeleri {izerinde tanimlanan genigslemeyen ve kendi iizerine
dontistimlerin sabit noktalar1 i¢in yenilenmis Ishikawa iterasyon yontemini tanittilar.
Shahzad (2005), genislemeyen ve kendi iizerine olmayan doniisiimler i¢in Tan ve Xu
(1993)’ nun sonuglarini genellestirdi. Daha kesin olarak Shahzad (2005) asagidaki

teoremleri ispatladi.

4.1.5. Teorem: E, reel diizgiin konveks Banach uzayi, Kadec-Klee 6zelligine sahip
olan E*, E nin duali, K da E nin bos olmayan kapali, konveks alt kiimesi ve
genislemeyen c¢ekilmesi olsun. Ayrica, 7:K — E genislemeyen doniisimii igin

F, #@ ve uygun bir £€(0,1) i¢in {e,} ve {f,}, [e,1—¢] da reel diziler olarak
verilsin. Keyfi x, € K dan baslayarak {x, } dizisini

X, = P((1-@,)x, +a,TP[(1-B,)x, + B,Tx,]) (4.2)
seklinde tanimlayalim. Bu durumda {xn} dizisi 7' nin bir sabit noktasina zayif yakinsar

(Naseer Shahzad 2005, [Teorem 3.5]).

4.1.6. Teorem: E, reel diizglin konveks Banach uzayi, Kadec-Klee 6zelligine sahip
olan E*, E nin duali, K da E nin bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi olsun.

Ayrica F, NF; # olacak sekilde S,7:K — K genislemeyen iki doniisiim ve uygun
bir £e(0,1) i¢in {a,} ve {B,}, [¢,1—¢] da diziler olarak verilsin. Keyfi x, € K dan
baslayarak {x,} dizisini

x,,=1-a)x, +a,S[1-,)x,+B,Tx,] (4.3)
seklinde tanimlayalim. Bu durumda {xn} dizisi S ve T nin bir ortak sabit noktasina

zayif yakinsar (Naseer Shahzad 2005, [Teorem 4.1]).
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Yukaridaki teoremde 7 ve S, diizgiin konveks bir Banach uzaymin bos olmayan
kapali, konveks bir K alt kiimesinden kendi iizerine doniigiimlerdir. Ancak, K c £
olmak tizere 7:K — E olarak tanimlanirsa (4.3) iterasyon formiili iyi tanimli
olmayabilir. Bu (4.3) iterasyon formiiliinii iyi tanimli yapabilmek icinde bir ¢ekmeye

(retraction) ihtiya¢ duyulmaktadir.

K, reel diizgiin konveks Banach E uzaymnin bos olmayan kapali, konveks bir alt

kiimesi ve E genigslemeyen c¢ekmeye sahip olsun. S, 7:K — E genislemeyen iki
doniisiim olmak tlizere [Shahzad 2005, Concluding remarks (4)] de verilen problem i¢in

X, =P((-a,)x, +a,SP[(1-B)x,+B,Tx,]), x €K, n>1 (4.4)
iterasyon semasin teskil edelim. Burada {e,} ve {8,}, [0,1] da diziler ve P de E nin
K f{izerine bir genislemeyen ¢ekmesidir. Biz bu tez ¢alismasinda (4.4) ile verilen kendi
lizerine olmayan ve geniglemeyen iki doniisiimiin bir ortak sabit noktasi i¢in zayif ve

kuvvetli yakinsama teoremlerini ispatladik. Asikardir ki, eger S ve T, kendi iizerine

iki doniisiim ise o zaman (4.4) iterasyonu (4.3) iterasyon semasina indirgenir.

Simdi ise daha sonra verecegimiz teoremlerin ispatlarinda kullanacagimiz bazi

lemmalar1 verelim.

4.1.7. Lemma: E, diizgiin konveks Banach uzay: ve {an} , uygun bir ¢ €(0,1) i¢in

[£,1-¢] dabir dizi olsun. {x,} ve {y,}, >0 i¢in limsup”xn”Sr , limsup”yn”Sr ve

n—>00

limsup |

n—x0

a,x,+(1-a,)y,|=r olacak sekilde E de iki dizi olsun. Bu durumda

n-'n

lim|x, —y,|[=0 dir (Schu 1991).

4.1.8. Lemma: E bir Banach uzayi, p >1 ve R >1 olsun. Bu durumda E nin diizgiin

konveks olmasi icin gerek ve yeter sart her x, yeB(O,R):{er:”x”SR} ve

A €[0,1] igin
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[2x+ =20 < 2" + A= D] =7, (Dg (|- ¥)
olacak sekilde siirekli, kesin artan, konveks ve g(0)=0 sartmi saglayan bir
g:[0,50) —[0,0) fonksiyonunun var olmasidir. Burada W, ()= A(1-2)" + 2* (1~ 1)
olarak alinmustir (Xu 1991).

0

4.1.9. Lemma: {4} ve {c,}, 4, <A, +0,, Vn=1 ve Y

n+l —

o, <o olacak sekilde

n=l "

negatif olmayan reel diziler olsun. Bu durumda lim A, limiti vardir. Ustelik, j— o

n—x0

iken 4, — 0 olacak sekilde {4,} nin bir {ln_} alt dizisi varsa o zaman n —> o i¢in

A, = 0 olur (Tan ve Xu 1993).

4.1.10. Lemma: E bir refleksive Banach uzay1 ve duali £ da Kadec-Klee 6zelligine

sahip olsun. {x,}, E de smurh bir dizi ve x*, 3" e, (x,) olsun (burada o, (x,), {x,}
nin zayif w-limiti olarak tanimlanmaktadir). Ayrica her e [O, 1] icin
limHtxn +(1-t)x"— yH mevcut oldugunu kabul edelim. Bu durumda x™ =y dir (Kaczor

n—>x0

2002).

4.1.11. Lemma: FE, bir diizgiin konveks Banach uzayi, K da E nin bos olmayan
kapali, konveks bir alt kiimesi ve 7:K — E genislemeyen bir doniisiim olsun. Bu

durumda 7 -7, O (sifir) da demiclosed’tir (Browder 1968).

4.2. Temel Sonuglar

Biz bu boliimde elde ettigimiz temel teoremlerimizi ve ispatlarini verdik.

4.2.1. Teorem: E, reel diizgiin konveks Banach uzayi, K da E nin bos olmayan

kapali konveks alt kiimesi ve genislemeyen cekilmesi olsun. Ayrica 7,5:K —> E

geniglemeyen iki donlisim, x" e F, NF, = {x eK:Tx=58x= x} # ve uygun bir
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£e€(0,1) i¢in {a,} ve {B,}, [¢,1—¢] da diziler olsun. Keyfi x, € K dan baslayarak
{xn} dizisini (4.4) seklinde tanimlayalim. Bu durumda
limen —x*H

limiti vardir.

Ispat: {x } dizisinin teskilinden

%, =X | =|P(0-a,)x, +a,SP[(1-B,)x, + B,Tx,]) - x|

IA

|a-a,)x, +a,sP[(-B,)x,+ B,Tx,]- x|
<|a-a)@, -x)+a, (A~ B,)x, + B,Tx, ~x° )H

a, (1= ,)(x, =x)+ B,(Tx, - Tx" )|
(x, =x)A=B,+B,)

<|(I-e, )(x, —x*)H +

=a-a)x, —x)|+a,

X, —x*H(l—an +a,)

-]
yazilabilir. Buradan

n

* * * *
X, —X Hsuxn—x HS X, —X H...Suxl—x H—M, M eR

yazilir. Dolayistyla {xn} dizisi sinirh olur. 4.1.9. Lemmaya gore limen —x*H limiti

n—»0

vardir. Béylece ispat tamamlanmis olur.

4.2.2. Teorem: E, reel diizgiin konveks Banach uzayi, K da E nin bos olmayan

kapali, konveks alt kiimesi ve geniglemeyen ¢ekmesi olsun. 7,5 : K — E genislemeyen
iki déniisim, Fy NF, #@ ve uygun bir £ (0,1) i¢in {a,} ve {8}, [e,1-¢] da
diziler olsun. Keyfi x, € K dan baslayarak {xn} dizisini (4.4) seklinde tanimlayalim. Bu

durumda

lim |x, — Sx,||= 0 =lim | x, - Tx,

n—>0 n—>0

dir.
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Ispat: x"eF,NF, olsun. 4.2.1. Teorem’den dolay limen—x*H vardir.

limen —x*H =7 olsun. Eger » =0 ise o zaman S ve T nin siirekliliklerinden dolay1
n—x0

teorem dogrudur. Simdi 7 >0 oldugunu diisiinelim. Dolayisiyla

lim x, =S, | =0 = lim x, — 7, |
oldugunu gdsterecegiz. v, = P[(1-4,)x, + A,Tx,] olsun. {x,} sl oldugundan her
nz1 igin x,-x",y,—x"€B(0,R)={xeE:|x|<R} olacak sekilde R>0 vardur.
4.1.8. Lemmadan
Iy, —x =|Pla-B)x, + 8,1, ]

<|a-g)x,+ 8,75, -x[

=|a-B)x, +B,7%,~x"+ x5

< B, |, =) +a-8)ex, -

=[ce, -

olur. Dolayistyla lim supH y,— x*H <r dir. Yine 4.1.8. Lemma kullanilarak

X, = x*Hz = HP((I ~a,)x, +a,SP[(1- B)x, + B,Tx,]) - x"Hz

<|a-a,)x, +a,sPy, x|

<|a-a)@, )+ a, (v, -2)

=ler, (8, —x )+ A-a)@, -2

=a [y, -2+ =g, x| -@g (Isy, - x)
=, v~ +1-a) |, x| @)z (5, )
=5, 5[ (@, +1-a) - (@ )e (157, ~x,])

=[x, ~x[ - ai@)g ISy, —x.)). @5)
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olur. Burada W,(a,)=a,(1-a,) +a’(1-a,)> s’ +s’6 =2 > &* (her n ler igin
& <a, <1-¢ olduguna dikkat edilmelidir) oldugu goriilmiistiir. Bu (4.5) esitsizligi

832g(l

n=

<112
)Suxl—x H <o

Sy, — X,

oldugunu gosterir. Bu ylizden lim g(|Syn -X )=0 olur. g, sifirda siirekli ve kesin

n

artan oldugundan dolay1

lim||Syn -x,|=0

olur. § genislemeyen oldugundan

[, =] <l, = v+

v, =

dir. Burada liminf alinarak

n—0

r <liminf |y, - x|

n—>0

elde edilir. Diger yandan

v, = |=|PLa= 5%, +5,15)-x

<|a-B)x, +B,1x, -x'|

_ *
=X, =X

2

olur. Bu da lim supH v, —x*H <r olmasim gerektirir. Bu ylizden lljg“ v, —x*H =r olur.

n—»0

Dolayisiyla da

B,(Tx, —x)+(1-B)(x, _x*)H =7

lim
n—o0

dir. lim supHTxﬂ —x*H <r ve4.1.7. Lemma’dan

n—0

limHTxn - x” =0

n—0

bulunur.
|an -X, £|an =Sy, +|Syn -X,
<Jx, =y [+, -,
S”Txn —xn||+|Syn —-X,

oldugundan lim”xn - an” =0 bulunur. Boylece de ispat tamamlanir.

n—»0
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4.2.3. Lemma: E, reel diizgiin konveks Banach uzayi, K da E nin bos olmayan

kapali, konveks alt kiimesi ve genislemeyen ¢ekmesi olsun. 7,5 : K — E genislemeyen
iki doniisiim, F, NFy#@ ve uygun bir £€(0,1) i¢in {a,} ve {f,}, [6,1-¢] da
diziler olsun. Keyfi x, € K dan baslayarak {xn} dizisini (4.4) seklinde tanimlayalim. Bu
durumda her ¢ €[0,1] ve u,ve F, N Fy igin

lim|

n—®0

tx, +(1-tu— v||

limiti vardir.

Ispat: {x } smurl oldugundan {x,} = C=B,(0)nK olacak sekilde R>0 vardir. O

halde C, E nin bos olmayan kapali, konveks ve sinirl bir alt kiimesidir. Temel olarak

[Tan ve Xu 1993] nun fikrini takip edelim. a, ()= ||lxn +(1-t)u —v|| olsun. Dolayisiyla
lima, (0) = ||u - v|| dir. 42.1 Teorem’inden lima, (1)= lim”xn - v|| vardir. Genelligi

bozmaksizin lim||xn —u|| =r>0 ve t €(0,1) oldugunu diisiinebiliriz. R :C — C,

Rx=P((1-a,)x+a,SP[(1-B,)x+B,Tx]), xeC

ile tanimlansin. O zaman

|Rx~R,y|= HP((] ~a,)x+a,SP[(1- B,)x+ B,Tx])- P((1-a,)y+a,SP[(1- B,)y +,BnTy])H
<|a-a)x+a,SP[(1-B)x+ B,Tx]-((1-a,)y+a,SP[(1-B,)y+ B,T¥])|
<|a-a,)Cc= )| +[e, (SP[(1- B)x+ B,1x] - SP[(1- B,)y+ B,Ty])|
<(=a)x =y +]e, (A= B)x+B,Tx~(1=B,)y-B,1)
=(1-a)|x-y|+e,|(x=»1-5,+5,)
=|x-y|0-a, +a,)
=|x-»]

olur.

I =R

n,m n+m—1"""n+m-2""n+m-3°°*

R, m=>1

no
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Ve

bn,m = ‘

L, (6, + (=)= (T, ,x, +(1=u)|
olsun. O halde her p € F;, N F§ i¢in

L% =% Uup=p Ve‘

n,m”n

Fn,lnx _rr7,my“ < ”x _y”

olur. 42.1. Teorem ve [Ishikawa 1976]’min 2.3. Teoremi’ni kullanarak lim b,, =0

n,m—»w

oldugu gosterilebilir. Ayrica

tx,, +(1-t)u— v||

n+m _|

a

Sbnm+‘

T, +(1-tu)—|

:bn,m+‘

T, +1-tu)-T, |
<b,,ta,

oldugu goriiliir. Sonug olarak

limsupa, < lim b, , +liminfa, =liminfa,

m—>0 n,m—»o0 ’ n—»o0 n—»o0

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

4.2.4. Teorem: FE, reel diizgiin konveks Banach uzayi, Kadec-Klee 6zelligine sahip
olan E*, E nin duali, K da E nin bos olmayan kapali, konveks alt kiimesi ve

genislemeyen ¢ekmesi olsun. F, N F; #O olacak sekilde 7,5 : K — E genislemeyen
iki doniisiim ve uygun bir ¢ € (0,1) i¢in {an} ve { ﬂn} , [8,1 —8] da diziler olsun. Keyfi
x, € K dan baslayarak {x,} dizisini (4.4) seklinde tanimlayalm. Bu durumda {x,}

dizisi S ve T' nin bir ortak sabit noktasina zay1f yakinsar.

Ispat: 4.2.1. Teoreminden, {x,} nin smrl oldugu sdylenir. E refleksive oldugundan
{xn} nin bir {xn_} alt dizisi bir x" € K ya zayif yakinsar. 4.2.2. Teorem’ini kullanarak

lim

J—oo

X, —an,“zozlim

J J J—oo

x, —Tx, H elde ederiz. 4.1.11. Lemmadan,

(I-8)x"=0=(I-T)x" yazilabilir. Yani Sx"=x"=Tx" dir. Dolayisiyla {x,}, x" a
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zayif yakinsar. Farz edelim ki {xn} nin bir baska {xni} alt dizisi bir y* ya zayif
yakinsasin. Bu durumda, y" € K ve bu yizden x*, y" e, (x,)NF, NF, dir. 42.3.
Lemma kullanilarak her ¢ € [O, 1] icin

lim v, +(1-1)x" - "

n—>0

limiti vardir. Simdi 4.1.10. Lemma, x"=)" oldugunu gosterir. Sonug olarak ®, (x,) bir

tektir ve bu ylizden {xnv } , S ve T nin bir ortak sabit noktasina zay1f yakinsar.

Simdi kuvvetli yakinsama teoremi ile ilgili iki sonug verecegiz.

4.2.5. Sonug: E, reel diizgiin konveks Banach uzayi, K da E nin bos olmayan kapali,

konveks alt kiimesi ve genislemeyen ¢ekmesi olsun. F. NF, #(J olacak sekilde
T,S:K — E genislemeyen iki doniisim ve uygun bir &< (0,1) i¢in {a,} ve {8,},
[£,1-¢] da diziler olsun. Keyfi x, € K dan baslayarak {x,} dizisini (4.4) seklinde
tamimlayalim. Farz edelim ki 7', (A4) sartin1 saglasin. Bu durumda {x,} dizisi S ve T

nin bir ortak sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

4.2.6. Teorem: E, reel diizglin konveks Banach uzayi, K da E nin bos olmayan

kapali, konveks alt kiimesi ve genislemeyen ¢ekmesi olsun. F, N F, # < olacak sekilde
T,S:K — E genislemeyen iki doniisiim ve uygun bir ¢ €(0,1) icin {an} ve { ﬂn} ,
[6,1-¢] da diziler olsun. Keyfi x, € K dan baslayarak {x,} dizisini (4.4) seklinde
tanimlayalim. Farz edelim ki S(K)NT(K), X in kompakt bir alt kiimesinde igerilsin.

Bu durumda {x,} dizisi S ve T nin bir ortak sabit noktasina kuvvetli yakinsar.
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4.3. Ortak Kararhlik (Common Stability)

Birden fazla doniisiimiin ortak kararliligini incelemek i¢in kullanacagimiz bu ifade ilk

kez bizim tarafimizdan tanimlanmstir (Kiziltung, Ozdemir ve Akbulut 2007).

Burada ortak kararlhilik ile ilgili tanimi verdikten sonra yukarida bahsedilen 7 ve S

doniistimlerinin ortak kararliligini gosterecegiz.

E normlu uzay, K da E nin bos olmayan kapali, sinirli ve konveks bir alt kiimesi

olsun. Ayrica T,:K—>FE (i:l,2,3,...,m) olmak tizere ﬂ;":lFT, #  olsun.

x.=f(T.T,,T;,...T,,x,) olmak iizere K daki noktalarm bir {x,} dizisini

2sd3y..

olusturalim. Farz edelim ki {x,}, T, lerin bir x ortak sabit noktasina yakinsaktir. {y,},

X de keyfibir dizi ve VneN igin ¢, = olsun.

Yia = f (0.1, T, T, 9,)

43.1. Tanm (Ortak Kararhhk): Eger ((lim g, =0)=(imy, = p)) ise

%o = (T T3 T T,

m?

xn) iterasyon yontemi ortak kararlilik (common stability) olarak

adlandirilir (Kiziltung, Ozdemir ve Akbulut 2007).

Asagidaki negatif olmayan dizi her » € N i¢in iyi tanimhidur.

e =l (0=, v 1= A5 ) “o

n

4.3.2. Teorem: E, reel diizgiin konveks Banach uzayi, K da E nin bos olmayan

kapali, konveks alt kiimesi ve genislemeyen ¢ekmesi olsun. F, N F # & olacak sekilde
T,S:K — E genislemeyen iki doniisiim ve uygun bir ¢ e(0,1) i¢in {e,} ve {8,},

[6,1-¢] da diziler olsun. Keyfi x, € K dan baslayarak {x,} dizisini (4.4) seklinde
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tanimlayalim. Eger {xn} dizisi S ve T' nin bir ortak sabit noktasina yakinsiyor ise bu

durumda lime, =0 dir.

n—>0

Ispat: limx, =x"eF,"F, olsun. Bu durumda limuxn —x*H =0 olur. Bu ise
limen+1 —x*H =0 olmasim gerektirir. O halde,
n—>0

0<

%, = P((1=a,)x, +,SP[(1- B,)x, + B,Tx, ]

<

%0 = |+[P(0-a)x, + @, SP[(- ), + .13, ]) |

<

X, —x*H+H(l—an)xn +a,SP[(1-B)x, + f,Tx,]-x" H

X = |+ 0=, )x, +x (@, =D+ &, (SP[A- B,)x, + B,Tx, ] )|

<

X = |+ A=), = x) @, (P[(1= B)x, + B,Tx, |- P |

<

X =X |- ), =3+, ([ B,)x, + 8,1, ] -

% =X |+ A=), =)+ @, (- B, =x7) + B,(Tx, -

<

K = [+ A=) |, =)+, |- 8,)x, = 2)+ 3, (T, =T

<

X, =X+ =) |, =2 + e, (1= B)0x, = x)+ B,(x, = x|

==+ (=@, —)]+, |- B, + ), )

X x*H+(l—an +an)H(xn —x*)H

n+l

% = =)

elde edilir. n — oo i¢in

X, —x*H+H(xn —x*)H — 0 olur.

4.3.3. Sonug: E, reel diizgiin konveks Banach uzayi, K da £ nin bos olmayan kapali,

konveks alt kiimesi ve genislemeyen ¢ekmesi olsun. F. NF, #(J olacak sekilde
T,S:K — E genislemeyen iki doniisim ve uygun bir &< (0,1) i¢in {a,} ve {8,},

[8, 1- 8] da diziler olsun. (4.4) iterasyon yontemi ortak kararlidir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu boliimde ise ¢calismamizda elde ettigimiz sonuglar verilecektir.

Ilk olarak, K, E uzaymnin kapali konveks alt kiimesi olmak iizere T, S:K — K
seklindeki genislemeyen doniisiimler yerine 7, S:K — E seklindeki doniigiimlerle

calisilmistir. Bu doniisiimler icin iterasyon dizileri teskil edilmis ve uygun sartlar altinda
bu iterasyon dizilerinin, S ve 7 nin ortak sabit noktasina kuvvetli ve zayif

yakinsamalari incelenmistir.
Bulunan sonuglar sunlardir :

5.1. Sonu¢: E, genislemeyen P c¢ekmesine sahip reel uniformly konveks Banach

uzayl, K da E nin bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi olsun. Ayrica
T.S:K—>E, F,nFy={xeK: Sx=Tx=x}# olacak sekilde genislemeyen iki
déniigiim olsun. Uygun bir ¢ € (0,1) ve {e,},{f,} €[¢,1-¢] olmak iizere

x,, =P((1-a,)x, +a,SP[(1-B,)x,+B,Tx,]), x, €K, n>1,
seklinde olusturulan iterasyon yontemi i¢in asagidaki sonuglar elde edildi:
(a) Eger E nin duali E", Kadec-Klee dzelligine sahip ise {x,} dizisi bir x" € F, N F}
noktasina zayif yakinsar.
(b) Eger T ve S, (A) sartin1 saglarsa {xn} dizisi bir x* € F, N F, noktasma kuvvetli

yakinsar.
Bu sonuglarin ayrintili ifadeleri ise su sekildedir :
5.1.1. Sonug: E, reel uniformly konveks Banach uzayi, Kadec-Klee 6zelligine sahip

olan E*, E nin duali, K da E nin bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi ve

genislemeyen ¢ekmesi olsun. F. N F #(J olacak sekilde 7,5 :K — E genislemeyen
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iki doniigiim ve uygun bir ¢ € (0,1) i¢in {e,} ve {8}, [¢,1—¢] da diziler olsun. Keyfi
x, € K dan baslayarak {x,} dizisini (4.4) seklinde tammlayalim. Bu durumda {x,}

dizisi S ve T' nin ortak bir sabit noktasina zayif yakinsar.

5.1.2. Sonug¢: E, reel uniformly konveks Banach uzayi, K da E nin bos olmayan

kapali, konveks bir alt kiimesi ve genislemeyen ¢ekmesi olsun. F, N F,; #C olacak
sekilde T7,S:K — E genislemeyen iki donlisim ve uygun bir ¢e(0,1) igin
{a,} ve {B,}, [e,1-¢] da diziler olsun. Keyfi x, €K dan baslayarak {x,} dizisini
(4.4) seklinde tamimlayalim. Farz edelim ki T, (4) sartin1 saglasin. Bu durumda {x, }

dizisi S ve T' nin bir ortak sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

5.1.3. Sonug: E, reel uniformly konveks Banach uzayi, K da E nin bos olmayan

kapali, konveks bir alt kiimesi ve genislemeyen ¢ekmesi olsun. F, N F, #J olacak
sekilde 7,S:K — E genislemeyen iki donlisim ve uygun bir &€ (0,1) icin
{an} ve { ﬂn}, [8,1—8] da diziler olsun. Keyfi x, € K dan baslayarak {xn} dizisini
(4.4) seklinde tanimlayalim. Farz edelim ki S(K)NT(K), X in kompakt bir alt
kiimesinde igerilsin. Bu durumda {x,} dizisi S ve7 nin bir ortak sabit noktasina

kuvvetli yakinsar.

Ikinci ve son olarak da, ortak kararlilik (common stability) ile ilgili yeni bir tamim
yapilarak yukarida belirtilen kendi {izerine olmayan ve genislemeyen iki doniistimiin

ortak kararli olduklar1 ispatlanmustir.

5.2. Sonug¢: E, reel uniformly konveks Banach uzayi, K da E nin bos olmayan kapali,

konveks bir alt kiimesi ve genislemeyen ¢ekmesi olsun. F, N F; =< olacak sekilde
T,S:K — E genislemeyen iki doniisiim ve uygun bir £€(0,1) i¢in {e,} ve {8},

[¢,1-¢] da diziler olsun. Keyfi x, € K dan baslayarak {x,} dizisini (4.4) seklinde
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tanimlayalim. Eger {xn} dizisi S ve T' nin bir ortak sabit noktasina yakinsiyor ise o

zaman lime, =0 dir. Yani, 77 ve S dontisiimleri ortak kararlidir (common stable).

n—>0
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