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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

ASIMTOTIK GENISLEMEYEN RASTGELE OPERATORLERIN FARKLI
SINIFLARI ICIN RASTGELE SABIT NOKTA SONUCLARI

Muhammed Emin BATUHAN

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Prof. Dr. Isa YILDIRIM

Amac¢: Bu calismada, ayrilabilir Banach uzaylarinda asimtotik genislemeyen rastgele
operatorlerin bazi smiflarmin sabit noktalari ile ilgili yakinsama sonuglarinin elde edilmesi
amaclanmaktadir.

Yontem: Tezdeki teoremler, matematiksel yontemler ve lemmalar yardimu ile ispatlanmustir.

Bulgular: Bu tezde, ilk olarak asimtotik genislemeyen rastgele operatorlerin sabit noktalar1 igin
bir rastgele iterasyon metodu olusturulmus ve bazi yakinsama sonuglart verilmistir. Daha sonra
Banach wuzaylarinda genellestirilmis asimtotik genislemeyen rastgele operatdr sinifi
tanimlanarak bu dontisiimlerin {i¢ sonlu ailesi i¢in hatali kapali rastgele iterasyon metodu ifade
edilmistir. Son olarak, bu iterasyon metodu kullanilarak ayrilabilir Banach uzaylarinda bazi
yakinsama teoremleri ispatlanmigtir.

Sonug: Iterasyon metotlar1 ve yakinsama teoremlerinde gecen bazi parametrelerin 6zel segimi
icin Banach uzaylarda ilgili sonuglara deginilmistir.

Anahtar Kelimeler: genellestirilmis asimtotik geniglemeyen rastgele operatorler, (B*) sarti,
iterasyon metotlari, ortak rastgele sabit nokta, diizgiin konveks Banach uzaylari.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

Random Fixed Point Results for Different Classes of Asymptotically Nonexpansive
Random Operators

Muhammed Emin BATUHAN

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. isa YILDIRIM

Purpose: In this study, it is aimed to obtain convergence results about fixed points of some
classes of asymptotic nonexpansive random operators in separable Banach spaces.

Method: The theorems in the thesis are proved with the help of mathematical methods and
lemmas.

Findings: In this thesis, firstly, a random iteration method for fixed points of asymptotic
nonexpansive random operators is defined and some convergence results are given. Then, the
class of generalized asymptotic nonexpansive random operators in Banach spaces is defined
and the implicit random iteration method is expressed for the three finite families of these
mappings. Finally, some convergence theorems have been proved in separable Banach spaces
using this iteration method.

Results: The relevant results in Banach spaces are mentioned for the special selection of some
parameters in the iteration methods and convergence theorems.

Keywords: generalized asymptotically nonexpansive random operators, Condition(B*),
iteration methods, common random fixed point, uniformly convex Banach spaces.
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi, 6zellikle 20. ylizyilin baslarindan itibaren matematiksel analizde
biiyiik ilerlemeler kaydetti. Bu donemde Hollandali matematik¢i Luitzen Egbertus Jan
Brouwer, Brouwer Sabit Nokta Teoremi olarak bilinen énemli bir sonucu ortaya koydu. Bu
teorem, siirekli bir doniisiimiin bir aralikta her zaman en az bir sabit noktaya sahip oldugunu
belirtir. Brouwer Sabit Nokta Teoremi, sabit nokta teorisinin temel taglarindan biri olarak kabul

edilir.

Olgiim teorisindeki ilk ¢alismalar, M.O. 4. yiizyilda Yunan matematik¢isi Eudoxus
tarafindan yapilmistir. Eudoxus, matematikte bir sayinin degerini belirlemek i¢in kullanilan bir
kavram olan "6l¢iim" kavramini ilk kez kullanmistir. Olgiim teorisi, bir sistemdeki 6l¢iimlerin
nasil yapilacagini, 6l¢iimlerin dogrulugunu ve hassasiyetini inceleyen bir matematik alanidir.
Olgiimler, dogrulugu ve hassasiyeti belirli bir derecede olan sayisal degerlerdir ve dl¢iim teorisi,

bu degerlerin nasil iiretilecegi ve nasil yorumlanacagi konularimi inceler.

Rastgele operatorler matematik, bilim ve teknolojide siklikla farkli amaclar ile
kullanilir. Rastgele Analiz ise matematigin en 6nemli alanlarindan biridir. Ayrica rastgele
teknikler, soyut ve uygulamali matematikte ¢ok yaygm bir kullanima sahiptir. Rastgele
operatorler, matematiksel modellerin ve simiilasyonlarin analizinde yaygin olarak kullanilan
bir kavramdir. Bu operatorler, belirli bir dagilima gore rastgele olarak secilen veya iiretilen
degerleri kullanarak islemler gergeklestirir. Bu sekilde, belirli bir olasilik dagilimima sahip
verilerin simiilasyonunu yapabilir ve sonuglarini analiz edebiliriz. Rastgele operatorler,
rastgelelik kavramin1 matematiksel modellerde ve simiilasyonlarda temsil etmek i¢in kullanilir.
Genellikle, bir olasilik dagilimia dayali olarak veri {iretirler ve bu veriler tizerinde islemler
yaparlar. Rastgele operatdrler, bir dizi matematiksel yontem ve algoritma kullanarak rastgele

sayilar iiretirler ve bu sayilart modele veya simiilasyona dahil ederler.

Hans (1957, 1961) ve Spacek (1955), ayrilabilir tam metrik uzaylarda rastgele daraltan
doniisiimlerin rastgele sabit nokta teoremlerini ilk defa ispatlamislardir. Daha sonra Itoh (1979),
Hans ve Spacek’in teoremlerini cok degerli daraltan doniisiimlere genellestirmistir. Dolayisiyla

bu teori, lineer olmayan rastgele sistemlerin ¢6zlimiinii elde etmek i¢in kullanilan rastgele sabit



nokta teorisi ile ilgili ¢esitli fikirleri ve arastirma alanlarini igermektedir (Bharucha-Reid 1972).
Bu ¢aligsmalar1 dikkate alarak, Papageorgiou (1986), Xu (1990), Beg (1997, 2002a, 2002b), Xu
ve Beg (1998), Qihou (2001), Beg ve Shahzad (1994) ve pek ¢ok yazar rastgele dontisiimlerin
sabit noktalarina calismiglardir. Kararli operatdr teoride sabit noktalar1 elde etmek igin
literatiirde pek g¢ok farkli iterasyon metotlar1 ifade edilmis ve kullanilmistir (Mann 1953),
(Outlaw 1969), (Ishikawa 1974, 1976), (Ghosh 1997), (Park 1994), (Schu 1991a).



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, arastirma bulgular1 boliimiindeki ifadelerde kullanacagimiz temel tanim

ve teoremler ifade edilecektir.

Tanim 1: X kiimesinin alt kiimelerinin bostan farkli [J sinifi

. VM,NeJigmhM\NE]J
. VM,NeJicihMUN € J

yukaridaki i ve ii sartlarin1 saglarsa J sinifina halka denir. Yukarida verilen ii sart1 yerine

iii. VkeNiginM€J =2U, M € J
sart1 alinirsa J halkasina bir — halka denir (Balc1 1998).

Tamm 2: Keyfi bir X kiimesinin J sinifi asagida verilen sartlar1 saglarsa J smnifina X

kiimesi Uzerinde bir cebirdir denir.

i. Xe€/J,
i. VNeEJicnN' =X\N€J,
iii. k= 1,2,...,mig:in]\fk EJ = U;(nzl Nk € (7

Yukarida iii sart1 yerine

iv. VmeNiginMN,€J=>Um_ N, €J
iv sart1 alinirsa (J ye o— cebiri denir (Balc1 1998).

Ornek 1: X keyfi bir kiime ve J de keyfi bir X kiimesinin kuvvet kiimesi olsun. J, X
tizerinde bir g— cebiridir (Balc1 1998).

Ornek 2: X =N, J={0,{1,3,5,..,.2n —1,..},{2,4,6, ...,2n, ...}, X} olarak alinirsa
J smnifi yukarida ifade edilen Tanim 2’deki 1, 11 ve iv sartlarini sagladigi i¢in X {izerinde bir o -

cebiridir (Balct 1998).



Ornek 3: X keyfi bir kiime ve J = {@, X} sinifi verilsin. J, X kiimesinde bir o— cebiridir
(Balc1 1998).

Tamm 3: R™ de her (a, b) araliklarinin olusturdugu o— cebirine Borel Cebiri denir ve
B(R™) olarak ifade edilir. B(R™) Borel Cebir’inin elemanlarinin tiimii Borel Kiimesi olarak
adlandirilir (Balct 1998).

Tamm 4: J, X kiimesi lizerinde bir o— cebiri olsun. Burada (X, () ikilisine dl¢iilebilir

uzay denir. Ayrica J smifindaki her kiime ise J— dl¢iilebilir kiime ile ifade edilir. (Balc1 1998).

Tamm 5: (X, J) Olgiilebilir uzay, u ise genisletilmis reel degerli bir fonksiyon ve u
fonksiyonu J tizerinde tanimlanmis olsun. Eger u fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa bu

fonksiyona 6l¢ii fonksiyonu veya 6l¢ii ad1 verilir.

i @ =0,
. VN EeEJicinu(V) =0,
iii.  Herayrik (V) dizisi u(Upm=1Nm) = Xm=1 #(N;,) dir.

Ayrica J nin her elemaninin y fonksiyonu altindaki goriintiisii bir reel sayiya karsilik geliyorsa
u fonksiyonu sonlu 6l¢ii olarak adlandirilir. Ardindan X, her bir sonlu 6l¢iiye sahip sayilabilir

sayidaki kiimelerin birlesimi olarak ifade edilebiliyor ise u 6lgiisii o— sonludur (Balc1 1998).

Ornek 4: X bostan farkl1 bir kiime olsun. J = P(X) olarak segelim. £ € J icin

(0, L=0¢ise
‘u(L)_{+OO, L # @ ise

olarak tanimlanan p fonksiyonu 6l¢iidiir. Fakat dikkat edilirse yukaridaki iii. sarttan dolayi bu

6l¢ii sonlu ya da o— sonlu degildir (Balci 1998).

Tamim 6: f, U 6l¢iilebilir uzayi tizerinde tanimli doniistim ve herhangi bir X c R Borel

alt kiimesi i¢in f~1(X) kiimesi 6lgiilebilirse, f doniisiimiine dlgiilebilir denir (Balc1 1998).

Tamm 7: (X, J) olgiilebilir uzay olsun. f: X — R fonksiyonu 6l¢iilebilirdir & V o € R

i¢in

f_l((a,+00)) ={xeX:f(x) >a}eM



olur (Balc1 1998).

Ornek 5: Sabit fonksiyonlar ayni1 zamanda 6lgiilebilir fonksiyondur. Bunu gostermek

icin f(x) = k sabit fonksiyonunu ele alalm. V x € R i¢in
c=kise

{xeXif(x)>c}=0€Jg
vec < kise

{xeX:f(x)>c}=Xeg

olur (Balc1 1998).

Tamm 8: E, U X X ten X e bir operator ve V uy € X olsun. E(-,uy): U - X Olgiilebilir

ise, E ye rastgele operator denir.

E operatoriiniin m’inci iterasyonu E (£, E(£,E(¥, ..., E(£,uy)))) seklinde yazilir ve E™(¥€,u,)
notasyonu kullamlarak gosterilir. I: U X X — X rastgele doniisiimii icin I1(#,ug) = uo ve E® =

I dir.

Tanim 9: X ayrilabilir Banach uzay1 olsun. 0 ise X uzayinin bostan farkli bir alt kiimesi

olsun. E: U X ® — 0 nin rastgele bir operator oldugunu varsayalim. Eger E

I.  k(¥) - daraltan rastgele operator ise herhangi uy, v, € © ve £ € U igin
IE(f,uo) = E(2,vo)ll < k(£)llug — voll

sart1 saglanacak sekilde k: U — [0,1) 6l¢iilebilir donilisiimii vardir;

Ii.  kesin daraltan rastgele operator ise herhangi u,, vy € © ve £ € U igin
|E (L, up) — E(E,vo)ll < llug — voll
sartin1 saglar;
iii. zayif daraltan rastgele operator ise @(0) =0 ve tlim @(t) = oo olacak sekilde
@:[0,0) = [0, ) azalmayan ve siirekli doniisiim iken herhangi u,, vy € © ve her £ €
U i¢in
IE(€,uo) — E(€,vo)ll < llug — voll = @(llug — voll)

5



iv.

V.

Vi.

Vii.

viii.

sartin1 saglar;

genislemeyen rastgele operator ise V u,, vy € @ ve V£ € U igin

|E (L, up) — ECE,vo)ll < llug — voll
sartin1 saglar;

asimtotik  genislemeyen  rastgele  operator ise  V uy, vy € ©,m € Nicin
IE™ (€, u0) — E™ (€, vo)ll < 1 (D)llug — voll
sartin1 saglayacak sekilde V £ € U igin lim 7,(¢) = 1 olanr;,,: U = [1, o)
m-—oo

Olciilebilir fonksiyonlarin bir dizisi vardir;
asimtotik quasi genislemeyen rastgele operator ise p: U — 0, E nin rastgele bir sabit
noktast ve 77: U — 0 Olciilebilir bir fonksiyon olmak iizere
IE™ (€, n(£)) —pOl < (1 + 1. (ENIn(€) — pD)i
sartin1 saglayacak sekilde V£ € Uigin lim 7, (¢) = 0 olan r;,,: U = [1, )
m—oo

Ol¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi vardir;

diizglin L-Lipschitzian rastgele operator ise m = 1 ve L > 0 olmak iizere V ugy, vy €
OveV ¥ € Uigin
IE™ (£, uo) — E™ (€, vo)ll < Lllug — vyl

sartin1 saglar;

yar1 kompakt rastgele operatér ise {0,,}, U dan © ya taniml dl¢iilebilir doniistimiin bir
dizisi, {ka} dizisi V £ € U igin oy, (£) = @(£) sartin1 saglayan {g,,} in bir alt dizisi
ve o da U dan 0 ya olgiilebilir bir doniisiim olmak {izere V £ € U igin

lim llg (8) = EC6,om(@)l = 0

olur;

tamamen siirekli rastgele operatdr ise © da tamimli her {g,,} dizisi ¢ ya zayif yakinsak

iken {E (£, 0,,)} dizisi her £ € U i¢in E (£, 0) ya gii¢lii yakinsar (Beg and Abbas 2006).

Yukarida ifade edilen Tanim 9 dan asagidaki gerektirmeler yazilabilir.

a) Her daraltan rastgele operator ayni zamanda kesin daraltan rastgele operatordiir.

6



b) Her kesin daraltan rastgele operator ayni zamanda genislemeyen rastgele operatordiir.

c) Eger daraltan rastgele operator taniminda her £ € U ig¢in k(£) =1 alirsa
genislemeyen rastgele operator elde edilir.

d) Her asimtotik genislemeyen rastgele operatoriin rastgele sabit noktalar kiimesi bos
kiimeden farkliysa bu ayn1 zamanda asimtotik quasi genislemeyen rastgele operatordiir.
Ayrica her asimtotik genislemeyen rastgele operatér aynt zamanda diizglin L-

Lipschitzian rastgele operatordiir.
Fakat yukaridaki ifadelerin tersi her zaman dogru olmayabilir.
Tanim 10: Sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahip topolojik uzaya ayrilabilir uzay denir.

Tammm 11: p-normunun sonlu boyutlu vektér uzayma uyarlanmasiyla tanimlanan

fonksiyon uzayima Lebesgue uzay1 denir ve L? ile gosterilir.

Tanim 12: x: U — 0 dlgiilebilir fonksiyon olarak tanimlansin. V£ € Uve V r € (0, o)
igin f(r) > 0, f(0) = 0 iken V x igin

f(d(x(€), F)) < max {Ix(€) - E (6 x()I}

olacak sekilde f:[0, ) — [0, ) azalmayan fonksiyonu varsa F = NN, RF(E;) # @ ile U X
0® — 0 tamimli N siirekli rastgele operatorlerinin sonlu bir {E;: i € I} ailesi (B) sartin1 saglar
(Banerjee and Choudhury 2011).

Ug sonlu iterasyon ailesi igin bu tanim asagidaki gibi degistirebiliriz.

Tamm 13: {Ej: JjE ]}, {5] JjE ]} ve {JC] JjE ]} genislemeyen doniisiimlerinin ti¢ sonlu
ailesi ve F ise bostan farkl1 ortak sabit noktalar kiimesi olsun. Eger t > O igin f(t) > 0, f(0) =

0 ayrica x: U — O iken her £ € U ve her x igin

max {[x(0) = E;(£,x(D)I} = f(d(x(6), 1))
max (Jx(6) - §(&,x()]}) = F(dx(&), )

max {[x(0) = %;(6, x())Il} = F(d(x(2), F)



sartlarindan birisi saglanirsa yukaridaki tig aile sinifi (B*) sartin1 saglar denir.

Tammm 14: E, U X X ten X e bir operator olsun. Her £ € U icin E(£,:): X = X doniisimii

surekli ise E de sureklidir.

Tamm 15: E, U X X ten X e bir operator olsun. V £ € U i¢in E(¢,p(¥)) = p(¥) ise p,
E rastgele operatoriinlin bir sabit noktasidir. Burada p: U = X doniisiimii Olgiilebilir bir

fonksiyondur ve E nin rastgele sabit noktalariin kiimesi RF (E') olarak gosterilir.

Ornek 6: U = [0,1] ve X, Lebesgue’in dlgiilebilir U alt kiimelerinin sigma cebiri ve X =
R olsun. Burada a, b € R i¢in d(a, b) = |a — b| segelim. E operatorii U X X den X e tanimli

ve E(¢,x) = 10¢ — x olarak rastgele bir doniisim olsun. Burada 0: U0 — X Olgiilebilir
doniistimii her £ € U igin o(¥) = 1TM olsun. Burada g, E nin rastgele bir sabit noktasi degildir.

Ancak her £ € U i¢in E%(£,0(¢)) = o(?) rastgele operatdr denklemi gegerlidir. Burada o(#)
Olciilebilir doniisiimii farkli alinirsa E nin rastgele bir sabit noktasina sahip olabilecegi agikca

goriilmektedir (Beg and Abbas 2011).



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boéliimde arastirma bulgular1 kismindaki rastgele operatdrler i¢in gerekli olan tanim

ve lemmalara yer verilmistir.

1995 yilinda Choudhury rastgele Ishikawa iterasyon metodunu tanimladi ve bu metodu
Hilbert uzaylarinda kullanarak bazi rastgele sabit nokta teoremlerini kanitladi. Béylece rastgele
iterasyon metotlarinin gelistirilmesine katkida bulundu. Daha sonra bazi yazarlar, farkli
operatdr siniflarinin rastgele sabit noktalari igin farkli iterasyon metotlar: tanitti (Itoh 1979),
(Beg and Shahzad 1994), (O’Regan 1994), (Lin 1995), (Choudhury 2002), ( Khan et al. 2002),
(Banerjee and Choudhury 2011). Beg ve Abbas (2006), Banach uzaylarinda zayif daraltan ve
asimtotik genislemeyen rastgele operatorler igin (1) deki kapali iterasyon metodunu tanittilar.
Ayrica, bu yazarlar Banach uzaylarinda asimtotik quasi genislemeyen rastgele operatorlerin
sonlu bir ailesi i¢in ifade ettikleri iterasyon metodunun bu doniisiimlerin ortak rastgele sabit

noktasina yakinsadigini da gosterdiler.

Lemma 1: p > 1 ve r > 0 olacak sekilde sabit reel say1 olsun. Bir X Banach uzayimnin
diizglin konveks olmasi igin gerek ve yeter sart V x,y € B(0,7) ve w,(4) = AP(1—2) +
A(1 = )P igin

IAx+ (A =Dy IP<Alhx 1P+ @A =D Iy IP=w, Dgl x —y I?)

esitsizligini saglayan g(0) = 0 ve g:[0,0) — [0, ) seklinde taniml1 siirekli, artan ve kesin
konveks bir fonksiyonun olmasidir (Hong-Kun 1991).

Lemma 2: {a,,} ve {B,,} negatif olmayan reel diziler ve her m = 1,2,3, ..., igin

U1 < (1 + L)y, Ve YXoq B < ©

sartlar1 saglansin. Bu durumda

I. lim a,, limiti vardir.

m-—-0oo
ii. liminfa,, =0ise lim a,, = 0 dir (Qihou 2001).
m—oo m—oo



2006 yilinda Beg ve Abbas asagidaki iterasyon metodunu tanimlayarak bununla ilgili

yakinsama teoremini ispatlamislardir.

Teorem 1: X bir ayrilabilir diizgiin konveks Banach uzayi ve © ise X uzayinin bostan
farkli kapali sinirli konveks Dbir alt kiimesi olsun. E:UX 0O — 0, her £ €U igin
Yoo -1 (km(£) — 1) < oo sartin1 saglayan ve k,,,: U — [1, ) 6l¢iilebilir dizisine sahip, tamamen
stirekli, asimtotik genislemeyen bir rastgele operator olsun. g, U dan © ya tanimli dlgiilebilir

bir doniisiim olsun. Her £ € U,m = 0,1,2, ..., i¢in {{;,}, {nm} Ve {0} fonksiyon dizleri

Im(£) = ymE™ (4, Qm({))) +(1- ym)Qm(f);
Nm(€) = BnE™ (¥, Zm(‘g)) +(1- ﬁm)@m(‘g);
Om+1(£) = aE™ (€, 1 (£)) + (1 — am)om(?)

olarak ifade edilir. Burada {a,,}, {Bm} Ve {¥in} ise [0,1] araliginda tanimli reel sayilardir ve

ayrica 0 < liminfa,,, < limsup a,, < 1 ve 0 < liminf 3, < limsup B, < 1 sartlarin1 saglar.
m—-0oo m—oo

m—oo m—oo
O zaman {,,}, {nm} ve {om} fonksiyon dizileri E nin bir rastgele sabit noktasina yakinsar (Beg
and Abbas 2006).

Plubtieng vd (2007) yukaridaki c¢alismadan esinlenerek (1) numarali iterasyon
metodunu olusturarak rastgele operatdrlerin siniflari icin asagidaki bazi yakinsama sonuglarin

elde etmislerdir.

Tanim 16: E;, E,, E5: U X © = 0 ¢ rastgele operatdr olsun. Burada X bir ayrilabilir
Banach uzay1 ve 0 ise X uzaymin bostan farkli konveks bir alt kiimesidir. g, ise U dan © ya
tanimlanan Olgiilebilir bir doniisim ve {f,}, {fin}, {fin} ise U dan O ya tanimli 6lgiilebilir
fonksiyonlarin sinirli dizileri olsun. m = 0,1,2, ..., i¢in {{,,,}, {nm} ve {0} fonksiyon dizileri

her £ € U i¢in

Im(£) = amE3* (£, 0m(£)) + Bmom(£) + Ymfm (£),
Mm(®) = amE3" (£, {n(£)) + Prmom(€) + Ymfm (), @

om+1(€) = O ET* (€, 0 () + Bin@m (€) + Ymfm (£)

olarak tammlansin. Burada {ay}, {am}, {am}, {Bm}, (B}, {Bm}, {¥m}, {ym} ve {ym} ise [0,1]

araliginda reel say1 dizileri ve @, + By + Vin = Qm + B + Vm = A + Bm + Vm = 1 dir
(Plubtieng et al. 2007).
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Tezde I kiimesi, N dogal say1 olmak iizere I = {1,2, ..., N} seklinde tanimlanmustir.
Ayrica{S;:i € I}, {E;: i € I} ve {X;:i € I}ii¢ sonlu ailenin ortak sabit noktalarinin kiimesi F =
N . [RF(S;) N RF(E;) N RF(X;)] olarak gosterilmistir.

Teorem 2: X bir diizgiin konveks ayrilabilir Banach uzay1 ve 0 ise X uzayinin bostan
farkl1 ve konveks alt kiimesi olsun. E;, E,, E5: U X © — 0 yar1 kompakt asimtotik genislemeyen
rastgele operatdrler olsun. Ayricaher £ € Uigin Y70, 73 (£) < oo sartimi saglayanr; (£): 0 -
[0, 00) lgiilebilir dizi olsun. Her bir i = 1,2,3 icin F = N3_, RF(E;) # @ ve g,, U dan 0 ya
tanimli olgiilebilir bir doniistimdiir. (1) de {a,,}, {am} {@m} B} {Bm} B}, {¥m} {¥in} Ve
{Vin} reel say1 dizileri ile tamimlanan {o,,}, {n:m} Ve {{,,} fonksiyon dizileri asagidaki sartlari

saglasin.

i. Her m > mgy, 3my € Nvebazia € (0,1)ig¢in 0 < a < apy, A, Ay, < 1 — a dur.

i Xim=1¥m < 9, Xm=1¥m < % Ve Ypn—q ¥m < oo dur,

O halde {o:,.}, {nm} ve {¢y} dizileri F nin ortak bir rastgele sabit noktasina yakinsar (Plubtieng
et al. 2007).

X normlu bir uzay ve 0 ise X uzaymin bostan farkli konveks bir alt kiimesi olsun.
E,,E;, E3: 0 = 0 ¢ operator alalim. O zaman (1) de tanimlanan iterasyon metodu asagidaki

hatali iterasyona indirgenir ve

Om = VmE?fn(m + yr’n(m + Yé{hm:
NMm = ﬁmEgan + ﬁrIn(m + ﬁrlr,lgm'
Cme1 = amE{nnm + a;n(m + a;T,'L m

olarak ifade edilir.
Tammm 17: E;: U X © — O rastgele operatorlerin sonlu bir ailesi ve gy: U — 0 ise
olgiilebilir herhangi bir fonksiyon olsun. {g,,} fonksiyon dizisi m = (k — 1)N + i igin

om(®) = AmOm-1(£) + (1 — &) Ejon) (£, 0m(£)) 2)

olarak tanimlanir (Beg and Abbas 2006).

Beg ve Abbas 2006 yilinda Banach uzaylarinda zayif daraltan asimtotik genislemeyen

rastgele operatorleri igin tanittiklar1 kapali iterasyon metodu ile rastgele sabit noktalarina
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yakinsadigin1 gosterdiler. Ayrica, kapali bir rastgele iterasyonun, diizgiin konveks Banach
uzaylarinda asimtotik quasi genislemeyen rastgele operatorlerin sonlu bir ailesinin ortak
rastgele sabit noktasina yakinsadigini da kanitladilar. ifade ettikleri Teorem 3 ve Teorem 4 i,

Lemma 1 ve Lemma 2 ile ispatladilar.

Teorem 3: X bir ayrilabilir Banach uzay ve © ise X uzaymin bostan farkli kapali
konveks bir alt kiimesi olsun. Ayricaher £ € U ve i € ] igin },77_1 4; (£) < oo sartim1 saglayan
Ai, 10 — [1,00) olgiilebilir doniisiim dizisi ile {E;:i €]} ler Ux0dan® ya tanimli N
asimtotik quasi genislemeyen siirekli rastgele operatorler olmak iizere F = NN, RF(E;) # @
olsun. Burada g, U dan © ya tanimli 6l¢iilebilir bir doniisiimdiir. Bu durumda (1) de tanimlanan
kapali rastgele iterasyon metodunun {E;: i € J} rastgele operatorlerin ortak bir sabit noktasina

yakinsamast i¢in gerek ve yeter sart liminfd(g,,(#), F) = 0 olmasidir. Burada {«,,} dizisi,
m—oo

bazi s € (0,1) degerleri i¢in (s, 1 — s) agik araliginda yer alir (Beg and Abbas 2006).

Teorem 4: X bir diizgiin konveks ayrilabilir Banach uzay ve 0 ise X uzaymin bostan
farkl1 kapali sinirli konveks alt kiimesi olsun. Her £ € U ve i € | icin ;-1 4; (£) < oo sartim
saglayan A; :U — [1, ) 6l¢iilebilir doniisiim dizisi ile {E;:i € J} ler U x @ dan © ya tanimli
N diizgiin L-Lipschitzian, asimtotik quasi genislemeyen siirekli rastgele operatorler ve F =
NN, RF(E;) # @ olsun. {E;:i € J} ailesindeki operatorlerden en az birisinin yar1 kompakt
rastgele operator oldugunu kabul edelim ve buna E diyelim. g,, U dan © ya tanimli 6lgiilebilir
bir doniisiim olsun. {a,,} bazi s € (0,1) igin (s, 1 — s) acik bir araliginda reel sayilarin dizisi
olmak tizere (1) de tanimlanan kapali rastgele iterasyon metodu {E;: i € J} rastgele operatorlerin

ortak bir sabit noktasina yakinsar (Beg and Abbas 2006).

Tamm 18: X bir ayrilabilir Banach uzay1 ve © da X uzayinin bostan farkli kapali ve
konveks bir alt kiimesi olsun. g,: U = 0 bir keyfi 6l¢iilebilir doniisiim ve E: U X 0@ — © bir
zayif daraltan rastgele operatér olsun. U dan © ya tamimli {g,,,} fonksiyon dizisim = 0,1,2, ...,

ve her £ € U igin

Om+1() = (1 —ap)om(f) + amE(f' Qm(f))

olur ve burada 0 <a,, <1 ve Ya,, = © dir. O zaman {g,,} dizisi, E nin rastgele sabit
noktasina yakinsar (Beg and Abbas 2006).
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Daha sonra 2007 yilinda ise Plubtieng vd. Tanim 19 da ifade edilen kapali iterasyon
metodunu tanittilar ve diizglin konveks ayrilabilir Banach uzayda bazi sartlar altinda asimtotik
quasi genislemeyen rastgele operatorlerin sonlu bir ailesinin ortak bir rastgele sabit noktasi i¢in
baz1 yakinsama sonuglari elde ettiler. Bu sonuglar Beg ve Abbas’in (2006) sonuglarini

genisletmis ve gelistirmistir (Plubtieng et al. 2007).

Tamm 19: E;: U X © — O rastgele operatorlerin sonu bir ailesi ve gy: U — 0 6l¢iilebilir
herhangi bir fonksiyon olsun. Ayrica U dan © ya tanimli {f;,} dizisinin 6l¢iilebilir oldugunu
varsayalim. {f,,(€)}, © da toplanabilir dizi yani Y'.;n_; ||, (£)]| serisi yakinsak ve m = (k —
1)N +iolsun.vm=>=1veV¥ e Uigin

om(®) = Amm-1(£) + (1 — a)Ejcon) (£, 0m () + fin(£)
dir (Plubtieng et al. 2007).

Daha sonra, Banerjee ve Choudhury reel Banach uzayinda asimtotik genislemeyen
sonlu bir rastgele operator ailesi igin rastgele hatali iterasyonunu tanimladilar (Banerjee and
Choudhury 2011). Ayrica, bu iterasyonun diizgiin konveks Banach uzaylarinda bu tiir
operatorlerin ortak rastgele sabit noktasina yakinsadigini da kanitladilar. Bu iterasyon metodu

Tanim 20 de ifade edilmistir.

Tamim 20: E;: U X © — O rastgele operatorlerin sonlu bir ailesi ve gy: U = 0 6lgiilebilir

bir fonksiyon olsun. v m > 1ve vV £ € U igin

Qm({)) = aQO—l(f) + ,BmEik(gs) (& NMm ({))) + Ymfm ),

k(m)

3)
Mm(f) = amom(f) + mei(m) (£, Qm({))) + cmgm(f)

seklinde tanimlanir. Burada [0,1] arahi@indaki {a,,}, {Bm}, {¥m}, {am}, {bm} ve {c,,} dizileri
Am + B + VYm = @y + by, + ¢y = 1 sartimi saglar. © dan U ya tammbh {f;,} ve {g,,} dizileri

olgiilebilir fonksiyonlarin siirh dizileridir (Banerjee and Choudhury 2011).

Ardindan, Banerjee ve Choudhury (3) numarali iterasyon metodunu kullanarak
asagidaki Teorem 5 ve Teorem 6 y1 ifade ettiler ve ispatladilar. Bu sonuglar Plubtieng vd (2007)

sonuglarii genisletmekte ve iyilestirmektedir.

Teorem 5: X ayrilabilir bir Banach uzay1 ve © ise X uzaymin bostan farkli kapali

konveks bir alt kiimesi olsun. {r; }: U — [1, ) 8lciilebilir dizisi ile U X © dan © ya tammli N
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asimtotik genislemeyen rastgele operatorleri {E;: i € I} olmak tizere her £ € Uve heri € I =
{1,2,...,N}i¢in Yoy (rim(f) — 1) < oo sarti saglansin. F = N, RF(E;) # @ olsun ve (3) de
tanimlanan {g,,} hatali kapali rastgele iterasyon, 0 < @ < @, frn < L <1 Ve Y1 Vim < O,
Yoo —1Cm < oo sartlarini saglasin. O zaman {p,,} dizisinin, {E;,i € I} rastgele operatorlerinin
ortak bir rastgele sabit noktasina gii¢lii yakinsamasi igin gerek ve yeter sart d(0,,(¢),F) =
inf{llo,,(¥) —o(®)ll: 0 € F} iken her £ € U igin lmgfd(Qm({’):F) = 0 olmasidir (Banerjee

and Choudhury 2011).

Teorem 6: X diizgiin konveks ayrilabilir bir Banach uzay1 ve O ise X uzayinin bostan
farkli kapali konveks alt kiimesi olsun. {rim}: U - [1, ) Olgiilebilir dizisi ile U X © dan 0 ya
tanimli N diizglin L-Lipschitzian asimtotik genislemeyen rastgele operatorii {E;: i € I} olsun.
F = NN RF(E) # @ oldugunu varsayalim. Ayrica (3) de tamimlanan {p,,} hatali kapali
rastgele iterasyon, 0 < @ < @, B < B <1 Ve Y 1¥Vm < O, Y1 Cm < o0 sartlarini
saglasin. {E;: i € I} ailesi her £ € U igin (B*) sartin1 saglarsa o zaman {g,,, }, {E;, i € I} ailesinin

ortak bir rastgele sabit noktasina kuvvetli yakinsar (Banerjee and Choudhury 2011).

Tamm 21: 0, X normlu uzayinin bostan farkl bir alt kiimesi ve E: U X © — O rastgele

bir operator olsun. Eger V uy, vy € @ ve V£ € U igin
IE™ (8, up) = E™ (2, vo)ll < llug — voll + um (D)llug — voll + vin (£)

esitsizligi saglanacak sekilde lim u,,(#) =0 ve lim v,,(£) =0 sartlarim1 saglayan
m—0o m—0oo

Um(£): U = [0,00) ve v, (£): U - [0,0) dizileri varsa E ye genellestirilmis asimtotik

genislemeyen rastgele operator denir (Yildirim and Batuhan 2023).

Yukarida ifade edilen genellestirilmis asimtotik genislemeyen rastgele operatérde
Vi (£) = 0 alinirsa asimtotik genislemeyen rastgele operatoére indirgenmis olur. Yani her
asimtotik genislemeyen rastgele bir donlisim ayni zamanda genellestirilmis asimtotik
genislemeyen rastgele bir doniisiimdiir. Ancak bu ifadenin tersinin her zaman dogru olmasi

gerekmez.

Simdi asagida bu tez calismasinda tanimladigimiz iterasyon metotlarini sirasiyla ifade

edecegiz.
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Tamm 22: X bir ayrilabilir Banach uzay ve ©, X uzayinin bostan farkli bir alt kiimesi
ve E1,Ep E5:U X0 — 0 ise ili¢ rastgele operator olsun. Ayrica ¢,:U — © o6lgiilebilir bir
dontisim ve U dan O ya tanimli {f;,}, {gm}, {h;n} dizileri 6lgiilebilir fonksiyonlarin smirh

dizileri olsun. Her ¢ € U, m = 0,1,2, ..., i¢in {0}, {5, } ve {¢_} fonksiyon dizileri

om(®) = Yimé,, (&) + YmET (&, €) + Ymhm(£),
¢ (£) = BmEF (£, 0m(£)) + Brngm(f), 4)
£ 1 (0) = anEl (4,5, (0) + tpfin(£)

olarak tanimlanir. Yukaridaki {a@n}, {Bm}, (Vi) {am}, (B} {vm}, ve {ym} ise [0,1]
araligindaki reel sayilarin dizileridir. Ayrica @, + @ = B + Bm = Ym + Vi + Vi = 1 dir.

Tamim 23: X ayrilabilir bir Banach uzay ve O ise X in bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
Ayrica §;, E;, K;: U X © = 0 rastgele operatorlerin ii¢ sonlu ailesi ve gy: U — 0 Ol¢iilebilir bir

fonksiyon olsun. V£ € U ve m = 1 igin
om(®) = @S (£,0m-1(0)) + BuEln (£,1:(£)) + Yinfon (£, (5)

Ylm(f) = AmOm () + bmf}cilzgr)l) (‘g' Qm(‘g)) + Cmgm(f)

dir. Burada {a,,}, {Bm}, {vm} {am}, {bm} ve {c,,} dizileri [0,1] araliginda yer alir. Ayrica a,, +
Bm+ Ym=am+by+cn,=1 ve {fp,}{gn} U dan O ya tamimlanan Olgiilebilir

fonksiyonlarmin sinirli dizileridir (Yildirim and Batuhan 2023).

Yukaridaki (5) iterasyonu kompakt bicimde ifade edilmistir. Bu iterasyonu agik olarak
asagidaki gibi yazabiliriz:
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(01(£) = 0181 (£, 00(£)) + B1E1 (£, a101.(£) + b1 K1 (£, 01 (£)) + ¢191(¥))
+y1f2()
02(f) = a38;,(£, 01(£)) + B2Ex(£,a202(f) + by K5 (£, 02(£)) + c292(¢))
+v2/2(¥)

on(®) = aySy (L, on-1(F)) + BNEn(f, anon(¥) + byKn (€, 05 (¥))
+engn () +vanfn(®)

Son+1(®) = ays1Sys1 (£ on () + By+1EF (£, ani10n+1(F)
+by 1 KL (€, 0n41 () + i1 gn+1 () + Vnsifus1(£)

02nv () = aznSan(f, 02n-1(¥)) + ﬁZNEz%/(f, azn02n (%)
+bon K (£, 028 (£)) + congan(£)) + Vanfon ()

O2nv+1(f) = aani1San+1 (£ 02 (£)) + ﬁ2N+1E13 (£, azn+102n+1 (%)
k+b2N+1K13(& 02n+1(0)) + Cans192nv+1(F)) + Vans1fon+1(F)

(4) ve (5) de tanimlanan iterasyon metotlart géz oniine alinarak yukaridaki rastgele
operator smifinin sonlu ailelerinin ortak sabit noktalarina kuvvetli yakinsama ile ilgili temel

sonuglar1 vermek i¢in ilk olarak asagidaki lemmalar ifade edilecektir.

Lemma 3: {a,,}, {Bm} Ve {0,n} negatif olmayan reel sayi dizileri olmak tizere
Om+1 = (1 + 6m)am + ﬁm
esitsizligi saglansin. ), &, < cove ), 3, < oo ise 0 zaman

I.  lim a,, vardr,
m—oco

m-—oo

ii. liminfa,, = 0ikenlim a, = 0 dir (Tan 1993).
m—-oo

Lemma 4: X diizgiin konveks Banach uzay ve {u,,} ve {v,,}, X te herhangi § > 0 i¢in

limsup ||u,, || < &, limsup ||u,]l < 6 ve lim ||[€,u,y, + (1 — €,)v, || = 8 olacak sekilde iki
m—0o

m-—-oo m-—-oo

dizi olsun. Ayrica0 < a < ¥, < b < 1 oldugunu varsayalim. O zaman lim || u,, — v, I=0
m—oo

olur (Schu 1991).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Simdi, (4) deki hatali rastgele iterasyon metodunu kullanarak asimtotik genislemeyen

rastgele operatdrler i¢in baz1 yakinsama teoremlerini ifade edecegiz.

Lemma 5: X bir diizglin konveks ayrilabilir Banach uzayi ve 0 ise X uzayinin bostan
farkli kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. Her £ € U'igin Y- p;, (£) < oo sartin1 saglayan
ve u; (£):0 - [0,0) Olgiilebilir doniisiimiin dizisi ile E;, E, E3: U x 0 —» 0 asimtotik
genislemeyen rastgele operatorler olsun. Ayrica her i = 1,2,3 i¢in F = N3_; RF(E;) # @ ve
(4) de tanimlanan {&,,(£)} dizisi Ypr—q @m < 00, Ym0 _1 Bin < 0, V€ Yoo _1 Vi < 0 sartlarini

saglasin. O zaman her bir £ € U ve her p(¥) € F i¢in lim ||&,,(¥) — p(£)|| limiti vardir.
m—co

Ispat: p: U - 0, E;, E, ve E; rastgele operatorlerinin ortak bir sabit noktas1 oldugunu
varsayalim. {f,,}, {9} ve {h,,} ise U dan © ya taniml1 6lgiilebilir fonksiyonlarin sinirli dizileri

olsun. O zaman asagidaki gibi

M) = Sll)lf;{llfm(i’) = PO, lgm(€) = pOI, 1hm (£) = (DI}

bir sonlu M (£) sayis1 vardir. Her m = 1 i¢in p,, (£) = max{y; (£)|i = 1,2,3} yazabiliriz. O
halde p,,(¥) = 0 ve lirr}) i, (£) = 0 ve
m-

1$m+1(€) = (Ol = llamET (4, ¢m(€)) + amfm (£) — (D) (6)
< amlET (2, sm(£)) = p(Ol + amll fin () = (Dl
< @ (1 + (O lsm () = pDIl + amll fin (£) — p(D]
< (1 + i (OMO)llgm () = (Ol + @
+ apllfim () = p(D)
dir. Benzer sekilde

lsm(8) = POl < B (1 + um(OM (D) llom () — p (D)l ()

+ B + Bmllgm (£) = (Dl
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ve
llom(®) = POl < ¥ (1 + Y () + i (OYMD) 15 (£) = (DI (8)

+ ¥m + Ymllhm (£) — p(O|

elde edilir. Simdi (7) ile (8) i birlestirirsek,
ll$m (&) = (Ol 9)
< YmBm(1 + tm(OME)) (L + Vi + s (OME)IEm(£) = p(D)l
+ B (1 + tm (OOM(E))Yim + Brn(1 + i (OME)) Yl (£) = (D]
+ B + Bullgm (&) — p(O)l
= Ym(1 = am = Ym) (1 + i (O)ME)) (L + ¥in + i (OMEN 1§ () — p(D]
+ B[l + v (1 + i (OOM(£))] + My (£)
< (1 + umOM@) A + Y + e (OME)NER (D) — p(O)l
+ B[l + v (1 + ()M (£))] + My (£)

bulunur. Burada

M (£) = B (1 + b (OM D))Vl () = (Ol + Bl gm () = p (D)l (10)

olarak secilmistir. Teoremin hipotezindeki kosullardan, ¥%_; m,,(¥) < o oldugunu elde
ederiz. (6) ile (9) esitsizliklerinden
1€ms1(8) = DO < An(tm(OME) (1 + Vi + U (OMENEn(®) — p(D) (11)
+ & (1 + tm(OMD) B[l + Vi (1 + (DM ()]
+ & (1 + i (OME) )M (£) + &t + apll frn (£) = (D)
< A+ () + ¥ + i OME)IEm () — (DI
+ b (0) + ay,

ifadesi elde edilir ve burada

by (£) = am(l + .um(’?)M(’?)).Bm[l + Vr,n(l + um(f)M(f))] (12)
+ (1 + iy (OM ()M (£) + |l fin (&) — (D]

olarak secilmistir. Yani Yy Uy (£) < 0 ve Y _; by () < o oldugu anlamma gelir.

Lemma5 den her £ € U igin lim |[&,,41(£) — p(£)|| limiti vardir. Boylece ispat tamamlanir.
m-—0oo
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Lemma 6: X bir diizgiin konveks ayrilabilir Banach uzay ve O ise X uzayinin bostan
farkli kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. Ej, E,, E3: U X © — © asimtotik genislemeyen
rastgele operatorler olmak tizere her £ € U igin ) ;01 Uy, (£) < oo sartini saglayan u,,(£): U -
[0, 20) bliilebilir doniisiimlerin bir dizisi olsun. Her i = 1,2,3 i¢in F = N3_; RF(E;) # @ dur.
(4) de tamimlanan {&,,,(€)} dizisi asagidaki sartlar1 saglasin.

i. Herm > mgy, 3my E Nvebazia € (0,1) igin 0 < @ < @, By Vi < 1 — a dir.
i Xme1 @' <00, Yoy B <0 Ve Ynog Vi < 0 dur,
O halde her £ € U i¢in
lim [[E (2,6 (0)) = & (D) (13)
= lim [IE} (£, 0(£)) — (0]
lim [IE7(8,609) — £n O

=0

dir.

Ispat: p(£) € F olsun. Lemma 5 den, her ¢ € U igin lim ||&,,41(€) — p(&)|| limitinin
m—oo
var oldugunu bilinmektedir. Bazi r = 0 i¢in lim |[£,,(¥) — p(¥)|| = r olarak yazilabilir. Her
m-—-0oo

birm > 1 i¢in, up, (£) = max{u; (¢)|i = 1,2,3} dir. (9) esitsizliginin her iki tarafinda limsup
alinirsa

limsup|[¢m, (£) — p(O)|l < limsup||&, () —p(D)ll =7 (14)

m—oo m—oo

bulunur. E; ve (14) kullanilirsa
limsup||ET" (4, ¢m (£)) — p(D)| < limsup(1 + pm (O () — (DIl <7 (15)

m—oo m—oo

elde edilir. Simdi asagidaki esitsizlikten

limjupIIEI”(f. ¢m(£)) =€) + am(fm(£) — En (O (16)
< “,Tfip”E{n({)' sm(0)) = pO)|| + [|am(fn(®) — & ()|
bulunur. (15) ve (16) dan
liglsgp IET* (£, ¢m(£)) — p(€) + am(fin(€) — Em@DI <7 17)

sonucu ¢ikar. Uggen esitsizligini kullanarak

limsup||$, () = p(£) + @y (fin () = SNl < 7 (18)

m-—oo

elde edilir. (4) den ve E; operatériiniin tanimindan
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r = lim [l (0) = p(O

= lim [lamET" (4, 5m(0) + Anfin (&) = (D)

= nLiLriollamE{n(gf gm({))) + ar,nfm({)) - (1 - am)p(g) - amp(f)

+ ama;nfm(f) - ama;n’fm(f) - ama;nfm(f) + ama;‘nfm(f)”

= lim [|am (BT (£, 6m(£) = P(0) + ai(fn(£) = &m(£))

+ (1= am)(Em(@®) = p(0) + ap(fin(®) — Em ()|
yukaridaki ifade elde edilir. (17), (18) ve Lemma 5 i kullanarak

Jim [[ET* (4, 6m(£)) = &m(D)Il = 0

(19)

(20)

elde ederiz. Simdi ise lim [|EJ*(£, 0, (£)) — En ()]l = 0 oldugu kanitlayalim. Her m > 1 igin
m—oo

1§ () = PO < IET* (£, 6 (£)) = Em (O + |ET* (£, 6 (£)) — (D)l

S ET(sm(£)) = Em (Ol + (1 + i (E)lgm (€) — Em (D)l

(21)

elde edilir. lim p, () = lim ||[E* (£, ¢m(£)) — & (£) ]| = 0 oldugundan, (14) ve (21) den
m—co m—oo

r = lim [1€,(£) = p(O)Il < liminf [j¢n (£) — Em (D)l

< limsup|l¢y, (£) = (DIl <7

m-—oo

yazilir. Boylece lim ||¢,,,(£) — p(¥)|| = r dir. (4) i ele alirsak
m—oo

llom () =Dl = (A + (I (D) = POl
+ VmllR () = p(D|

elde edilir. Simdi lim u,,(¥) = 0 = lim y,, ve {h,,(£)} nin simirh olmasini kullanilirsa
m—oo m—oo

limsupl[om () — p(O)l < limsup||&, (£) —pD)I <7

m—oo m—-oo

ve

limsup [|E5" (2, om (£)) = p(O)l

m-oo

< limsup (1 + ()2, 0m () —p(Dl <7

m—0oo
esitsizlikleri yazilir. Sonra
IEZ* (£, 0m(£)) — p(£) + B (g (£) — (D)
< EZ* (2 om(£)) = p(Ol + Brnll (gm (£) = Em (O
ifadesini goz oniline alalim. Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafinin limsup alirsak

limsup [|EZ" (£, 0m (£)) = p(£) + B (gm(£) = Sm(EDII = 7

m-—oo

olur. Yine liggen esitsizliginden
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limsup [[§m (€) = p(€) + B (gm(£) = SNl < 7

m—oo

bulunur. Devaminda lim [|¢,, (¥) — p(¥)|| = r oldugundan
m-—-0oo
r=lim [[$5,(£) —p(O)l (24)

= 1im [|BnEZ (6, em(£)) + Brngm(®) = (O

| (E2 (£, 0m(®) = P(®) + Biu(gm(®) — Em(D)))
12 || (1= B (6m(8) = P(E) + Bra(gm (8) — Em (D))
elde edilir. Son olarak Lemma 5 ile
nlli_r)rgollEﬁn(f’, om(®)) = &n(@Il =0
bulunur. Yukaridakine benzer olarak her £ € U igin
Tim [[E7(£,€,,(0) - £, 0| = 0

ifadesi de gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 7: X bir diizgiin konveks ayrilabilir Banach uzay ve 0 ise X uzaymin bostan
farkl1 kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. Ey, E,, E3: U X ©@ —» © operatorleri ya yari
kompakt asimtotik genislemeyen rastgele operatorler ya da tamamen siirekli rastgele
operatdrler olmak iizere, her £ € Uigin Y771 p; (£) < oo sartin1 saglayan p; (£): U — [0, )
dlciilebilir doniisiimiin dizisi olsun. Her i = 1,2,3 igin F = N3_, RF(E;) # @ dir. Ayrica &, ise
U dan O ya taniml bir dlgiilebilir doniisiim olsun. (4) de {a,}, {am}, {Bm} {Bm}, (Vi) {vm} Ve

{Vin} ile tamimlanan {£,,,}, {¢;n} Ve {0,,} fonksiyon dizileri asagidaki sartlar1 saglasin.

i. Herm > my,3my € Nvebazia € (0,1)icin 0 < a < &, By Vin < 1 — a dr.
ii' Z‘;.T?Lzl a, < 0, Z‘?ﬁl_:l BT,T'L < oove Z‘;.Y?I.:l )/7,77,. < ® dur

O zaman {£,,,}, {c;m} Ve {0,,} dizileri F nin bir ortak sabit noktasina yakinsar.

Ispat: p: U — 0, F nin ortak rastgele sabit nokta olsun. Lemma 6 dan her £ € U igin
Aim ET* (2, 0m (£)) = $m (Ol = Tim JIEZ*(£, ¢ (£)) = Em (O] (25)

= lim [|E'(£,6n(0) = En (D] = 0

ifadesi elde edilir. Her £ € U i¢cin m — oo iken
I$m+1(€) = (Ol < ARllET* (£, ¢ (£)) — En (DIl + amllfin () — & (Il > 0

bulunur. Daha sonra liggen esitsizligini kullanilirsa m — oo iken
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IET* (£, &m+1(£)) = Emer (D)l < lET* (£, Emaa (£)) — ET* (£, Em (D)) (26)
+ IET*$m () = Em(ON + 1Em () — Enar (O]
< A+ i EDNEm+1(E) = Em(Dl
+ET(E, Em(£)) — Em(O)l
+ 1Em () = &ner (DI — 0
elde edilir. Simdi her € € U i¢in (26) esitziliginden m — oo iken limit alinirsa

IEL (£, §m1(£)) = Smaa () (27)
< B2 (6 8me1(®)) = EP*H (8, (@) || + NETH (£, 6msa () = &mar (D]

= (1 + .um(e))llfrrwl({)) - E{Tlfm+1(€)” + ”Ein-'—l(#' €m+1({))) - Em+1(1?)” — 0

olur. O halde her £ € U igin lim ||E; (¢, &En(£)) — En(£)]] = 0 dir. Benzer sekilde
m-—oo

lim E2 (2, &n(£) — Em(DIl = lim |E3 (€, &m(£)) — En(OIl =0 (28)
limitleri bulunur.
Varsayalim ki E; yart kompakt siirekli rastgele operatdor ve her £ € U igin lim ||
m—-oo

E1(£,Em(£)) —Em(®) || = 0 olsun. O zaman {&,} nin {&,, } bir alt dizisi ve &, nmn & a
yakinsayacag sekilde dlgiilebilir bir &,: U — @ doniisiimii vardir. Olgiilebilir doniisiimlerin
{€m, } alt dizisi ve &: U — © doniisiimii dlgiilebilirdir. Her £ € U igin

Jim [|&n, () = E1 (£, & (D) = 160(8) — E1(£,80()l = 0 (29)
olur. Boylece &,(¢), E; in rastgele bir sabit noktasidir. 7}Liz)rcl)ollfm(f) =& @I limiti var
oldugundan, her £ € U igin r}g&o Em(®) = &(¥) yazilir. Burada benzer yontem kullanilirsa
¢o(¥) nin ayrica E, ve E;3 lin de rastgele bir sabit noktasi oldugu goriiliir. Dikkat edilirse her

£ € Uicinm — oo iken

l$m(€) = Em(Ol < Bin 1| EF* (2,00 (£)) — Emn(D+ Brallgm(€) — Em(£) 1= 0 (30)
ve

llom () = Em (DIl < ym IEF (£, & () = Eq (Ol + Yl b (£) = Em (DI =0 (31)
elde edilir. O halde her £ € U igin T}li_r)rgo cm(®) =& (F) ve Aiggogm(f) = &,(¥) bulunur.

Boylece {&,,.}, {¢im} Ve {0} fonksiyon dizileri F nin rastgele ortak bir sabit noktasina yakinsar.
Simdi, E;,E; E;:UX 0 — 0 den birinin tamamen siirekli rastgele operatér oldugunu

varsayalim. Ornegin E, i siirekli rastgele operator olarak segelim. O zaman {El (f, $my, (f))} nin

bir {E;(¢,&,,,(£))} seklinde bir alt dizisi vardir. Oyle ki k — oo iken El(f, $my, (f)) - &)
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olur ve her £ € U igin §:U — © dlgiilebilir bir doniisiimdiir. Lemma 6 dan lim 1€, (&) —
Ei(4,ém,(£))|| =0 oldugunu biliyoruz. E; in siirekliligi kullamlirsa, her £ € U icin
’ll_g)lo $m, () = &o(£) oldugu elde edilir. Bu ise her £ € U icin E; (£, §o(¥)) = &o(£) anlamina
gelir. Boylece &,(#), E; in rastgele bir sabit noktasidir. Lemma 5 den her £ € U igin
lim [18,(£) = (O limitinin var oldugunu  bildigimiz igin lim 1€, (&) — &(D)]| =0
yazilir. Bu nedenle, her £ € U igin lim [I£,(€) = & (&)l = 0 olur. Yani lim &n,(£) = §o(£)
bulunur. (30) ve (31) ifadeleri kullanilirsa her € € U igin T}lll}go cm(®) = & (L) ve T}llilgo om(®) =

&o(£) bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 8: X ayrilabilir bir Banach uzay1 ve 0, X in bos olmayan kapali bir konveks alt
kiimesi olsun. V£ €U ve Vi€l igcin §,E;,K;:U X0 — 0 genellestirilmis asimtotik
geniglemeyen rastgele operatorler olmak iizere {rim}: U - [1,) iken Y;r_y (rim -1)<
oo sart1 saglansin. F # @ oldugunu varsayalim. (5) te tanimlanan {g,, } iterasyonunun ek olarak
0<a<anBm<B<1lVedm_1Vm <O Ymeq Cm < o0 sartlarin sagladigin1 varsayalim.
O zaman {p,,} dizisinin, §;,E; ve X; rastgele operatorlerinin ortak bir sabit noktasina giiglii
yakinsamast i¢in gerek ve yeter sart d(0,,(£),F) = inf{]|0,,(¥) —o(®)|l:0 € F} iken V £ €
U i¢in l%rlrl)igfd(gm({’), F) = 0 olmasidir (Yildirim and Batuhan 2023).

Ispat: o € F yani o ortak bir sabit nokta olsun. {f;,,} ve {g,,,} smirl1 diziler oldugundan
dolay1 biz V¥ € U igin

M(£) = supl|fin(£) — (DIl V supllgm () — (D)

m=1 m=1

ifadesini yazabiliriz. Her £ € U i¢in M (£) < oo oldugu agiktir. Ayrica her m > 1 i¢in 1, (¥) =
{maxn; (£):i=1,2,...,N} oldugunu varsayalim. Her £ € U i¢in }.;7_; (rim(f) —1) <o
sartindan dolay1 Y,;r—; (1;,(£) — 1) < oo yazabiliriz. (5) kullanilarak

17 (8) = 2 (D)l (32)
= || amem(® + bnIie (£,0m(®) + cngm(®) — 0(O)||

< apllom(®) = 2Ol + b |3 (£,0m()) — 2B || + cmllgm(®) — (DI
< amllom®) = eIl + by emy D) llom () = 0O + by (£) + cM (&)
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= am”Qm(g) - Q(f)” + bm(l + .um({)))”Qm({)) - Q(f)” + bmvm(f) + CmM(f)
< (1+ @) llom®) = 0O + b vy (£) + cM(£)
elde edilir ve burada ,, (€) = 1ym)(£) — 1 dir. Ayrica,

llem () — e ()l

= || enSE (8, 0me s (8) + BmEl (£, 1(8)) + Vinfin () — 0B

< | S (8, 0m-1.(8) = 0(®) || + B | Bl (8.1 () — 2()

+ Yl fin(®) — 2Ol

< ATy Ollom—1(8) = 0Ol + Ty (8) + BonT sy (O 111 (£) — (D)
+ YmM(£) + BV (£)

< (1 + pn(E)llom-1(8) — (D)l

+ B (1 + (O + ()l (&) — (D) | + M (£)]

+ OV (£) + Bnvm (£) + ymM (£)

=t (1 + pn(@Dlom-1(8) = 0Ol + Br(L + i (E)?llom(®) — 2D
+ B (L + o (IM(E) + BV (£) + B (L + () by U (£)

+ OV () + Y M (£)

< (1 + pn(E)llom-1(8) — (D)l

+(1 = @) (1 + P () llom(®) — oDl

HBmCm (L + U () + Vi M(£) + BV (£)

+Lm (1 + U () by, (£) + @ v (£)

< apllom-1(€) = eI + (1 = ap + P (@)llom(®) — o (D)
HBmCm (1 + i (£)) + Y IM(8) + BV (£)

+L7m (1 + U () by vy (£) + @ v (£)

olur. Burada p,,(¥) = 2pm (£) + pm (£)? dir. Bu ise

m (€
lom(©) = eIl < llom—1(&) — (&) + Pa( )

N Bmem (1 +:m(l’)) + Vm

4 BV () & B (1 + o (£)) b0 (6
Am

llom () — e (D)l

m

M(£) + vm(f)
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Pm (%)
a

< llem-1(£) — e (DIl +

llom(£) — (Dl

M(£) + vm(f)

a
B (D) + B L+ i (£) b ()
a
ve
lem(® = e(Dl € ==V (®llem-1(8) — 2(O) (33)

Bmem (1 +pum () +Ym+Bmvm (£)
+Bm (1 +um (£)bmvm () +vm (£)
M
+ a—pm(f) 9

_ Pm(®) 4
= (1+ 22— llem-1(&) = el
Bmem (A +pum () +Ym+Bmvm (£)
+Bm (A +Um (£) bimvm () +vm (£)
M
. a—pm(?) 9

olmasimi gerektirir. Burada her #€U igin Y._; (rk(m) ) - 1) < oo kosulundan
Y1 Um(@) <o ve Y>_ pn(f) < oo oldugunu biliyoruz. Yani her £ € U igin

lim p,, () = 0 olur. Genellestirilmis asimtotik genislemeyen rastgele operatoriin tanimindan

m—oo

her £ € U i¢in lim v, (£) =0 limitine sahibiz. O zaman ¢ € U igin, her m > m, i¢in
m-—oo

Pm(®) < % olacak sekilde m; € N vardir. Boylece (33) den ve her m > m; igin sunu elde

ederiz:
pPm(®)
lom(®) = 0Ol < (1+2229) (1 + () llom1(6) ~ 0O (34)
+ (ﬁmcm(1+Hm(f))+Ym+ﬂmvm(fi:'ﬁm(1+Hm(f))bmvm(f)+vm(f)) ZM(f)
=1+ An@)llem-1(E) — e(D)l + 71, (£).
Burada
An(®) = 2229 (1 4 () + i (£)
m avm(f) m m
ve
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BmCm (1 +pm () +¥m+BmVm (€)+Bm (1+tm (£)) binvm (£) +vm (£)
om(®) = > 2M(2)

dir. Bunedenle 0o 1, (¥) < o ve Y > _; 0,(f) < oo ifadeleri elde edilir. Dolayisiyla

d(em(®),F) <1+ A (O)d(@m-1(£), F) + 01 (£)

olur. Lemma 4 i kullanarak biz her £ € U i¢in lim d(0,,(£), F) limitinin var oldugunu elde
m—oo

ederiz. Ayrica, her £ € U igin sahip oldugumuz teoremin kosulundan
lim d(om(¥),F) =0
m—oo

elde edilir. Beg ve Abbas’in (2006) ¢alismalarinda yer alan benzer ispat yontemini kullanarak
{om (£)} dizisinin her £ € U igin bir Cauchy dizisi oldugunu gorebiliriz. Bu nedenle p: U — F
olmak tlizere her £ €U i¢cin m — o ikeng,,(¥) = p(£) olur. Simdi p € F oldugu

ispatlanacaktir. Her £ € U igin m — oo iken g,,,(¥) = p(¥) igin m3 € N vardir ve her m > m4

€

i¢in |0, (£) —p(®)|| < @) dir. Her £ € U i¢in Tlll_r)rgo d(om(¥),F) = 0 oldugundan m, €

G

N vardir ve her m>m, i¢in d(o,(¥),F) <3(1+T1([))

dir. Yani her m >m, igin

€

lom(®) —o* (D)l < olacak sekilde o* € F vardir. Her £ € U i¢in lim v,,,(£) =0
3(1+711 () m-oo

oldugundan her m > ms icin v, (¥) < olacak sekilde mgs € N vardir. mg =

€
3(1+711(£))

max{ms, m,, ms} olsun. Simdi her [ € I ve m = my i¢in

IS:(£, p(£)) — (Ol < [I5:(£,p(£)) — " (D)l + lle*(£) — p(E)l
< IS8 p) =i, e* ()l + lle*(£) — p(O)l
<nOlle* @) —pOIl + v () + lle* (&) — p(D)I
=@ +r@)lle* ) —p@Il + v, (¥)
S@A+nr@lle” @) — emOIl+ (X + ()o@ —p@DI
+ 1+ (v (D)

€

<(1+n) 3(1+7(£)

€
3A+10) (A +7(6)

+ U+ 1O 357707 +6r1 o)

=€
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bulunur ve burada her £ € U ve herl € I i¢in §;(¢,p(¥)) = p(¥) dir. Benzer sekilde, her £ € U
ve herl € I i¢in E;(4,p(¥)) = p(¥) ve K;(£,p(¥)) = p(¥) dir. Bu nedenle, p € F olur. Yani
{om}, Si, E; ve K; nin bir ortak sabit noktasina gii¢lii yakinsar.

Lemma 7: X bir diizgiin konveks ayrilabilir Banach uzay ve 0 ise X in bos olmayan
kapali bir konveks alt kiimesi olsun. &;,E;, K;:UX 0O — 0 her £ €U ve her i €1 igin
Yim=1 (rim *) — 1) < oo sartini saglayan {rim}: U - [1, ) 6l¢iilebilir doniistimlerin dizisi ile
diizgiin L-Lipschitzian genellestirilmis asimtotik genislemeyen rastgele operatorler olsun. F +
@ oldugunu varsayalim. (5) de tanimlanan {g,,} iterasyonu 0 < a < @, B < B <1 ve

Yom=1 Ym < 0, 2m_1 Cyn < oo sartlarini da saglasin. O halde her # € U ve her [ = 1,2,...,N

icin
,}fﬂo”é’m(f) — 5t 0m®)| =0,
1im llgm (&) — Ei(£, em ()] = 0
ve

T}liggollQm(i’) — K (£, 0m(@NI =0
olur (Yildirim and Batuhan 2023).

Ispat: o € F keyfi bir nokta olsun. {f,,} ve{g,,}, U dan © ya tamml olgiilebilir

fonksiyonlarin sinirh dizileri oldugundan
M(£) = supl|fin(£) = (Dl V supllgm () — (D)
mz=1 mz1

yazilabilir. Yukaridaki esitlikten, her £ € U i¢in M (£) < oo dir. Ayricaherm > 1icinr, () =
{maxr; (£):i=1,2,..,N} oldugunu varsayalim. Bu her £ € U i¢in }.77_; (15,(£) — 1) <
dur. (34) i kullanarak

llom(®) — el < (1 + An(E)lem-1(€) — e (Dl + o (£)
yazabiliriz ve burada Y ;n—1 A (£) < 0o ve Yoy o (€) < oo dur.

Lemma 3 den her o € F ve her £ € U igin lim ||0,,(¥) — o(®)|| var oldugunu elde ederiz.
m-—0o

Simdi lim ||g,,(¥) — o(¥)|| = a, oldugunu varsayalim. (5) den
m—oo
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11m () = (Ol < (1 + i (E)lem (€) = (Ol + by v (£) + cM (£)

yazilir. Yukaridaki esitsizlikten her £ € U i¢in sunu elde ederiz:

limsup |7, (£) — oDl < a. (35)

m—oo

Ayrica
ap = lim [lom () — (Ol (36)

= lim || amSio (6 em-1(8) + BrEimy B () + Vimfm (&) = 0(O)||

= lim [|(1 = B) (Sigony (& 0m-1.(8) = (&) + Yim (fin(£) = Siiony (£, 0m-1(£)))

+ B (B @ (0)) = 00) + 1o (Fin®) = S (8o 0ma (00)) )
Her £ € U igin

5552 (2, 0m1.(8) = (&) + Yin (Fia(8) = Sty (& 0m—1(2)) )

< || S5 8 0m-1)) — 0@ || + ¥in | fin (& — 5L (. 0mr (0)

oldugunu biliyoruz. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinda limsup alarak asagidaki ifade elde

edilir:
- Sy (4 0m-1(£) = 0(£) @7
1mmsu
o +Yim ( frn(£) — Sik(%) (¢, Qm_l(i’)))
< timsup (|55 (2, em-1(2)) = @O || + i | in(&) = 555 (2. 01 (D))
_ (1 + tm(®)llem-1(&) = oDl + v (&)
- er_S)gp 'H/m ||fm (19) - Sik(%) (1?' Qm_l(g)) ||
= ap,
Ayrica
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|6 (2,1 () = 0(8) + Vi (Fn(8) — i (8, 0ms.(8))) |
< || EESD e mn(0)) = 0@ || + ¥in || fin(B) = Sty & 0m-1.(8))

< Ty DM () = 2O | + V() + Vi || fin (8) = Sieeny) (£ 0ms.(0))

esitsizligini de yazabiliriz. Yukaridaki esitsizlikte tekrar limsup alirsak

_ Eion) (8, 1m(£)) — 0(£)
limsup e(m)

(38)
mwo [+ (fn(0) = SEI (8, 01 (£)))

< limsup

m—oo

<(1 + () I () — (DIl + vm({’)>
+¥m || (fn(8) = SK) (£, 0m-1(®) )

Sa{;

elde ederiz. (36), (37), (38) ve Lemma 4 den her £ € U igin sunu elde ederiz:

Tim ||Ei (8 nm(€) = S (B em-1 ()| = 0. (39)

i(m) i(m)
Ayrica her £ € U ve m — oo iken
lom(®) = Si% (& om-1(0) (40)
S i) (€ 01 (£)) + By (£, 1 (£))
Frnfn () = Sigy (8 0m-1(0))
< B || Edy (&1 (0) = 80 (8, 0moa ()|

+ Yo || Fin () = Sl (£, 0m-1(£)) || = 0

olur. Dolayisiyla her £ € U ve her [ € [ igin

1im [lom(®) = S (4 omui(®) || = 0
dir.

O zaman (39) ve (40) 1 kullanilarak
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lom (@ — Eigo) @) || < [|om(® = Sigery (8 0m-1(£))||

i(m)

Sl (£, 0m-1(£) = Ejgons (6,1 (0))

+ st
elde edilir ve her £ € U igin
nlj_r)rgg”gm({’) — B (6 nm(0)| = 0 (41)
olur. Ayrica
Inm (£) — eI

= || amem® + buio (£, 0m () + cngm(®) — e(8)|
< amllon(®) = 0Ol + by | Fiiy (6, 0m(8) = 0(D) || + cmllom(®) — 2(O)I

i(m)

< amllem(®) = e (Dl + by tin (D llem (£) = (O + by (£) + cpllom () — 2Dl

ve
llem(£) — e ()l

= |amS{S (£ 0m-1(8)) + Bl (6,1 (£)) + ¥imfon(£) — 2(O)|

i(m)

i(m)

< |55 (£, 0m-1(0) — 0(O) || + B || B (8.1 (8)) — 0(2)

+ Vil fin (£) = 2(O)l
< @mln-1(Ollem-1(£) = oDl + @ vm—1(£) + BT (O) 11 (£) — 2 (D)

+ B Vm (£) + Yl fn (£) — e ()|

esitsizlikleri yazilir. (35) den her £ € U i¢in limsup ||1,,,(£) — o(£)|| < a, oldugunu biliyoruz.

m—oo

Ayrica

liminf 17, (€) = o(2)l

= linrlrl)igf {am”Qm(f) - Q(f)” + bmrm(f) [amrm—l({)”Qm—l({) - Q(f)” + amvm—l(g)

+ Bintin (O () — (Dl + Brvm () + Vil fin () — 0(OI] + cimllem (£) — (D)1}

oldugundan dolay1

a, < amap + bm[amat’ + ﬁmlimnl)igf ”nm(f) - Q(f)”]
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esitsizligini gelir. Yukaridaki esitsizlikten,
(1 - am)a{’
bin
(1 - am)a{’ - bmamat’
byBm

(1 —am — bmam)a{’
bmPBm

< Amap + ﬁmlimnl)igf Ilrlm(f) - Qm(‘g)”

< lmgfllnm(f) —om Il

< lmgfllnm(f) —om Il

ap < liminf {7, (£) — em (Ol
yazilir. Buradan

ap = lim [In,(£) —e(D)l

= 1im ||amen(®) + by (6, 0m(®) + cmgim(£) — 0(£)]

m—oo

1 = by)[em(®) = (®) + cr(gm(®) = om(®))] ‘
moo [|+by | K (8,0 (£)) = @(8) + ConGm(®) — 0 (D))

yazabiliriz. Boylece

limsup [l@;n (£) = @(£) + cm(gm () — em ()|

m-—-oo

< limsup [lem (£) — e (D)l + cll (gm (£) — em ()

m-—oo

Sa{)

olur ve

limsup | #(55 (£, em(0)) ~ () + cmgm (&) — em (D)

m-—oo
< limsup|| % (£, 0m (D) = 0| + cmllgm(®) — em (D]
m-—oo

< limsup 7, (O)llem (£) — e (O + v () + cimllgm () — em ()]

m—oo

Sa{;

yazilir. Lemma 4 kullanilirsa m — oo iken

|75 8, 0m(8)) = em(® || = 0

31



olur. (41) i kullanarak m — oo iken

llom(£) = (DIl - 0

elde edilir. Daha sonra her £ € U igin

Sl (8, 0m-1(£)) = Em(£, 0m (D)) (42)

IA

SET (£, 0mr (8) = Efen) (8,1 () || + || Bl (6.1 () = En (8 0m (8D |

< |55 (2, 0m-1(0) = EESD (£.1m(0) || + L | ELS ™ 8,11 (8)) — e (D)|

= 0 () + L || Efo ™ (.1 (£)) — @m(£)

bulunur ve burada a,,(£) = ”5"(’")(# Om—1(£)) — EX™ (o, nm(f))” dir.

i(m) i(m)

(39) dan, her £ € U ve m — oo iken ¢,,(¥) = 0 dir. Ayrica m = (m — N)(modN) iken m >

N olmak tizere

|EE i (00) = 0D )
< || ™ (@) ~ Ef2) (6 emen (0D
EX (8 0men (0) = EXT (8 ()

+ || B2 e nmn () = i (8, 0 m-ny-1 (£))|

+ || St (e ameny-1(8)) = em (B)||

esitsizligine sahibiz. Yine m = (k(m) — 1)N + i(m) oldugundan, k(m — N) = k(m) — 1 ve
i(m — N) = i(m) olur. (43) i kullanarak

| B (0) — em(®)| "
< [| By @ () = By om0

k k
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+ || B ot () = SET (8, 0 my-1.(O))

+ ][5  0anny-1(8) — 0m(@)|

< Llnm(®) — em-nOIl + Lllem-n£) = Nm-n Ol
+ op-n(f)
+ || SE N 8 em-ny-1(8) — em (D)

esitsizligini yazabiliriz. Ayrica

Skm) gk
lom®) — om_1 (DIl = AmS i(m) (£, om-1()) + BnE i(m) (¢, Um(f))H

mem (f) — Om-1 (f)

< || St (£, 0m—1.(£)) = @mr (B)|
+ B | Bl (6, 11 (£)) — 0 (B)|
< e (|| iy (8, 0me1(8) = @m(®)|| + llom(®) = @m-a (D)

+ B (|| Elor e, (1 (8)) = 0m(®) | + llom(®) = em-1(D1I)
ve
= e ||Sieony (8, 0mo1(8)) = @ (D) || + B || Effony) 1 (£)) — @ (D) |

+ (“m + ﬁm)”@m(f) - Qm—l({))”

= (1=t = F)llem(®) = ems (Ol < i || Sl (£, 0m-1(£)) — 0m (D)

+ B || B (811 (£)) = 0 ()|
= llom(®) = em-1(O

3 || SET (£, 0ms (8)) = 0m(®) || + B | Bl (81 (£)) = 2 ()|
B (1 —0m — ﬁm)
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_ @ [[Sicy (& oma(8) = om(®|| + Bin |

1-2Bm

Ef (8,1 (£) — 0m (D)

ve boylece her £ € U ve m — oo iken
lem(€) — em-1(O)Il = 0
olur. Her £ € U igin (42) ve (44) den

St (€ 0m-1(£)) = En(£,0m(®))||

< om(®) + 2 1m(®) = 0m-n (Ol + L2llom-n () = Nn-n (D]l
+ Loy (8) + L || S0 (8, 0m-ny-1 () — 0m (D)

< 0 () + L (l11(8) = eIl + lem(®) = em-n (DI

+ L lom-n (&) = Nun ()| + Ly (£)

+L [5G (£ e0n-m-1®) — en(® |
yazilir. Bunun devaminda m — oo iken
|55 (8, 0mr (8)) = Em(£, 0 (8| = 0 (45)
elde edilir. (40) ve (45) de m — oo iken limit alinirsa
llom(£) = En (£, em ()l (46)
< |len(® = Sie (£ em-1 (D) || + || Sk’ (£, 0m-1.(8)) = Em(£, 0:a(®))|| > 0

esitsizligi bulunur. Simdi her [ € {1,2, ..., N} i¢in (46) y1 kullanirsak ve her £ € U igin m — o

iken
lom(®) = Sm+1(£, 0m DI < llom (D) — 0mei DI + llome1(€) = St (8, 0ma i (D)
+ 1Sm+1(f, 0ms1(£)) — St (£, 0m (D)

< ”Qm({)) - Qm+l({))” + ”Qm+l({)) - 5m+l({); Qm+l({)))”
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+ Lllem+1(£) = em (D)l
< llem(®) = emu (Ol + llem+1(€) = ems1-1 (D)
+llom+1-1(£) = Sm+1(, 0m1 (D)
+ Lllem+1(£) = em (D)l
< llem @) = emur (Ol + llem+1(€) = ems1-1 (£l
+ loms1-1(€) = @mu (Dl
+ loms1-1(€) = Smri (£, @t (D)
+ Lllom+1(£) — em (D)l - 0
elde ederiz. Sonug olarak her £ € U ve her [ € I igin
1im [lom (6) — Su(f, em (DI = 0
dir. Yukaridaki benzer ispat yonteminden hareketle her £ € U ve her [ € [ igin
1im llom(®) = Ei(,0m(@)Il = 0 Ve lim llgm (&) = K,(6,om(ED]] = 0

oldugu gosterilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 9: X bir diizgiin konveks ayrilabilir Banach uzay1 ve O ise X in bos olmayan
kapali bir konveks alt kiimesi olsun. §;,E;, K;:U X0 — 0 diizgiin L-Lipschitzian
genellestirilmis asimtotik genislemeyen rastgele operatorler olmak tizere her i € I ve her £ € U
icin Y4 (rim({’) — 1) < oo sartin1 saglayan {rim}:U — [1,00) olgiilebilir bir dizi olsun.
Ayrica F # @ oldugunu varsayalim. (5) de tamimlanan {o,,} iterasyonu ek olarak 0 < a <
Ay P S B <1 Ve Yoy Vim < 0, X _1 Cm < o0 sartlarini saglasin. S;, E; ve XK; aileleri her
£ € U i¢in (B™) sartin1 sagliyorsa o zaman {g,,} iterasyonu §;, E; ve X; nin ortak bir rastgele

sabit noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar (Yildirim and Batuhan 2023).

Ispat: Teorem 8 den, her £ € Uicin lim d(o,,(£), F) limitinin var oldugunu biliyoruz.
m-—0oo

Lemma 7 ve (B*) sart1 ile

lim f(d(em(#),F)) =0
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oldugu agiktir. f nin tammindan lim d(e,,(¥), F) = 0 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla sonug
m—oo

Teorem 8 tarafindan elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 10: X bir diizgiin konveks Banach uzay1 ve © da X in bos olmayan kapali bir
konveks alt kiimesi olsun. §;, E;, K;: U X © = O, her i € [ ve her £ € U igin Y,;0_4 (rim(f) —
1) < oo sartin1 saglayan ve {rim}: U — [1, 00) olciilebilir fonksiyonlarin dizisiyle diizgiin L-
Lipschitzian genellestirilmis asimtotik genislemeyen rastgele operatorler olsun. §;, E; ve K;
ailelerinden en az birinin yar1 kompakt rastgele operator ve F # @ oldugunu varsayalim. (5) de
tamimlanan {o,,} iterasyonu ek olarak 0<a<ap,fm <L <1 Ve Ym_iVm<
0,1 Cm < oo sartlarini saglasin. O halde {g,,} iterasyonu §;, E; ve X; nin ortak bir rastgele
sabit noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar (Yildirim and Batuhan 2023).

Ispat: Lemma 7 den, her £ € U ve her [ € i¢in lim |[@,,(£) — S;(£, 0, (£l = 0
m-—-00

oldugunu biliyoruz. §; yari kompakt rastgele operator oldugunu varsayalim. Daha sonra g ise

U dan © ya taniml1 6l¢iilebilir bir doniisiim olmak lizere, her £ € U igin gy, (£) — o(¥) olacak

sekilde {0,,,(€)} nin alt dizisi {ka (£)} olsun. Bdylece her [ € I ve her £ € U igin
lo(®) = Su(t, (Ol = lim [lom, (&) = 8i(£,em, (D)) = 0

dir. Buradan g € F olur. {g,,(£)} her £ € U igin g, (£) = 0(¥) olacak sekilde {g,n, (£)} alt

dizisine sahip oldugundan, liminfd(g,,(¥), F) = 0 olur. Dolayisiyla istenen sonug, Teorem 8
m—oo

tarafindan elde edilir ve ispat tamamlanir.
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5. SONUC

Lemma 7, Teorem 8, Teorem 9 ve Teorem 10, asimtotik genislemeyen rastgele
operatorler ve diizgilin L-Lipschitzian asimtotik genislemeyen rastgele operatorler i¢in
de gecerlidir. Her bir £ € U ve her m > 1 i¢in v,,,(£) = 0 alinirsa, teoremlerimizin
sonuglar1 ortaya ¢ikar.

Kapali iterasyon metodunda her £ € U ve K = E igin S0 (£, @1 (£)) = @m—1(£)
alinirsa (5) iterasyon metodu, (3) iterasyon metoduna indirgenir. Boylece, Lemma 7,
Teorem 8, Teorem 9 ve Teorem 10, genellestirilmis asimtotik genislemeyen rastgele

operatorlerin {i¢ sonlu ailesi i¢in Banerjee ve Choudhury (2011) nin Lemma 3.1,

Teorem 3.1, Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 iinii genisletir ve gelistirir.

Her m € N ve her £ € U i¢in (5) iterasyon metodunda Sik(%)(f, Om-1(£)) = o0m_1(¥),
Am = by = . = 0 Ve f,,,() = 0 alinirsa (2) iterasyon motodu elde edilir. Boylece
sonuglarimiz Beg ve Abbas’in (2006) sirasiyla Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 yi
genisletir. Ayrica, sonuglarimiz Plubtieng ve digerlerinin (2007) sonuglarini genisletir
ve iyilestirir.
(4)de E; = E, = Es:=E ve a;,, = By = Yin = 0 alinirsa

om(f) = Ym$m(€) + YmE3" (§m £), (47)

Sm(€) = BmEF" (£, 0m(£)),

Sma1(€) = O ET" (£, 6 ()

iterasyon metodu elde edilir. Daha sonra, Teorem 7 den asagidaki sonug ifade edilir:
X bir diizgiin konveks ayrilabilir Banach uzayi ve 0 ise X uzaymin bostan farkli kapali
konveks bir alt kiimesi olsun. E: U X ® — © operatdrii, her £ € Uigin Yoi_; p; (£) <
oo sartin1 saglayan u; (£):U — [0,00) 0lgiilebilir dizisi ile ya yar1 kompakt asimtotik
genislemeyen rastgele operator ya da tamamen siirekli rastgele operator olsun. Her £ €
U i¢in RF(E) # @ dir. Ayrica &, U dan 0 ya taniml bir 6lgiilebilir doniisiim olsun.
(4) de {am}, {Bm}s {¥im} Ve {yi} ile tanimlanan {&,,}, {¢;n} ve {0} fonksiyon dizileri
herm > my,3my € Nvebazia € (0,1) igin 0 < @ < a,, < 1 — a saglasin. O

37



zaman {¢,,}, {cm} ve {0} fonksiyon dizileri F nin bir rastgele sabit noktasina

yakinsar.
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