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Amaç: Bu çalışmada, ayrılabilir Banach uzaylarında asimtotik genişlemeyen rastgele 

operatörlerin bazı sınıflarının sabit noktaları ile ilgili yakınsama sonuçlarının elde edilmesi 

amaçlanmaktadır. 

Yöntem: Tezdeki teoremler, matematiksel yöntemler ve lemmalar yardımı ile ispatlanmıştır. 

Bulgular: Bu tezde, ilk olarak asimtotik genişlemeyen rastgele operatörlerin sabit noktaları için 

bir rastgele iterasyon metodu oluşturulmuş ve bazı yakınsama sonuçları verilmiştir. Daha sonra 

Banach uzaylarında genelleştirilmiş asimtotik genişlemeyen rastgele operatör sınıfı 

tanımlanarak bu dönüşümlerin üç sonlu ailesi için hatalı kapalı rastgele iterasyon metodu ifade 

edilmiştir. Son olarak, bu iterasyon metodu kullanılarak ayrılabilir Banach uzaylarında bazı 

yakınsama teoremleri ispatlanmıştır. 

Sonuç: İterasyon metotları ve yakınsama teoremlerinde geçen bazı parametrelerin özel seçimi 

için Banach uzaylarda ilgili sonuçlara değinilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: genelleştirilmiş asimtotik genişlemeyen rastgele operatörler, (𝐵∗) şartı, 

iterasyon metotları, ortak rastgele sabit nokta, düzgün konveks Banach uzayları. 

 

Temmuz 2023, 41 sayfa 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

v 

 

ABSTRACT 

MASTER’S THESIS 

Random Fixed Point Results for Different Classes of Asymptotically Nonexpansive 

Random Operators 

 

Muhammed Emin BATUHAN 

Atatürk University  
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Supervisor: Prof. Dr. İsa YILDIRIM 

 

Purpose: In this study, it is aimed to obtain convergence results about fixed points of some 

classes of asymptotic nonexpansive random operators in separable Banach spaces. 

Method: The theorems in the thesis are proved with the help of mathematical methods and 

lemmas. 

Findings: In this thesis, firstly, a random iteration method for fixed points of asymptotic 

nonexpansive random operators is defined and some convergence results are given. Then, the 

class of generalized asymptotic nonexpansive random operators in Banach spaces is defined 

and the implicit random iteration method is expressed for the three finite families of these 

mappings. Finally, some convergence theorems have been proved in separable Banach spaces 

using this iteration method. 

Results: The relevant results in Banach spaces are mentioned for the special selection of some 

parameters in the iteration methods and convergence theorems. 

Keywords: generalized asymptotically nonexpansive random operators, Condition(𝐵∗), 
iteration methods, common random fixed point, uniformly convex Banach spaces. 
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1. GİRİŞ 

Sabit nokta teorisi, özellikle 20. yüzyılın başlarından itibaren matematiksel analizde 

büyük ilerlemeler kaydetti. Bu dönemde Hollandalı matematikçi Luitzen Egbertus Jan 

Brouwer, Brouwer Sabit Nokta Teoremi olarak bilinen önemli bir sonucu ortaya koydu. Bu 

teorem, sürekli bir dönüşümün bir aralıkta her zaman en az bir sabit noktaya sahip olduğunu 

belirtir. Brouwer Sabit Nokta Teoremi, sabit nokta teorisinin temel taşlarından biri olarak kabul 

edilir.  

Ölçüm teorisindeki ilk çalışmalar, M.Ö. 4. yüzyılda Yunan matematikçisi Eudoxus 

tarafından yapılmıştır. Eudoxus, matematikte bir sayının değerini belirlemek için kullanılan bir 

kavram olan "ölçüm" kavramını ilk kez kullanmıştır. Ölçüm teorisi, bir sistemdeki ölçümlerin 

nasıl yapılacağını, ölçümlerin doğruluğunu ve hassasiyetini inceleyen bir matematik alanıdır. 

Ölçümler, doğruluğu ve hassasiyeti belirli bir derecede olan sayısal değerlerdir ve ölçüm teorisi, 

bu değerlerin nasıl üretileceği ve nasıl yorumlanacağı konularını inceler. 

Rastgele operatörler matematik, bilim ve teknolojide sıklıkla farklı amaçlar ile 

kullanılır. Rastgele Analiz ise matematiğin en önemli alanlarından biridir. Ayrıca rastgele 

teknikler, soyut ve uygulamalı matematikte çok yaygın bir kullanıma sahiptir. Rastgele 

operatörler, matematiksel modellerin ve simülasyonların analizinde yaygın olarak kullanılan 

bir kavramdır. Bu operatörler, belirli bir dağılıma göre rastgele olarak seçilen veya üretilen 

değerleri kullanarak işlemler gerçekleştirir. Bu şekilde, belirli bir olasılık dağılımına sahip 

verilerin simülasyonunu yapabilir ve sonuçlarını analiz edebiliriz. Rastgele operatörler, 

rastgelelik kavramını matematiksel modellerde ve simülasyonlarda temsil etmek için kullanılır. 

Genellikle, bir olasılık dağılımına dayalı olarak veri üretirler ve bu veriler üzerinde işlemler 

yaparlar. Rastgele operatörler, bir dizi matematiksel yöntem ve algoritma kullanarak rastgele 

sayıları üretirler ve bu sayıları modele veya simülasyona dahil ederler. 

Hanš (1957, 1961) ve Spacek (1955), ayrılabilir tam metrik uzaylarda rastgele daraltan 

dönüşümlerin rastgele sabit nokta teoremlerini ilk defa ispatlamışlardır. Daha sonra Itoh (1979), 

Hanš ve Spacek’in teoremlerini çok değerli daraltan dönüşümlere genelleştirmiştir. Dolayısıyla 

bu teori, lineer olmayan rastgele sistemlerin çözümünü elde etmek için kullanılan rastgele sabit 
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nokta teorisi ile ilgili çeşitli fikirleri ve araştırma alanlarını içermektedir (Bharucha-Reid 1972). 

Bu çalışmaları dikkate alarak, Papageorgiou (1986), Xu (1990), Beg (1997, 2002a, 2002b), Xu 

ve Beg (1998), Qihou (2001), Beg ve Shahzad (1994) ve pek çok yazar rastgele dönüşümlerin 

sabit noktalarına çalışmışlardır. Kararlı operatör teoride sabit noktaları elde etmek için 

literatürde pek çok farklı iterasyon metotları ifade edilmiş ve kullanılmıştır (Mann 1953), 

(Outlaw 1969), (Ishikawa 1974, 1976), (Ghosh 1997), (Park 1994), (Schu 1991a).



 

 

 

3 
 

2. KURAMSAL TEMELLER 

Bu bölümde, araştırma bulguları bölümündeki ifadelerde kullanacağımız temel tanım 

ve teoremler ifade edilecektir. 

Tanım 1: 𝑋 kümesinin alt kümelerinin boştan farklı 𝒥 sınıfı  

i. ∀ ℳ,𝒩 ∈ 𝒥 için ℳ ∖𝒩 ∈ 𝒥 

ii. ∀ ℳ,𝒩 ∈ 𝒥 için ℳ∪𝒩 ∈ 𝒥 

yukarıdaki i ve ii şartlarını sağlarsa 𝒥 sınıfına halka denir. Yukarıda verilen ii şartı yerine  

iii. ∀ 𝑘 ∈ ℕ için ℳ𝑘 ∈ 𝒥 ⇒ ∪𝑘=1
∞  ℳ𝑘 ∈  𝒥  

şartı alınırsa 𝒥 halkasına bir 𝜎– halka denir (Balcı 1998). 

Tanım 2: Keyfi bir 𝑋 kümesinin 𝒥 sınıfı aşağıda verilen şartları sağlarsa 𝒥 sınıfına 𝑋 

kümesi üzerinde bir cebirdir denir. 

i. 𝑋 ∈ 𝒥, 

ii. ∀ 𝒩 ∈ 𝒥 için 𝒩′ = 𝑋 ∖𝒩 ∈ 𝒥, 

iii. 𝑘 = 1,2, … ,𝑚 için 𝒩𝑘 ∈ 𝒥 ⇒  ∪𝑘=1
𝑚  𝒩𝑘 ∈ 𝒥. 

 Yukarıda iii şartı yerine 

iv. ∀ 𝑚 ∈ ℕ için 𝒩𝑚 ∈ 𝒥 ⇒ ⋃𝑚=1
∞  𝒩𝑚 ∈ 𝒥 

 iv şartı alınırsa 𝒥 ye 𝜎– cebiri denir (Balcı 1998). 

Örnek 1: 𝑋 keyfi bir küme ve 𝒥 de keyfi bir 𝑋 kümesinin kuvvet kümesi olsun. 𝒥, 𝑋 

üzerinde bir 𝜎– cebiridir (Balcı 1998). 

Örnek 2: 𝑋 = ℕ, 𝒥 = {∅, {1,3,5, … ,2𝑛 − 1, … }, {2,4,6,… ,2𝑛,… }, 𝑋} olarak alınırsa 

𝒥 sınıfı yukarıda ifade edilen Tanım 2’deki i, ii ve iv şartlarını sağladığı için 𝑋 üzerinde bir 𝜎 - 

cebiridir (Balcı 1998).  
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Örnek 3: 𝑋 keyfi bir küme ve 𝒥 = {∅, 𝑋} sınıfı verilsin. 𝒥, 𝑋 kümesinde bir 𝜎– cebiridir 

(Balcı 1998). 

Tanım 3: ℝ𝑛 de her (𝑎, 𝑏) aralıklarının oluşturduğu 𝜎– cebirine Borel Cebiri denir ve 

𝔅(ℝ𝑛) olarak ifade edilir. 𝔅(ℝ𝑛) Borel Cebir’inin elemanlarının tümü Borel Kümesi olarak 

adlandırılır (Balcı 1998). 

Tanım 4: 𝒥, 𝑋 kümesi üzerinde bir 𝜎– cebiri olsun. Burada (𝑋, 𝒥) ikilisine ölçülebilir 

uzay denir. Ayrıca 𝒥 sınıfındaki her küme ise 𝒥– ölçülebilir küme ile ifade edilir. (Balcı 1998). 

Tanım 5: (𝑋, 𝒥) ölçülebilir uzay, 𝜇 ise genişletilmiş reel değerli bir fonksiyon ve 𝜇 

fonksiyonu 𝒥 üzerinde tanımlanmış olsun. Eğer 𝜇 fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlarsa bu 

fonksiyona ölçü fonksiyonu veya ölçü adı verilir. 

i. 𝜇(∅) = 0, 

ii. ∀ 𝒩 ∈ 𝒥 için 𝜇(𝒩) ≥ 0, 

iii. Her ayrık (𝒩𝑚) dizisi 𝜇(⋃𝑚=1
∞  𝒩𝑚) = ∑𝑚=1

∞  𝜇(𝒩𝑚) dir. 

Ayrıca 𝒥 nin her elemanının 𝜇 fonksiyonu altındaki görüntüsü bir reel sayıya karşılık geliyorsa 

𝜇 fonksiyonu sonlu ölçü olarak adlandırılır. Ardından 𝑋, her bir sonlu ölçüye sahip sayılabilir 

sayıdaki kümelerin birleşimi olarak ifade edilebiliyor ise 𝜇 ölçüsü 𝜎– sonludur (Balcı 1998). 

Örnek 4:  𝑋 boştan farklı bir küme olsun. 𝒥 = 𝑃(𝑋) olarak seçelim. ℒ ∈ 𝒥 için 

𝜇(ℒ) = {
0, ℒ = ∅ ise 

+∞, ℒ ≠ ∅ ise 
 

olarak tanımlanan 𝜇 fonksiyonu ölçüdür. Fakat dikkat edilirse yukarıdaki iii. şarttan dolayı bu 

ölçü sonlu ya da 𝜎– sonlu değildir (Balcı 1998). 

Tanım 6: 𝑓, ℧ ölçülebilir uzayı üzerinde tanımlı dönüşüm ve herhangi bir 𝑋 ⊂ ℝ Borel 

alt kümesi için  𝑓−1(𝑋) kümesi ölçülebilirse, 𝑓 dönüşümüne ölçülebilir denir (Balcı 1998). 

Tanım 7: (𝑋, 𝒥) ölçülebilir uzay olsun. 𝑓: 𝑋 → ℝ fonksiyonu ölçülebilirdir ⇔ ∀ 𝛼 ∈ ℝ 

için 

𝑓−1((𝛼, +∞)) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > 𝛼} ∈ ℳ 
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olur (Balcı 1998). 

Örnek 5: Sabit fonksiyonlar aynı zamanda ölçülebilir fonksiyondur. Bunu göstermek 

için 𝑓(𝑥) = 𝑘 sabit fonksiyonunu ele alalım. ∀ 𝑥 ∈ ℝ için  

𝑐 ≥ 𝑘 ise 

{𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > 𝑐} = ∅ ∈ 𝒥 

ve 𝑐 < 𝑘 ise 

{𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > 𝑐} = 𝑋 ∈ 𝒥 

olur (Balcı 1998). 

Tanım 8: 𝐸, ℧ × 𝑋 ten 𝑋 e bir operatör ve ∀ 𝑢0 ∈ 𝑋 olsun. 𝐸(⋅, 𝑢0): ℧ → 𝑋 ölçülebilir 

ise, 𝐸 ye rastgele operatör denir. 

𝐸 operatörünün 𝑚’inci iterasyonu 𝐸(ℓ, 𝐸(ℓ, 𝐸(ℓ,… , 𝐸(ℓ, 𝑢0)))) şeklinde yazılır ve  𝐸𝑚(ℓ, 𝑢0) 

notasyonu kullanılarak gösterilir. 𝐼: ℧ × 𝑋 ⟶ 𝑋 rastgele dönüşümü için  𝐼(ℓ, 𝑢0) = 𝑢0 ve 𝐸0 =

𝐼 dır. 

Tanım 9: 𝑋 ayrılabilir Banach uzayı olsun. Θ ise 𝑋 uzayının boştan farklı bir alt kümesi 

olsun. 𝐸:℧ × Θ → Θ nın rastgele bir operatör olduğunu varsayalım. Eğer 𝐸 

i. 𝑘(ℓ) - daraltan rastgele operatör ise herhangi 𝑢0, 𝑣0 ∈ Θ ve ℓ ∈ ℧ için 

‖𝐸(ℓ, 𝑢0) − 𝐸(ℓ, 𝑣0)‖ ≤ 𝑘(ℓ)‖𝑢0 − 𝑣0‖ 

şartı sağlanacak şekilde 𝑘: ℧ ⟶ [0,1) ölçülebilir dönüşümü vardır; 

ii. kesin daraltan rastgele operatör ise herhangi 𝑢0, 𝑣0 ∈ Θ ve ℓ ∈ ℧ için 

‖𝐸(ℓ, 𝑢0) − 𝐸(ℓ, 𝑣0)‖ < ‖𝑢0 − 𝑣0‖ 

şartını sağlar; 

iii. zayıf daraltan rastgele operatör ise φ(0) = 0 ve   lim
𝑡→∞

φ(𝑡) = ∞ olacak şekilde 

φ: [0,∞) → [0,∞) azalmayan ve sürekli dönüşüm iken  herhangi 𝑢0, 𝑣0 ∈ Θ ve her ℓ ∈

℧ için 

‖𝐸(ℓ, 𝑢0) − 𝐸(ℓ, 𝑣0)‖ ≤ ‖𝑢0 − 𝑣0‖ − φ(‖𝑢0 − 𝑣0‖) 
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şartını sağlar; 

iv. genişlemeyen rastgele operatör ise ∀ 𝑢0, 𝑣0 ∈ Θ ve ∀ ℓ ∈ ℧ için 

‖𝐸(ℓ, 𝑢0) − 𝐸(ℓ, 𝑣0)‖ ≤ ‖𝑢0 − 𝑣0‖ 

şartını sağlar; 

v. asimtotik genişlemeyen rastgele operatör ise ∀ 𝑢0, 𝑣0 ∈ Θ,𝑚 ∈ ℕ için 

 ∥∥𝐸𝑚(ℓ, 𝑢0) − 𝐸
𝑚(ℓ, 𝑣0)∥∥ ≤ 𝑟𝑚(ℓ)∥∥𝑢0 − 𝑣0∥∥ 

şartını sağlayacak şekilde ∀ ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

𝑟𝑚(ℓ) = 1 olan 𝑟𝑚: ℧ → [1,∞) 

 ölçülebilir fonksiyonların bir dizisi vardır; 

vi. asimtotik quasi genişlemeyen rastgele operatör ise 𝑝: ℧ → Θ, 𝐸 nin rastgele bir sabit 

noktası ve 𝜂: ℧ → Θ ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere 

‖𝐸𝑚(ℓ, 𝜂(ℓ)) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ (1 + 𝑟𝑚(ℓ))‖𝜂(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

şartını sağlayacak şekilde ∀ ℓ ∈  ℧ için lim
𝑚→∞

𝑟𝑚(ℓ) = 0 olan 𝑟𝑚: ℧ → [1,∞)    

ölçülebilir fonksiyonların bir dizisi vardır; 

vii. düzgün 𝐿-Lipschitzian rastgele operatör ise 𝑚 ≥ 1 ve 𝐿 > 0 olmak üzere ∀ 𝑢0, 𝑣0 ∈

Θ ve ∀ ℓ ∈ ℧ için 

‖𝐸𝑚(ℓ, 𝑢0) − 𝐸
𝑚(ℓ, 𝑣0)‖ ≤ 𝐿‖𝑢0 − 𝑣0‖ 

şartını sağlar; 

viii. yarı kompakt rastgele operatör ise {𝜚𝑚}, ℧ dan Θ ya tanımlı ölçülebilir dönüşümün bir 

dizisi, {𝜚𝑚𝑘
} dizisi ∀ ℓ ∈ ℧ için 𝜚𝑚𝑘

(ℓ) → 𝜚(ℓ) şartını sağlayan {𝜚𝑚} in bir alt dizisi 

ve 𝜚 da ℧ dan Θ ya ölçülebilir bir dönüşüm olmak üzere ∀ ℓ ∈ ℧ için 

lim
𝑚→∞

∥∥𝜚𝑚(ℓ) − 𝐸(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))∥∥ = 0  

olur; 

ix. tamamen sürekli rastgele operatör ise Θ da tanımlı her {𝜚𝑚} dizisi 𝜚 ya zayıf yakınsak 

iken {𝐸(ℓ, 𝜚𝑚)} dizisi her ℓ ∈ ℧ için 𝐸(ℓ, 𝜚) ya güçlü yakınsar (Beg and Abbas 2006). 

Yukarıda ifade edilen Tanım 9 dan aşağıdaki gerektirmeler yazılabilir.  

a) Her daraltan rastgele operatör aynı zamanda kesin daraltan rastgele operatördür. 
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b)  Her kesin daraltan rastgele operatör aynı zamanda genişlemeyen rastgele operatördür. 

c)  Eğer daraltan rastgele operatör tanımında her ℓ ∈ ℧ için 𝑘(ℓ) = 1 alınırsa 

genişlemeyen rastgele operatör elde edilir. 

d) Her asimtotik genişlemeyen rastgele operatörün rastgele sabit noktalar kümesi boş 

kümeden farklıysa bu aynı zamanda asimtotik quasi genişlemeyen rastgele operatördür. 

Ayrıca her asimtotik genişlemeyen rastgele operatör aynı zamanda düzgün 𝐿-

Lipschitzian rastgele operatördür.  

 Fakat yukarıdaki ifadelerin tersi her zaman doğru olmayabilir.  

Tanım 10: Sayılabilir yoğun bir alt kümeye sahip topolojik uzaya ayrılabilir uzay denir. 

Tanım 11: 𝑝-normunun sonlu boyutlu vektör uzayına uyarlanmasıyla tanımlanan 

fonksiyon uzayına Lebesgue uzayı denir ve 𝐿𝑝 ile gösterilir. 

Tanım 12: 𝑥: ℧ → Θ ölçülebilir fonksiyon olarak tanımlansın. ∀ ℓ ∈ ℧ ve ∀ 𝑟 ∈ (0,∞) 

için 𝑓(𝑟) > 0, 𝑓(0) = 0 iken ∀ 𝑥 için   

𝑓(𝑑(𝑥(ℓ), 𝐹)) ≤ max
1≤𝑖≤𝑁

 {∥∥𝑥(ℓ) − 𝐸𝑖(ℓ, 𝑥(ℓ))∥∥} 

olacak şekilde 𝑓: [0,∞) → [0,∞) azalmayan fonksiyonu varsa 𝐹 = ⋂𝑖=1
𝑁  𝑅𝐹(𝐸𝑖) ≠ ∅ ile ℧ ×

Θ → Θ tanımlı 𝑁 sürekli rastgele operatörlerinin sonlu bir {𝐸𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} ailesi (𝐵) şartını sağlar 

(Banerjee and Choudhury 2011). 

Üç sonlu iterasyon ailesi için bu tanımı aşağıdaki gibi değiştirebiliriz. 

Tanım 13: {𝐸𝑗: 𝑗 ∈ 𝐽}, {𝒮𝑗: 𝑗 ∈ 𝐽} ve {𝒦𝑗: 𝑗 ∈ 𝐽} genişlemeyen dönüşümlerinin üç sonlu 

ailesi ve 𝐹 ise boştan farklı ortak sabit noktalar kümesi olsun. Eğer 𝑡 > 0 için 𝑓(𝑡) > 0,  𝑓(0) =

0 ayrıca 𝑥: ℧ → Θ iken her ℓ ∈ ℧ ve her 𝑥 için   

max
1≤𝑗≤𝑁

{ ∥∥𝑥(ℓ) − 𝐸𝑗(ℓ, 𝑥(ℓ))∥∥} ≥ 𝑓(𝑑(𝑥(ℓ), 𝐹)) 

max
1≤𝑗≤𝑁

 {∥∥𝑥(ℓ) − 𝒮𝑗(ℓ, 𝑥(ℓ))∥∥} ≥ 𝑓(𝑑(𝑥(ℓ), 𝐹)) 

max
1≤𝑗≤𝑁

{ ∥∥𝑥(ℓ) −𝒦𝑗(ℓ, 𝑥(ℓ))∥∥} ≥ 𝑓(𝑑(𝑥(ℓ), 𝐹)) 
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 şartlarından birisi sağlanırsa yukarıdaki üç aile sınıfı (𝐵∗) şartını sağlar denir. 

Tanım 14: 𝐸, ℧ × 𝑋 ten 𝑋 e bir operatör olsun. Her ℓ ∈ ℧ için 𝐸(ℓ,⋅): 𝑋 → 𝑋 dönüşümü 

sürekli ise 𝐸 de süreklidir. 

Tanım 15: 𝐸, ℧ × 𝑋 ten 𝑋 e bir operatör olsun. ∀ ℓ ∈ ℧ için 𝐸(ℓ, 𝑝(ℓ)) = 𝑝(ℓ) ise 𝑝, 

𝐸 rastgele operatörünün bir sabit noktasıdır. Burada 𝑝: ℧ → 𝑋 dönüşümü ölçülebilir bir 

fonksiyondur ve 𝐸 nin rastgele sabit noktalarının kümesi 𝑅𝐹(𝐸) olarak gösterilir. 

Örnek 6: ℧ = [0,1] ve Σ, Lebesgue’in ölçülebilir ℧ alt kümelerinin sigma cebiri ve 𝑋 =

ℝ olsun. Burada 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ için 𝑑(𝑎, 𝑏) = |𝑎 − 𝑏| seçelim. 𝐸 operatörü ℧ × 𝑋 den 𝑋 e tanımlı 

ve 𝐸(ℓ, 𝑥) = 10ℓ − 𝑥 olarak rastgele bir dönüşüm olsun. Burada 𝜚: ℧ ⟶ 𝑋 ölçülebilir 

dönüşümü her ℓ ∈ ℧ için 𝜚(ℓ) =
10ℓ

3
  olsun. Burada 𝜚, 𝐸 nin rastgele bir sabit noktası değildir. 

Ancak her ℓ ∈ ℧ için 𝐸2(ℓ, 𝜚(ℓ)) = 𝜚(ℓ) rastgele operatör denklemi geçerlidir. Burada 𝜚(ℓ) 

ölçülebilir dönüşümü farklı alınırsa 𝐸 nin rastgele bir sabit noktasına sahip olabileceği açıkça 

görülmektedir (Beg and Abbas 2011). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölümde araştırma bulguları kısmındaki rastgele operatörler için gerekli olan tanım 

ve lemmalara yer verilmiştir. 

1995 yılında Choudhury rastgele Ishikawa iterasyon metodunu tanımladı ve bu metodu 

Hilbert uzaylarında kullanarak bazı rastgele sabit nokta teoremlerini kanıtladı. Böylece rastgele 

iterasyon metotlarının geliştirilmesine katkıda bulundu. Daha sonra bazı yazarlar, farklı 

operatör sınıflarının rastgele sabit noktaları için farklı iterasyon metotları tanıttı (Itoh 1979), 

(Beg and Shahzad 1994), (O’Regan 1994), (Lin 1995), (Choudhury 2002), ( Khan et al. 2002), 

(Banerjee and Choudhury 2011). Beg ve Abbas (2006), Banach uzaylarında zayıf daraltan ve 

asimtotik genişlemeyen rastgele operatörler için (1) deki kapalı iterasyon metodunu tanıttılar. 

Ayrıca, bu yazarlar Banach uzaylarında asimtotik quasi genişlemeyen rastgele operatörlerin 

sonlu bir ailesi için ifade ettikleri iterasyon metodunun bu dönüşümlerin ortak rastgele sabit 

noktasına yakınsadığını da gösterdiler. 

Lemma 1: 𝑝 > 1 ve 𝑟 > 0 olacak şekilde sabit reel sayı olsun. Bir 𝑋 Banach uzayının 

düzgün konveks olması için gerek ve yeter şart ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵(0, 𝑟) ve 𝑤𝑝(𝜆) = 𝜆𝑝(1 − 𝜆) +

𝜆(1 − 𝜆)𝑝 için 

∥ 𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦 ∥𝑝≤ 𝜆 ∥ 𝑥 ∥𝑝+ (1 − 𝜆) ∥ 𝑦 ∥𝑝− 𝑤𝑝(𝜆)𝑔(∥ 𝑥 − 𝑦 ∥
𝑝) 

eşitsizliğini sağlayan 𝑔(0) = 0 ve 𝑔: [0,∞) → [0,∞) şeklinde tanımlı sürekli, artan ve kesin 

konveks bir fonksiyonun olmasıdır (Hong-Kun 1991). 

Lemma 2: {𝛼𝑚} ve {𝛽𝑚} negatif olmayan reel diziler ve her 𝑚 = 1,2,3,…, için 

𝛼𝑚+1 ≤ (1 + 𝛽𝑚)𝛼𝑚 ve ∑ 𝛽𝑚
∞
𝑚=1 < ∞ 

şartları sağlansın. Bu durumda 

i. lim
𝑚→∞

 𝛼𝑚 limiti vardır. 

ii. liminf
𝑚→∞

 𝛼𝑚 = 0 ise lim
𝑚→∞

𝛼𝑚 = 0 dır (Qihou 2001). 
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2006 yılında Beg ve Abbas aşağıdaki iterasyon metodunu tanımlayarak bununla ilgili 

yakınsama teoremini ispatlamışlardır.  

Teorem 1: 𝑋 bir ayrılabilir düzgün konveks Banach uzayı ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan 

farklı kapalı sınırlı konveks bir alt kümesi olsun. 𝐸: ℧ × Θ → Θ, her ℓ ∈ ℧ için 

∑𝑚=1
∞  (𝑘𝑚(ℓ) − 1) < ∞ şartını sağlayan ve 𝑘𝑚: ℧ → [1,∞) ölçülebilir dizisine sahip, tamamen 

sürekli, asimtotik genişlemeyen bir rastgele operatör olsun. 𝜚0, ℧ dan Θ ya tanımlı ölçülebilir 

bir dönüşüm olsun. Her ℓ ∈ ℧,𝑚 = 0,1,2, …, için {𝜁𝑚}, {𝜂𝑚} ve {𝜚𝑚} fonksiyon dizleri 

𝜁𝑚(ℓ) = 𝛾𝑚𝐸
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) + (1 − 𝛾𝑚)𝜚𝑚(ℓ), 

𝜂𝑚(ℓ) = 𝛽𝑚𝐸
𝑚(ℓ, 𝜁𝑚(ℓ)) + (1 − 𝛽𝑚)𝜚𝑚(ℓ), 

𝜚𝑚+1(ℓ) = 𝛼𝑚𝐸
𝑚(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) + (1 − 𝛼𝑚)𝜚𝑚(ℓ) 

olarak ifade edilir. Burada {𝛼𝑚}, {𝛽𝑚} ve {𝛾𝑚} ise [0,1] aralığında tanımlı reel sayılardır ve 

ayrıca 0 < liminf
𝑚→∞

𝛼𝑚 ≤ limsup
𝑚→∞

𝛼𝑚 < 1 ve 0 < liminf 
𝑚→∞

 𝛽𝑚 ≤ limsup
𝑚→∞

  𝛽𝑚 < 1 şartlarını sağlar. 

O zaman {𝜁𝑚}, {𝜂𝑚} ve {𝜚𝑚} fonksiyon dizileri 𝐸 nin bir rastgele sabit noktasına yakınsar (Beg 

and Abbas 2006).   

Plubtieng vd (2007) yukarıdaki çalışmadan esinlenerek (1) numaralı iterasyon 

metodunu oluşturarak rastgele operatörlerin sınıfları için aşağıdaki bazı yakınsama sonuçlarını 

elde etmişlerdir. 

Tanım 16: 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3: ℧ × Θ → Θ üç rastgele operatör olsun. Burada 𝑋 bir ayrılabilir 

Banach uzayı ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan farklı konveks bir alt kümesidir. 𝜚0 ise ℧ dan Θ ya 

tanımlanan ölçülebilir bir dönüşüm ve {𝑓𝑚}, {𝑓𝑚
′ }, {𝑓𝑚

′′} ise ℧ dan Θ ya tanımlı ölçülebilir 

fonksiyonların sınırlı dizileri olsun. 𝑚 = 0,1,2, …, için {𝜁𝑚}, {𝜂𝑚} ve {𝜚𝑚} fonksiyon dizileri 

her ℓ ∈ ℧ için 

                                    𝜁𝑚(ℓ) = 𝛼𝑚
′′𝐸3

𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) + 𝛽𝑚
′′𝜚𝑚(ℓ) + 𝛾𝑚

′′𝑓𝑚
′′(ℓ), 

                                    𝜂𝑚(ℓ) = 𝛼𝑚
′ 𝐸2

𝑚(ℓ, 𝜁𝑚(ℓ)) + 𝛽𝑚
′ 𝜚𝑚(ℓ) + 𝛾𝑚

′ 𝑓𝑚
′ (ℓ),                              (1) 

𝜚𝑚+1(ℓ) = 𝛼𝑚𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) + 𝛽𝑚𝜚𝑚(ℓ) + 𝛾𝑚𝑓𝑚(ℓ)  

olarak tanımlansın. Burada {𝛼𝑚}, {𝛼𝑚
′ }, {𝛼𝑚

′′ }, {𝛽𝑚}, {𝛽𝑚
′ }, {𝛽𝑚

′′ }, {𝛾𝑚}, {𝛾𝑚
′ } ve {𝛾𝑚

′′} ise [0,1] 

aralığında reel sayı dizileri ve 𝛼𝑚 + 𝛽𝑚 + 𝛾𝑚 = 𝛼𝑚
′ + 𝛽𝑚

′ + 𝛾𝑚
′ = 𝛼𝑚

′′ + 𝛽𝑚
′′ + 𝛾𝑚

′′ = 1 dir 

(Plubtieng et al. 2007). 
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Tezde 𝐼 kümesi, 𝑁 doğal sayı olmak üzere 𝐼 = {1,2, … ,𝑁} şeklinde tanımlanmıştır. 

Ayrıca {𝒮𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼}, {𝐸𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} ve {𝒦𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} üç sonlu ailenin ortak sabit noktalarının kümesi 𝐹 =

⋂𝑁𝑖=1 [𝑅𝐹(𝒮𝑖) ∩ 𝑅𝐹(𝐸𝑖) ∩ 𝑅𝐹(𝒦𝑖)] olarak gösterilmiştir.  

Teorem 2: 𝑋 bir düzgün konveks ayrılabilir Banach uzayı ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan 

farklı ve konveks alt kümesi olsun. 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3: ℧ × Θ → Θ yarı kompakt asimtotik genişlemeyen 

rastgele operatörler olsun. Ayrıca her ℓ ∈ ℧ için ∑𝑚=1
∞  𝑟𝑖𝑚(ℓ) < ∞ şartını sağlayan 𝑟𝑖𝑚(ℓ): ℧ →

[0,∞) ölçülebilir dizi olsun. Her bir 𝑖 = 1,2,3 için 𝐹 = ⋂𝑖=1
3   𝑅𝐹(𝐸𝑖) ≠ ∅ ve 𝜚0, ℧ dan Θ ya 

tanımlı ölçülebilir bir dönüşümdür. (1) de {𝛼𝑚}, {𝛼𝑚
′ }, {𝛼𝑚

′′ }, {𝛽𝑚}, {𝛽𝑚
′ }, {𝛽𝑚

′ }, {𝛾𝑚}, {𝛾𝑚
′ } ve 

{𝛾𝑚
′′} reel sayı dizileri ile tanımlanan {𝜚𝑚}, {𝜂𝑚} ve {𝜁𝑚} fonksiyon dizileri aşağıdaki şartları 

sağlasın. 

i. Her 𝑚 ≥ 𝑚0, ∃ 𝑚0 ∈ ℕ ve bazı 𝛼 ∈ (0,1) için 0 < 𝛼 ≤ 𝛼𝑚, 𝛼𝑚
′ , 𝛼𝑚

′′ ≤ 1 − 𝛼 dır. 

ii. ∑𝑚=1
∞  𝛾𝑚 < ∞,∑𝑚=1

∞  𝛾𝑚
′ < ∞ ve ∑𝑚=1

∞  𝛾𝑚
′′ < ∞ dur. 

O halde {𝜚𝑚}, {𝜂𝑚} ve {𝜁𝑚} dizileri 𝐹 nin ortak bir rastgele sabit noktasına yakınsar (Plubtieng 

et al. 2007). 

𝑋 normlu bir uzay ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan farklı konveks bir alt kümesi olsun. 

𝐸1, 𝐸2, 𝐸3: Θ → Θ üç operatör alalım. O zaman (1) de tanımlanan iterasyon metodu aşağıdaki 

hatalı iterasyona indirgenir ve 

𝜚𝑚 = 𝛾𝑚𝐸3
𝑚𝜁𝑚 + 𝛾𝑚

′ 𝜁𝑚 + 𝛾𝑚
′′ℎ𝑚, 

𝜂𝑚 = 𝛽𝑚𝐸2
𝑚𝜚𝑚 + 𝛽𝑚

′ 𝜁𝑚 + 𝛽𝑚
′′𝑔𝑚, 

𝜁𝑚+1 = 𝛼𝑚𝐸1
𝑚𝜂𝑚 + 𝛼𝑚

′ 𝜁𝑚 + 𝛼𝑚
′′𝑓𝑚 

olarak ifade edilir. 

Tanım 17: 𝐸𝑖: ℧ × Θ → Θ rastgele operatörlerin sonlu bir ailesi ve 𝜚0: ℧ → Θ ise 

ölçülebilir herhangi bir fonksiyon olsun. {𝜚𝑚} fonksiyon dizisi 𝑚 = (𝑘 − 1)𝑁 + 𝑖 için 

                                  𝜚𝑚(ℓ) = 𝛼𝑚𝜚𝑚−1(ℓ) + (1 − 𝛼𝑚)𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))                                   (2) 

olarak tanımlanır (Beg and Abbas 2006). 

 Beg ve Abbas 2006 yılında Banach uzaylarında zayıf daraltan asimtotik genişlemeyen 

rastgele operatörleri için tanıttıkları kapalı iterasyon metodu ile rastgele sabit noktalarına 
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yakınsadığını gösterdiler. Ayrıca, kapalı bir rastgele iterasyonun, düzgün konveks Banach 

uzaylarında asimtotik quasi genişlemeyen rastgele operatörlerin sonlu bir ailesinin ortak 

rastgele sabit noktasına yakınsadığını da kanıtladılar. İfade ettikleri Teorem 3 ve Teorem 4 ü, 

Lemma 1 ve Lemma 2 ile ispatladılar. 

Teorem 3: 𝑋 bir ayrılabilir Banach uzay ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan farklı kapalı 

konveks bir alt kümesi olsun. Ayrıca her ℓ ∈ ℧ ve 𝑖 ∈ 𝐽 için ∑𝑚=1
∞  𝜆𝑖𝑚(ℓ) < ∞ şartını sağlayan  

𝜆𝑖𝑚: ℧ → [1,∞) ölçülebilir dönüşüm dizisi ile {𝐸𝑖: 𝑖 ∈ 𝐽} ler ℧ × Θ dan Θ ya tanımlı 𝑁 

asimtotik quasi genişlemeyen sürekli rastgele operatörler olmak üzere  𝐹 = ⋂𝑖=1
𝑁  𝑅𝐹(𝐸𝑖) ≠ ∅ 

olsun. Burada 𝜚0, ℧ dan Θ ya tanımlı ölçülebilir bir dönüşümdür. Bu durumda (1) de tanımlanan 

kapalı rastgele iterasyon metodunun {𝐸𝑖: 𝑖 ∈ 𝐽} rastgele operatörlerin ortak bir sabit noktasına 

yakınsaması için gerek ve yeter şart liminf
𝑚→∞

𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) = 0 olmasıdır. Burada {𝛼𝑚} dizisi, 

bazı 𝑠 ∈ (0,1) değerleri için (𝑠, 1 − 𝑠) açık aralığında yer alır (Beg and Abbas 2006). 

Teorem 4: 𝑋 bir düzgün konveks ayrılabilir Banach uzay ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan 

farklı kapalı sınırlı konveks alt kümesi olsun. Her ℓ ∈ ℧ ve 𝑖 ∈ 𝐽 için ∑𝑚=1
∞  𝜆𝑖𝑚(ℓ) < ∞ şartını 

sağlayan 𝜆𝑖𝑚: ℧ → [1,∞) ölçülebilir dönüşüm dizisi ile {𝐸𝑖: 𝑖 ∈ 𝐽} ler ℧ × Θ dan Θ ya tanımlı 

𝑁 düzgün 𝐿-Lipschitzian, asimtotik quasi genişlemeyen sürekli rastgele operatörler ve 𝐹 =

⋂𝑖=1
𝑁  𝑅𝐹(𝐸𝑖) ≠ ∅ olsun. {𝐸𝑖: 𝑖 ∈ 𝐽} ailesindeki operatörlerden en az birisinin yarı kompakt 

rastgele operatör olduğunu kabul edelim ve buna 𝐸 diyelim. 𝜚0, ℧ dan Θ ya tanımlı ölçülebilir 

bir dönüşüm olsun. {𝛼𝑚} bazı 𝑠 ∈ (0,1) için (𝑠, 1 − 𝑠) açık bir aralığında reel sayıların dizisi 

olmak üzere (1) de tanımlanan kapalı rastgele iterasyon metodu {𝐸𝑖: 𝑖 ∈ 𝐽} rastgele operatörlerin 

ortak bir sabit noktasına yakınsar (Beg and Abbas 2006). 

Tanım 18: 𝑋 bir ayrılabilir Banach uzayı ve Θ da 𝑋 uzayının boştan farklı kapalı ve 

konveks bir alt kümesi olsun. 𝜚0: ℧ → Θ bir keyfi ölçülebilir dönüşüm ve 𝐸:℧ × Θ → Θ bir 

zayıf daraltan rastgele operatör olsun. ℧ dan Θ ya tanımlı {𝜚𝑚} fonksiyon dizisi 𝑚 = 0,1,2, …, 

ve her ℓ ∈ ℧ için 

𝜚𝑚+1(ℓ) = (1 − 𝛼𝑚)𝜚𝑚(ℓ) + 𝛼𝑚𝐸(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) 

olur ve burada  0 ≤ 𝛼𝑚 ≤ 1 ve ∑𝛼𝑚 = ∞ dır. O zaman {𝜚𝑚} dizisi, 𝐸 nin rastgele sabit 

noktasına yakınsar (Beg and Abbas 2006). 
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Daha sonra 2007 yılında ise Plubtieng vd. Tanım 19 da ifade edilen kapalı iterasyon 

metodunu tanıttılar ve düzgün konveks ayrılabilir Banach uzayda bazı şartlar altında asimtotik 

quasi genişlemeyen rastgele operatörlerin sonlu bir ailesinin ortak bir rastgele sabit noktası için 

bazı yakınsama sonuçları elde ettiler. Bu sonuçlar Beg ve Abbas’ın (2006) sonuçlarını 

genişletmiş ve geliştirmiştir (Plubtieng et al. 2007). 

Tanım 19: 𝐸𝑖: ℧ × Θ → Θ rastgele operatörlerin sonu bir ailesi ve 𝜚0: ℧ → Θ ölçülebilir 

herhangi bir fonksiyon olsun. Ayrıca ℧ dan Θ ya tanımlı {𝑓𝑚} dizisinin ölçülebilir olduğunu 

varsayalım. {𝑓𝑚(ℓ)}, Θ da toplanabilir dizi yani ∑∞𝑚=1 ‖𝑓𝑚(ℓ)‖ serisi yakınsak ve 𝑚 = (𝑘 −

1)𝑁 + 𝑖 olsun. ∀ 𝑚 ≥ 1 ve ∀ ℓ ∈ ℧ için 

𝜚𝑚(ℓ) = 𝛼𝑚𝜚𝑚−1(ℓ) + (1 − 𝛼𝑚)𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) + 𝑓𝑚(ℓ) 

dir (Plubtieng et al. 2007). 

Daha sonra, Banerjee ve Choudhury reel Banach uzayında asimtotik genişlemeyen 

sonlu bir rastgele operatör ailesi için rastgele hatalı iterasyonunu tanımladılar (Banerjee and 

Choudhury 2011). Ayrıca, bu iterasyonun düzgün konveks Banach uzaylarında bu tür 

operatörlerin ortak rastgele sabit noktasına yakınsadığını da kanıtladılar. Bu iterasyon metodu 

Tanım 20 de ifade edilmiştir. 

Tanım 20: 𝐸𝑖: ℧ × Θ → Θ rastgele operatörlerin sonlu bir ailesi ve 𝜚0: ℧ → Θ ölçülebilir 

bir fonksiyon olsun. ∀ 𝑚 ≥ 1 ve ∀ ℓ ∈ ℧ için 

                               
𝜚𝑚(ℓ) = 𝛼𝑚𝜚𝑚−1(ℓ) + 𝛽𝑚𝐸𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) + 𝛾𝑚𝑓𝑚(ℓ),

𝜂𝑚(ℓ) = 𝑎𝑚𝜚𝑚(ℓ) + 𝑏𝑚𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) + 𝑐𝑚𝑔𝑚(ℓ)

                          (3) 

şeklinde tanımlanır. Burada [0,1] aralığındaki {𝛼𝑚}, {𝛽𝑚}, {𝛾𝑚}, {𝑎𝑚}, {𝑏𝑚} ve {𝑐𝑚} dizileri 

𝛼𝑚 + 𝛽𝑚 + 𝛾𝑚 = 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 + 𝑐𝑚 = 1 şartını sağlar. Θ dan ℧ ya tanımlı {𝑓𝑚} ve {𝑔𝑚} dizileri 

ölçülebilir fonksiyonların sınırlı dizileridir (Banerjee and Choudhury 2011). 

Ardından, Banerjee ve Choudhury (3) numaralı iterasyon metodunu kullanarak 

aşağıdaki Teorem 5 ve Teorem 6 yı ifade ettiler ve ispatladılar. Bu sonuçlar Plubtieng vd (2007) 

sonuçlarını genişletmekte ve iyileştirmektedir. 

Teorem 5: 𝑋 ayrılabilir bir Banach uzayı ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan farklı kapalı 

konveks bir alt kümesi olsun. {𝑟𝑖𝑚}: ℧ → [1,∞) ölçülebilir dizisi ile ℧ × Θ dan Θ ya tanımlı 𝑁 
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asimtotik genişlemeyen rastgele operatörleri {𝐸𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} olmak üzere her ℓ ∈ ℧ ve her 𝑖 ∈  𝐼 =

{1,2, … ,𝑁} için ∑𝑚=1
∞  (𝑟𝑖𝑚(ℓ) − 1) < ∞ şartı sağlansın. 𝐹 = ⋂𝑖=1

𝑁  𝑅𝐹(𝐸𝑖) ≠ ∅ olsun ve (3) de 

tanımlanan {𝜚𝑚} hatalı kapalı rastgele iterasyon, 0 < 𝛼 ≤ 𝛼𝑚, 𝛽𝑚 ≤ 𝛽 < 1 ve ∑𝑚=1
∞  𝛾𝑚 < ∞,

∑𝑚=1
∞  𝑐𝑚 < ∞ şartlarını sağlasın. O zaman {𝜚𝑚} dizisinin,  {𝐸𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} rastgele operatörlerinin 

ortak bir rastgele sabit noktasına güçlü yakınsaması için gerek ve yeter şart 𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) =

inf{∥∥𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)∥∥: 𝜚 ∈ 𝐹} iken her ℓ ∈ ℧ için liminf
𝑚→∞

 𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) = 0 olmasıdır (Banerjee 

and Choudhury 2011). 

Teorem 6: 𝑋 düzgün konveks ayrılabilir bir Banach uzayı ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan 

farklı kapalı konveks alt kümesi olsun. {𝑟𝑖𝑚}: ℧ → [1,∞) ölçülebilir dizisi ile ℧ × Θ dan Θ ya 

tanımlı 𝑁 düzgün 𝐿-Lipschitzian asimtotik genişlemeyen rastgele operatörü {𝐸𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} olsun. 

𝐹 = ⋂𝑖=1
𝑁  𝑅𝐹(𝐸𝑖) ≠ ∅ olduğunu varsayalım. Ayrıca (3) de tanımlanan {𝜚𝑚} hatalı kapalı 

rastgele iterasyon, 0 < 𝛼 ≤ 𝛼𝑚, 𝛽𝑚 ≤ 𝛽 < 1 ve ∑𝑚=1
∞  𝛾𝑚 < ∞,  ∑𝑚=1

∞  𝑐𝑚 < ∞ şartlarını 

sağlasın. {𝐸𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} ailesi her ℓ ∈ ℧ için (𝐵∗) şartını sağlarsa o zaman {𝜚𝑚}, {𝐸𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} ailesinin 

ortak bir rastgele sabit noktasına kuvvetli yakınsar (Banerjee and Choudhury 2011). 

Tanım 21: Θ, 𝑋 normlu uzayının boştan farklı bir alt kümesi ve 𝐸:℧ × Θ → Θ rastgele 

bir operatör olsun. Eğer ∀ 𝑢0, 𝑣0 ∈ Θ ve ∀ ℓ ∈ ℧ için  

∥∥𝐸𝑚(ℓ, 𝑢0) − 𝐸
𝑚(ℓ, 𝑣0)∥∥ ≤ ∥∥𝑢0 − 𝑣0∥∥ + 𝜇𝑚(ℓ)∥∥𝑢0 − 𝑣0∥∥ + 𝜈𝑚(ℓ) 

eşitsizliği sağlanacak şekilde lim
𝑚→∞

𝜇𝑚(ℓ) = 0 ve lim
𝑚→∞

𝜈𝑚(ℓ) = 0 şartlarını sağlayan 

𝜇𝑚(ℓ): ℧ → [0,∞) ve 𝜈𝑚(ℓ): ℧ → [0,∞) dizileri varsa 𝐸 ye genelleştirilmiş asimtotik 

genişlemeyen rastgele operatör denir (Yildirim and Batuhan 2023). 

Yukarıda ifade edilen genelleştirilmiş asimtotik genişlemeyen rastgele operatörde 

𝜈𝑚(ℓ) = 0 alınırsa asimtotik genişlemeyen rastgele operatöre indirgenmiş olur. Yani her 

asimtotik genişlemeyen rastgele bir dönüşüm aynı zamanda genelleştirilmiş asimtotik 

genişlemeyen rastgele bir dönüşümdür. Ancak bu ifadenin tersinin her zaman doğru olması 

gerekmez.  

Şimdi aşağıda bu tez çalışmasında tanımladığımız iterasyon metotlarını sırasıyla ifade 

edeceğiz. 
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Tanım 22: 𝑋 bir ayrılabilir Banach uzay ve Θ, 𝑋 uzayının boştan farklı bir alt kümesi 

ve 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3: ℧ × Θ → Θ ise üç rastgele operatör olsun. Ayrıca 𝜉0: ℧ → Θ ölçülebilir bir 

dönüşüm ve ℧ dan Θ ya tanımlı {𝑓𝑚}, {𝑔𝑚}, {ℎ𝑚} dizileri ölçülebilir fonksiyonların sınırlı 

dizileri olsun. Her ℓ ∈ ℧, 𝑚 = 0,1,2, …, için {𝜚𝑚}, {𝜍𝑚} ve {𝜉𝑚} fonksiyon dizileri 

𝜚𝑚(ℓ) =  𝛾𝑚𝜉𝑚(ℓ) + 𝛾𝑚
′ 𝐸3

𝑚(𝜉𝑚, ℓ) + 𝛾𝑚
′′ℎ𝑚(ℓ), 

                                     𝜍𝑚(ℓ) =  𝛽𝑚𝐸2
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) + 𝛽𝑚

′ 𝑔𝑚(ℓ),                             (4) 

                                 𝜉𝑚+1(ℓ) =  𝛼𝑚𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) + 𝛼𝑚

′ 𝑓𝑚(ℓ) 

olarak tanımlanır. Yukarıdaki {𝛼𝑚}, {𝛽𝑚}, {𝛾𝑚}, {𝛼𝑚
′ }, {𝛽𝑚

′ }, {𝛾𝑚
′ }, ve {𝛾𝑚

′′} ise [0,1] 

aralığındaki reel sayıların dizileridir. Ayrıca 𝛼𝑚 + 𝛼𝑚
′ = 𝛽𝑚 + 𝛽𝑚

′ = 𝛾𝑚 + 𝛾𝑚
′ + 𝛾𝑚

′′ = 1 dir. 

Tanım 23: 𝑋 ayrılabilir bir Banach uzay ve Θ ise 𝑋 in boştan farklı bir alt kümesi olsun. 

Ayrıca 𝒮𝑖 , 𝐸𝑖 , 𝒦𝑖: ℧ × Θ → Θ rastgele operatörlerin üç sonlu ailesi ve 𝜚0: ℧ → Θ ölçülebilir bir 

fonksiyon olsun. ∀ ℓ ∈ ℧ ve 𝑚 ≥ 1 için 

                       𝜚𝑚(ℓ) = 𝛼𝑚𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) + 𝛽𝑚𝐸𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) + 𝛾𝑚𝑓𝑚(ℓ),                   (5) 

                       𝜂𝑚(ℓ) = 𝑎𝑚𝜚𝑚(ℓ) + 𝑏𝑚𝒦𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) + 𝑐𝑚𝑔𝑚(ℓ)    

dir. Burada {𝛼𝑚}, {𝛽𝑚}, {𝛾𝑚}, {𝑎𝑚}, {𝑏𝑚} ve {𝑐𝑚} dizileri [0,1] aralığında yer alır. Ayrıca 𝛼𝑚 +

𝛽𝑚 + 𝛾𝑚 = 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 + 𝑐𝑚 = 1 ve {𝑓𝑚}, {𝑔𝑚} ℧ dan Θ ya tanımlanan ölçülebilir 

fonksiyonlarının sınırlı dizileridir (Yildirim and Batuhan 2023). 

Yukarıdaki (5) iterasyonu kompakt biçimde ifade edilmiştir. Bu iterasyonu açık olarak 

aşağıdaki gibi yazabiliriz: 
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{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
𝜚1(ℓ) = 𝛼1𝒮1(ℓ, 𝜚0(ℓ)) + 𝛽1𝐸1(ℓ, 𝑎1𝜚1(ℓ) + 𝑏1𝒦1(ℓ, 𝜚1(ℓ)) + 𝑐1𝑔1(ℓ))

+𝛾1𝑓1(ℓ)

𝜚2(ℓ) = 𝛼2𝒮2(ℓ, 𝜚1(ℓ)) + 𝛽2𝐸2(ℓ, 𝑎2𝜚2(ℓ) + 𝑏2𝒦2(ℓ, 𝜚2(ℓ)) + 𝑐2𝑔2(ℓ))

+𝛾2𝑓2(ℓ)
. . .
𝜚𝑁(ℓ) = 𝛼𝑁𝒮𝑁(ℓ, 𝜚𝑁−1(ℓ)) + 𝛽𝑁𝐸𝑁(ℓ, 𝑎𝑁𝜚𝑁(ℓ) + 𝑏𝑁𝒦𝑁(ℓ, 𝜚𝑁(ℓ))

+𝑐𝑁𝑔𝑁(ℓ)) + 𝛾𝑁𝑓𝑁(ℓ)

𝜚𝑁+1(ℓ) = 𝛼𝑁+1𝒮𝑁+1(ℓ, 𝜚𝑁(ℓ)) + 𝛽𝑁+1𝐸1
2(ℓ, 𝑎𝑁+1𝜚𝑁+1(ℓ)

+𝑏𝑁+1𝒦1
2(ℓ, 𝜚𝑁+1(ℓ)) + 𝑐𝑁+1𝑔𝑁+1(ℓ)) + 𝛾𝑁+1𝑓𝑁+1(ℓ)

. . .
𝜚2𝑁(ℓ) = 𝛼2𝑁𝒮2𝑁(ℓ, 𝜚2𝑁−1(ℓ)) + 𝛽2𝑁𝐸𝑁

2(ℓ, 𝑎2𝑁𝜚2𝑁(ℓ)

+𝑏2𝑁𝒦𝑁
2(ℓ, 𝜚2𝑁(ℓ)) + 𝑐2𝑁𝑔2𝑁(ℓ)) + 𝛾2𝑁𝑓2𝑁(ℓ)

𝜚2𝑁+1(ℓ) = 𝛼2𝑁+1𝒮2𝑁+1(ℓ, 𝜚2𝑁(ℓ)) + 𝛽2𝑁+1𝐸1
3(ℓ, 𝑎2𝑁+1𝜚2𝑁+1(ℓ)

+𝑏2𝑁+1𝒦1
3(ℓ, 𝜚2𝑁+1(ℓ)) + 𝑐2𝑁+1𝑔2𝑁+1(ℓ)) + 𝛾2𝑁+1𝑓2𝑁+1(ℓ)

. . .

 

(4) ve (5) de tanımlanan iterasyon metotları göz önüne alınarak yukarıdaki rastgele 

operatör sınıfının sonlu ailelerinin ortak sabit noktalarına kuvvetli yakınsama ile ilgili temel 

sonuçları vermek için ilk olarak aşağıdaki lemmalar ifade edilecektir. 

Lemma 3: {𝛼𝑚}, {𝛽𝑚} ve {𝛿𝑚} negatif olmayan reel sayı dizileri olmak üzere 

𝛼𝑚+1 ≤ (1 + 𝛿𝑚)𝛼𝑚 + 𝛽𝑚  

eşitsizliği sağlansın. ∑ 𝛿𝑚 < ∞ ve ∑ 𝛽𝑚 < ∞ ise o zaman 

i. lim
𝑚→∞

𝛼𝑚 vardır, 

ii. liminf
m→∞

𝛼𝑚 = 0 iken lim
𝑚→∞

𝛼𝑚 = 0 dır (Tan 1993). 

Lemma 4: 𝑋 düzgün konveks Banach uzay ve {𝑢𝑚} ve {𝜐𝑚}, 𝑋 te herhangi 𝛿 ≥ 0 için 

limsup
𝑚→∞

 ‖𝑢𝑚‖ ≤ 𝛿, limsup
𝑚→∞

 ‖𝜐𝑚‖ ≤ 𝛿 ve lim
𝑚→∞

‖ℓ𝑚𝑢𝑚 + (1 − ℓ𝑚)𝜐𝑚‖ = 𝛿 olacak şekilde iki 

dizi olsun. Ayrıca 0 < 𝑎 ≤ ℓ𝑚 ≤ 𝑏 < 1 olduğunu varsayalım. O zaman lim
𝑚→∞

∥ 𝑢𝑚 − 𝜐𝑚 ∥= 0 

olur (Schu 1991).
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Şimdi, (4) deki hatalı rastgele iterasyon metodunu kullanarak asimtotik genişlemeyen 

rastgele operatörler için bazı yakınsama teoremlerini ifade edeceğiz. 

Lemma 5: 𝑋 bir düzgün konveks ayrılabilir Banach uzayı ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan 

farklı kapalı ve konveks bir alt kümesi olsun. Her ℓ ∈ ℧ için ∑∞𝑚=1 𝜇𝑖𝑚(ℓ) < ∞ şartını sağlayan 

ve 𝜇𝑖𝑚(ℓ): ℧ → [0,∞) ölçülebilir dönüşümün dizisi ile 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3: ℧ × Θ → Θ asimtotik 

genişlemeyen rastgele operatörler olsun. Ayrıca her 𝑖 = 1,2,3 için 𝐹 = ⋂3𝑖=1 𝑅𝐹(𝐸i) ≠ ∅ ve 

(4) de tanımlanan {𝜉𝑚(ℓ)} dizisi ∑∞𝑚=1 𝛼𝑚
′ < ∞,∑∞𝑚=1 𝛽m

′ < ∞, ve ∑∞𝑚=1 𝛾𝑚
′′ < ∞ şartlarını 

sağlasın. O zaman her bir ℓ ∈ ℧ ve her 𝑝(ℓ) ∈ 𝐹 için lim
𝑚→∞

‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ limiti vardır. 

İspat: 𝑝: ℧ → Θ, 𝐸1, 𝐸2 ve 𝐸3 rastgele operatörlerinin ortak bir sabit noktası olduğunu 

varsayalım. {𝑓𝑚}, {𝑔𝑚} ve {ℎ𝑚} ise ℧ dan Θ ya tanımlı ölçülebilir fonksiyonların sınırlı dizileri 

olsun. O zaman aşağıdaki gibi  

𝑀(ℓ) = sup
𝑚≥1

{‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖, ‖𝑔𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖, ‖ℎ𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖} 

bir sonlu 𝑀(ℓ) sayısı vardır. Her 𝑚 ≥ 1 için 𝜇𝑚(ℓ) = max{𝜇𝑖𝑚(ℓ)|𝑖 = 1,2,3}  yazabiliriz. O 

halde 𝜇𝑚(ℓ) ≥ 0 ve lim
𝑚→0

𝜇𝑖𝑚(ℓ) = 0 ve 

      ‖𝜉𝑚+1(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ = ‖𝛼𝑚𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) + 𝛼𝑚

′ 𝑓𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖                                (6) 

                                     ≤ 𝛼𝑚‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ)‖ + 𝛼𝑚

′ ‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

                                     ≤ 𝛼𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ + 𝛼𝑚
′ ‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

                                     ≤ 𝛼𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ + 𝛼𝑚 

                                     + 𝛼𝑚
′ ‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

dir. Benzer şekilde  

                         ‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ 𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖   (7) 

                             + 𝛽𝑚 + 𝛽𝑚
′ ‖𝑔𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 
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ve 

   ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ 𝛾𝑚(1 + 𝛾𝑚(ℓ) + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ (8) 

                   + 𝛾𝑚
′ + 𝛾𝑚

′′‖ℎ𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

elde edilir. Şimdi (7) ile (8) i birleştirirsek, 

‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ (9) 

        ≤ 𝛾𝑚𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))(1 + 𝛾𝑚 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

                    + 𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))𝛾𝑚
′ + 𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))𝛾𝑚

′′‖ℎ𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

                    + 𝛽𝑚 + 𝛽𝑚
′ ‖𝑔𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

                    = 𝛾𝑚(1 − 𝛼𝑚 − 𝛾𝑚)(1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))(1 + 𝛾𝑚 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

                    + 𝛽𝑚[1 + 𝛾𝑚
′ (1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))] + 𝑚𝑚(ℓ) 

                    ≤ (1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))(1 + 𝛾𝑚 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

                    + 𝛽𝑚[1 + 𝛾𝑚
′ (1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))] + 𝑚𝑚(ℓ) 

bulunur. Burada  

           𝑚𝑚(ℓ) = 𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))𝛾𝑚
′′‖ℎ𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ + 𝛽𝑚

′ ‖𝑔𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ (10) 

olarak seçilmiştir. Teoremin hipotezindeki koşullardan, ∑∞𝑚=1 𝑚𝑚(ℓ) < ∞ olduğunu elde 

ederiz. (6) ile (9) eşitsizliklerinden  

‖𝜉𝑚+1(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ 𝛼𝑚(𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))
2
(1 + 𝛾𝑚 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ (11) 

       + 𝛼𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))𝛽𝑚[1 + 𝛾𝑚
′ (1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))] 

       + 𝛼𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))𝑚𝑚(ℓ) + 𝛼𝑚 + 𝛼𝑚
′ ‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

       ≤ (1 + 𝜇𝑚(ℓ))(1 + 𝛾𝑚 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

       + 𝑏𝑚(ℓ) + 𝛼𝑚 

ifadesi elde edilir ve burada  

             𝑏𝑚(ℓ) = 𝛼𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))𝛽𝑚[1 + 𝛾𝑚
′ (1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))] (12) 

                        + 𝛼𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)𝑀(ℓ))𝑚𝑚(ℓ) + 𝛼𝑚
′ ‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

olarak seçilmiştir. Yani ∑∞𝑚=1 𝜇𝑚(ℓ) < ∞ ve ∑∞𝑚=1 𝑏𝑚(ℓ) < ∞ olduğu anlamına gelir. 

Lemma 5 den her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

‖𝜉𝑚+1(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ limiti vardır. Böylece ispat tamamlanır. 
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Lemma 6: 𝑋 bir düzgün konveks ayrılabilir Banach uzay ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan 

farklı kapalı ve konveks bir alt kümesi olsun. 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3: ℧ × Θ → Θ asimtotik genişlemeyen 

rastgele operatörler olmak üzere her ℓ ∈ ℧ için ∑∞𝑚=1 𝜇𝑚(ℓ) < ∞ şartını sağlayan 𝜇𝑚(ℓ): ℧ →

[0,∞) ölçülebilir dönüşümlerin bir dizisi olsun. Her 𝑖 = 1,2,3 için 𝐹 = ⋂3𝑖=1 𝑅𝐹(𝐸𝑖) ≠ ∅ dır. 

(4) de tanımlanan {𝜉𝑚(ℓ)} dizisi aşağıdaki şartları sağlasın. 

i. Her 𝑚 ≥ 𝑚0, ∃ 𝑚0 ∈ ℕ ve bazı 𝛼 ∈ (0,1) için 0 < 𝛼 ≤ 𝛼𝑚, 𝛽𝑚, 𝛾𝑚 ≤ 1 − 𝛼 dır. 

ii. ∑∞𝑚=1 𝛼
′ < ∞, ∑∞𝑚=1 𝛽𝑚

′ < ∞ ve ∑∞𝑚=1 𝛾𝑚
′′ < ∞ dur. 

O halde her ℓ ∈ ℧ için 

                                     lim
𝑚→∞

‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖                                                (13) 

                                 = lim
𝑚→∞

‖𝐸2
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖  

                     = lim
𝑚→∞

‖𝐸3
𝑚(ℓ, 𝜉𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ 

                                 = 0 

dır. 

İspat: 𝑝(ℓ) ∈ 𝐹 olsun. Lemma 5 den, her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

‖𝜉𝑚+1(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ limitinin 

var olduğunu bilinmektedir. Bazı 𝑟 ≥ 0 için lim
𝑚→∞

‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ = 𝑟 olarak yazılabilir. Her 

bir 𝑚 ≥ 1 için, 𝜇𝑚(ℓ) = max{𝜇𝑖𝑚(ℓ)|𝑖 = 1,2,3}  dir. (9) eşitsizliğinin her iki tarafında limsup 

alınırsa 

                   limsup
𝑚→∞

‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ limsup
𝑚→∞

‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ = 𝑟  (14) 

bulunur. 𝐸1 ve (14) kullanılırsa 

             limsup
𝑚→∞

‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ limsup

𝑚→∞
(1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ 𝑟 (15) 

elde edilir. Şimdi aşağıdaki eşitsizlikten  

                               limsup
𝑚→∞

‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ) + 𝛼𝑚

′ (𝑓𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ))‖ (16) 

   ≤ limsup
𝑚→∞

‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ)‖ + ‖𝛼𝑚

′ (𝑓𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ))‖ 

bulunur. (15) ve (16) dan  

                      limsup
𝑚→∞

 ‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ) + 𝛼𝑚

′ (𝑓𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ))‖ ≤ 𝑟 (17) 

sonucu çıkar. Üçgen eşitsizliğini kullanarak 

                     limsup
𝑚→∞

‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ) + 𝛼𝑚
′ (𝑓𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ))‖ ≤ 𝑟 (18) 

elde edilir. (4) den ve 𝐸1 operatörünün tanımından 
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                 𝑟 = lim
𝑚→∞

‖𝜉𝑚+1(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ (19) 

                                 = lim
𝑚→∞

‖𝛼𝑚𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) + 𝛼𝑚

′ 𝑓𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

                     = lim
𝑚→∞

‖𝛼𝑚𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) + 𝛼𝑚

′ 𝑓𝑚(ℓ) − (1 − 𝛼𝑚)𝑝(ℓ) − 𝛼𝑚𝑝(ℓ) 

                     + 𝛼𝑚𝛼𝑚
′ 𝑓𝑚(ℓ) − 𝛼𝑚𝛼𝑚

′ 𝜉𝑚(ℓ) − 𝛼𝑚𝛼𝑚
′ 𝑓𝑚(ℓ) + 𝛼𝑚𝛼𝑚

′ 𝜉𝑚(ℓ)‖ 

                     = lim
𝑚→∞

‖𝛼𝑚(𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ) + 𝛼𝑚

′ (𝑓𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ))) 

                                 + (1 − 𝛼𝑚)(𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ) + 𝛼𝑚
′ (𝑓𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)))‖ 

yukarıdaki ifade elde edilir. (17), (18) ve Lemma 5 i kullanarak 

                                      lim
𝑚→∞

‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ = 0                                (20) 

elde ederiz. Şimdi ise lim
𝑚→∞

‖𝐸2
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ = 0 olduğu kanıtlayalım. Her 𝑚 ≥ 1 için 

        ‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ ‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ + ‖𝐸1

𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ)‖ (21) 

                 ≤ ‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ + (1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ 

elde edilir. lim
𝑚→∞

𝜇𝑚(ℓ) = lim
𝑚→∞

‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ = 0 olduğundan, (14) ve (21) den  

              𝑟 = lim
𝑚→∞

‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ liminf 
𝑚→∞

‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ (22) 

              ≤ limsup
𝑚→∞

‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ ≤ 𝑟 

yazılır. Böylece lim
𝑚→∞

‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ = 𝑟 dır. (4) ü ele alırsak 

                             ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ (1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

                                 + 𝛾𝑚
′′‖ℎ(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

elde edilir. Şimdi lim
𝑚→∞

𝜇𝑚(ℓ) = 0 = lim
𝑚→∞

𝛾𝑚
′′ ve {ℎ𝑚(ℓ)} nin sınırlı olmasını kullanılırsa  

 limsup
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ limsup
𝑚→∞

‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ 𝑟 

ve  

limsup 
𝑚→∞

‖𝐸2
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ)‖ 

                 ≤ limsup
𝑚→∞

 (1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ 𝑟 

eşitsizlikleri yazılır. Sonra  

                     ‖𝐸2
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ) + 𝛽𝑚

′ (𝑔(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ))‖ (23) 

     ≤ ‖𝐸2
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ)‖ + 𝛽𝑚

′ ‖(𝑔𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ))‖ 

ifadesini göz önüne alalım. Yukarıdaki eşitsizlikte her iki tarafının limsup alırsak 

limsup 
𝑚→∞

‖𝐸2
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ) + 𝛽𝑚

′ (𝑔𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ))‖ ≤ 𝑟 

olur. Yine üçgen eşitsizliğinden 
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limsup
𝑚→∞

 ‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ) + 𝛽𝑚
′ (𝑔𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ))‖ ≤ 𝑟 

bulunur. Devamında lim
𝑚→∞

‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ = 𝑟 olduğundan 

                   𝑟 = lim
𝑚→∞

‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖                                                                                      (24) 

                      = lim
𝑚→∞

‖𝛽𝑚𝐸2
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) + 𝛽𝑚

′ 𝑔𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖  

          = lim
𝑚→∞

‖
𝛽𝑚 (𝐸2

𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝑝(ℓ) + 𝛽𝑚
′ (𝑔𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)))

+(1 − 𝛽𝑚) (𝜉𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ) + 𝛽𝑚
′ (𝑔𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)))

‖ 

elde edilir. Son olarak Lemma 5 ile 

lim
𝑚→∞

‖𝐸2
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ = 0 

bulunur. Yukarıdakine benzer olarak her ℓ ∈ ℧ için 

lim
𝑚→∞

‖𝐸3
𝑚(ℓ, 𝜉

𝑚
(ℓ)) − 𝜉

𝑚
(ℓ)‖ = 0 

ifadesi de gösterilebilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 7: 𝑋 bir düzgün konveks ayrılabilir Banach uzay ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan 

farklı kapalı ve konveks bir alt kümesi olsun. 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3: ℧ × Θ → Θ operatörleri ya yarı 

kompakt asimtotik genişlemeyen rastgele operatörler ya da tamamen sürekli rastgele 

operatörler olmak üzere, her ℓ ∈ ℧ için ∑∞𝑚=1 𝜇𝑖𝑚(ℓ) < ∞ şartını sağlayan 𝜇𝑖𝑚(ℓ): ℧ → [0,∞) 

ölçülebilir dönüşümün dizisi olsun. Her 𝑖 = 1,2,3 için 𝐹 = ⋂3𝑖=1 𝑅𝐹(𝐸𝑖) ≠ ∅ dır. Ayrıca 𝜉0 ise 

℧ dan Θ ya tanımlı bir ölçülebilir dönüşüm olsun. (4) de {𝛼𝑚}, {𝛼𝑚
′ }, {𝛽𝑚}, {𝛽𝑚

′ }, {𝛾𝑚}, {𝛾𝑚
′ } ve 

{𝛾𝑚
′′} ile tanımlanan {𝜉𝑚}, {𝜍𝑚} ve {𝜚𝑚} fonksiyon dizileri aşağıdaki şartları sağlasın.  

i. Her 𝑚 ≥ 𝑚0, ∃ 𝑚0 ∈ ℕ ve bazı 𝛼 ∈ (0,1) için 0 < 𝛼 ≤ 𝛼𝑚, 𝛽𝑚, 𝛾𝑚 ≤ 1 − 𝛼 dır. 

ii. ∑∞𝑚=1 𝛼
′ < ∞,∑∞𝑚=1 𝛽𝑚

′ < ∞ ve ∑∞𝑚=1 𝛾𝑚
′′ < ∞ dur. 

O zaman {𝜉𝑚}, {𝜍𝑚} ve {𝜚𝑚} dizileri 𝐹 nin bir ortak sabit noktasına yakınsar. 

İspat: 𝑝: ℧ → Θ, 𝐹 nin ortak rastgele sabit nokta olsun. Lemma 6 dan her ℓ ∈ ℧ için 

         lim
𝑚→∞

 ‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ = lim

𝑚→∞
 ‖𝐸2

𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ (25) 

                              = lim
𝑚→∞

 ‖𝐸3
𝑚(ℓ, 𝜉𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ = 0 

ifadesi elde edilir. Her ℓ ∈ ℧ için 𝑚 → ∞ iken 

‖𝜉𝑚+1(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ ≤ 𝛼𝑚‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ + 𝛼𝑚

′ ‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ → 0 

bulunur. Daha sonra üçgen eşitsizliğini kullanılırsa 𝑚⟶∞ iken 
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‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜉𝑚+1(ℓ)) − 𝜉𝑚+1(ℓ)‖ ≤ ‖𝐸1

𝑚(ℓ, 𝜉𝑚+1(ℓ)) − 𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜉𝑚(ℓ))‖ (26) 

                          + ‖𝐸1
𝑚𝜉𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ + ‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚+1(ℓ)‖ 

                          ≤ (1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜉𝑚+1(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ 

                                      + ‖𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜉𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ 

                          + ‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚+1(ℓ)‖ ⟶ 0 

elde edilir. Şimdi her ℓ ∈ ℧ için (26) eşitziliğinden 𝑚 → ∞ iken limit alınırsa 

       ‖𝐸1(ℓ, 𝜉𝑚+1(ℓ)) − 𝜉𝑚+1(ℓ)‖ (27) 

   ≤ ‖𝐸1(ℓ, 𝜉𝑚+1(ℓ)) − 𝐸1
𝑚+1(ℓ, 𝜉𝑚(ℓ))‖ + ‖𝐸1

𝑚+1(ℓ, 𝜉𝑚+1(ℓ)) − 𝜉𝑚+1(ℓ)‖ 

   ≤ (1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜉𝑚+1(ℓ) − 𝐸1
𝑚𝜉𝑚+1(ℓ)‖ + ‖𝐸1

𝑚+1(ℓ, 𝜉𝑚+1(ℓ)) − 𝜉𝑚+1(ℓ)‖ ⟶ 0 

olur. O halde her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

‖𝐸1(ℓ, 𝜉𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ = 0 dır. Benzer şekilde 

lim
𝑚→∞

 ‖𝐸2(ℓ, 𝜉𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ = lim
𝑚→∞

 ‖𝐸3(ℓ, 𝜉𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ = 0 (28) 

limitleri bulunur.  

     Varsayalım ki 𝐸1 yarı kompakt sürekli rastgele operatör ve her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

∥

𝐸1(ℓ, 𝜉𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ) ∥ = 0 olsun. O zaman {𝜉𝑚} nin {𝜉𝑚𝑘
} bir alt dizisi ve 𝜉𝑚𝑘

 nın 𝜉0 a 

yakınsayacağı şekilde ölçülebilir bir 𝜉0: ℧ → Θ dönüşümü vardır. Ölçülebilir dönüşümlerin 

{𝜉𝑚𝑘
} alt dizisi ve 𝜉0: ℧ → Θ dönüşümü ölçülebilirdir. Her ℓ ∈ ℧ için 

                     lim
𝑘→∞

‖𝜉𝑚𝑘
(ℓ) − 𝐸1(ℓ, 𝜉𝑚𝑘

(ℓ))‖ = ‖𝜉0(ℓ) − 𝐸1(ℓ, 𝜉0(ℓ))‖ = 0 (29) 

olur. Böylece 𝜉0(ℓ), 𝐸1 in rastgele bir sabit noktasıdır. lim
𝑚→∞

‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝜉0(ℓ)‖ limiti var 

olduğundan, her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

𝜉𝑚(ℓ) = 𝜉0(ℓ) yazılır. Burada benzer yöntem kullanılırsa 

𝜉0(ℓ) nin ayrıca 𝐸2 ve 𝐸3 ün de rastgele bir sabit noktası olduğu görülür. Dikkat edilirse her 

ℓ ∈ ℧ için 𝑚 → ∞ iken 

        ‖𝜍𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ ≤ 𝛽𝑚 ∥ 𝐸2
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖+ 𝛽𝑚

′ ‖𝑔𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ) ∥→ 0 (30) 

ve 

        ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ ≤ 𝛾𝑚
′  ‖𝐸3

𝑚(ℓ, 𝜉𝑚(ℓ)) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ + 𝛾𝑚
′′‖ℎ𝑚(ℓ) − 𝜉𝑚(ℓ)‖ → 0 (31) 

elde edilir. O halde her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

𝜍𝑚(ℓ) = 𝜉0(ℓ) ve lim
𝑚→∞

𝜚𝑚(ℓ) = 𝜉0(ℓ) bulunur. 

Böylece {𝜉𝑚}, {𝜍𝑚} ve {𝜚𝑚} fonksiyon dizileri 𝐹 nin rastgele ortak bir sabit noktasına yakınsar.  

Şimdi, 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3: ℧ × Θ → Θ den birinin tamamen sürekli rastgele operatör olduğunu 

varsayalım. Örneğin 𝐸1 i sürekli rastgele operatör olarak seçelim. O zaman {𝐸1(ℓ, 𝜉𝑚𝑘
(ℓ))} nın 

bir {𝐸1(ℓ, 𝜉𝑚(ℓ))} şeklinde bir alt dizisi vardır. Öyle ki 𝑘 → ∞ iken 𝐸1(ℓ, 𝜉𝑚𝑘
(ℓ)) → 𝜉0(ℓ) 
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olur ve her ℓ ∈ ℧ için 𝜉0: ℧ → Θ ölçülebilir bir dönüşümdür. Lemma 6 dan lim
𝑘→∞

‖𝜉𝑚𝑘
(ℓ) −

𝐸1(ℓ, 𝜉𝑚𝑘
(ℓ))‖ = 0 olduğunu biliyoruz. 𝐸1 in sürekliliği kullanılırsa, her ℓ ∈ ℧ için 

lim
𝑘→∞

𝜉𝑚𝑘
(ℓ) = 𝜉0(ℓ) olduğu elde edilir. Bu ise her ℓ ∈ ℧ için 𝐸1(ℓ, 𝜉0(ℓ)) = 𝜉0(ℓ) anlamına 

gelir. Böylece 𝜉0(ℓ), 𝐸1 in rastgele bir sabit noktasıdır. Lemma 5 den her ℓ ∈ ℧ için 

lim
𝑚→∞

‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝜉0(ℓ)‖ limitinin var olduğunu bildiğimiz için lim
𝑘→∞

‖𝜉𝑚𝑘
(ℓ) − 𝜉0(ℓ)‖ = 0 

yazılır. Bu nedenle, her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

‖𝜉𝑚(ℓ) − 𝜉0(ℓ)‖ = 0 olur. Yani lim
𝑚→∞

𝜉𝑚(ℓ) = 𝜉0(ℓ) 

bulunur. (30) ve (31) ifadeleri kullanılırsa her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

𝜍𝑚(ℓ) = 𝜉0(ℓ) ve lim
𝑚→∞

𝜚𝑚(ℓ) =

𝜉0(ℓ) bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 8: 𝑋 ayrılabilir bir Banach uzayı ve Θ, 𝑋 in boş olmayan kapalı bir konveks alt 

kümesi olsun. ∀ ℓ ∈ ℧ ve ∀ 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝒮𝑖 , 𝐸𝑖 , 𝒦𝑖: ℧ × Θ → Θ genelleştirilmiş asimtotik 

genişlemeyen rastgele operatörler olmak üzere {𝑟𝑖𝑚}: ℧ → [1,∞) iken ∑∞𝑚=1 (𝑟𝑖𝑚(ℓ) − 1) <

∞ şartı sağlansın. 𝐹 ≠ ∅ olduğunu varsayalım. (5) te tanımlanan {𝜚𝑚} iterasyonunun ek olarak 

0 < 𝛼 ≤ 𝛼𝑚, 𝛽𝑚 ≤ 𝛽 < 1 ve ∑∞𝑚=1 𝛾𝑚 < ∞,∑∞𝑚=1 𝑐𝑚 < ∞ şartlarını sağladığını varsayalım. 

O zaman {𝜚𝑚} dizisinin, 𝒮𝑖,𝐸𝑖 ve 𝒦𝑖 rastgele operatörlerinin ortak bir sabit noktasına güçlü 

yakınsaması için gerek ve yeter şart 𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) = inf{‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖: 𝜚 ∈ 𝐹} iken ∀ ℓ ∈

℧ için liminf
𝑚→∞

𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) = 0 olmasıdır (Yildirim and Batuhan 2023). 

İspat: 𝜚 ∈ 𝐹 yani ϱ ortak bir sabit nokta olsun. {𝑓𝑚} ve {𝑔𝑚} sınırlı diziler olduğundan 

dolayı biz ∀ℓ ∈ ℧ için 

𝑀(ℓ) = sup
𝑚≥1

‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ ∨ sup
𝑚≥1

‖𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

ifadesini yazabiliriz. Her ℓ ∈ ℧ için 𝑀(ℓ) < ∞ olduğu açıktır. Ayrıca her 𝑚 ≥ 1 için 𝑟𝑚(ℓ) =

{max 𝑟𝑖𝑚(ℓ): 𝑖 = 1,2, … ,𝑁} olduğunu varsayalım. Her ℓ ∈ ℧ için ∑∞𝑚=1 (𝑟𝑖𝑚(ℓ) − 1) < ∞ 

şartından dolayı ∑∞𝑚=1 (𝑟𝑚(ℓ) − 1) < ∞ yazabiliriz. (5) kullanılarak 

                                                       ‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖                                                                        (32) 

           = ‖𝑎𝑚𝜚𝑚(ℓ) + 𝑏𝑚𝒦𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) + 𝑐𝑚𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

≤ 𝑎𝑚‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑏𝑚‖𝒦𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑐𝑚‖𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

≤ 𝑎𝑚‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑏𝑚𝑟𝑘(𝑚)(ℓ)‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝑐𝑚𝑀(ℓ) 
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= 𝑎𝑚‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑏𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝑐𝑚𝑀(ℓ) 

≤ (1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝑐𝑚𝑀(ℓ) 

elde edilir ve burada 𝜇𝑚(ℓ) = 𝑟𝑘(𝑚)(ℓ) − 1 dir. Ayrıca, 

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

            = ‖𝛼𝑚𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ) + 𝛽𝑚𝐸𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) + 𝛾𝑚𝑓𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

≤ 𝛼𝑚‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝛽𝑚‖𝐸𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚(ℓ)‖ 

+ 𝛾𝑚‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

≤ 𝛼𝑚𝑟𝑘(𝑚)(ℓ)‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝛼𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝛽𝑚𝑟𝑘(𝑚)(ℓ)‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

+ 𝛾𝑚𝑀(ℓ) + 𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ) 

≤ 𝛼𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

+ 𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))[(1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑐𝑚𝑀(ℓ)] 

+ 𝛼𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝛾𝑚𝑀(ℓ) 

= 𝛼𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))
2‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

+ 𝛽𝑚𝑐𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))𝑀(ℓ) + 𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ) 

+ 𝛼𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝛾𝑚𝑀(ℓ) 

≤ 𝛼𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

+(1 − 𝛼𝑚)(1 + 𝑝𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

+[𝛽𝑚𝑐𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)) + 𝛾𝑚]𝑀(ℓ) + 𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ) 

+𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝛼𝑚𝑣𝑚(ℓ) 

≤ 𝛼𝑚‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + (1 − 𝛼𝑚 + 𝑝𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

+[𝛽𝑚𝑐𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)) + 𝛾𝑚]𝑀(ℓ) + 𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ) 

+𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝛼𝑚𝑣𝑚(ℓ) 

olur. Burada 𝑝𝑚(ℓ) = 2𝜇𝑚(ℓ) + 𝜇𝑚(ℓ)
2 dir. Bu ise 

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ ≤ ‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ +
𝑝𝑚(ℓ)

𝛼𝑚
‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

+
𝛽𝑚𝑐𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)) + 𝛾𝑚

𝛼𝑚
𝑀(ℓ) + 𝑣𝑚(ℓ) 

+
𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ)

𝛼𝑚
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≤ ‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ +
𝑝𝑚(ℓ)

𝛼
‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

+
𝛽𝑚𝑐𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ)) + 𝛾𝑚

𝛼
𝑀(ℓ) + 𝑣𝑚(ℓ) 

+
𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝛽𝑚(1 + 𝜇𝑚(ℓ))𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ)

𝛼
 

ve 

                        ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ ≤
𝛼

𝛼−𝑝𝑚(ℓ)
𝑣𝑚(ℓ)‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖                         (33) 

                            +(

𝛽𝑚𝑐𝑚(1+𝜇𝑚(ℓ))+𝛾𝑚+𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ)

+𝛽𝑚(1+𝜇𝑚(ℓ))𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ)+𝑣𝑚(ℓ)

𝛼−𝑝𝑚(ℓ)
)𝑀(ℓ) 

                                   = (1 +
𝑝𝑚(ℓ)

(𝛼−𝑝𝑚(ℓ))𝑣𝑚(ℓ)
) ‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

                            +(

𝛽𝑚𝑐𝑚(1+𝜇𝑚(ℓ))+𝛾𝑚+𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ)

+𝛽𝑚(1+𝜇𝑚(ℓ))𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ)+𝑣𝑚(ℓ)

𝛼−𝑝𝑚(ℓ)
)𝑀(ℓ) 

olmasını gerektirir. Burada her ℓ ∈ ℧ için ∑∞𝑚=1 (𝑟𝑘(𝑚)(ℓ) − 1) < ∞ koşulundan 

∑∞𝑚=1 𝜇𝑚(ℓ) < ∞  ve  ∑∞𝑚=1 𝑝𝑚(ℓ) < ∞ olduğunu biliyoruz. Yani her ℓ ∈ ℧ için 

lim
𝑚→∞

𝑝𝑚 (ℓ) = 0 olur. Genelleştirilmiş asimtotik genişlemeyen rastgele operatörün tanımından 

her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

𝑣𝑚 (ℓ) = 0  limitine sahibiz. O zaman ℓ ∈ ℧ için, her 𝑚 ≥ 𝑚1 için 

𝑝𝑚(ℓ) <
𝛼

2
 olacak şekilde 𝑚1 ∈ 𝑁 vardır. Böylece (33) den ve her 𝑚 ≥ 𝑚1 için şunu elde 

ederiz: 

         ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ ≤ (1 + 2
𝑝𝑚(ℓ)

𝛼𝑣𝑚(ℓ)
) (1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖                              (34) 

                         +(
𝛽𝑚𝑐𝑚(1+𝜇𝑚(ℓ))+𝛾𝑚+𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ)+𝛽𝑚(1+𝜇𝑚(ℓ))𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ)+𝑣𝑚(ℓ)

𝛼
) 2𝑀(ℓ) 

                         = (1 + 𝜆𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝜎𝑚(ℓ). 

Burada  

 𝜆𝑚(ℓ) = 2
𝑝𝑚(ℓ)

𝛼𝑣𝑚(ℓ)
(1 + 𝜇𝑚(ℓ)) + 𝜇𝑚(ℓ) 

ve 
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         𝜎𝑚(ℓ) =
𝛽𝑚𝑐𝑚(1+𝜇𝑚(ℓ))+𝛾𝑚+𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ)+𝛽𝑚(1+𝜇𝑚(ℓ))𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ)+𝑣𝑚(ℓ)

𝛼
2𝑀(ℓ) 

dir. Bu nedenle ∑∞𝑚=1 𝜆𝑚(ℓ) < ∞ ve ∑∞𝑚=1 𝜎𝑚(ℓ) < ∞ ifadeleri elde edilir. Dolayısıyla  

𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) ≤ 1 + 𝜆𝑚(ℓ)𝑑(𝜚𝑚−1(ℓ), 𝐹) + 𝜎𝑚(ℓ) 

olur. Lemma 4 ü kullanarak biz her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) limitinin var olduğunu elde 

ederiz. Ayrıca, her ℓ ∈ ℧ için sahip olduğumuz teoremin koşulundan 

lim
𝑚→∞

𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) = 0 

elde edilir. Beg ve Abbas’ın (2006) çalışmalarında yer alan benzer ispat yöntemini kullanarak 

{𝜚𝑚(ℓ)} dizisinin her ℓ ∈ ℧ için bir Cauchy dizisi olduğunu görebiliriz. Bu nedenle 𝑝: ℧ → 𝐹 

olmak üzere her ℓ ∈ ℧ için 𝑚 → ∞ iken 𝜚𝑚(ℓ) → 𝑝(ℓ) olur. Şimdi 𝑝 ∈ 𝐹 olduğu 

ispatlanacaktır. Her ℓ ∈ ℧ için 𝑚 → ∞ iken 𝜚𝑚(ℓ) → 𝑝(ℓ) için 𝑚3 ∈ 𝑁 vardır ve her 𝑚 ≥ 𝑚3 

için ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ <
𝜖

3(1+𝑟1(ℓ))
 dir. Her ℓ ∈ ℧ için lim

𝑚→∞
𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) = 0 olduğundan 𝑚4 ∈

𝑁 vardır ve her 𝑚 ≥ 𝑚4 için 𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) <
𝜖

3(1+𝑟1(ℓ))
 dir. Yani her 𝑚 ≥ 𝑚4 için 

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚
∗(ℓ)‖ ≤

𝜖

3(1+𝑟1(ℓ))
 olacak şekilde 𝜚∗ ∈ 𝐹 vardır. Her ℓ ∈ ℧ için lim

𝑚→∞
𝜈𝑚(ℓ) = 0 

olduğundan her 𝑚 ≥ 𝑚5 için 𝑣𝑚(ℓ) <
𝜖

3(1+𝑟1(ℓ))
 olacak şekilde 𝑚5 ∈ 𝑁 vardır. 𝑚6 =

max{𝑚3, 𝑚4, 𝑚5} olsun. Şimdi her 𝑙 ∈ 𝐼 ve 𝑚 ≥ 𝑚6 için 

‖𝒮𝑙(ℓ, 𝑝(ℓ)) − 𝑝(ℓ)‖ ≤ ‖𝒮𝑙(ℓ, 𝑝(ℓ)) − 𝜚
∗(ℓ)‖ + ‖𝜚∗(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

≤ ‖𝒮𝑙(ℓ, 𝑝(ℓ)) − 𝒮𝑙(ℓ, 𝜚
∗(ℓ))‖ + ‖𝜚∗(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

≤ 𝑟1(ℓ)‖𝜚
∗(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ + 𝑣1(ℓ) + ‖𝜚

∗(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

= (1 + 𝑟1(ℓ))‖𝜚
∗(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ + 𝑣1(ℓ) 

≤ (1 + 𝑟1(ℓ))‖𝜚
∗(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ + (1 + 𝑟1(ℓ))‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝑝(ℓ)‖ 

+ (1 + 𝑟1(ℓ))𝑣1(ℓ) 

< (1 + 𝑟1(ℓ))
𝜖

3(1 + 𝑟1(ℓ))
+ (1 + 𝑟1(ℓ))

𝜖

3(1 + 𝑟1(ℓ))
 

+ (1 + 𝑟1(ℓ))
𝜖

3(1 + 𝑟1(ℓ))
 

= 𝜖 
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bulunur ve burada her ℓ ∈ ℧ ve her 𝑙 ∈ 𝐼 için 𝒮𝑙(ℓ, 𝑝(ℓ)) = 𝑝(ℓ) dir. Benzer şekilde, her ℓ ∈ ℧ 

ve her 𝑙 ∈ 𝐼 için 𝐸𝑙(ℓ, 𝑝(ℓ)) = 𝑝(ℓ) ve 𝒦𝑙(ℓ, 𝑝(ℓ)) = 𝑝(ℓ) dir. Bu nedenle, 𝑝 ∈ 𝐹 olur. Yani 

{𝜚𝑚}, 𝒮𝑖, 𝐸𝑖 ve 𝒦𝑖 nin bir ortak sabit noktasına güçlü yakınsar. 

Lemma 7: 𝑋 bir düzgün konveks ayrılabilir Banach uzay ve Θ ise 𝑋 in boş olmayan 

kapalı bir konveks alt kümesi olsun. 𝒮𝑖 , 𝐸𝑖 , 𝒦𝑖: ℧ × Θ → Θ her ℓ ∈ ℧ ve her 𝑖 ∈ 𝐼 için 

∑∞𝑚=1 (𝑟𝑖𝑚(ℓ) − 1) < ∞ şartını sağlayan {𝑟𝑖𝑚}: ℧ → [1,∞) ölçülebilir dönüşümlerin dizisi ile 

düzgün 𝐿-Lipschitzian genelleştirilmiş asimtotik genişlemeyen rastgele operatörler olsun. 𝐹 ≠

∅ olduğunu varsayalım. (5) de tanımlanan {𝜚𝑚} iterasyonu 0 < 𝛼 ≤ 𝛼𝑚, 𝛽𝑚 ≤ 𝛽 < 1 ve 

∑∞𝑚=1 𝛾𝑚 < ∞,∑∞𝑚=1 𝑐𝑚 < ∞ şartlarını da sağlasın. O halde her ℓ ∈ ℧ ve her 𝑙 = 1,2, … ,𝑁 

için  

lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝒮𝑙(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ = 0, 

lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝐸𝑙(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ = 0 

ve  

lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝒦𝑙(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ = 0 

olur (Yildirim and Batuhan 2023). 

İspat: 𝜚 ∈ 𝐹 keyfi bir nokta olsun. {𝑓𝑚} ve {𝑔𝑚}, ℧ dan Θ ya tanımlı ölçülebilir 

fonksiyonların sınırlı dizileri olduğundan  

𝑀(ℓ) = sup
𝑚≥1

‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ ∨ sup
𝑚≥1

‖𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

yazılabilir. Yukarıdaki eşitlikten, her ℓ ∈ ℧ için 𝑀(ℓ) < ∞ dir. Ayrıca her 𝑚 ≥ 1 için 𝑟𝑚(ℓ) = 

{max 𝑟𝑖𝑚(ℓ) : 𝑖 = 1,2, … ,𝑁} olduğunu varsayalım. Bu her ℓ ∈ ℧ için ∑∞𝑚=1 (𝑟𝑚(ℓ) − 1) < ∞ 

dur. (34) ü kullanarak 

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ ≤ (1 + 𝜆𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝜎𝑚(ℓ) 

yazabiliriz ve burada ∑∞𝑚=1 𝜆𝑚(ℓ) < ∞ ve ∑∞𝑚=1 𝜎𝑚(ℓ) < ∞ dur. 

Lemma 3 den her 𝜚 ∈ 𝐹 ve her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ var olduğunu elde ederiz. 

Şimdi lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ = 𝑎ℓ olduğunu varsayalım. (5) den 



 

 

 

28 
 

‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ ≤ (1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝑐𝑚𝑀(ℓ) 

yazılır. Yukarıdaki eşitsizlikten her ℓ ∈ ℧ için şunu elde ederiz: 

                                         limsup
𝑚→∞

 ‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ ≤ 𝑎ℓ.                                                        (35) 

Ayrıca 

                                            𝑎ℓ = lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖                                                          (36) 

   = lim
𝑚→∞

‖𝛼𝑚𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ) + 𝛽𝑚𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) + 𝛾𝑚𝑓𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

= lim
𝑚→∞

‖(1 − 𝛽𝑚) (𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ) + 𝛾𝑚(𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)))) 

+ 𝛽𝑚 (𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚(ℓ) + 𝛾𝑚 (𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)
(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))))‖. 

Her ℓ ∈ ℧ için  

‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ) + 𝛾𝑚 (𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)))‖ 

≤ ‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝛾𝑚 ‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))‖ 

olduğunu biliyoruz. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafında limsup alarak aşağıdaki ifade elde 

edilir: 

                  limsup
𝑚→∞

‖
𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝜚(ℓ)

+𝛾𝑚 (𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)))
‖                                                                    (37) 

              ≤ limsup
𝑚→∞

(‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝛾𝑚‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))‖) 

              ≤ limsup
𝑚→∞

(
(1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑣𝑚(ℓ)

+𝛾𝑚‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))‖

) 

              = 𝑎ℓ. 

Ayrıca  
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 ‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚(ℓ) + 𝛾𝑚 (𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)
(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)))‖ 

         ≤ ‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝛾𝑚 ‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)
(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))‖ 

         ≤ 𝑟𝑘(𝑚)(ℓ)‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑣𝑚(ℓ) + 𝛾𝑚 ‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))‖ 

eşitsizliğini de yazabiliriz. Yukarıdaki eşitsizlikte tekrar limsup alırsak 

  limsup
𝑚→∞

‖
𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚(ℓ)

+𝛾𝑚 (𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)))
‖                 (38) 

 ≤ limsup
𝑚→∞

(
(1 + 𝜇𝑚(ℓ))‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑣𝑚(ℓ)

+𝛾𝑚 ‖(𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)))‖

) 

≤ 𝑎ℓ 

elde ederiz. (36), (37), (38) ve Lemma 4 den her ℓ ∈ ℧ için şunu elde ederiz: 

                       lim
𝑚→∞

‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)
(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))‖ = 0.                                (39) 

Ayrıca her ℓ ∈ ℧ ve 𝑚 → ∞ iken 

                              ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))‖                                                     (40) 

= ‖
𝛼𝑚𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)
(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) + 𝛽𝑚𝐸𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ))

+𝛾𝑚𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))
‖ 

≤ 𝛽𝑚 ‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)
(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))‖ 

+ 𝛾𝑚 ‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))‖ → 0 

olur. Dolayısıyla her ℓ ∈ ℧ ve her 𝑙 ∈ 𝐼 için 

lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚+𝑙(ℓ))‖ = 0 

dır. 

O zaman (39) ve (40) ı kullanılarak  
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‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ))‖ ≤ ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)
(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))‖ 

                                                +‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ))‖ 

elde edilir ve her ℓ ∈ ℧ için  

lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ))‖ = 0                       (41) 

olur. Ayrıca 

‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

= ‖𝑎𝑚𝜚𝑚(ℓ) + 𝑏𝑚𝒦𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) + 𝑐𝑚𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

≤ 𝑎𝑚‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑏𝑚‖𝒦𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑐𝑚‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

≤ 𝑎𝑚‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑏𝑚𝑟𝑚(ℓ)‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑏𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝑐𝑚‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

ve 

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

  = ‖𝛼𝑚𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) + 𝛽𝑚𝐸𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) + 𝛾𝑚𝑓𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

≤ 𝛼𝑚‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝛽𝑚‖𝐸𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚(ℓ)‖ 

                   + 𝛾𝑚‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

                   ≤ 𝛼𝑚𝑟𝑚−1(ℓ)‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝛼𝑚𝑣𝑚−1(ℓ) + 𝛽𝑚𝑟𝑚(ℓ)‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

                   + 𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝛾𝑚‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

eşitsizlikleri yazılır. (35) den her ℓ ∈ ℧ için limsup
𝑚→∞

 ‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ ≤ 𝑎ℓ olduğunu biliyoruz. 

Ayrıca 

liminf
𝑚→∞

 ‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

≤ liminf
𝑚→∞

 {𝑎𝑚‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑏𝑚𝑟𝑚(ℓ)[𝛼𝑚𝑟𝑚−1(ℓ)‖𝜚𝑚−1(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝛼𝑚𝑣𝑚−1(ℓ) 

+ 𝛽𝑚𝑟𝑚(ℓ)‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝛽𝑚𝑣𝑚(ℓ) + 𝛾𝑚‖𝑓𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖] + 𝑐𝑚‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖} 

olduğundan dolayı 

𝑎ℓ ≤ 𝑎𝑚𝑎ℓ + 𝑏𝑚[𝛼𝑚𝑎ℓ + 𝛽𝑚liminf
𝑚→∞

 ‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖] 
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eşitsizliğini gelir. Yukarıdaki eşitsizlikten, 

(1 − 𝑎𝑚)𝑎ℓ
𝑏𝑚

≤ 𝛼𝑚𝑎ℓ + 𝛽𝑚liminf
𝑚→∞

 ‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

(1 − 𝑎𝑚)𝑎ℓ − 𝑏𝑚𝛼𝑚𝑎ℓ
𝑏𝑚𝛽𝑚

≤ liminf
𝑚→∞

 ‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

(1 − 𝑎𝑚 − 𝑏𝑚𝛼𝑚)𝑎ℓ
𝑏𝑚𝛽𝑚

≤ liminf
𝑚→∞

 ‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

𝑎ℓ ≤ liminf
𝑚→∞

 ‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

yazılır. Buradan  

𝑎ℓ = lim
𝑚→∞

‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

 = lim
𝑚→∞

‖𝑎𝑚𝜚𝑚(ℓ) + 𝑏𝑚𝒦𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) + 𝑐𝑚𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ 

 = lim
𝑚→∞

‖
(1 − 𝑏𝑚)[𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ) + 𝑐𝑚(𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ))]

+𝑏𝑚 [𝒦𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝜚(ℓ) + 𝑐𝑚𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)]

‖ 

yazabiliriz. Böylece  

limsup
𝑚→∞

 ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ) + 𝑐𝑚(𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ))‖ 

≤ limsup
𝑚→∞

 ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑐𝑚‖(𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ))‖ 

≤ 𝑎ℓ 

olur ve 

               limsup
𝑚→∞

‖𝒦𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝜚(ℓ) + 𝑐𝑚𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

≤ limsup
𝑚→∞

‖𝒦𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑐𝑚‖𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

≤ limsup
𝑚→∞

 𝑟𝑚(ℓ)‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚(ℓ)‖ + 𝑣𝑚(ℓ) + 𝑐𝑚‖𝑔𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

≤ 𝑎ℓ 

yazılır. Lemma 4 kullanılırsa 𝑚 → ∞ iken 

‖𝒦𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ → 0 
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olur. (41) i kullanarak 𝑚 → ∞ iken 

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜂𝑚(ℓ)‖ → 0 

elde edilir. Daha sonra her ℓ ∈ ℧ için  

    ‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝐸𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖                    (42) 

≤ ‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝐸𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ))‖ + ‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝐸𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ 

≤ ‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝐸𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ))‖ + 𝐿 ‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)−1(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

= 𝜎𝑚(ℓ) + 𝐿 ‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)−1(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

bulunur ve burada 𝜎𝑚(ℓ) = ‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ))‖ dir. 

(39) dan, her ℓ ∈ ℧ ve 𝑚 → ∞ iken 𝜎𝑚(ℓ) → 0 dır. Ayrıca 𝑚 = (𝑚 − 𝑁)(𝑚𝑜𝑑𝑁) iken 𝑚 >

𝑁 olmak üzere 

‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)−1(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖                         (43) 

≤ ‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)−1(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝐸𝑖(𝑚−𝑁)

𝑘(𝑚)−1(ℓ, 𝜚𝑚−𝑁(ℓ))‖ 

+‖𝐸𝑖(𝑚−𝑁)
𝑘(𝑚)−1(ℓ, 𝜚𝑚−𝑁(ℓ)) − 𝐸𝑖(𝑚−𝑁)

𝑘(𝑚)−1(ℓ, 𝜂𝑚−𝑁(ℓ))‖ 

+‖𝐸𝑖(𝑚−𝑁)
𝑘(𝑚)−1(ℓ, 𝜂𝑚−𝑁(ℓ)) − 𝒮𝑖(𝑚−𝑁)

𝑘(𝑚−𝑁)
(ℓ, 𝜚(𝑚−𝑁)−1(ℓ))‖ 

+‖𝒮𝑖(𝑚−𝑁)
𝑘(𝑚−𝑁)

(ℓ, 𝜚(𝑚−𝑁)−1(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

eşitsizliğine sahibiz. Yine 𝑚 = (𝑘(𝑚) − 1)𝑁 + 𝑖(𝑚) olduğundan, 𝑘(𝑚 − 𝑁) = 𝑘(𝑚) − 1 ve 

𝑖(𝑚 − 𝑁) = 𝑖(𝑚) olur. (43) ü kullanarak 

‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)−1(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖                                                                                                (44)  

                           ≤ ‖𝐸𝑖(𝑚−𝑁)
𝑘(𝑚−𝑁)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝐸𝑖(𝑚−𝑁)

𝑘(𝑚−𝑁)(ℓ, 𝜚𝑚−𝑁(ℓ))‖ 

                                       +‖𝐸𝑖(𝑚−𝑁)
𝑘(𝑚−𝑁)(ℓ, 𝜚𝑚−𝑁(ℓ)) − 𝐸𝑖(𝑚−𝑁)

𝑘(𝑚−𝑁)(ℓ, 𝜂𝑚−𝑁(ℓ))‖ 
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                           +‖𝐸𝑖(𝑚−𝑁)
𝑘(𝑚−𝑁)(ℓ, 𝜂𝑚−𝑁(ℓ)) − 𝒮𝑖(𝑚−𝑁)

𝑘(𝑚−𝑁)
(ℓ, 𝜚(𝑚−𝑁)−1(ℓ))‖ 

                           +‖𝒮𝑖(𝑚−𝑁)
𝑘(𝑚−𝑁)

(ℓ, 𝜚(𝑚−𝑁)−1(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

                                       ≤ 𝐿‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚−𝑁(ℓ)‖ + 𝐿‖𝜚𝑚−𝑁(ℓ) − 𝜂𝑚−𝑁(ℓ)‖ 

                           + 𝜎𝑚−𝑁(ℓ) 

                                       +‖𝒮𝑖(𝑚−𝑁)
𝑘(𝑚−𝑁)

(ℓ, 𝜚(𝑚−𝑁)−1(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

eşitsizliğini yazabiliriz. Ayrıca 

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚−1(ℓ)‖ = ‖
𝛼𝑚𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)
(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) + 𝛽𝑚𝐸𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ))

+𝛾𝑚𝑓𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚−1(ℓ)
‖ 

           ≤ 𝛼𝑚 ‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝜚𝑚−1(ℓ)‖ 

           + 𝛽𝑚 ‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚𝑚−1(ℓ)‖ 

           ≤ 𝛼𝑚 (‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ + ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚−1(ℓ)‖) 

           + 𝛽𝑚 (‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

ℓ, (𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ + ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚−1(ℓ)‖) 

ve 

 = 𝛼𝑚 ‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ + 𝛽𝑚 ‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

             + (𝛼𝑚 + 𝛽𝑚)‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚−1(ℓ)‖ 

 ⟹ (1 − 𝛼𝑚 − 𝛽𝑚)‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚−1(ℓ)‖ ≤ 𝛼𝑚 ‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

            + 𝛽𝑚 ‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

            ⟹ ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚−1(ℓ)‖ 

≤
𝛼𝑚‖𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ + 𝛽𝑚‖𝐸𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖

(1 − 𝛼𝑚 − 𝛽𝑚)
 



 

 

 

34 
 

≤
𝛼𝑚 ‖𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)
(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ + 𝛽𝑚 ‖𝐸𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)
(ℓ, 𝜂𝑚(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖

1 − 2𝛽𝑚
 

ve böylece her ℓ ∈ ℧ ve 𝑚 → ∞ iken 

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚−1(ℓ)‖ → 0 

olur. Her ℓ ∈ ℧ için (42) ve (44) den 

‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝐸𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ 

            ≤ 𝜎𝑚(ℓ) + 𝐿
2‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚−𝑁(ℓ)‖ + 𝐿

2‖𝜚𝑚−𝑁(ℓ) − 𝜂𝑚−𝑁(ℓ)‖ 

            + 𝐿𝜎𝑚−𝑁(ℓ) + 𝐿 ‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚(𝑚−𝑁)−1(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

            ≤ 𝜎𝑚(ℓ) + 𝐿
2(‖𝜂𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ + ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚−𝑁(ℓ)‖) 

            + 𝐿2‖𝜚𝑚−𝑁(ℓ) − 𝜂𝑚−𝑁(ℓ)‖ + 𝐿𝜎𝑚−𝑁(ℓ) 

            +𝐿‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚) (ℓ, 𝜚(𝑚−𝑁)−1(ℓ)) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

yazılır. Bunun devamında 𝑚 → ∞ iken 

                                    ‖𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝐸𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ → 0                                        (45) 

elde edilir. (40) ve (45) de 𝑚 → ∞ iken limit alınırsa 

                                  ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝐸𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖                                                          (46) 

≤ ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ))‖ + ‖𝒮𝑖(𝑚)

𝑘(𝑚)(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) − 𝐸𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ → 0 

eşitsizliği bulunur. Şimdi her 𝑙 ∈ {1,2, … ,𝑁} için (46) yı kullanırsak ve her ℓ ∈ ℧ için 𝑚 → ∞ 

iken 

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝒮𝑚+𝑙(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ ≤ ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚+𝑙(ℓ)‖ + ‖𝜚𝑚+𝑙(ℓ) − 𝒮𝑚+𝑙(ℓ, 𝜚𝑚+𝑙(ℓ))‖ 

                       + ‖𝒮𝑚+𝑙(ℓ, 𝜚𝑚+𝑙(ℓ)) − 𝒮𝑚+𝑙(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ 

                       ≤ ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚+𝑙(ℓ)‖ + ‖𝜚𝑚+𝑙(ℓ) − 𝒮𝑚+𝑙(ℓ, 𝜚𝑚+𝑙(ℓ))‖ 
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                                               + 𝐿‖𝜚𝑚+𝑙(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

                       ≤ ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚+𝑙(ℓ)‖ + ‖𝜚𝑚+𝑙(ℓ) − 𝜚𝑚+𝑙−1(ℓ)‖ 

                       + ‖𝜚𝑚+𝑙−1(ℓ) − 𝒮𝑚+𝑙(ℓ, 𝜚𝑚+𝑙(ℓ))‖ 

                       + 𝐿‖𝜚𝑚+𝑙(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ 

                       ≤ ‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝜚𝑚+𝑙(ℓ)‖ + ‖𝜚𝑚+𝑙(ℓ) − 𝜚𝑚+𝑙−1(ℓ)‖ 

                       + ‖𝜚𝑚+𝑙−1(ℓ) − 𝜚𝑚+𝑙(ℓ)‖ 

                       + ‖𝜚𝑚+𝑙−1(ℓ) − 𝒮𝑚+𝑙(ℓ, 𝜚𝑚+𝑙(ℓ))‖ 

                       + 𝐿‖𝜚𝑚+𝑙(ℓ) − 𝜚𝑚(ℓ)‖ → 0 

elde ederiz. Sonuç olarak her ℓ ∈ ℧ ve her 𝑙 ∈ 𝐼 için  

lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝒮𝑙(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ = 0 

dır. Yukarıdaki benzer ispat yönteminden hareketle her ℓ ∈ ℧ ve her 𝑙 ∈ 𝐼 için 

     lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝐸𝑙(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ = 0 ve lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝒦𝑙(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ = 0 

olduğu gösterilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 9: 𝑋 bir düzgün konveks ayrılabilir Banach uzayı ve Θ ise 𝑋 in boş olmayan 

kapalı bir konveks alt kümesi olsun. 𝒮𝑖 , 𝐸𝑖 , 𝒦𝑖: ℧ × Θ → Θ düzgün 𝐿-Lipschitzian 

genelleştirilmiş asimtotik genişlemeyen rastgele operatörler olmak üzere her 𝑖 ∈ 𝐼 ve her ℓ ∈ ℧ 

için ∑∞𝑚=1 (𝑟𝑖𝑚(ℓ) − 1) < ∞ şartını sağlayan {𝑟𝑖𝑚}: ℧ → [1,∞) ölçülebilir bir dizi olsun. 

Ayrıca 𝐹 ≠ ∅ olduğunu varsayalım. (5) de tanımlanan {𝜚𝑚} iterasyonu ek olarak 0 < 𝛼 ≤

𝛼𝑚, 𝛽𝑚 ≤ 𝛽 < 1 ve ∑∞𝑚=1 𝛾𝑚 < ∞,∑∞𝑚=1 𝑐𝑚 < ∞ şartlarını sağlasın. 𝒮𝑖 , 𝐸𝑖 ve 𝒦𝑖 aileleri her 

ℓ ∈ ℧ için (𝐵∗) şartını sağlıyorsa o zaman {𝜚𝑚} iterasyonu 𝒮𝑖 , 𝐸𝑖 ve 𝒦𝑖 nin ortak bir rastgele 

sabit noktasına güçlü bir şekilde yakınsar (Yildirim and Batuhan 2023). 

İspat: Teorem 8 den, her ℓ ∈ ℧ için lim
𝑚→∞

𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) limitinin var olduğunu biliyoruz. 

Lemma 7 ve (𝐵∗) şartı ile 

lim
𝑚→∞

𝑓(𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹)) = 0 
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olduğu açıktır. 𝑓 nin tanımından lim
𝑚→∞

𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) = 0 olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla sonuç 

Teorem 8 tarafından elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 10: 𝑋 bir düzgün konveks Banach uzayı ve Θ da 𝑋 in boş olmayan kapalı bir 

konveks alt kümesi olsun. 𝒮i, 𝐸i, 𝒦i: ℧ × Θ → Θ, her 𝑖 ∈ 𝐼 ve her ℓ ∈ ℧ için ∑∞𝑚=1 (𝑟𝑖𝑚(ℓ) −

1) < ∞ şartını sağlayan ve {𝑟𝑖𝑚}: ℧ → [1,∞) ölçülebilir fonksiyonların dizisiyle düzgün 𝐿-

Lipschitzian genelleştirilmiş asimtotik genişlemeyen rastgele operatörler olsun. 𝒮𝑖 , 𝐸𝑖 ve 𝒦𝑖 

ailelerinden en az birinin yarı kompakt rastgele operatör ve 𝐹 ≠ ∅ olduğunu varsayalım. (5) de 

tanımlanan {𝜚𝑚} iterasyonu ek olarak 0 < 𝛼 ≤ 𝛼𝑚, 𝛽𝑚 ≤ 𝛽 < 1 ve ∑∞𝑚=1 𝛾𝑚 <

∞,∑∞𝑚=1 𝑐𝑚 < ∞ şartlarını sağlasın. O halde {𝜚𝑚} iterasyonu 𝒮𝑖, 𝐸𝑖 ve 𝒦𝑖 nin ortak bir rastgele 

sabit noktasına güçlü bir şekilde yakınsar (Yildirim and Batuhan 2023). 

İspat: Lemma 7 den, her ℓ ∈ ℧ ve her 𝑙 ∈ 𝐼 için lim
𝑚→∞

‖𝜚𝑚(ℓ) − 𝒮𝑙(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ))‖ = 0 

olduğunu biliyoruz. 𝒮1 yarı kompakt rastgele operatör olduğunu varsayalım. Daha sonra 𝜚 ise 

℧ dan Θ ya tanımlı ölçülebilir bir dönüşüm olmak üzere, her ℓ ∈ ℧ için 𝜚𝑚𝑘
(ℓ) → 𝜚(ℓ) olacak 

şekilde {𝜚𝑚(ℓ)} nin alt dizisi {𝜚𝑚𝑘
(ℓ)} olsun. Böylece her 𝑙 ∈ 𝐼 ve her ℓ ∈ ℧ için  

‖𝜚(ℓ) − 𝒮𝑙(ℓ, 𝜚(ℓ))‖ = lim
𝑘→∞

‖𝜚𝑚𝑘
(ℓ) − 𝒮𝑙(ℓ, 𝜚𝑚𝑘

(ℓ))‖ = 0 

dır. Buradan 𝜚 ∈ 𝐹 olur. {𝜚𝑚(ℓ)} her ℓ ∈ ℧ için 𝜚𝑚𝑘
(ℓ) → 𝜚(ℓ) olacak şekilde {𝜚𝑚𝑘

(ℓ)} alt 

dizisine sahip olduğundan, liminf
𝑚→∞

𝑑(𝜚𝑚(ℓ), 𝐹) = 0 olur. Dolayısıyla istenen sonuç, Teorem 8 

tarafından elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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5. SONUÇ 

 

i. Lemma 7, Teorem 8, Teorem 9 ve Teorem 10, asimtotik genişlemeyen rastgele 

operatörler ve düzgün 𝐿-Lipschitzian asimtotik genişlemeyen rastgele operatörler için 

de geçerlidir. Her bir ℓ ∈ ℧ ve her 𝑚 ≥ 1 için 𝜈𝑚(ℓ) = 0 alınırsa, teoremlerimizin 

sonuçları ortaya çıkar. 

ii. Kapalı iterasyon metodunda her ℓ ∈ ℧ ve 𝒦 = 𝐸 için 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) = 𝜚𝑚−1(ℓ)  

alınırsa (5) iterasyon metodu, (3) iterasyon metoduna indirgenir. Böylece, Lemma 7, 

Teorem 8, Teorem 9 ve Teorem 10, genelleştirilmiş asimtotik genişlemeyen rastgele 

operatörlerin üç sonlu ailesi için Banerjee ve Choudhury (2011) nin Lemma 3.1, 

Teorem 3.1, Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 ünü genişletir ve geliştirir. 

iii. Her 𝑚 ∈ ℕ ve her ℓ ∈ ℧ için (5) iterasyon metodunda 𝒮𝑖(𝑚)
𝑘(𝑚)

(ℓ, 𝜚𝑚−1(ℓ)) = 𝜚𝑚−1(ℓ), 

𝑎𝑚 = 𝑏𝑚 = 𝑐𝑚 = 0 ve 𝑓𝑚(ℓ) = 0 alınırsa (2) iterasyon motodu elde edilir. Böylece 

sonuçlarımız Beg ve Abbas’ın (2006) sırasıyla Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 yi 

genişletir. Ayrıca, sonuçlarımız Plubtieng ve diğerlerinin (2007) sonuçlarını genişletir 

ve iyileştirir. 

iv. (4) de 𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸3: = 𝐸 ve 𝛼𝑚
′ = 𝛽𝑚

′ = 𝛾𝑚
′′ = 0 alınırsa 

                                   𝜚𝑚(ℓ) = 𝛾𝑚𝜉𝑚(ℓ) + 𝛾𝑚
′ 𝐸3

𝑚(𝜉𝑚, ℓ),   (47) 

                        𝜍𝑚(ℓ) = 𝛽𝑚𝐸2
𝑚(ℓ, 𝜚𝑚(ℓ)), 

                    𝜉𝑚+1(ℓ) = 𝛼𝑚𝐸1
𝑚(ℓ, 𝜍𝑚(ℓ)) 

iterasyon metodu elde edilir. Daha sonra, Teorem 7 den aşağıdaki sonuç ifade edilir: 

𝑋 bir düzgün konveks ayrılabilir Banach uzayı ve Θ ise 𝑋 uzayının boştan farklı kapalı 

konveks bir alt kümesi olsun. 𝐸:℧ × Θ →  Θ operatörü, her ℓ ∈ ℧ için ∑∞𝑚=1 𝜇𝑖𝑚(ℓ) <

∞ şartını sağlayan  𝜇𝑖𝑚(ℓ): ℧ → [0,∞)  ölçülebilir dizisi ile ya yarı kompakt asimtotik 

genişlemeyen rastgele operatör ya da tamamen sürekli rastgele operatör olsun. Her ℓ ∈

℧ için 𝑅𝐹(𝐸) ≠ ∅ dır. Ayrıca 𝜉0, ℧ dan Θ ya tanımlı bir ölçülebilir dönüşüm olsun. 

(4) de {𝛼𝑚}, {𝛽𝑚}, {𝛾𝑚} ve {𝛾𝑚
′ } ile tanımlanan {𝜉𝑚}, {𝜍𝑚} ve {𝜚𝑚} fonksiyon dizileri 

her 𝑚 ≥ 𝑚0, ∃ 𝑚0 ∈ ℕ ve bazı 𝛼 ∈ (0,1) için 0 < 𝛼 ≤ 𝛼𝑚 ≤ 1 − 𝛼 sağlasın. O 
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zaman {𝜉𝑚}, {𝜍𝑚} ve {𝜚𝑚} fonksiyon dizileri 𝐹 nin bir rastgele sabit noktasına 

yakınsar.
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