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OZET

Doktora Tezi

LINEER HiPERBOLIK BiR PROBLEMDE FINAL KRITERINDEN KAYNAK
TERIMLERININ ESZAMANLI BELIRLENMESI

Turgut YELOGLU

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Dog. Dr. Murat SUBASI

Bu tezde hiperbolik bir problem igin verilen final kriterinden kaynak terimlerinin
belirlenmesi problemi ele alinmaktadir. Ilk béliimde hiperbolik problemler igin ters
problemler hakkinda genel bir giris yapildiktan sonra, ikinci boliimde tezde kullanilan
baz1 matematiksel kavramlara yer verilmektedir. Sonraki bdliimde incelenen hiperbolik
ters problemin ifadesi ele alinmaktadir. Ele alinan bu problemde belirlenmek istenen
kaynak terimleri denklemin sag tarafindaki ve baslangi¢ sartindaki fonksiyonlardir.
Takip eden boliimde incelenen problem igin genellestirilmis ¢6ziim elde edilmektedir.
Son boliimde ise sirasiyla ters problemin ¢oziimiiniin varligi, eslenik simur deger
probleminin elde edilmesi, fonksiyonelin Frechet tlirevi ve minimallestirilebilmesi i¢in
gerek ve yeter sart, gradyenin Lipschitz siirekliligi ve monoton iterasyon islemleri
incelenmektedir.

2009, 70 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik sinir deger problemi, Ters problem, Frechet tiirevi.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

SIMULTANEOUS DETERMINATION OF SOURCE TERMS FROM FINAL
CRITERIA IN A LINEAR HYPERBOLIC PROBLEM

Turgut YELOGLU

Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Murat SUBASI

In this thesis, simultancous determination of source terms from final criteria has been
investigated in a hyperbolic problem. In the first chapter, after giving a general
introduction about inverse problems for hyperbolic problems, in the second chapter
some basic mathematical concepts used in this thesis are presented. In the next chapter,
the statement of inverse hyperbolic problem in the considered problem is studied. In the
considered problem, the source terms to be determined are the functions in the right
hand side and in the initial condition of the equation. In the following, the generalized
solution about the considered problem is obtained. Finally, the existence of the solution
of the inverse problem, obtaining the conjugate boundary value problem, the Frechet
derivative and the necessary and sufficient condition for minimum of the functional,
Lipschitz continuity and monotone iterative scheme of the gradient are investigated,
respectively.

2009, 70 Pages

Keywords: Hyperbolic boundary value problem, Inverse problem, Frechet derivative.
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SIMGELER DiZiNi

Her yerde

Hemen hemen her yerde

R* uzayinda verilen bolge

R* uzayinda verilen bolge

R* uzayinda verilen bolge

[0,1] araliginda siirekli olan fonksiyonlar uzay:

[0,1] araliginda birinci mertebeye kadar tiirevi
stirekli olan fonksiyonlar uzay1
Q. bolgesinde birinci degiskene gore siirekli, ikinci

degiskene gore birinci mertebeye kadar tiirevleri siirekli

fonksiyonlar uzay1

Q. bolgesinde birinci ve ikinci degiskene gore ikinci
mertebeye kadar tiirevleri siirekli fonksiyonlar uzay1

[0, I] araliginda 6l¢iilebilir ve karesiyle integrallenebilir

fonksiyonlar uzay1

Q. bolgesinde dlciilebilir ve karesiyle integrallenebilir

fonksiyonlar uzay1

Q) bolgesinde Olciilebilir ve p inci kuvveti
integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

Elemanlarinin kendisi ve onlarin birinci mertebeden
genellestirilmis tiirevleri L, [O,I] uzayindan olan
Sobolev uzay1

Elemanlarinin kendisi ve onlarin birinci mertebeden
genellestirilmis tiirevleri L, (€ ) uzaymdan olan
Sobolev uzay1

A\



o

I

W, [0.1]=H'[0.1]
W.0.1]=H'[0.1]
oflawl’)

W, [0,1] uzaymun alt uzay: olup bu bélgenin sinirinda

sifira dontisebilen fonksiyonlarin uzay1

0

W, [0,1] uzaymun alt uzayi olup t=T igin (x,T)=0
sartin1 saglayan fonksiyonlarin uzay1

||AW|| ifadesinden daha hizli sifira giden terim

vi



1. GIRIS

Hiperbolik sinir deger problemlerinde, herhangi bir andaki ¢6ziime ait bir bilgiden
faydalanarak problemde bulunan bazi fonksiyonlarin belirlenmesi problemi, ters
hiperbolik problem olarak adlandirilir. Bu tiir problemler ile dalga denklemlerinde ve
titresimle ilgili olaylarda sik¢a karsilasilir (Cohen and Bleistein 1977; Stolk and Symes
2003).

Bircok yazar ters hiperbolik problemlerde c¢oziime ait degisik tiirdeki bilgileri

kullanarak denklemin farkli fonksiyonlarinin belirlenmesi problemini incelemistir.

Yamamoto (1995) yilinda bolgenin simirinda normal vektorii yoniindeki tiirevi
kullanarak denklemin sag tarafinda bulunan kuvvet fonksiyonunun belirlenmesiyle ilgili

aragtirma yapmuistir.

Imanuvilo and Yamamoto (2003) yilinda bdlgenin igindeki dl¢iimden denklemin katsay1

fonksiyonunun belirlenmesiyle ilgili bir ¢alisma yapmustir.

Shcheglov and Viktorova (2004) yilinda herhangi bir andaki ¢6ziim bilgisinden lineer

olmayan kuvvet fonksiyonunun sayisal ¢ézlimiine ait bir calisma yapmustir.

Cipolatti and Lopez (2005) yilinda hiperbolik denklemde bir katsay1r fonksiyonunun

kontroliinii incelemistir.

Clason (2006) yilinda bir dalga denkleminde baslangi¢ fonksiyonunun belirlenmesi

problemiyle ilgili bir doktora tezi ¢alismas1 hazirlamistir.

Ters hiperbolik problemlerde bazi fonksiyonlarin eszamanli olarak belirlenmesi

problemleriyle de ilgili degisik ¢calismalar mevcuttur.



Bamberger et al. (1979) yilinda bir boyutlu dalga denkleminde sinir dlgtimiinden iki

katsay1 fonksiyonunun bulunmasi problemini incelemistir.

Isakov (1991) yilinda farkli iki katsayr fonksiyonunun belirlenmesi problemini ele

almistir.

Gugat et al. (2005) herhangi bir anda ¢6ziimiin kendisi ve zamana gore tiirevini igeren

bir bilgiden sinir sartlarinin es zamanli olarak belirlenmesini aragtirmistir.

Bu tez caligmasi, verilen bir final kriterinden faydalanarak, biri denklemin sag tarafinda
digeri de baslangic sartinda bulunan ve kaynak terimleri olarak adlandirdigimiz
fonksiyonlarin eszamanli olarak belirlenmesi problemini ele almaktadir. Dolayisiyla da
bu tez calismasi aranan fonksiyonlarin bulunduklar: yerler agisindan 6teki ¢aligmalardan

onemli bir sekilde ayrilmaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Tamim 2.1 (Metrik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve d : X x X — R bir fonksiyon

olsun. Eger her X,y,z e X igin,
M1 d(x,y)=0sx=y
M2. d(x,y)=d(y,x)
M3. d(x,y)<d(x,z)+d(zy)

sartlar1 saglaniyorsa, d fonksiyonuna X {izerinde bir metrik, d ile birlikte X

kiimesine metrik uzay denir ve (X ,d ) yada X ile gosterilir.

Tamm 2.2 (Yakmsakhk): (X,d) bir metrik uzay ve (x,), X kimesinde bir dizi
olsun. limd(x,,x)=0 olacak sekilde bir xe X varsa (X,) dizisine X kiimesinde

n—oo

yakinsak ve X elemanina da dizinin limiti denir.

Tamm 2.3 (Cauchy Dizisi): X =(X,d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi

olsun. Her &£ >0 i¢in m,n > n, oldugunda,

d(X,,X,)<é&

m?>“*n

olacak sekilde bir n, =n, (8) say1sl varsa, {Xn} dizisine Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.4 (Tam Metrik Uzay): X =(X,d) bir metrik uzay olsun. X kiimesindeki

her {Xn} Cauchy dizisi yakinsak ise yani X, — Xe X ise, (X ,d) metrik uzayina tam

metrik uzay denir.



Tamm 2.5 (Konveks Kiime): X cR" kiimesi verilsin. Eger Vx,y € X ve Va €[0,1]
i¢in,

ax+(l-a)yeX
ise X kiimesine konveks kiime denir. Diger bir ifadeyle X kiimesi, her hangi iki

noktasini birlestiren dogru pargasini igeriyorsa bu takdirde X kiimesine konveks kiime

denir.

Tanim 2.6 (Kompakt Kiime): X = bir kilme olsun. X kiimesinden alinan her

hangi bir dizinin alt dizisi yakinsak ise X kiimesine kompakt kiime denir.

Tamm 2.7 (Kompakt Metrik Uzay): X =(X,d) bir metrik uzay olsun. X

kiimesindeki her dizi yakinsak bir alt diziye sahipse (X,d) uzayma kompakt metrik

uzay denir.

Tamm 2.8 (Kuvvetli Yakinsaklik): (Xn), X normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger

lim|x, —X||=0 oluyorsa (x,) dizisi xe X elemanina kuvvetli yakinstyor denir.

nN—oo

Tamm 2.9 (Zayif Yakmsaklk): (x,), H Hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eger
vy eH icin lim<xn, y> = <X, y> oluyorsa (Xn) dizisi X € H elemanina zayif yakinsiyor
n—oo

denir.

Tanim 2.10 (Zayif Kompakt Kiime): X =& bir kiime olsun. X kiimesinden alinan
her hangi bir dizinin alt dizisi zayif yakinsak ise X kiimesine zayif kompakt kiime

denir.

Tanimm 2.11 (Kapah Kiime): X kiimesindeki her yakinsak dizinin yakinsadigi nokta

X kiimesine aitse X kiimesine kapali kiime denir.



Tanmm 2.12 (Yigilma Noktasi)): X cR ve xeR olsun. X elemanin her delik
komsulugu X kiimesinin en az bir elemanmi ihtiva ediyorsa X elemanina X
kiimesinin yigilma noktasi denir. X kiimesinin yigilma noktalarindan olusan kiimeye

X kiimesinin y1gi1lma noktalarinin kiimesi denir ve X' ile gosterilir.

Tanim 2.13 (Kiimenin Kapanisi): X cR ve xeR olsun. X kiimesinin yigilma
noktalarinin kiimesi X' olmak tizere X' ve X kiimelerinin elemanlarindan olusan

kiimeye X kiimesinin kapanist denir. X ile gosterilir.

Tanim 2.14 (Yogun Kiime): (X,d) bir metrik uzay ve Ac X olsun. A kiimesinin

kapanigt X kiimesine esitse A kiimesine X kiimesinde yogun kiime denir. X

kiimesinin sayilabilir yogun bir kiimesi varsa X kiimesine ayrilabilir kiime denir.

Tamm 2.15 (Doniisiim): X veY bos olamayan iki kiime ve f, X kiimesinden Y
kiimesine bir bagint1 olsun. Vx e X icin (X, y) e f olacak sekilde bir tek yeY varsa

f bagintisina X kiimesinden Y kiimesine bir doniisiim denir.

Tanim 2.16 (Siireklilik): Ac R, f: A— R bir fonksiyon ve a€ A olsun. Her £>0
igin [x—a|< & oldugunda ‘ f(x)-f (a)‘ < ¢ olacak sekilde 6 =6(¢&,a)>0 sayisi varsa

f (x) fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir.

Tanimm 2.17 (Asagidan Yari Siirekli Fonksiyon): {xk} cR" bir dizi, X’ eR" ve
x“ - x° olmak iizere, &imJ (Xk ) >J (XO) ise J fonksiyonuna asagindan yari siirekli

fonksiyon denir.

Tamm 2.18 (Yukaridan Yar1 Siirekli Fonksiyon): &imJ(Xk)SJ(XO) ise J

fonksiyonuna yukaridan yari siirekli fonksiyon denir.



Hem asagindan hem de yukaridan yari siirekli fonksiyona siirekli fonksiyon denir.
Tamm 2.19 (Operator): Lineer uzaylarda tanimli dontisiimlere operator denir.

Tanmim 2.20 (Lineer Operator): L ve L', F cismi lizerinde iki lineer uzay olsun.

T:L— L' operatori a,f € F ve X,y € L olmak iizere,

T (ax+By)=aT (X)+ AT (y)

sartin1 sagliyorsa T donilislimiine lineer operator denir.

Tanim 2.21 (Fonksiyonel): F c R veya F < C olmak lizere L, F {izerinde bir vektor

uzay olsun. J : L —»> F operatoriine fonksiyonel denir.

Tammm 2.22 (Smmirh Lineer Fonksiyonel): FcR, J:L —> F lineer fonksiyonel

olmak tizere,
MEYELNE

olacak sekilde K >0 sayisi varsa J fonksiyoneline sinirl lineer fonksiyonel denir.

Tanim 2.23 (Konveks Fonksiyon): X — R" konveks bir kiime, f (X) fonksiyonu da
bu kiime tizerinde tanimli sonlu degerlere sahip bir fonksiyon olsun. Eger her X,y e X

ve her o€ [0,1] i¢in,
f(ax+(1-a)y)<af(x)+(1-a)f(y)

oluyorsa f (X) fonksiyonuna X kiimesinde konveks fonksiyon denir.



Tanim 2.24 (Normlu Uzay): N , bir lineer uzay olsun. || || N — R fonksiyonunun X

noktasindaki degerini ||X|| ile gosterelim. Bu fonksiyon i¢in,
N1 |x|=0<x=6
N2. x| =|a|¥]

N3.[x+y]<[x]+[y]

sartlar saglaniyorsa | || fonksiyonuna N iizerinde norm, (N,|| |) ikilisine de normlu

uzay denir.

Tamm 2.25 (Banach Uzayi): N, normlu lineer uzay olsun. N, d(x,y)= ||X - y|| norm

metrigine gore tam ise N kiimesine Banach uzay1 denir.

N kiimesinin reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore Banach uzayi da reel veya

kompleks Banach uzay1 olarak adlandirilir.

Tamim 2.26 (i¢ Carpim Fonksiyonu ve I¢ Carpim Uzay1): L, F cismi iizerinde bir

lineer uzay olsun. ( ):LxL — F fonksiyonu,

11. (X, X)>0ve (X, X)=0<=x=6¢

12. (X, y) =Y, %)
13. (ax, yy=a(xy) (e eF)

14, (X+VY,2)=(X,2)+(Y,2)

sartlarini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢carpim fonksiyonu (veya i¢ ¢arpim) denir.



Uzerinde i¢ garpim fonksiyonunun tanimlandig1 vektdr uzayina i¢ ¢arpim uzayi (veya

on-Hilbert uzay1) denir. i¢ ¢arpim uzayi (L, ( )) ile veya kisaca L ile gosterilir.

Tanimm 2.27 (Hilbert Uzayr): X bir i¢ carpim uzay1 ve ||

, 1¢ carpim normu olsun.
d(x,y)= ||X - y|| =J(X—y,X—Y) olarak tanimlanirsa (X,d) bir metrik uzay olur. I¢

)

carpim normuyla tanimlanan bu d metrigine gére X i¢ carpim uzayi tam ise (X ,

ikilisine Hilbert uzayi denir.

Bu tanimdan Hilbert uzaylarinin, 6zel bir normdan elde edilmis Banach uzaylar1 oldugu

anlagilmaktadir.

Teorem 2.1 (Banach- Alaoglu): Bir Hilbert uzaymnin kapali birim topu zayif
kompakttir.

Teorem 2.2: f(x) fonksiyonu, [a,b] araliginda siurh ve 6lgilebilir ise f (X)

fonksiyonu bu aralikta Lebesgue anlaminda integrallenebilirdir.

Tanim 2.28: C[O,I] ve C' [O,I] uzaylar sirasiyla [O,I] araliginda stirekli ve kendisi ile

birinci mertebeye kadar tiirevi siirekli olan fonksiyonlarin uzayidir. Bu uzaylarda norm,

[l := max w(x)

”W”c‘[o,l] L {‘W( X)‘ + ‘W’(X)‘}

ile tanimlanir.

CO’I(S_ET) uzayl, Q; =[0,1]x[0,T] bélgesinde birinci degiskene gdre siirekli, ikinci

degiskene gore birinci mertebeye kadar tiirevleri stirekli fonksiyonlar uzayidir.



C*? (€, )uzayr, ©; =(0,1)x(0,T] bdlgesinde birinci ve ikinci degiskene gore ikinci

mertebeye kadar tiirevleri silirekli fonksiyonlar uzayidir.

Tanim 2.29: Lz[O,I] Hilbert uzay: olup elemanlar1 [O,I] araliginda Olciilebilir ve

karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm
|
<u’V>L2[0,I] = IU (x)v(x)dx
0

Ju

L[oJ] — <U=U>L2[o,|]

seklinde tanimlanmaktadir.

Tamm 2.30: L,(€;) Hilbert uzay: olup elemanlari Q. =(0,1)x(0,T] bolgesinde

oOlgiilebilir ve karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve

norm

<u,v>Lz(QT) = Z[ju(x,t)v(x,t)dxdt

||u||L2(QT) - <U, u>L2(QT)

seklinde tanimlanmaktadir.

Tamm 2.31: L, (Q) Hilbert uzay1 olup elemanlar1 Q bolgesinde ol¢iilebilir ve p ’inci

kuvveti integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim ve norm
p
<u,u>Lp(Q) =g‘u(x,t)‘ dxdt

1/p

Jull. oy = ({0:0), o)

seklinde tanimlanmaktadir.



Tamm 2.32: W, [0,1]=H'[0,]] Hilbert uzay: olup elemanlarmin kendisi ve onlarin

birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, [O, I] uzayindan olan Sobolev uzayidir.

Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm

<U’V>w2‘[o,|] = l![u (x)v(x)+ aua(xx) ava(XX)de

o

wi[ol] — <u’ U>Wzl [0.1]

seklinde tanimlanir.

W, (Q;)=H'(Q;) Hilbert uzay1 olup elemanlarmin kendisi ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q; ) uzaymdan olan Sobolev uzayidur.

Sobolev uzaylari, genellestirilmis tiirevleri L, uzayindan olan Banach uzaylaridir.

0

0
W, [O,I] =H' [O,I] uzay1, W, [O,I] uzaymin alt uzay1 olup bu bdlgenin sinirinda sifira

doniisebilen fonksiyonlarin uzayidir.

0 0 0
WZI[O,I]: HI[O,I] uzayr da W, [O,I] uzaymn alt uzayr olup t=T igin (X,T)=0

sartin1 saglayan fonksiyonlarin uzayidir.
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Lemma 2.1: Eger w(x) e C'[0,1] fonksiyonu w(0)=0 kosulunu saghyor ise,

leg < 1 o |

L[o.1]

[w

Lyfo]

|
L,[0.1] < ﬁ”wx

esitsizlikleri dogrudur.

Lemma 2.2 (Cauchy — Bunyakovsky— Schwarz Esitsizligi): u,v e L, (€, ) elemanlari

i¢in,

< { i j uzdxdt}m [ Sj} j vzdxdt}m

” uvdxdt
Qr
esitsizligi gecerlidir.

Lemma 2.3 (¢ — Cauchy Esitsizligi): Keyfi a, b sayilari ve her £ >0 olmak lizere,

ab<Za? +Lb2
2 2&

esitsizligi gecerlidir.

Tanim 2.33 (Lipschitz Sabiti): f, D bolgesinde tanimli bir fonksiyon olsun. Eger her

(Xa y])’ (X7 y2)E D igin:

1 (6y)= F(%y,)| <k|y, -]

olacak sekilde bir k > 0 sabiti varsa f fonksiyonuna D bdlgesinde y degiskenine

gore Lipschitz kosulunu saglar denir ve k sabitine Lipschitz sabiti denir.
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Teorem 2.3 (Genellestirilmis Weierstrass Teoremi): W, H Hilbert uzayinda zayif

kompakt bir kiime olsun. J :W — R asagidan zayif yari siirekli bir fonksiyonel ise
J. =ir\1NfJ (W) > —00
olur ve
W, ={weW:J(w)=J}=0
kiimesi zay1f kompakttir. Ayrica W kiimesinden alinan herhangi minimallestirici dizi

W, kiimesine zayif yakinsar.

Tanim 2.34 (Gradyen - Frechet Tiirevi): W kiimesinde tanimlanan J(W)

fonksiyoneli i¢in,
AJ (W) = 3 (- Aw) -3 (w) = (3'(w), aw),_+o|aw,

sart1 saglanirsa bu fonksiyonele weW elemaninda Frechet anlaminda diferensiyellenen

fonksiyonel, J'(W) elemanina ise J(w) fonksiyonelinin gradyeni veya Frechet tiirevi

denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Hiperbolik Ters Problemin Konulmasi

PO, = (K(X)U,), + T (X1, (X1 eQ; =(0,)x(0,T]c R’ (3.1.1)
u(x,0)=g(x), u,(x,0)=nh(x), xe (0,) (3.1.2)
u(0,t)=0, u(l,t)=0, te(0,T] (3.1.3)

lineer hiperbolik probleminde,
u(x,T)=y(x), ¥xe[0,1] (3.1.4)
final kriterinden faydalanarak, w:= { f(x,1), h(X)} fonksiyonlarmin es zamanl
belirlenmesi problemini inceleyecegiz.
Burada p(x) ve k(x) fonksiyonlari,
0<p, 2px)<p, 0<k, <k(x)<Kk, (3.1.5)

seklindeki fonksiyonlardir.

Verilen p(x), k(x), f(xt), g(x) ve h(x) fonksiyonlarmdan, (3.1.1) - ( 3.1.3)
probleminin ¢dziimii olan u(x,t) fonksiyonunun bulunmasi problemi direkt problem

olarak adlandirilir.

Bizim inceledigimiz problemde oldugu gibi p(x), k(x), g(x) verilen fonksiyonlar
olmak iizere (3.1.4) sartim saglayacak sekilde W::{f(x,t),h(x)} ikilisini bulma

problemine de ters problem denir.
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(3.1.1) - ( 3.1.3) probleminin ¢6ziim smifini belirleyelim:

t =0 aninda ¢6ziimiin kendisi ve birinci tiirevi ayrica X =0, X =1 smirlarinda ¢6ziimiin

kendisi verildiginden dolay1, buralarda ¢éziimiin siirekli olmasi gerekir. Denklemdeki

ikinci mertebeden tiirevleri de dikkate aldigimizda, problemin klasik ¢6ziimiiniin
u(X,t)eCZ’Z(QT)mCO’I(ﬁT) sinifindan oldugunu goriiriiz. Coziimiin bu sekilde

tanimlanabilmesi i¢in katsayilarin,
p(x) e C[0,1], k(x) e C'[0,I] (3.1.6)
ve giris verilerinin de
g(x)eC' [O,I], h(x)eC [O,I] , F(x,t)eC(Q;) (3.1.7)
kosullarini saglamasi gerekir.

Pratikte p(x), k(x), f(x,t), g(x), h(x) fonksiyonlar: fiziksel 6l¢iimlerden elde edilen,

diizgiin olmayan (problemi saglayacak derecede yeterli siirekli tiirevlere sahip olmayan)
fonksiyonlardir. Diger bir ifadeyle (3.1.6) ve ( 3.1.7) sartlar1 dogadaki problemlerin
cogunda miimkiin olmayabilir. Bu durumlarda klasik ¢oziime dayali metotlar gecersiz
olacaktir. Boyle hallerde uygun sekilde tanimlanan, sartlar1 daha kolay saglanacak

genellestirilmis ¢oziimler aranir.

Biz bu problem i¢in 6nce,
g(x)eH'[0,1], y(x)eH'[0,I] (3.1.8)

olarak kabul edecegiz. Ayrica (3.1.5) sartin1 da
0
0<p,<pX)<p, 0<k,<k(x)<k, Vxe[0,l] (3.1.9)

sartiyla degistirip w:={ f (x,t),h(x)} ikilisini,
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W ={w={f,h}:Jw], <b} =L, (Q)xL,[0,1] (3.1.10)

kiimesinden arayarak bu fonksiyonlar i¢in stireklilik sartini kaldiracak ve problemin

pratikte uygulanabilirlik durumunu daha da genisletecegiz.
W uzayinda V w,,w, eW i¢in i¢ ¢arpim,

f,(xt) f,(xt dxdt+jh (x)dx (3.1.11)

/\
o'—.—l
[S) ——

seklinde tanimlidir. Buna gére w elemaninin W kiimesindeki normu,

wl,, = [“[ f (x,t)]2 dxdt +I[h(x)]2 dx] (3.1.12)
seklindedir.

Diger taraftan fonksiyonlarin bdyle se¢imlerinden ve karsilasilacak olan kaginilmaz
Ol¢iim hatalarindan dolay1, (3.1.4) esitliginin tam olarak saglanmasi hemen hemen

imkansizdir. Bu ylizden (3.1.1) - ( 3.1.4) ters probleminin ¢dziimiinii,

J(W):J'[ (x,T;w)- ] dx (3.1.13)

0

ile tanimlanan amag fonksiyonelinin minimumlastirilmasinin ¢6ziimii olarak degistirip,
J(w.)=inf J (w) (3.1.14)

seklinde yar1 ¢oziimii tanimlayacagiz. Eger J (W) =0 ise W, eW yari ¢oziimii (3.1.1) -

( 3.1.4) probleminin tam ¢6zliimii de olacaktir.

Burada u (X,T ; W) fonksiyonu (3.1.1) - ( 3.1.3) probleminin verilen herhangi bir w e W

elemanina karsilik gelen ¢oziimiidiir.
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3.2. Hiperbolik Problem icin Genellestirilmis Coziimiin Elde Edilmesi

(3.1.1) ifadesindeki,
p(x)un = (k(x)ux)x + f(X,t)

esitliginin Q, bdlgesinin her noktasinda saglanmasi talebini genisletmeye ¢aligalim.

Bunun i¢in esitligin her iki tarafini, sartlarim1 daha sonra belirleyecegimiz bir

n= n(x,t) fonksiyonuyla carparak Q. bolgesinde integrallersek,
” p(X)u,ndxdt = jj(k(x)ux)xndxdt + J'.[ f (x,t)npdxdt (3.2.1)
O O ol

esitligini elde ederiz.

Kismi integrasyon yardimryla,

]p(X)unndth | p(x){u 2 jutntdt}dx

p(x)ut(x,T)n(x,T)dx—J p(x)u, (x,0)7(x,0)dx

- ” p(X)Utﬂtdth
Qr

:_I[ p(x)ut(x,T)n(x,T)dx—J“ p(x)h(x)7r(x,0)dx

- ” p(X)Utﬂtdth
Qrp

ve
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T (1

I k0w, ), bt = [ [ k0w, ), ot = { ] (k(x)umdx} dt

0 L0

P |
= H(k(X)UX)UK;L —I(k(X)Ux)UXdX} dt

T

(k(hu, (1 t)dt— j (k(Oyu, (0,t))7(0,t)dt

I
O Sy —

(=}

—H k(x)u,n,dxdt
Qr
elde edilir. Bu ifadeler (3.2.1) esitliginde yerine yazilirsa,

jp(x)ut(x,T)n(x,T)dx—J' p(x)h(x)n(x,o)dx—ﬂ p(X)u,77,dtdx

T T

= [(k(u, (1,6)) 7 (1,t)dt— [ (k(O)u, (0,t))7 (0,t)dt

0

_ J'J' K(X)u,7,dxdt + J._[ f (x,t)ndxdt
Qr o

(=}

elde edilir. 7(0,t)=n(l,t)=7(x,T)=0 olarak kabul edilip bu degerler yukaridaki

esitlikte yerine yazilirsa,
|

ﬂ(— pP(X)u77, + k(X)u,7, ) dtdx = J‘ pP(X)h(x)n(x,0)dx+ J‘J' f(x,t)pdxdt (3.2.2)

o 0 O
bulunur. Bu esitligi (3.1.1) probleminin genellestirilmis ¢oziimii olarak tanimlayalim.
Dikkat edilirse bu esitligin saglanabilmesi i¢in

u, U, U el (Q)

ve

7, M el (Q)

olmasi gerekir.
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Ayrica,
u(0,t)=0, u(l,t)=0
ve
n(0,t)=n(l,t)=n(xT)=0

sartlar1 da bu sartlarla birlestirilirse,

0 0

0 0
ueH'=W, ve neH'=W,

elde edilir. Boylece asagidaki tanimi verebiliriz.

0 0
Tamm 3.2.1: Her neH'=W, icin (3.2.2) esitligini saglayan

fonksiyonuna (3.1.1) probleminin genellestirilmis ¢6ziimii denir.

Simdi weW igin (3.1.1) problemini géz oniine alalim. Bu problem ig¢in asagidaki

hiikiim gegerlidir.

Teorem 3.2.2: (3.1.6) ve (3.1.7) sartlarinin saglandigin1 kabul edelim. Bu takdirde her

bir weW i¢in (3.1.1) - (3.1.3) baslangi¢ sinir deger probleminin tek ¢6ziimii var ve

s < s (00 I,

degerlendirmesi gegerlidir.

(3.2.3)

Ispat: Teoremi, Ladyzhenskaya (1985) calismasinda oldugu gibi Galerkin metoduyla

0
ispatlayalm. {¢, (x)}, W, [0,1] uzaymnmn <¢k,ﬂ>:5ﬂ sartin1 saglayan temel sistemi

olsun.
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Yaklasik ¢oziimii,

0 (xt)= e (1), (%) (3.2.4)

k=1

seklinde arayalim. Bu ¢6ziim fonksiyonunu (3.1.1) denkleminde yerine yazarsak,

o’u® ou™
p(x) e :(k(x) ™ jx+f(x,t) (3.2.5)
olur. Her iki tarafi ¢ (x) ile carpip,
JEIT (x)z(k(x)uf )Xqﬁl (x)+ f(x,t)¢(x) (3.2.6)

esitligini [O, I] araliginda integrallersek,

i p(x)ur's (x)dx=i(k(x)uxN )X;A, (x)dx+_:[ f(%t)4(x)dx

—k(x)ul's (x)\'o _jk(x)um(x)dmi f(xt)4 (x)dx

0

olur. ¢ (0)=4¢ (1)=0 oldugundan,

(PO )., HKOOU ),y =8, 1 =123
d (3.2.7)
¢ (0 ):<9 ¢k> dt G (0):<h’¢k>Lz[0,l]

sistemini elde ederiz. Burada,

= 3" (40). ()4 (%)

k=1

toplami1 N — oo ig¢in WZI[O,I] normunda g(x) fonksiyonuna yakinsar. (3.2.7)

denklemleri t degiskenine gore ikinci mertebeden adi diferensiyel denklem sistemi

olusturur. Bu sistemin bir tek ¢6ziimii vardir.



20

Lemma 3.2.3: (3.2.4) ile verilen u" (x,t) yaklasiklari igin,

o, =
H'(%y)

degerlendirmesi gergektir.

Ispat: (3.1.1) denklemini u" i¢in yazarsak,
p(X)ug —(k(x)uxN )X = f(x1)

olur. Denkleminin her iki tarafim u' ile garpip [O,I] aralifinda integrallersek,

i [p(uy —(k(x)ud), Juax=[ 1 (x,t)ul'cx

0

olur. Burada,
(k(x)uy )X u' = (k(x)uyul )X —k(x)uyuy

0zdesliginden yararlanarak,

( P(X)ugu +K(x)uyuy )dx :J- f (x,t)utNdxWLJ-(k(x)u;“utN )X dx
0

0

© ey —

yazabiliriz. Ayrica,

x=I

x=0

| —
S|
K_J%
O'—.—
| —
o
—~
>
N
—
[
-z
N—
[\
+
x~
~—~~
>
N—
—_
[
< z
N—
|39
[
o
>
%f_/
Il
'—D
—
—
X
—
N
[
-z
o
>
+
—
-~
~—~~
>
N—
[
< z
=
P4
N —

f=1

elde ederiz.
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u™(0,t)=u"(1,t)=0 oldugundan, u' (0,t)=u;" (I,t)=0 olacaktir. Boylece,

%%{J:[ p(x)(utN )2 + k(x)(uxN )z}dx} :J' f(x,t)u"dx

0

yazabiliriz. Bu esitligin her iki tarafini [O,t] araliginda integrallersek,

%.:[[ p(x)(ul (X,t))2 +k (x)(uy! (x,t))z}dx
5 ITp0ofer (xo)) e (x)) o

|
jf(x,r)ufdxdr, te[0,T]
0

© —

olur.

Simdi,

yazalim. J(t) integraline u" (X,t) fonksiyonunun [O,I] araligindaki enerji normu

denir. t >0 degiskenine bagli bu norm,

Jull. = {%JL[ p (%) (u (x,t))2 +k (x)(uy (x,t))z]dx}m, t>0

0

olarak gosterilir.
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Boylece,

32 (t)-37(0) =

o t—

|
J'f(x,r)u,’“dxdr, te[0,T]
0

olarak yazilabilir.

(3.2.8)

Lemma 3.2.4: (3.1.1) - (3.1.3) problemleri igin (3.1.6) ve (3.1.7) sartlar1 saglaniyorsa,

N
X

/2
L[od] < k—OJ (t), tE[O,T]
< [23(1). te[o.T]
Llod] — P, i >

o

esitsizlikleri dogrudur.

Ispat:
j;[u;“ (x,t)] dxékio;[k(x)[uf(x,t)] dx
skiolﬂp(x)(ut“‘(x,t))2+k(x)(u§ (x.t)) }dx
:kloE(t)
olup,

X

L kOJ (1), te[0,T]

yazilir.

(3.2.9)

(3.2.10)
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Benzer sekilde ikinci degerlendirme de

}i;[ut“‘ (x,t)]2 dx < pio}[ p(x)[ut’“ (x,t)}2 dx

spioz)[p(x)(ut“‘(x,t))2+k(x)(uxN(x,t))z}dx
2
::p—OE(t)
olup,
HUtN Lo S D%J (), te[0,T]
bulunur.

(3.2.8) Ozdesliginin her iki tarafinin t>0 degiskenine gore tiirevini alip ve sonra

bulunan esitligin sag tarafina Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygularsak,

23 (t)I (1) <|f

L[o,] HutN HLz[O,I]

2

< ” f ||L2[0,I] F‘J (t)
0

olur. Buradan da

. 1
J (t)3ﬁ||f||Lz[o,|]

bulunur. Bunu [0,t] araliginda integrallersek,

Lo d7- te[0.T] (3.2.11)

()< (0)+ﬁl”f

esitsizligi elde edilir.
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Burada,

seklindedir.

Lemma 3.2.5: (3.1.1) - (3.1.3) probleminde, (3.1.6) ve (3.1.7) sartlarinin saglandigini

varsayalim. Bu durumda u" (x,t) fonksiyonu i¢in,

2
o IO =0 telor]

S ERTORS
L[] Po Po o

N
X

o

Ljo] dr, te[O,T]
esitsizlikleri dogrudur.

Ispat: (3.2.9) ve (3.2.11) esitsizliklerinden,

Lo <\/7{ m!”f

< 3 00+ 1] teforT]

N
X

LZOI

bulunur.

Benzer sekilde (3.2.10) ve (3.2.11) esitsizliklerinden,

L2[0,|]<" |: /—2p0 _H| ”LzOI
2
< —J — dz, te|0,T
[0+l 8 tefoT]

N
Ju

bulunur.

(3.2.12)

(3.2.13)
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Simdi Hu N HL o] icin bir degerlendirme yapalim:

o

1[0,'] :Ij[uN (xt)] dx, te[0,T]
0

esitliginin her iki tarafinin t > 0 degiskenine gore tiirevini alir ve Cauchy-Bunyakovsky

esitsizliginizden yararlanirsak,

!
N

2HuN

|
L,[0.1] HU ZZIUN (Xat)UtN (X,t)dx
0

L[o.1]

<2 0
Lyfos]

L[0.1]

olur. Her iki tarafi 2HuN H # 0 ile boliip, sag tarafta (3.2.13) esitsizligini dikkate alirsak,

o

’ 2 1 t
o SO+l 05 2o

bulunur. t degiskenine bagl bu esitsizligi [0,t] araliginda integrallersek,

2
o] + \/p:OJ (0)t

1 tz
+p—”||f||L2[OJ] dndz, te[0,T]

000

Hu“ (x.t)

| sHu“ (x,0)

Lol

olur. Bu ifade i¢in,

t

ﬂg(x)dndrzj(t—r)g(r)df

0

0zdesliginden yararlanirsak,

2 1§
o T Ot o [ g de 3219

o

| s”u“ (x,0)

L,[0.I
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esitsizligini elde ederiz. Ayrica, Cauchy-Bunyakovsky esitsizliginizden,

1/2

o ] fcoro]

olup, buradan

t
1l gog 07 <Rl £

L (2
ve

>0

L[o.1] L()’ t

t <ﬂ
J(=) 07 < 5 1

yazilabilir.

Diger taraftan,

J(0)< %[ plj;[ut“‘ (x,O)]2 dx + kli[uf (x,O)]2 dx}

olup, r, =max{p,,k } olmak iizere,

J(0)< \/%(':[[UtN (x,0)7 dx +j)'[u;“ (x0)] dx]l/2
SHAE o)

+[uy (x,0)

2
Lsfo)

ifadesi, buradan da

+
L,[0.1]

3(0)< \E (Huy (x,0)

uy (x,0)

L,[0.1] )

(3.2.15)

(3.2.16)

(3.2.17)

esitsizligi yazilabilir. (3.2.15) ve (3.2.17) ifadeleri, (3.2.12) ifadesinde degerlendirilirse,
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N 3 T A T

t
"]/ko D, ||f||LZ(Q1)’ te[0,T]

olurve t=T i¢in

o = i 000, o (00,

i
-l

yazilabilir.
lohs
C, =max-< |—,
Ky VKo Py

denirse,

Hu:l HLZ[O,I] < € (HutN (X’O)HLZ[O,I] +Hu>’<\l (X’O)HLz[OJ] +” f ||L2(QT))
ve

o 36 GO o 00 A1) G219
bulunur.

(3.2.15) ve (3.2.17) ifadeleri, (3.2.13) ifadesinde degerlendirilirse,

HutN HL2[0,|] < \/;:()()(HutN (X’O)HLQ[OJ] +Hu>"\l (X’O)HLZ[OJ])

Jt
+ 0 ”f”Lz(Qt)’ te[0,T]
0
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olurve t=T i¢in

N
T 2 50,y 50, )+

yazilabilir.
o)
C, =maxy, [—,—
Po Po
denirse,
O TN (O s A ) L WY
ve
o L 308 o 0O o O 4P ) 3219
bulunur.

(3.2.16) ve (3.2.17) ifadeleri, (3.2.14) ifadesinde degerlendirilirse,

oo <™ 6 0) +tF (0}, 20

te[OT

f
Ll

olurve t=T i¢in

) gy =1 G, 7 (40

te[O,T]

! (%)

VT )
o3 e

yazilabilir.
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C, = max 1,T\/r—T,Tﬁ}
P poV3

denirse,
o gy < " O 0), g+l G0 (0,
]l
ve
<65 0 00 i (50, 41 500
J[0.] L[o.] L[0.1] L[o.] (3.2.20)
2
1 o)
bulunur.
(3.2.18), (3.2.19) ve (3.2.20) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,
HUN HZH'[O,I] =C, (HUN (X’O)Hl[o,q +HutN (X’O)Hi[o,q +HUXN (X’O)Hiz[o,l] (3.2.21)

o)

yazilir. Burada ¢, = max {4C32,3C12,3C§ } seklindedir.

Diger taraftan,

N 0
b 0, = S (O <5t 0 Il

2

d
=l

ECP (0)

HutN (X’O)Hi[o,l] =2

k=1

d P
ECD (0)‘ SZ

k=1

Ve
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u

2
. (X’O)HLZ[OJ] = ||gX||2L2[0,I]

olacagindan,

2
R - A P % PR 1 Ay

yazilabilir. Buradan da

2
O LN (P R

Ve

Ju [y = (00 I,

elde edilir.

Boylece,
2
o = (0l + ol ) o =c.T

degerlendirmesi bulunur.

Sag taraftaki normlar sonlu olacagindan,

N 2
[, <6
()

Ve

N
<
HU HH‘(QT) =G

yazilabilir. Boylece Lemma 3.2.3 ispatlanmig oldu.

(3.2.22)

(3.2.23)
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Simdi teoremin ispatina devam edelim:

0
(3.2.23) ifadesi ile {UN}, (N=12,3,..) dizisinden u(x,t)eH'(Q;) elemanma

H'(Q; ) normunda zayif yakinsayan bir alt dizi ¢ikarabiliriz.

Bu u(x,t) limitinin (3.1.1) ve (3.1.4) probleminin genellestirilmis ¢éziimi oldugunu

gostermeliyiz.

u™(x,t) ifadesinin, (3.2.2) esitligini sagladigini gdstermek igin (3.2.7) sistemindeki
ifadelerin her birini d, (t) €W, [0,T], d,(T)=0 fonksiyonu ile garpip i =1"den i=N"

ye kadar toplayarak [O,T] araliginda integrallemeliyiz.

Bu durumda,

Ve

olmak iizere,

ﬁ Jug' 1+ k (x)uy'n, ) dxdt = [[ frdxdt
Qr

elde ederiz.
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[1k terime kismi integrasyon uygulayarak,

© e —

p(x){uf‘n‘; —jo[uthtdt}dx :J: p(X)u;’ (%, T)m(x,T)dx

—!p(x)ut’“(x,o)ry(x,o)dx

= J'J.— p(x)u,"r,dxdt
Qp
bulabiliriz. Bunu denklemde yerine yazip,

”(— PO 7, + k(XU , ) dtdx = '[ PO (%,0)7(x,0)dx
o ) (3.2.24)
+ [ £ naxdt

esitligini elde ederiz.

Bu sekildeki biitiin 77 fonksiyonlarinin hepsini R ile gosterelim. (3.2.24) ifadesinde,
yukarida belirttigimiz alt dizi (Ni) lizerinden sabit bir 7€®R, elemant igin limit
alabiliriz. Boylece bitiin 7e®R, icin u(x,t) limit fonksiyonu (3.2.2) esitligini

saglayacaktir.

® 0
n elemanlarmin kiimesi olan R, kiimelerinin | JR, bilesimi W, (Q;) kiimesinde
N=1

0
yogun oldugundan ve u(x,t) limit fonksiyonu U eW, (QT) seklinde oldugundan her
0 0
neW, (€;) i¢in ueW, (Q;) limit fonksiyonu (3.2.2) esitligini saglar. Dolayisiyla

tanimladigimiz sekilde genellestirilmis ¢6ziim olur.

Th (X,t) icin gecerli olan (3.2.22) degerlendirmesi, limit fonksiyonu olan u(x,t) icin

de gecerli olacaktir.



33

Bu takdirde,

ol o, < 5 (IO o+l )

yazilabilir.

Sag taraftaki normlar sonlu olacagindan,
2
”u”Hl(QT) <G
ve

Jul... ) <G (3.2.25)
yazilabilir.
Céziimiin tekligi igin dnce,
PO (), = KON (U)), )+ T 6D, (X, €Qr =(0,)x(0,T]cR?
(u)(x,0)=g(x), (u),(x,00=h(x), xe (0,])

(u)(0,t)=0, (u,)(I,t)=0, te(0,T]

vE
POO(U, ), = (KO)(Uy) ), + F 61, (D) eQ; =(0,)x(0,T]c R?
(u,)(x,0) = g(x), (u,), (x,0)=h(x), xe (0,1

(u,)(0,t)=0, (u,)(l,t)=0, te(0,T]

seklinde u, ve u, gibi iki ¢dzlim oldugunu kabul edelim. y =u, —u, farki i¢in
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p(x)ytt :(k(x)yx)x’ (X’t)EQT :(O,I)X(O,T]CRz
y(x,0)=0, y,(X,0)=0, xe (0,I)
y(0,t)=0, y(L,t)=0, te(0,T]

problemi yazilabilir.

Bu problem i¢in (3.2.3) degerlendirmesine benzer olarak,

¥k <O

yazilabilir.

Buradan ||y||il(QT):0 ve H'(Q;) uzaymda y=0 oldugu gorilir. Dolayisiyla

genellestirilmis ¢6ziim tekdir.

Boylece Teorem 3.2.2 ispatlanmis oldu.
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3.3. Ters Problemin Coziilebilirligi

Bu boliimde,

J(w.)=inf J(w) (3.3.1)

weW

probleminin, ¢oziime sahip oldugunu gostererek bu ¢oziimiin elde edilebilmesi igin

gerekli olan islemleri ele alacagiz.
3.3.1. Problemin ¢6ziimiiniin varhgi

Burada, inceledigimiz problemin genellestirilmis Weierstrass teoreminin sartlarini

sagladigini gostererek bu teoremin hiikmiinii kullanacagiz.

L, (QT )x L, [O, I] uzay1 bir Hilbert uzay1 olup, W kiimesi bu uzayda zayif kompakt bir

kiimedir.

W kiimesinin zayif kompaktlig1 i¢in Banach-Alaoglu teoreminden bu kiimenin sinirl,
kapal1 ve konveks oldugunu gdstermeliyiz. Boylece ele aldigimiz kiime genellestirilmis

Weierstrass teoreminde kiimeye ait olan sartlar1 saglamis olur.
Sirasiyla bu 6zelliklerin saglandigini gosterelim:

W1. W kiimesinin,
W ={w={f,h}:[w], <b}=L,(Q)xL,[0.I]

seklinde tanimli oldugunu biliyoruz. Buradan hareketle her bir elmanin siirh

olmasindan, kiimenin sinirl oldugu sdylenebilir.
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W2. W kiimesinin kapali oldugunu gosterelim:
[XI=1x=y-+ vl <lx= i+l = x|yl <[x- ]

oldugunu biliyoruz. {w,} —>W. olacak seklinde yakinsak bir dizi olsun. w, eW

oldugunu gosterecegiz. Ciinkii her yakinsak dizinin yakinsadigi nokta kiimeye aitse o

kiimeye kapali kiime denir.

Bu keyfi {w,} dizisinin yakinsakligindan,

lim |w. —w, || =0

n—oo
oldugu aciktir. Yukaridaki 6zellikten,
e = = . = ws |
olup, her iki tarafin limitini alirsak,

lim |w, || - lim||w, || < lim |w, —w, |

nN—o0 n—o0 n—oo
w.|-b<0
o<t

olup, w, eW olur. Dolayistyla W kiimesi kapalidir.
W3. W kiimesinin konveks oldugunu gosterelim:

Konveksligin tanimindan, Vw, w,eW ve Vae[0,1] icin aw +(1-a)w, eW
dolayistyla,

H(){W1 +(1—a)W2H <b

olmalidir.
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|[w,]|<b ve [w,|<b oldugundan,
H(){W1 +(1- “)qu <a|w|+(1-a)|w,|
oldugunu gostermeliyiz. Ciinkii,

Hawl +(1—a)W2HSab+(1—a)b
<ab+b-ab
<b

seklindedir.

Simdi (3.3.2) esitsizligini gosterelim:

Hawl+(1—a)W2H:Ha{fl,hl}+(1—a){f2,h2}H
:Haf +(1-a) f,,ah +(1-a)h H

= H[aml a) ]dxdt+j[ah+1 a)h, ] dx
00

olup, buradan her iki tarafin karesini alirsak,

lerw, +(1—0{)W2H2 = H[a f+(1-a) f2]2 dth+j.|:0[h1 +(1—a)h2]2 dx
00 0
= [[ o frdxdt+ [[(1-a) f,2dxdt
+ [[2a(1-a) f,f,dxdt + [ &’hidx+ [ (1- ) hdx
+ [ 2a(1-a) hh,dx
=|eew; +H(1—a W Hz +2a(1-a){w,w,)

<[law [ +[(1-a)ws][ + 260 (1) |

= (law | +](1-a)w[)

olup her iki tarafin kare kokii alinirsa,

1/2

(3.3.2)
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oo + (1= x| < o |+ (1- ) v

bulunur. Dolayisiyla (3.3.2) esitsizligi ispatlanmis oldu. Bu da W kiimesinin konveks

oldugunu gosterir (Yosida 1980).

Simdi genellestirilmis Weierstrass teoreminin fonksiyonele ait olan konvekslik ve

stireklilik sartlarinin saglanip saglanmadigina bakalim:

Bunun i¢in J (W) fonksiyonelinin W kiimesinde asagidan zayif yari siirekli olup

olmadigini incelemeliyiz. Asagidan yar1 siirekli fonksiyonel konveks ise asagidan zayif

yart siireklidir. Ayrica, bir fonksiyonelin siirekliligi ayni zamanda asagidan yari

siirekliligini de ihtiva eder. Oyleyse 6nce J (W) fonksiyonelinin W kiimesinde konveks

oldugunu gostermeliyiz. Sonra siirekli oldugunu gostererek asagidan yari stirekli

oldugunu gdostermis olacagiz. Boylece de J (W) fonksiyonelinin W kiimesinde

asagidan zayif yar siirekli oldugunu ispatlayarak, Weierstrass teoreminin sartlarinin

saglandigini gdsterecegiz.

Teorem 3.3.1.1:

J(w)= ﬂu(x,T;w)— y(x)‘2 dx

0

fonksiyoneli W kiimesinde konvekstir.
Ispat: W kiimesinin konveks bir kiime oldugunu gostermistik.

Her bir w,,w, eW i¢in
I(Bw+(1-B)w, )< BI (W) +(1-8) I (w,) (3.3.1.1)

esitsizliginin keyfi S e [0,1] icin saglandigini goéstermemiz gerekir.



39

Sinir deger probleminin lineerliginden ve ¢dziimiin tekliginden her bir w,,w, eW ve
pe [0,1] icin,
u(x.t; 8w, +(1-B)w, ) = Bu(x.t;w, ) +(1- B)u(x,t;w,)

yazilabilir.

Ayrica |u - y|2 fonksiyonunun u degiskenine gore konveksliginden,

‘ﬂul +(1—,3)U2—y‘2 SIH|ul _y|2 +(1—,6')|U2 _y|2

esitsizligi yazilabilir.

Bu 6zelliklerden faydalanarak da

2
‘dx

I(Bw+(1-B)w, )= ‘u(x,T;,BW1 +(1-B)w, ) - y(x)

[Bu(xTaw)+(1-B)u(xTsw,) |-y (x)| dx

<

Il
Sl — O —— O — —

ﬂ‘u(x,T;Wl)—y(x)‘2 dx

+[(1=B)u(xTsw,) -y (0 o

0

=4I (w)+(1-5)3(w,)

yazilabilir.

Boylece Teorem 3.3.1.1 ispatlanmis oldu.
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Simdi de J (W) fonksiyonelinin W kiimesinde stirekli oldugunu gosterelim:

Her & >0 sayist igin,

[w+Aw-w| <5

oldugunda,
|3 (w+Aw) - (w)| <&
olacak sekilde bir §(&) >0 sayist oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin de
|3 (w+Aw) -3 (w)|<s, |aw]), (3.3.1.2)
oldugunu gostermeliyiz.
Ciinkii
AT (w)| <5, Jaw], <5,6” =&

secilirse 0 =./¢/s, >0 se¢ilmis olur.

(3.3.1.2) esitsizliginin saglandigini gosterelim:

Teorem 3.3.1.2: weW keyfi bir eleman ve Aw, w+AweW olacak sekilde bu eleman

icin verilmis bir artim olsun. Bu durumda
|3 (w+aw) - (w)| <, |Jaw][, (3.3.12)

degerlendirmesi gecerlidir. Burada, s, sayis1 Aw artimmdan bagimsizdir.
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Ispat: Once, (3.1.1) - (3.1.3) probleminin W+Aw artimindan nasil etkilenecegine

bakalim:

Artimdan dolayr,
w={f,h}, Aw={Af,Ah} ve w+Aw={f +Af h+Ah}
seklinde olup,
u, (X% tw)=u(x,t;w+Aw)

ile gosterirsek,

0

Au(x,tw)=u, (X tw)—u(x,tw)=u(X,tw+Aw)-u(x,t;w)e H' ()

fonksiyonu, problemin w+ Aw ¢iftine karsilik gelen halinden w ¢iftine karsilik gelen

halinin gikarilmas1 sonucu elde edilecek problemin ¢dziimii olacaktir. Oyleyse,
pu,, =(ku, ) +f+af
U, (%,0)=g(x),u, (x,0)=h+Ah
u, (0,t)=u,(L.t)=0
probleminden,

pu,. =(kuAX )X + f +Af
U, (%,0)=g(x),u, (x,0)=h+Ah

u, (0,t)=u,(,t)=0

problemini ¢ikarirsak,



42

pAu, = (kAu, ), +Af (3.3.1.3)
Au(x,0)=0, Au,(x,0)=Ah (3.3.1.4)
Au(0,t)=Au(l,t)=0 (3.3.1.5)

fark sinir deger problemi elde edilir.

Simdi w+ Aw artimina karsilik J (W) fonksiyonelinin nasil degisecegine bakalim:
u, (X, T;w)=u(x,T;w+Aw)

olmak tizere,

J(w+Aw) = I[UA (X, T;w)- y(x)]zdx

0

fonksiyonelinden J (w) fonksiyonelini gikarirsak,

AJ(w)=J(w+Aw)-J (w) =.I(|;{|:UA(X,T;W)— y(x)]2
—[u(x,T;W)—y(x)]2 dx}
olur.
Uy (6T W) =u (X Tsw)+u (X, Tsw+Aw) —u (X, T;w)

oldugundan,
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2

j;{[u (X, T;w)—Au(x,T;w)—y(x)]

~[u(x.T;w) ] dx
| (3.3.1.6)
= j[u+Au—y+u—y(x)][u+Au— y—u+y(x)]dx
0
|
=J u(x,T;w)=-y(x)]Au(x,T) dx+j[Au XT] dx
0
elde edilir.
Cauchy-Bunyakovsky esitsizligi ile
‘AJ (W)‘ < 2Hu (x,T;w)-y(x) LZ o] HAu (x,T) L]
(3.3.1.7)
+HAu X T) o]

yazabiliriz.

Simdi buradaki |Au(x,T)[; (0.]

ifadesini degerlendirelim:

(3.3.1.3) ifadesini Au, fonksiyonu ile ¢arpip Q, bdolgesinde integrallersek,

J‘.[( pAu, —(kAu, ), - Af )Autdxdt =0

0%

olur.

Buradan,

'I[ kKAu Au , dxdt + I .[Af Au,dxdt
0

S S

|
.[[ pAU, AU, +KAu, Au, ]dxdt =
0

S S

olup,
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! I
%![ pAU; (X,t)+kAu; (x,t)] dx—%![ pAu; (X,0)+kAug (x,O)] dx

Af Au,dxdt

S —
S S——

yazabiliriz.
1 |
EJ' pAuf +kAuf]dx, te[0,T]
0
dersek,
t
0) = [ [ Af Au,dxdt, t[0,T]
00
olacaktir.

Buradan J, (t)=,/E, (t) i¢in,

O'—z”

|
= [ ] Af Au,dxdt
0

yazilabilir. Bu ifade (3.2.8) ifadesinin benzeridir. O halde (3.2.12) ifadesinden
faydalanarak,

|au,

2
Lo <\/7 m!”m‘ Lon 47> te[0.T] (3.3.1.8)

esitsizligini, (3.2.13) ifadesinden faydalanarak,

1 t
[Au, o < / —j|Af oy A7 t[0.T] (3.3.1.9)
0 0

esitsizligini ve (3.2.14) ifadesinden faydalanarak,
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|Au

2 1

e /—Jl(O)t+—j(t—z')||Af||L2[0J]dr, te[0,T]  (3.3.1.10)
pO pO 0

esitsizligini yazabiliriz.

Yine (3.2.15) ve (3.2.16) ifadelerine benzer olarak,

Lo A7 VAT L t>0 (33.1.11)

t
j||Af
0

A\~

[(t-o)af],, , dr _M

Lafou]
0

|Af

t>0 (3.3.1.12)

Ly()”

esitsizlikleri yazilabilir.

Diger taraftan,

J,(0)< %( plj)-[Aut (x,O)]2 dx + kl_(i).[AuX (x,O)]2 de

olup, r, =max{p,,k } olmak iizere,

J,(0)< \/% U[Aut (x,0)] dx+ i[ At (,0) dle/z

5 1/2
( LZ[O,I])

+HAu (x,0)

olur. Bu ifadeden de

+HAu (x,0)

Lz[o,.]) (33.1.13)

3,(0)< \EO(
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esitsizligi yazilabilir. (3.3.1.12) ve (3.3.1.13) ifadeleri (3.3.1.10) ifadesinde yerine

yazilirsa,

+HAu (x,0)

N o oy o)

lt\f
NG

< \/7 (‘
Lot =\ p,

LTIVT
"o

—=[Af] - t[0.T]
ve t=T igin

|Au(x.T)

+HAu (x,0)

L,[0,1] )

|af

L(Qr)

yazilabilir.
S, =max{T\/r—7°,Tﬁ}
P, Py/3
denirse,
(e < ([0 060Ny It (O, + 18
veE
lau(x (xT[ Lo <3s? (HAU (x,0) LZ[OI +HAu (x,0)[ Lo

+atl

L(Qr)

bulunur. Au (X, O) =0 ise Au, (X, 0) =0 olacagindan,

L(Qr) )

2

HAu xT) 5v, s, =3s;

+||Af

<s, (|anl;

Ly[0.1] L[0.1]

(3.3.1.14)
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esitsizligi elde edilir. (3.3.1.7) ifadesine & —Cauchy esitsizligini uygulayarak,
2

2
L,[0.1]

‘AJ (W)‘ < Hu (x,T;w)—y(x)

]+HAu(x,T) [OI]+HAu(x,T)

2
L2[0,| L, (0,

esitsizligini yazabiliriz. y ( X) el, [0, I] verilen bir fonksiyon oldugundan,

[v(x)

=Pp

L[0.]

seklinde bilinen bir sayidir.

Bu durumda,
A3 (w)| <5, aw,,

yazilabilir.

Dolayisiyla Teorem 3.3.1.2 ispatlanmis oldu. Burada s, sayist Aw artimindan

bagimsizdir

Boylece J (W) fonksiyonelinin W kiimesinde siirekli ve dolayisiyla da asagidan zayif

yari stirekliligi ispatlanmis oldu.

Genellestirilmis Weierstrass Teoremine gére,
J.=J(w.)=inf J (W) >0
olur ve
W, ={weW:J(w)=J (W)}

kiimesi zayif kompakttir. Ayrica W kiimesinden alinan herhangi minimallestirici dizi

W, kiimesine zayif yakinsar.
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3.3.2. Eslenik simir deger probleminin elde edilmesi

Bu boliimde, fonksiyonelin tiirevinde kullanilmak {izere problemimize karsilik gelen

eslenik sinir deger problemini ¢ikaracagiz.

Eslenik smir deger problemini Iskenderov et al. (2002) calismalarindaki metodu

kullanarak elde edelim:

Bunun i¢in u fonksiyonuna,
Su(x,0)=0, 6u,(x,0)=0, su(0,t)=0ve su(l,t)=0

sartlarini saglayan ou artimini verelim.
Lagrange fonksiyonelini,
| T
L(u,w,n):j[ (x,T)- ] dx+”77 —puy +(ku,) + f)dxdt (3.3.2.1)
0 00
seklinde yazalim.
Bu fonksiyonelin birinci varyasyonu i¢in,

L (u+&du,w,7 :J:[(u+55u y(x)]zdx

+Hn( (u+edu), (k(u+g§u)x)X + f)dxdt
00

Ve
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|
L (u+e&su,w,77)—L(u,w,7) :I(u +2ugsu +( gciu) —2uy —2&duy + y*
0

T
—u” +2uy - y* Jdx+ [ [{~pu, — pzsu,
00

+(ka)X +(k8§UX)X + f + pu, —(kux)X
—f } dxdt

| |
zzjgéu[u(x,T)—y(x)]dx+gzjdu2dx
0 0
|
+5.T”77 p5un k5u))dxdt
00

olup,

L (u+&su,w,77)—L(u,w,7)

£ =ZI5U[U(X,T)—y(X)]dx+gj)5u2dx

+]'.I|'77(—p5utt +(k5ux)x)dxdt
0o

seklindedir. Buradan da

SL =i L(u+e&su,w,77)—L(u,w,7)

-0 <

:zj[u(x,T)—y(x)]éu(x,T)dx (3.3.2.2)

T
+ ”[— pdu, +(kdu, ), } ndxdt
00
seklinde birinci varyasyon bulunur.

Sag tarafin ikinci integralindeki terimlere kismi integrasyon uygulanirsa,
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Ve

H kau, ), ndxdt = [ ksu,z|, j ksu,n, dx}
00

{k&u 77| 5uk77| J' 5udx}d
k(1u, (1.t)n(1,t)dt— [k(0)u, (0.t)7(0,t)dt
~[k(Dsu(1,t)7, (1) dt+_|.k 0)5u(0,t)7, (0,t)dt

Il
Oy O O
o'—.—i

+

S ey, — o'—.—l

|
_[ kr, ), u(x,T)dxdt
0

olur.



51

Boylece oL ifadesi,

5L=2I£[u(x,T)— y(x)]éu(x,T)dx

‘If p5“r(X=T)77(XaT)dX+IJ pSsu(X,T)m, (x.T)dx

0

(3.3.2.3)

k(I)du, (I,t)n(l,t)dt—].k(o)&ux (0,t)7(0,t)dt

0

|
[[= P +(km,), J6u(xT ) dxdt
0

+

+

O e, O e,

halini alir.

Minimum deger icin SL =0 stasyonerlik sartt saglamak zorunda oldugundan ou

fonksiyonunun keyfiliginden yararlanarak ou (X,T ) , ou, (X,T ) , ou, (I,t) ve

ou, (O,t) varyasyonlarinin katsayilarini sifira esitleyerek,

P, = (k7). (3.3.2.4)
n(xT)=0 (3.3.2.5)
P (%T)==2[u(xT)-y(x)] (3.3.2.6)
k(0)72(0,t) =0, k(1)n(1,t)=0 (3.3.2.7)

sinir deger problemini elde ederiz.

Bu probleme eslenik sinir deger problemi denir.
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3.3.3. Fonksiyonelin Frechet tiirevi ve minimallestirilebilmesi icin gerek ve yeter

sart

Bu boliimde fonksiyonelimizin Frechet anlaminda tiirevlenebildigini gosterip, bundan

faydalanarak bir w, elemaninin optimal ¢6ziim olmasi i¢in saglamasi gereken sart1 ifade

edecegiz.

Teorem 3.3.3.1: (3.1.8) - (3.1.10) sartlar1 saglansin. Bu durumda J(w)eC'(W)

fonksiyoneli Frechet tiirevlenebilirdir.

Ustelik J(w) fonksiyonelinin weW elemanindaki Frechet tiirevi (3.3.2.4) - ( 3.3.2.7)

eslenik sinir deger probleminin 7 ¢oziimii vasitasiyla,

J'(w)={n(xt;w), p(x)7(x,0;w)} (3.3.3.1)

seklinde tanimlanir.
Ispat:

J fonksiyonelinin weW elemaninda Frechet tiirevlenebilmesinin tanimi,
J(w+Aw)—J (w)= <J ’(w),AW>W + O(HAW”jV) (3.3.3.2)

seklindedir.

(3.3.1.6) esitligindeki AJ (W) artimindaki,

2J'[u(x,T;w)— y(x)]Au(x,T)dx

0
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ifadesini inceleyelim.

Bunun i¢in eslenik sinir deger problemini Au ile ¢arpip € bolgesinde integralleyelim,

o — —

T LT
j pﬂttAUdth = jf kﬂx AUdth
0 00

olup kismi integrasyonla,

H pn,Audtdx =
00

p {ntAu| ImAU dt} dx
T
p {mAu| nAu j nAundtH dx

0

Il
Sl — O — O ————

pr7, (X, T)Au(x,T)dx— j'pnt x,0)Au(x,0)dt

—j pn(x,T)Aut(x,T)dx+J‘ pr7(X,0)Au, (x,0)dx

+J' I pAu,ndxdt

Ve

S L, —

| T |
[ (kn,), Audxdt = j{anAuu) —janAuxdx} dt
0 0

|
{k?]xAu| nkAuX|:) —J‘77(kAuX ), dx}} dt

O e O ey

]
k(1)n, (1Y) Au(l,t)dt -k (0) Au(0,t)dt
0

—J'k (1L,t)Au, (1,t) dt+jk 7(0,t)Au, (0,t)dt

+ j [ (kAu,), ndxdt

olur.
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Bu degerler yukaridaki esitlikte yerlerine yazilirsa,

| |
j p7, (x,T)Au(x,T)dx+I pn(x,O)Ahdx+_U pAu, r7dxdt :J-J.(kAuX)X ndxdt
0 0

olur.

Bu esitlik de diizenlenerek,

ﬂ[pAun—(kAu ), ]ndxdt+.[ pr7(X,0) Ahdx = .[Z[u (%,T)=y]Au(x,T)dx
seklinde yazilabilir.

(3.3.1.3) - (3.3.1.5) fark smir deger problemini de 7(x,t) ile garpip € bolgesi

tizerinden integralleyip bu esitlikten ¢ikarirsak,

jpry(x 0 Ahdx+”Af77dxdt_2J'[u (x,T;w)—y(x)]Au(x,T)dx

0

esitligini buluruz.

Bu esitlikten ve (3.3.1.14) ifadesinden de faydalanarak,

o'-—,—!

'I[nAfdxdt + .If pr7 (X, 0;w) Ahdx + 0 (||Aw||jv)
0 0

esitligi ve
(W)= {n(x.tw). p(x)n(x0:w)}

Frechet tirevi elde edilir.

Boylece teorem ispatlanmis oldu.
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Simdi fonksiyonelin minimallestirilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart1 su sekilde ifade

edelim:

W < L, (0,1)xL,(0,1) kapali, konveks bir kiime ve J(w)eC'(W ) kiimesi konveks bir
fonksiyonel ise W, elemaninin J fonksiyonelinin minimumu olmasi i¢in gerek ve yeter

sart,
<J ’(w,ﬁ),w—w*>W >0, YweW
seklindedir.

J'(w) tiirevi, eslenik problemin 7(X,t;w) ¢oziimii sayesinde y(x) final verisine ve

direk problemin u(x,t;w) ¢dziimiine baghdir.

Dolayistyla,
(3'(w.),w-w.) >0, vweW
sarti,
(n(ssw),W-w.) 20, YweW

sartina esit olacaktir.

Burada,

<77("';W*)’W_W*>w = gn(x,t;w*)[f (x,t)-f. (x,t)]dxdt

+ [ p(x)7 (%, 05w ) [ (%) —h. (x)]dx

0

seklindedir.
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3.3.4. Gradyenin Lipschitz siirekliligi ve monoton iterasyon islemleri

Bu boliimde gradyenin Lipschitz siirekliligini gosterip, bulunan Lipschitz sabitinden
faydalanarak elde edilecek minimallestirici dizinin, fonksiyoneli minimum degerine

yaklastirdigini ispatlayacagiz.

Teorem 3.3.4.1: Teorem 3.3.3.1 teoreminin sartlar1 saglansin. Bu takdirde J(W)

fonksiyoneli i¢in,

HJ "(w+Aw)-J '(W)HW <L|aw

A W+ AweW (3.34.1)

esitsizligi gecerlidir.

Burada,

2
2T 2p2? o TNT
L=./0s,, q::max{—, 1 }, s, =3 max{T —0,—} (3.3.4.2)
’ b P | VP o3

Ve

|
J'(w+Aw)-J '(W)va = J-J'[An(x,t;w)]2 dxdt +_[[ p(x)An(x,0; W)]2 dx (3.3.4.3)
o 0
seklindedir.

Ispat: Eslenik sinir deger problemini, W+ Aw artimi i¢in yazilim:
1, =17 (X, 5w+ Aw)

olmak tizere,
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p(ﬂA)t(X,T)=—2[U(X,T;W+AW)—y]
k(0)7,(0.t)=0, k(1)7, (1,t)=0

problemi elde edilir.

Bundan faydalanarak,
An=n(Xtw+Aw)-n(X,t;w)
fonksiyonu i¢in

pAT, = (kAn,),
AR(X.T)=0
pAR (%.T)==2Au(x.T;w)
k(0)An(0,t)=0, k(I)An(l.t)=0

problemi yazilabilir.

Lemma 3.3.4.2: (3.3.4.4) - (3.3.4.7) probleminin A7 (X,t) ¢dziimii i¢in

2
‘LZ[O,I] <|an, 2L2[0,I] ,Vte[0,T]

2
lan(xt)

degerlendirmesi gecerlidir.

(3.3.4.4)

(3.3.4.5)

(3.3.4.6)

(3.3.4.7)

(3.3.4.8)
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Ispat: An(0,t)=0 oldugundan,

An(xt)=[An, (&1)dE = An(xt)-An(0.t)
olur.

Cauchy-Bunyakovsky esitsizliginden,

« 1/2 I 1/2
s\/i[jm;;dg] sx/?[jAnde} =x[an,|_ .,
0 0

‘A?](X,t)

esitsizligi ve buradan

‘A”(X’t) < X|An, ”iz[o,l]

esitsizligi yazilabilir.
Bu ifadeyi [O, I] araliginda integralleyerek,

dx

2
L[0.]

'I([‘An(x,t)

|
” dx SJ‘X”AUX
0

|2
=|an, ”i[o,q 5

esitsizligini ve buradan da

2
\ <
LZ[O,I]

2
|_2HA’7(X’t) ”A’7x“i2[o,|] , Vte[0,T]

esitsizligini buluruz.

Boylece Lemma 3.3.4.2 ispatlanmis oldu.
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Simdi teoremin ispatina devam edelim:

(3.3.4.4) esitliginin her iki tarafim A7, ile carpip [O,I] iizerinden integralleyip sinir

sartlarini kullanirsak;

I:pAUtt _(kAﬂx)x}Aﬂth =0

— e

|
[ PAR AR, + kAR, An, ]dx = J(kAnxAm ), dx
0

N[ — ©

%{f[p(m y +k(Anx)z}dX}= k(D)an,(1.t)an (1.t)
—k(0)An, (0,t)An,(0,t)

olur. Bu ifadeyi [t,T] araliginda integrallersek;

! {pLan (0T sk an, ()T ox= L fofan (T

+k[ An, (x,T)]z}dx

olup, (3.3.4.6) esitliginden,

|
IAnfdx < iI[Au (x,T)]2 dx
0 p() 0

olur. (3.3.4.8) esitsizliginden yararlanarak,
| |
%IAnzdx spiI[Au (x,T )]2 dx
0 00

2
: <—HAU(X,T)H2LZ[OJ], Vte[0,T]

|2
”A77 Lol = Py

yazabiliriz.
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Bu esitsizligin [0,T ] arahiinda integralini alarak,

AT HAu X T)

L[o.1]

© ey, —

|

.[[An(x,t;w)]z dxdt < =——
0

esitsizligini elde ederiz.

Ayrica,

I[ D(X)Ary(x,o)}2 dx < pfj.[An(x,O)]2 dx

0

<2 IO
Br HAU Cap
seklinde yazilabilecegi agiktir.
Boylece,
2I T
(Wi, <=5~ I8u0el
2 (3.3.4.9)
p
‘ HAU CaD
ifadesinde
2 2]12
Po  Po
denirse,
"(W+Aw)—J H < qHAu X T) Lo

yazilabilir.
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(3.3.1.14) kullanilarak,
3 (w+ aw) 3" (w, < s, Jaw],
ve L=,/0s, denirse,
9" (w+aw) =37 (w)], < Lfjaw],

elde edilir.

Gradyenin Lipschitz siirekliligi ispatlandiktan sonra Hasanov (2007) c¢alismasindan

faydalanarak su sonuclar1 elde ederiz:

Teorem 3.3.4.3: W, Hilbert uzayinda kapali ve konveks bir kiime olsun.

J(w)eC'(W) olmak iizere Vw,,w, eW igin,
, L
[ (w) =3 (w) = (07 (w,), W, —w, )| < Sl —w (3.3.4.10)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat: J(w) fonksiyoneli i¢in birinci varyasyon formiilii,
1
(w+h)- J' (w+6h),h)do
0
seklinde olup burada W, =w+h ve w, =w almirsa,
1
I(w)-J3(w,)= J-<J’(w2 +0(W,—w,)),w, —w,)d6
0

elde edilir. Her iki taraftan,
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terimini ¢ikarirsak,

J(w)=J (w,)—(3'( J:<J’ W, +0(W —w, )),w, —w, )do

yazabiliriz.

Cauchy-Bunyakovsky esitsizliginin uygulanmastyla,

|9 (w) =3 (wy) = (3" (w w,)] = i< (e + 6w —w.))
3" (w,). W, —w, ) do)
s!HJ'(Wz+<9(W1—Wz))—3'(""2)u

[, —w,||d&
olup, (3.3.4.1) esitsizligi de kullanilarak,

2

1
' L
“] (W)= (wy) = (" (w,), w, _W2>‘S LI9||W1 —w [ de:?”""l —W,

0

elde edilir.

Lemma 3.3.4.4: {w<”>} dizisi,

w™ =W — g ’(W(”)), n=0,1,2,3,..

(0)

iterasyonu ile elde edilen bir dizi olsun. Burada W'’ verilen baslangi¢c elemani ve

a, =a =sabit > 0 seklindedir.
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Bu durumda vn=0,1,2,3,... igin,

J (W(”))—J (W(”“))> 1 HJ’(W(“)) 2, L>0

ToL

yazilabilir.

Ispat: (3.3.4.10) ifadesinde

w, = w"™ vew, = w"

almirsa,
()3 () () (S ()
I(wWO) =3 (w)+ a7 (w”) S%az a(wo)
()3 (W) o 1- e o)
olur.
Diger taraftan,

. . | B . .
fonksiyonu, maksimumunu «, = L degerinde alir. Maksimum degeri ise

seklindedir.

(3.3.4.11)
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Bu maksimum deger yerine yazilirsa,

3 (W) (W(n+1))ZiHJ (W) ’

bulunur.
Teorem 3.3.4.5: W kapali konveks bir kiime ve J (w)eC' (W) olsun. Bu durumda,
1

W™ = w — ] ’(w(”)), =1 n=012.. (3.3.4.12)

ile taniml {W(n)} dizisi i¢in {J (W(") )} monoton azalan yakinsak bir dizidir ve

lim J’(W(“))‘:O (3.3.4.13)
seklindedir.
Ustelik,
[t~ Vzv < %[J (w)-3 (w“*”ﬂ (3.3.4.14)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: (3.3.4.12) ifadesinden
W) ™ =1y (w")
L

yazilabilir. Buradan,

elde edilir.
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(3.3.4.11) ifadesi kullanilarak,

n+1) _

[

esitsizligi bulunur.

Teorem 3.3.4.6: Verilen herhangi bir w® ew baslangi¢ noktast ile olusturulmus

{W(")} cW dizisi L,(Q;)xL,(0,]) uzaymnda ters problemin w, eW, yarn ¢dziimiine

zay1f yakinsar. Ayrica {J (W(”) )} dizisinin yakinsama hizi i¢in,

2Ld?

OSJ(W(n))—J(W*)S . n=1,2,3,. (3.3.4.15)

degerlendirmesi gecerlidir.

Burada,

d:= supHW(”) —W,

seklindedir.

Ispat: Biliyoruz ki W, L, (Q;)xL,[0,1] Hilbert uzayinda kapal, konveks bir kiime ise

W, € W, kiimesi; ters problemin yar1 ¢oziimlerinden olusan kapali, konveks ve sinirli bir

kiimedir. Bu durumda minimallestirici her {W(”)}CW dizisi bir w, eW, elemanina

zay1f yakinsar. Boylece (3.3.4.12) ile tanimlanmis {W(”)} cW dizisi i¢in n — o iken,

w Sw, eW,

olacaktir.
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Yakinsaklik hizini ispat etmek i¢in,

a,=3(w")-3(w.), W eW, n=0,1,2,..

n

dizisini olusturalim. J (w) fonksiyonelinin konveksliginden,

J (W("))— J(w,)< (J’(W(”)),W(”) —w*)
esitsizligini yazabiliriz.
Cauchy-Bunyakovsky esitsizligi ile

a =J (W(”))—J (W*)SHJ'(W(n))

‘HW(”) —W,

sd‘

J '(W(”))

yazabiliriz. Boylece,
a <2Ld’ [J (w3 (w“””)} ~2Ld*[a, -a,.,]
olur.

Diger taraftan,

aZ

an _an+l 2 2L:jz

olacagindan {a,} dizisinin monoton azalan oldugu goriiliir.

k=0,1,...,n—1 i¢in,

1 1 a-a,. a 1 1 a 1
2 > 2 > > >
a, & aa, 2ld aa, 2Ld a, 2Ld

yazilabilir.
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Bu ifadeyi k iizerinden toplarsak,

olur. Boylece,

elde edilir.

Boylece teorem ispatlanmis oldu.

Sonug olarak, (3.3.4.12) iterasyonlar1 ile fonksiyonelin minimumunu bulmak i¢in bir

engel kalmamistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

IIk olarak tezin iiciincii béliimiinde, bilinmeyen iki fonksiyonun arastirildidi ters

hiperbolik problem ifade edilmistir.

Daha sonra ters problemde yer alan hiperbolik kismi diferansiyel denklemin
genellestirilmis ¢6ziimii tanimlanarak, bu ¢6ziim i¢in baz1 degerlendirmeler elde

edilmistir.

Son olarak ters problemin ¢oziilebilirligi incelenmistir. Bu son bdliim dort alt kistmdan
olugsmaktadir. Alt kisimlarda, ilk olarak ters hiperbolik problemin ¢6ziimiiniin varligi,
incelenen kiimenin zayif kompakt oldugu ve fonksiyonelin ise bu kiimede asagidan
zay1f yari siirekli oldugu gosterilerek, Weierstrass teoremine gore ispatlanmustir. Ikinci
olarak Lagrange carpanlar1 metodu kullanilarak eslenik sinir deger problemi elde
edilmistir. Ugiincii de ise bu eslenik smir deger probleminin yardimiyla fonksiyonelin
Frechet tiirevi elde edilmis ve minimumun varligi i¢in gerek ve yeter sart ispatlanmistir.
Doérdiincii kisimda ise fonksiyonelin tlirevinin Lipschitz siirekliligi ispatlanarak,
bulunan Lipschitz sabiti yardimiyla minimallestirici dizi tanimlanmis ve bu dizinin

¢Oziime zayif yakinsadigi ispatlanmistir.
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5. SONUC

Bu tezde incelenen ters hiperbolik problem, problemin koyulusu agisindan 6nceki
calismalardan 6nemli bir sekilde ayrilmaktadir. Belirlenecek fonksiyon sayisi iki olup,
bunlar hiperbolik kismi diferansiyel denklemin farkli yerlerinde bulunmaktadirlar.
Yapilan caligmayla tezde ters hiperbolik problemin ¢oziimiiniin varligi, teorik olarak
ispatlanmakla birlikte, minimallestirici dizinin elde edilmesinde 6nemli rol oynayacak
olan Lipschitz sabiti de elde edilmistir. Bu sabit kullanilarak kolayca minimallestirici
dizi kurulabilmektedir. Literatiirde bdyle Lipschitz sabitinin elde edildigi bir ¢aligmaya

rastlanmamustir.

Hiperbolik problemlerin uygulamali bilimler arasindaki énemi ve kullanim sahasinin
genigligi diisiiniiliirse tez, bu alanda yapilacak bir¢ok ¢alisma i¢in de bir kaynak teskil

edecektir.
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