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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

TOMOGRAFININ BiR TERS PROBLEM OLARAK iNCELENMESI
Mehmet OZACET

Danmisman: Prof. Dr. Murat SUBASI

Amagc: Bu tezin amaci, tomografiyi matematiksel agidan bir ters problem olarak ele alip
Ozelliklerini incelemektir. Tomografi goriintiisii olusturulurken goriintiiyii bulanikliktan
kurtarma caligmalarin1 sunmak ve sonrasinda tomografi goriintiisiinii yeniden olustururken
kullanilan yontemler arasindaki farkliligi ortaya koymak, hedeflenmistir.

Yontem: Tez ile ilgili olarak, kuramsal temel, genel metotlar ve arastirma teknikleri olarak
asagidakiler kullanilacaktir:

1. Radon doniisiimii, Sinogram ve Fourier doniisiimii kavramlarinin kullanilmasi
2. Geri projeksiyon ve Filtrelenmis geri projeksiyon yontemlerinin uygulanmasi

Bulgular: Bu tezde, X-isinlar1 geometrisinden yola ¢ikarak bir nesnenin iginden farkli
yogunluklarla gecen 1sinlarin olusturdugu projeksiyonlar itizerinden Radon ve Fourier
doniistimleri arastirilarak tomografinin bir ters problem olma durumu incelenmistir.
Tomografinin ters problem olma durumu 6rnekler iizerinden agiklandiktan sonra Filtrelenmis
geri projeksiyon yontemi tanimlanmis, tomografik goriintiilere Matlab iizerinden uygulama
yapilmis ve sonuglart geri projeksiyon sonuglari ile karsilagtirilmisgtir.

Sonug¢: Medikal goriintiileme baglaminda Tomografi ¢ok 6nemli bir yere sahip olup, bu alanda
cok sayida calisma yapilmaktadir. Bu tez calismasi Tomografik gorlintiiyli yeniden
olustururken kullanilan bazi yontemlerin goriintliyli bulanikliktan kurtarmak icin ne kadar
onemli oldugunu ortaya koymaktadir.

Anahtar Kelimeler: Bilgisayarli Tomografi (BT), Ters Problemler, Radon Déniisiimii, Fourier
Doéniistimii, Sinogram

Agustos 2024, 59 sayfa
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ABSTRACT

MASTER THESIS

EXAMINING TOMOGRAPHY AS AN INVERSE PROBLEM
Mehmet OZACET
Supervisor: Prof. Dr. Murat SUBASI

Purpose: The aim of this thesis is to treat tomography as an inverse problem from a
mathematical point of view and to investigate its properties. It is aimed to present the efforts to
recover the image from blurring during tomography image reconstruction and then to reveal the
differences between the methods used to reconstruct the tomography image.

Method: Regarding the thesis, the following theoretical foundations, general methods, and
research techniques will be used:

1. Using the concepts of Radon transform, Sinogram and Fourier transform
2. Application of back projection and filtered back projection methods

Findings: In this thesis, starting from the geometry of X-rays, the situation of tomography as
an inverse problem is examined by investigating the projections created by rays passing through
an object with different densities using Radon and Fourier transforms. After explaining the
situation of tomography as an inverse problem through examples, the filtered back projection
method is defined, applied to tomographic images using MATLAB, and the results are
compared with those of the back projection method.

Results: In the context of medical imaging, tomography holds a very important place, and
numerous studies are being conducted in this field. This thesis demonstrates how crucial some
methods used in reconstructing tomographic images are in eliminating blurriness.

Keywords: Computed Tomography (CT), Inverse Problems, Radon Transform, Fourier
Transform, Sinogram

August 2024, 59 pages
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SIMGELER DIiZiNi

A(x) Ortamin x noktasindaki azalma katsayis1
AT A matrisinin transpozu

B Geri projeksiyon operatorii

ds Egrisel integral i¢in yay uzunlugu elemant
E Her bir fotonun enerji seviyesi

Rf f fonksiyonunun Radon doniistimii

Ff f fonksiyonunun Fourier doniisiimii

F, n boyutlu Fourier doniisiim operatorii

E;1 n boyutlu Ters Fourier doniistim operatdrii
I1(x) x noktasindaki fotonlarin yogunlugu

leg Diizlemdeki t, 8 parametreli dogru

R Radon doniisiim operatorii

St Birim ¢ember
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GIRIS

Ters (Inverse) problemler, matematiksel veya bilimsel bir problemde, bir sonug¢ veya
¢Oziim verildiginde, bu sonucun veya ¢ozliimiin hangi baslangi¢ kosullarina sahip oldugunu
belirlemeye calisan problemlerdir. Baska bir deyisle, bir ¢6ziim veya sonug verilerek, bu
¢Ozliimiin veya sonucun hangi giris verileriyle elde edildigini belirlemek icin geriye dogru

calisir.

Ters problemler, birgok farkli alanda karsimiza ¢ikar. Ornegin, miihendislikte bir yapisal
sorunun nedenlerini belirlemek i¢in kullanilir. Tip alaninda, bir hastalifin semptomlarina
dayanarak hastaligin nedenini belirlemek icin kullanilir. Fizikte, Olgiimlere dayanarak bir

nesnenin 6zelliklerini belirlemek i¢in kullanilirlar.

Ters problemler genellikle zor ve karmasik problemlerdir ve analitik bir ¢oziime sahip
olmayabilirler. Bu nedenle, sayisal yontemler ve bilgisayar modellemesi gibi yaklasimlar

kullanilarak ¢oziilmeleri gerekebilir.
Farkli alanlarda ters problemlere birka¢ 6rnek verecek olursak:

Miihendislik: Bir koprideki titresimlerin sebepleri, nedenleri belirlenerek kdpriiniin

tasariminin optimize edilmesinde.

Tip: Bir hastanin belirtileri, laboratuvar testleri ve diger tibbi verilerin analizi ile

hastaligin nedeni belirlenerek uygun tedavi plani olusturulmasinda.

Fizik: Bir nesnenin yoriingesi veya hareketi, 6l¢iimlere dayanarak o nesnenin kiitle ve

hizin1 belirlemek i¢in kullanilarak hesaplanabilmesinde.

Gorilintli isleme: Bir resimdeki objelerin 6zellikleri, resmin iglenmesiyle elde edilen

sonuclara dayanarak belirlenmesinde.

Jeofizik: Bir yerin altindaki yapilarin belirlenmesi, yeralti kaynaklarinin tespit edilmesi

icin jeofiziksel verilerin analizi kullaniminda.

Sismoloji: Depremlerin kaynaklari, dalgalarin seyahatleri ve bunlarin olasi sonuglari,

gozlemlere ve dlgiimlere dayanarak belirlenmesinde.

Kimya: Kimyasal reaksiyonlarda hangi {irlinlerin olusacagini belirlemek i¢in ters

kinetik analizleri kullanilmasinda.

Bu orneklerin hepsinde, verilen sonug veya ¢iktiya dayanarak baglangi¢ kosullar: veya

girdiler belirlenmeye calisilmaktadir.



Direkt problemler ise belirli girdilerin sonucunda ¢iktilarin hesaplandigi problemlerdir.
Bir nesnenin hareketini hesaplamak i¢in nesnenin kiitlesi, hiz1 ve uygulanan kuvvet gibi girdiler
kullanilir. Bu girdiler kullanilarak, nesnenin konumu ve hiz1 gibi ¢iktilar hesaplanir (Mueller ve

Siltanen 2012, Engl 1996, Hansen 2010).

Ornegin, bir dgretmen 3 sayisinin 5. kuvvetini sordugunda sonucu 273 olarak hesaplama
bir direkt problem olarak degerlendirilsin. Diger yandan 6gretmen 3 sayisinin bir kuvvetinin
273 oldugunu sdyledi ama kuvveti sdylerken ne dedigini tam duyamadim. Acaba kaginci
kuvvetini sdylemis olabilir? diye kurulan sonugtan sebebi bulma problemi direkt problem i¢in

bir ters problemdir.

Manavda aligveris yaptyoruz. Elmanin kilosu 10 TL, muzun kilosu 15 TL olsun. Bir kilo
elma ve bir kilo muz alirsak ne kadar 6dememiz gerekir diye bir direkt problem kurabiliriz.
Diger yandan ayni manavdan aligveris yapip ciktigimizi diisiinelim. Bir miktar elma ve muz
aldik ve 160 TL 6dedik. Acaba aldigimiz elma ve muz kagar kg olabilir? diye kurulan sonugtan

sebebi bulma problemi yine bir ters problemdir.

Baska bir 6rnek verelim. Tiirev konusu anlatiliyor. e ~2* fonksiyonunun tiirevi nedir?
sorusu gerekli islemleri yaparak sebepten sonuca gitme seklinde kurulmus bir direkt problem
iken hangi fonksiyonun tiirevi sin 2x fonksiyonudur? sorusu da sonugtan sebebi bulma seklinde

tiirev igsleminin tersini kullanmay1 gerektiren bir ters problem olacaktir.

Bunun gibi matematiksel 6rneklerin yani sira giinliik yasamda da baz1 degerlendirmeler
direkt problem olarak diisiiniildiigiinde bu degerlendirmelerde sonuctan sebebi tahmin etme
meraki da ters problem olarak yorumlanabilir. Mesela normal sartlar altinda, saat 23:00 de
yattiginizda sabah kagta kalkarsiniz? bir direkt problem olarak diisiiniildiigiinde, yine normal
sartlar altinda sabah 10:00 da kalktiginiza gore aksam kagta yatmigsinizdir? tahmini bu durumla

alakal1 bir ters problemdir.

Bagka bir 6rnek verelim. Kahvenizi hazirlarken her zaman kullandiginiz fincana bir
kasik seker atarsiniz bu hali ile tadi tam sizin istediginiz gibidir. Burada seker miktar1 sebep
iken tadin1 begenmeniz sonug olarak degerlendirilebilir. Simdi kabul edelim ki kahvenizi bagka
biri hazirlad1 ve siz tadin1 begenmediniz bu durumda ne kadar seker atmig olabilir diye merak

etmeniz de sonugtan sebebi dlgmeye yonelik bir ters problemdir.

Bu gibi 6rnekler ters problemlerin yasamin her sahasinda var olan bir problem tiirii
oldugunu géstermektedir. Oyle ki bir her durumda bir sonuca bakip onun sebeplerinden birini
veya birkagint merak edebiliriz. Uygun matematiksel islemlerle bu sebepler ortaya

cikarildiginda son derece faydali neticeler elde edilebilir. Mesela tipta kullanilan goériintiileme



cihazlarinda bu yaklasim s6z konusudur. Herhangi bir organdaki bozukluk sebebiyle saglimizda
kotii sonuglar meydana gelir. Goriintiileme cihazlarinda ses veya radyasyon dalgalari o organa
gonderilerek dalgalarin organa giris ve ¢ikis oranlar1 sonug olarak kabul edilir. Bu degerler
makul araliklarin disinda ise hastalifa o organdaki bir bozuklugun sebep oldugu kabul edilir.
Boylece hastalik teshisi uzun ve yorucu islemlere gerek kalmadan birkac¢ dakikada yapilabilir.
Boyle bir durumda sonug olarak diisiiniilen dalga boylarinin giris ve ¢ikis degerlerinin orani
iken sebep olarak diisliniilen de organdaki bozuklugun(kitlenin) yeri olabilir. Bdylece yine bir
ters problem ortaya ¢ikmistir. Bu bozuklugun organdaki konumunu belirlemek i¢in viicuda
gonderilen dalgalarin giris ve ¢ikis oranlarinin yer aldig1 matematiksel operatorler tanimlanir.
Bu noktadan sonra tanimlanan operatdr denklemler incelenip elde edilecek ¢ozliim yani ters
problemin ¢6ziimii olan veriler, s6z konusu organdaki bozuklugun(kitlenin) yerinin konumu

olur.

Biitiin bunlar diisiiniildiigiinde ters problemlerde kullanilacak matematiksel islemlerin

daha iyi anlasilip sonuglarin daha az hata ile elde edilmesi biiyiik bir dneme sahiptir.

Tomografi

Tibbi goriintiileme, insan viicudundaki i¢ yapilar1 goriintiilemek i¢in kullanilan bir
teknolojidir. Tibbi goriintiilleme yontemleri, oncelikle 20. ylizyilin ortalarinda gelistirilmistir.
[lk tibbi gériintiileme yontemi, réntgen 1sinlartydi. Rontgen 1sinlari, insan viicudundaki farkl
dokularin farkli yogunluklara sahip olmasi nedeniyle farkli sekillerde gecerler ve bu nedenle
bir film lizerinde goriintiilenerek farkli yapilarin goriintiilenmesine izin verirler. Ancak, rontgen
1sinlarimin saglik riskleri ve yetersiz ¢oziiniirliikler: nedeniyle, tibbi goriintiileme yontemleri
hizla gelistirildi. 1960'larda, manyetik rezonans goriintiilleme (MR) ve bilgisayarli tomografi

(BT) gibi yeni teknolojiler ortaya ¢ikt.

Bilgisayarli tomografi, X-1s1n1 1sinlarinin kullanimu ile viicut kesitlerinin olusturuldugu
bir tibbi goriintiileme yontemidir. Ik BT taramalar1, 1972 yilinda yapildi (Kayipmaz ve Sezgin,
2016). Bu taramalarin ¢oziintirliikleri diisiiktii ve yavas calisiyorlardi. Ancak, teknolojideki
gelismeler sayesinde, modern BT taramalari, 1s1nlarin farkli acilardan nesneye uygulanmasi ve

verilerin bilgisayarda islenmesi sayesinde hizli ve yiiksek ¢oziintirliikli hale geldi.

Tomografi, tip alaninda hastaliklarin teshisinde ve tedavisinde Onemli bir rol
oynamaktadir. Tomografik goriintiileme teknolojileri, manyetik rezonans goriintiileme (MR) ve
bilgisayarli tomografi (BT) gibi farkli tekniklerle nesnenin i¢ yapisina iligkin farkli bilgileri
toplayabilir. Bu veriler, matematiksel modelleme ve algoritmalar kullanilarak nesnenin i¢ yapis1

hakkinda tahminler yapmak i¢in kullanilabilir.



Tomografi teknolojileri, nesnenin i¢ yapisina iliskin verileri toplarlar, ancak bu verilerin
dogru sekilde goriintiilenmesi i¢in 6nce bilgisayar tarafindan islenmesi gerekir. Islenmis veriler,
matematiksel modellere ve algoritmalara dayanarak nesnenin i¢ yapist hakkinda tahminler

yapmak i¢in kullanilir.

BT'nin temel prensibi, bir X-1s1n1 kaynagindan ¢ikan 1sinlarin, viicut i¢indeki dokulara
niifuz ederek bir dedektor tarafindan algilanmasidir. BT, bu isinlarin sayisini dlgerek ve
bilgisayar algoritmalarmi kullanarak viicut kesitlerini olusturur. Yapilan bu islemler Radon
donilisiimii ad1 verilen matematiksel bir yonteme dayanir. Radon doniigiimii, X-1s1nlarinin
nesnenin i¢inden gegmesi sirasinda kaydedilen yogunluk verilerini matematiksel olarak ifade
eden bir dontisiimdiir. Bu doniisiim, nesnenin yogunlugu ile 1silarin yonii arasindaki iligkiyi
aciklayan bir integral transformasyonudur. Bu yontem, X-isinlarinin viicut igindeki farkl
dokulardan gegisleri sirasinda emilimlerinin degismesi nedeniyle farkli yogunluklarda
radyasyon emilimleri olusur. Bu radyasyon emilimleri, bir dizi 151n demeti (projeksiyon)
halinde 6l¢iiliir ve her bir projeksiyon, bir sinogram adi verilen bir grafiksel goriintii olarak

kaydedilir.

Sinogramlar, bilgisayar algoritmalar1 kullanilarak, her bir projeksiyondan gecen X-
isinlarinin, viicut kesitindeki her bir noktaya diisen X-1s1n1 miktarini tahmin etmek igin
kullanilir. Bu siireg, Ters Radon Doniisiimii olarak adlandirilir ve goriintiileme islemi igin
gerekli olan kesit bilgilerini elde etmek i¢in kullanilir. Ters Radon doniisiimii, sinogram
verilerini kullanarak, nesnenin i¢ yapisini tahmin etmek i¢in kullanilan matematiksel bir
islemdir. Bu islem, bir nesnenin yogunluk dagilimini, sinogram verilerini kullanarak tahmin
eder. Sonug olarak, BT, bir dizi kesit goriintiisii olusturur ve bu goriintiiler, dokularin yogunlugu
ve X-1sinlarmin emilim derecesi gibi faktorlere gore renklendirilir veya gri tonlamali olarak

gosterilir.

Tomografi, bir nesnenin i¢ yapisini1 goriintiilemek i¢in kullanilan bir tibbi goriintiileme
teknigidir. Ancak, tomografi ayn1 zamanda bir tiir ters problem olarak kabul edilir. Goriintii
olusturma islemi, bir ters problem olarak adlandirilir ¢linkii nesnenin i¢ yapisi, Olgiilen
yogunluklardan geriye dogru hesaplanarak elde edilir. Bu da nesnenin i¢ yapisini tam olarak
tanimlamak i¢in bazi varsayimlarin yapilmasini gerektirir. Bunun i¢in geri projeksiyon ve

filtrelenmis geri projeksiyon gibi yontemler Fourier doniisiimii yardimiyla uygulanir.

Invers(ters) problem, bilinen c¢ikt1 verilerine dayanarak girdi verilerinin tahmin
edilmesidir. Tomografinin bir invers problem olmasi, tahmin siirecinde belirsizlik ve hata ile
iligkilidir. Bu, 6zellikle dogru ve hassas bir goriintii elde etmek i¢in matematiksel modeller ve

algoritmalarin dogru sekilde yapilandirilmasi gerektigini gosterir. Ornegin, hava alanindaki bir



nesnenin goriintiilenmesi, nesnenin yogunlugu, sekli ve boyutu gibi bircok farkli faktore
baglidir. Bu nedenle, tomografi teknolojilerinin dogrulugunu ve hassasiyetini artirmak icin
matematiksel algoritmalarin ve goriintii isleme tekniklerinin siirekli olarak gelistirilmesi

gereklidir (Kak ve Slaney 2001, Jiang and Wang 2003, Cierniak 2011, Herman 1980, 2009).



KURAMSAL TEMELLER

Direkt ve Ters Problem
X ve Y birer vektor uzay olmak {lizere K: X — Y operatoriinii ele alalim.

Verilmis bir f € X elemanindan Kf elemanini bulma problemi direkt problem iken
verilmis bir g € Y elemanindan K f = g esitligini saglayan f € X elemanini1 bulma problemi ters

problem olarak adlandirilir.

Bazi matematiksel direkt ve ters problem 6rnekleri:

1 1
a) Bir K: R> — R® lineer doniisiimiinii ele alalim. (1 2> matrisi bu doniisiime
1 3
karsilik gelen matris olsun.
Direkt Problem:
1 11y b, b,
( 2) €ER? igin [1 2 (2) = | b, | esitligini saglayan | b, | € R? elemanini bulma
1 3 bs b

Ters Problem:

2 1 1 , 2 X
3 JeR3igin |1 2 ( ) =| 3 | esitligini saglayan ( ) € R? elemanini bulma
1 1 3 Y -1 Y

b) L: L2[0; ) - C, L[f(t)] = fooo e Stf(t) dt Laplace doniisiimiinii ele alalim.
Direkt Problem:

L) = | OOO e Stt dt esitligi ile t fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulma
Ters Problem:

LIf@®] = | Ooo e Stf(t) dt = i esitligini saglayan f(t) fonksiyonunu bulma

¢) C([0,1]), [0,1] araliginda taniml siirekli fonksiyonlarin ve C1 ([0,1]) uzay1 da [0,1]
araliginda tanimli kendisi ve birinci tiirevi slirekli olan fonksiyonlarin uzayi olsun.

K:C*([0,1]) = €([0,1]), Ku = u’ operatoriinii ele alalim.

Direkt Problem:

sinx € C1([0,1]) icin K(sinx) = (sinx)’ € C([0,1]) elemanini bulma



Ters Problem:

e?* € C([0,1]) i¢in Ku = u' = e?* esitligini saglayanu € C1([0,1]) elemanini bulma
d) g"(s)=f(s); g(0) = g(1) = 0 siir-deger problemini ele alalim

Direkt Problem:

Verilmis bir f(s) fonksiyonuna karsilik sinir sartlarini saglayan g(s) fonksiyonunu

bulma
Ters Problem:

Sinir sartlarint saglayan verilmis bir g(s) fonksiyonu i¢in onun ikinci tiirevi olan f(s)
fonksiyonunu bulma

Simdi K: X — Y operatorii i¢in verilmis bir g € Y elemanina karsilik Kf = g esitligini
saglayan f € X elemanini bulma seklinde tanimli bir ters problem i¢in bazi kavramlardan
bahsedelim.

(Coziimiin Varhig

Verilen g € Y i¢in Kf = g esitligini saglayan en az bir f € X elemani varsa bu elemana

ters problemin ¢oziimii denir.

K operatoriiniin tanim kiimesi D(K) € X olsun. K operatorii bu kiimedeki elemanlari
K(D(K)) kiimesine doniistiirecektir. Verilen g € Y eleman1 ayn1 zamanda K(D(K)) kiimesine ait

degilse Kf = g esitligini saglayan bir f € X eleman1 mevcut olmayacaktir.

X

Sekil 1. Ters problemin ¢ozlimiiniin varlig

Omegin K:R? - R%,K(x,y) = (x + y,x + 2y,x + 3y) lineer doniisiimiinii ele

1 1
alalim. Bu doniisiime karsilik gelen matrix <1 2) olur.
1 3



1
X X
2) (y) = <1> esitligini saglayan (y) € R? elemanmi bulma

1
1| € R3i¢in
1

X
probleminde ( ) € K(D(K)) olup bu problemin bir (y) ¢Ozliimii vardir.

1

x

) (1) esitligini saglayan (y) € R? elemanini bulma
0

( )E R3 icin

1
X
probleminde ise 1) & K (D (K )) olup bu problemin bir (y) ¢Oziimi yoktur.
0

Coztimiin Tekligi
Verilen g € Y i¢in Kf = g esitligini saglayan bir tek f € X elemaninin olmasidir.

f1#f2 € K elemanlar i¢in K(f1) = K(f2) = g oluyorsa ¢6ziim tek degildir.

X

Sekil 2. Ters problemin ¢oziimiiniin tekligi
Omegin K:R? - R%, K(x,y) = (x + 2y, —2x + 4y) lineer déniisiimiinii ele alalim.

Bu dontisiime karsilik gelen matrix ( 1 2

o _ 4) olur.

5 9. . 1 2\(X\_( 5 e o x 2
(_10) € R” i¢cin (_2 _4) (y) = (_10) esitligini saglayan (y) € R* elemanimi
bulma probleminde ( 2) ve ( 0) elemanlar1 birer ¢6ziimdiir. Dahasi1 bu sistemin sonsuz ¢ozimii
vardir.

Cozlimiin Kararlilig

K: X —» Y, Kf = g esitliginde g fonksiyonundaki kiiciik degisikliklere karsilik f

fonksiyonunda da kiiclik degisiklikler meydana gelmesidir. Coziimiin kararliligi, dlciilen g



sonucundaki belirsizliklerin ya da sayisal hatalarin ters problemin ¢oziimii olan f

fonksiyonunda biiyiik degisiklikler meydana getirmemesini saglar. Coziimiin kararli olmasi i¢in

I1Afllx < cllaglly

esitsizligini saglayacak bir ¢ sabitinin bulunmasi gerekir. Bu esitsizligin saglanmasi
IAglly = 0 igin [|Af]lx = O olmasin1 da gerektirir. Yani sonugta yer alabilecek hata ya da

giiriiltii giderildiginde sebepteki hata ya da giiriiltii de giderilmis olur.

Y
K
Ag
K(D(K))

Sekil 3. Ters problemin ¢6ziimiiniin kararlilig

Ornek Problem

K:C ([%D - R Kf =g; f01/4 f(t)dt =g  fonksiyonelini ele alalim ve
herhangi bir g € R i¢in f01/4 f(t)dt =g esitligini saglayan f(t) € C(R) fonksiyonunu
bulma problemini inceleyelim.

Coziimiin Varligi: Herhangi bir g € R i¢in  f(t) = 2gmsin2nt fonksiyonu
) 01/4 f(t) dt = g esitligini saglar. Boylece ters problemin ¢oziimii vardir.

Cozimiin Tekligi: g = 0 igin f(t) = sin8kmnt,k = 1,2,3, ... fonksiyonlarinin hepsi

) 01/4 f(t) dt = 0 denklemini saglar. Yani ¢oziim tek degildir.

(Cozlimiin Kararliligi: € herhangi bir sabit olmak lizere Ag = ﬁ Jk =1,2,3, ... sayilan
icin Af = 2emsin[(4k + 2)mt], k = 1,2,3,... ¢oziimleri mevcuttur. k — o igin |[Ag| = 0

olmasina karsin [|Af]| C([o_1]) = 2¢&m -+ 0 olur. Yani ¢6ziim kararli degildir.
4

Kotii Tanimlanms Ters Problemler

Asagidaki sartlar saglaniyorsa ele alinan probleme iyi tanimlanmis (well-posed)

problem denir.



1. Verilen g € Y icin Kf = g esitligini saglayan en az bir f € X elemanini bulma
(¢cOziimiin varligr)

2. Verilen g € Y i¢in Kf = g esitligini saglayan bir tek f € X elemanini bulma
(¢Oziimiin tekligi)

3. Kf =g esitliginde g fonksiyonundaki kiigiik degisikliklere karsilik f fonksiyonunda
da kiigiik degisiklikler elde etme (¢coziimiin kararlilig)

Bu sartlardan en az biri saglanmiyorsa probleme kotii tanimlanmais (ill-posed) problem
denir. Ters problemler genellikle kotli tanimlanmis problemlerdir. Yukarida verilen ornek

problem de kotii tanimlanmistir (Engl 1996, Hansen 2010).

Beer-Lambert Yasasi

Beer-Lambert yasasi, bir X-1isininin bir malzeme igerisindeki yogunluguna ve
malzemenin kalinligina bagli olarak zayiflamasini agiklar. X-1sinlari, malzemelerin i¢inden

gecerken zayiflanir ve bu zayiflama, tomografi i¢in dnemli bir ilke olarak kullanilir.

X-1gmlari, yiiksek enerjili elektromanyetik 1smnim tiiriidiir.  X-1sinlari, malzeme
icerisindeki elektronlarla etkilesime girer ve emilirler. Bu emilim, 1sinimin siddetinde bir
azalmaya neden olur. Beer-Lambert yasasi, bu azalmanin yogunlugunu ve malzeme kalinligini

hesaplamak i¢in kullanilir.

X-1ginlart kullanilarak tomografi yaparken, bir nesne lizerine paralel 1ginlar génderilir.
Bu 1s1nlar, nesnenin i¢inden gecer ve bir dedektdr tarafindan algilanir. Bu dlgtimler, bilgisayar
tarafindan islenerek bir goriintii olusturulur. Bu islem sirasinda, X-1sinlar1 nesne igerisindeki
malzemelerden farkli yogunluklardan gecerler. Daha yogun malzemeler, daha fazla X-1s1n1
emer ve daha az1 dedektore ulasir. Bu emilim miktari, Beer-Lambert yasasina gore hesaplanir

ve nesne igerisindeki malzemelerin yogunluklarina bagli olarak belirlenir.

X-ray Isiminin Zayiflamasi

X-1511 bir hastadan ya da nesneden gecerken yogunlugu azalacak sekilde zayiflar.
Bunun derecesi 151n1n hangi malzemeden gectigine baglidir; yogunluk kemikten gegerken kas,
i¢ organ veya tiimorden oldugundan daha fazla azalir. Bir x-151m1 bir viicuttan gecerken, bunu
diiz bir ¢izgi halinde yapar ve toplam sogurulma, i¢cinden gectigi farkli malzemeler tarafindan

sogurulma miktarlarinin bir kombinasyonudur.

X-1s1n1nin diiz bir ¢izgi boyunca hareket ettigini ve viicuda s uzaklikta [(s) yogunluguna

sahip oldugunu farz edelim.

s arttik¢a, x-15111 emildikge (absorbe) I(s) azalr.

10



X-151m1 kiigiik bir ds mesafesi kat ederse, yogunlugu kiigiik bir dl miktar azalir. Bu

azalma hem x-1ginimin yogunluguna hem de malzemenin optik yogunluguna ( f(s) ) baghdur.
Yogunluktaki azalma, optik yogunlukla iliskilidir;
dl = —f(s)l(s)d(s) (2.1)

Simdi x-151n1nin  viicuda(nesneye) girdigi yogunlugu leiris (lo), ayrildigi(giktigr)

yogunluk /¢ (/1) olsun.

Bu islem iistel azalmaya tabi diisiiniilebilir ve sembolik olarak bu siire¢ asagidaki
diferansiyel denklem ile ifade edilebilir;

dN N: miktar
’r = —AN A: Ustel bozulma sabiti

Bu denklemin ¢6ziimii;

N(t) = Nye -t N (t): t zamanindaki miktar
Njy: baslangic miktari

x-151n1n1n yogunlugunun azalmast;

I, = Iye R

R=J[f(s)ds
bu bir x-151n1n zayiflamasidir (Anonymous, 2019).

Omegin; Beer-Lambert yasasina gore homojen bir madde i¢inden gegen x-ray 1sinini

asagidaki sekilde modelleyebiliriz;

X-ray source I = Ige M

e 3

Iy

e
b

I x-ray 151n1n1n baglangi¢ yogunlugu
I; : x-ray 151ninin son yogunlugu
u > 0 : x-ray 15101 zayiflama katsayis1

Iki homojen bloktan gecen x-1s1n1 ve zayiflama grafigi:

11



lo I = Iye "1t Iy =1, e H22

X-ray
source

E
-
-

w

51 S2

Iﬂ

I

I

Homojen nesnede x-151n1:

- Iﬂ I'.l
11=Ioe us ®

-

F
.

Homojen olmayan nesnede x-1s1nt:

I = lye~ hrdx fo h

-

K-ray £

p(z)

Bu denklem mevcut haliyle BT icin pek kullanighh goriilmemektedir. Zayiflama
katsayisi, bir materyalin X-isinlari1 ne kadar zayiflattiginin bir Olciisiidiir ve genellikle
yogunlukla dogrusal bir iliski gosterir. Tomografide, nesnenin iginden gecen X-iginlarinin
siddetindeki azalma, bu zayiflama katsayisiyla iligkilidir. Ancak, direkt olarak nesnenin i¢
kisimlarindaki zayiflama katsayilarini 6lgmek miimkiin degildir. Bu nedenle, amacimiz, elde
ettigimiz projeksiyon verilerini kullanarak, nesnenin i¢ yapisini ve dolayisiyla zayiflama
katsayis1 dagilimmi yeniden olusturmaktir. Bunun i¢in denklemi biraz degistirmek

gerekmektedir.

Verilen denklemi agagidaki sekilde yeniden diizenlersek:
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I = lpe ™ hre)ax ——— n(P) = fjue dx (22)
elde ederiz.

Buradan elde ettigimiz (2.2)’ deki denklemi asagidaki sekilde diizenlersek BT i¢in ¢ok

onemli olan Radon doniisiimiiniin formiiliiyle baglant1 elde etmis oluruz.

f@=pe . RP=m(P)

alindiginda,

RO = [ fG) dx
l
elde edilir.
Genel olarak bir tomografik tarama sirasinda:

e [, kalibrasyondan ve I; dl¢iimden bilinir.
e [, f(x) in belirlenecegi nesne boyunca bir¢ok cizgi integral degeri elde etmek icin

birgok [(8, t) dogrusu boyunca olgiiliir.

) e karsilik gelen

e [;in yogunlugu iletim olarak adlandirilirken, [n (;—0

1

emilim(absorpsiyon) veya yansitma(projeksiyon) olarak adlandirilir. Projeksiyonlarin

toplamina da sinogram denir (Bubba, 2019).

Ornek:

Baslangicta, Sekil 4'te gosterildigi gibi iki levhanin incelendigi bir 6rnek kullanilarak X
1sinlarinin iistel zayiflamasi gosterilir. X-1sinlari, bir tiipiin i¢indeki kiigiik bir noktadan ¢ikar.
Bu noktaya X-151n1 kaynagi denir ve sekillerde siyah bir nokta ile gosterilir. Bir deneyde,
baslangigta 1000 foton igeren ii¢ farkli X-151m1 demeti bir detektore dogru yonlendirilir.
Detektor, bu demetlerin her birindeki fotonlarin, tizerindeki her bir noktaya ulagma sayisini ayr1
ayr1 tespit eder ve kaydeder. Isinlardan biri bosluktan dedektore gelir ve 1000 fotonun tamamini
iletir. ikinci bir X-151m1 demeti, kalmhgi aliiminyumun yar1 deger kalinligina esit olan bir
aliminyum levhadan geg¢irilmektedir. Bu durum, levhaya giren fotonlarin yaklasik yarisinin
levha iginde emilerek zayiflatilacagi anlamina gelir. Ugiincii X-1s1n1 demeti ise, kalinliklar1 yar1
deger kalinligina esit olan iki adet aliiminyum levhadan sirasiyla gecirilir. Bu ii¢ X-1g1nina

sirastyla bos uzay 1s1n1, tek levha 1gin1 ve iki levha 111 diyoruz.

Foton sayisi verileri, basit bir islemle zayiflama verilerine gevrilir. Once bu sayilarin
logaritmasi alinir, sonra bu degerlerden bos uzay 1sininin degeri ¢ikarilir. Béylece, maddelerin
15181 ne kadar zayiflattig1 bulunur. Sekil-4'te goriildiigii gibi, tek levha 15181 i¢in zayiflama 0.693,

iki levha i¢in ise bunun iki kat1 bulunur.
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Foton Logaritma Cizgi

X-1gini sayisl integral

Kaynagi y g
o, 1000 6.908 0.000
P L 2N A 500 6.215 0.693
. [EEE 0] . b LI 250 . 25” q,,-fz? I-‘lHﬁ

Sekil 4. X-1sinlariin zayiflamasi ve 6l¢limlerin yorumlanmasi

Sekil 4'teki iki levha 6rnegi, sadece homojen malzeme ile ilgiliydi. Sekil-5'teki gibi, bir
insan kafasinin basit bir modelini alalim ve bu modele X-1s1n1 gondererek ne oldugunu goérelim.

Hedef dilimi 0 < x; < 1ve 0 < x, < 1 ile tanimlanan birim karenin i¢ine yerlestirilmistir. X-
isinmin, 0 < xqy < lvex, = % ile tanimlanan yol boyunca ilerledigini diisiinelim.
Tek tip bir levha yerine, bir basin i¢inde kemik, beyin gibi farkli seyler oldugu i¢in X-

isinlart farkl sekilde etkilenir. Bunun grafigini Sekil-5’in sag kisminda gosterilmektedir

(Mueller ve Siltanen,2012).

1 _/i(%.,\])
Io Iy |
detector
0.2
0 X1 . ' l X1
0 12 1 0 1/2 1

Sekil 5. Sol taraftaki resimde, bir kafanin i¢inden gecen X-1s1n1 gosteriliyor. Koyu yerler 1s1nin
daha cok zayiflatildig1 yerler. Sag taraftaki grafik ise 1sinin zayiflamasimin nasil degistigini
gosteriyor.
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Tomografinin Matematigi

Beatty (2012) “Radon doniistimii ve Medikal Goriintiilemenin Matematigi” adli

caligmasinda tomografi ve Radon doniisiimiinii asagidaki sekilde agiklamistir.

Tomografi, bir nesnenin ardisik kesitler aracilifiyla goriintiilenmesine yonelik
matematiksel bir yontemdir. Tibbi goriintiilemede bu kesitler, nesnenin i¢inden farkli agilarla
gecirilen ¢ok sayida paralel X-1sin1 demeti ile tanimlanir. X-1sinlarinin nesneye girerken ve
cikarken ki siddetleri Ol¢tiliir. Bu dlgiimler kullanilarak, nesnenin i¢ yapisini1 gdsteren bir dizi

goriintii olusturulur.

Tomografi, iki veya ii¢ boyutlu bir nesnenin, bir¢cok tek boyutlu 'dilim' araciligiyla
goriintiilenmesini saglayan bir tekniktir. BT (bilgisayarli tomografi) taramasinda, bu dilimler,
birbirine dik olan ¢ok sayida paralel X-1s1n1 1s1n1yla tanimlanir. Sekil-6'da goriildiigi iizere,
hastanin basi etrafinda tanimlanan bir dilim, tarama islemi sirasinda elde edilen verilerin temsili
bir kesitini olusturmaktadir. BT tarayicisi, her bir X-151n1 demetinin kaynagindaki biiyiikligi
(Ip) ve detektorde oOlgiilen biiylikliigii (I;) belirleyerek, dokularin zayiflatma katsayilarini
hesaplar. X-1s1ninin siddetindeki azalma, gectigi yol tizerindeki madde yogunlugu ile dogrudan
iligkilidir. Kaynagin ve dedektoriin yoniinii degistirerek ve buna karsilik gelen yogunluk
degisimlerini inceleyerek, tek bir kesitin i¢ yogunlugu hakkinda daha fazla bilgi edinebiliriz.
Tek bir dilimdeki projeksiyon verilerini kullanarak elde ettigimiz bilgi, nesnenin belirli bir
kesiti hakkinda sinirli olsa da farkli agilardan alinan birden ¢ok dilimdeki verileri birlestirerek,

nesnenin ii¢ boyutlu yapis1 hakkinda detayl bir bilgi elde edebiliriz.

Radyasyon
Dedektori

\ S—

\ » N
m/\_/
N

Radyasyon
Dedektori

Sekil 6. BT 6rnegi

X 1sinlar, uzayda seyahat eden yiiklii parcaciklara bagli bir enerji tiirii olan bir tiir
elektromanyetik radyasyondur. X 1gmnlarmin dalga boylar1 0,07 ila 0,/ nm (/nm = 107 m)

arasinda olup, karsilik gelen frekanslar 3 x 10 Hz-3 x 10"’ Hz araligindadir. X-151n1, madde ile
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etkileserek enerji kaybettigi i¢in yogunlugunda azalma olur. Bir 1sin demeti, bir madde
icerisinden gecerken siddetindeki degisim, o maddenin yogunluguyla dogrudan iligkilidir. Bu
prensip, maddenin i¢ yapisini goriintiilemek i¢in kullanilan tomografi gibi yontemlerin temelini
olusturur. Yogunlugu yiiksek olan kemik gibi maddeler, X-1sinlarin1 daha az yogun olan insan

dokusuna kiyasla daha biiyiik bir 6l¢iide zayiflatarak, radyografik kontrasti artirir.

Sensor

Parallel X-Ray Beams

/

Source

Sekil 7. Paralel X-1sin1 geometrisi

Bir BT taramasinda, tek bir X-151m1 demeti viicudun iginden gecerken farkli dokulara
(kemik, kan, doku) rastlar. Bu sirada 1s1nin giicii, gegtigi dokunun yogunluguna gore degisir.
Boylece, 1s1n1n baslangigtaki ve sonradaki giicii olgiilerek goriintii olusturulur. Tek bir yonde
ilerleyen 151n, gegtigi ortamin farkli bolgelerindeki yogunluk farkliliklarini ayr1 ayr1 gostermez.
Sadece 15181n baslangictaki ve sonradaki giicli arasindaki toplam farki belirtir. Tomografinin
temelinde yatan fikir, X-151m1 1sinlarinin yogunlugundaki degisiklikleri ¢esitli yonlerden

Olcerek, baslangi¢c ortamimizin farkli yogunluklarini belirlemek i¢in yeterli bilgiyi toplamaktir.

Bu fikir, Sekil 7'de gosterilmektedir; burada birden fazla paralel 1s1n iki farkli dilim
olusturmaktadir. ilk olarak 1smnlar x eksenine dik yerlestirilmis, daha sonra 8 acisiyla

dondiiriilmislerdir. Kirislerin hareket ettigi 6 agis1 degistirilerek yeni bir dilim olusturulabilir.

Q

Sekil 8. Shepp Logan Fantom ve Sinogram
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Yogunluktaki kayiplar, O ile 1 arasinda bir gri seviyesi degeri ile gosterilir. 0 degeri,
1sinin hi¢ zayiflamadigmni, 1 degeri ise 1sinin tamamen sogruldugunu gosterir. Bu degisken
degerler, matematiksel olarak bir araya getirilerek sinogram olarak bilinen bir veri yapist
olusturur (Sekil 8). Sinogram, BT tarayicisi tarafindan 6lgiilen yogunluk kayiplarinin grafiksel
bir temsilidir; burada dikey eksen, ¢esitli 1sinlarin baglangi¢ noktasina olan mesafesini temsil
eder ve yatay eksen, dilimin 6l¢iildiigi aciy1 temsil eder. Sinogramdaki her piksel, belirli bir
projeksiyon acis1 ve dedektor konumu i¢in elde edilen yogunluk projeksiyonunun bir bilesenini
temsil eder. Bir sinogramda verilen bilgilerden orijinal nesnenin yapis1 yeniden

olusturulabilmektedir.

Bir goriintliyli yeniden olusturmak i¢in, X-iginlarinin farkli noktalardaki yogunluk
degisimlerini Olcerek nesnenin i¢ yapisini ortaya cikarmamiz gerekir. Ancak, sadece
sinogramdaki bilgileri kullanarak nesnenin baslangi¢c durumunu tam olarak belirlemek ¢ok

zordur.

Bir ortamin yogunlugu, X-1sinlarinin ne kadar kolaylikla niifuz edebilecegini belirleyen
onemli bir faktordiir. Yogunluk arttikca, X-1sinlar1 daha fazla zayiflar. Ortamin yogunlugunu,
X-151n1 1g11nin kaybettigi enerji miktarina gore siniflandirabilmeyi amacliyoruz. Bir ortamin

bu 6zelligine zayiflama katsayisi denir.

Radon Doniisiimii

Iki degiskenli bir fonksiyonun Radon Déniisiimii bu fonksiyonun tiim dogrular boyunca

integralleri yardimiyla tanimlanabilir.

Sekil 9. [; g dogrusu

Sekil 9 da gosterildigi gibi ¢, baglangic noktasindan [ ye indirilen dikmenin uzunlugu ve
0, bu dikmenin x-ekseni ile yaptig1 pozitif yonlii a¢1 olmak tizere denklemdeki her bir dogru

leg: (x(s),y(s)) = (tcosB —ssinb,tsinf +scosf), s€ER
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seklinde verilsin.
X =tcosf —ssinb
y=tsin0 +scosb
esitlikleri dikkate almirsa [, g dogrusunun denklemi
t=xcos0+ysinf
seklinde yazilabilir.
Tamim (Radon Déniisiimii) : t € R, 8 = (cos 0,sin0) € S* (birim ¢ember) olmak

tizere, siirekli bir f(x,y) fonksiyonunun Radon Doniisiimii diizlemdeki tim [, dogrular

boyunca

R{f(x, v)}(t,60) = jf(x,y)ds= jf(tcosH—ssinB,tsin9+scos 0)ds

lto lto
integralleri ile tanimlanir (Sevimli, 2019).

Radon dontisiimii, belirli bir f fonksiyonunun belirli bir [ ¢izgisi boyunca toplam
yogunlugunu belirlemenin bir yolunu sunar. Bu [ c¢izgisi, Sekil-9°’da gosterildigi gibi x
ekseninden 6 agiyla ve orijinden bir ¢ uzakligiyla belirlenir. Sekil-10°da gosterildigi iizere,
Radon doniistimiinii farkli projeksiyon acilari i¢in tekrarlayarak, nesnenin yogunluk dagilimina
ait coklu projeksiyonlar elde edebiliriz. Sekil 10’ da gosterilen damla benzeri bolgenin bir
miirekkep lekesi oldugunu varsayalim; eger bu lekeyi 6, yoniinde degisen cizgiler boyunca
yaydiysak, miirekkep lekesinin daha genis bolgelerinin daha kiigiik bolgelere gore daha biiyiik

bir alan1 kapsamasini bekleriz ki, bu da tam olarak gézlemledigimiz durumdur (Beatty, 2012).

Sekil 10. 8, ve 6,icin Radon doniisiimii
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Radon Déniisiimiiniin Temel Ozellikleri

a ve b reel sabit, f ve g R? siirekli fonksiyonlar olmak \izere;

i) R(af(x) + bg(x)) = aRf(x) + bRg(x)
i) Rf(t,0) =Rf(—t,—6)
iii) Rf(t,0) = fjooof(x(s),y(s)) ds=["_f(tcos® —ssin@,tsind +scos )ds

Ozellik (i) bize Radon déniisiimiiniin dogrusal oldugunu, (i) ¢ift oldugunu ve (iii) ayn1
dontistimden farkli ifadeler olusturmak i¢in esdeger geometrik ifadelerden yararlanir (Beatty,

2012).

Radon Déniisiimii Ornekleri

Ornek-1

[k 6rnek olarak; hastamizin (0,1) noktasinda, 0,05 yarigapl kiigiik dairesel bir tiimore
sahip oldugunu ve f azaltma katsayis1 fonksiyonunun oradaki degerinin sabit 10 oldugunu
varsayalim. Simdi keyfi bir 8 degeri alalim. Bu durumda, t=sin (8) oldugunda, l:s dogrusu
(0,1) den gececek ve dairesel tliimoriin capini olusturacaktir. Bu diskin ¢ap1 2.(0,05) = 1
oldugundan Rf (sin(0),0) = 10.(0,1) = 1 elde edilir. Ayrica; herhangi bir 8 degeri i¢in, Rf(t,0)
nin degeri, sin(0)—0,05 < t <sin(#)+0,05 dar band1 disinda 0 olur.

PR

Boylece 6, 0’dan m’ye kadar degistiginde, grafik; t=sin (8) merkez civari, 0.1
genisliginde daha dar, daha parlak gri bir serit olarak goriiliir. Baska bir deyisle, (0,t)
diizlemindeki Rf nin grafigi, siniis fonksiyonunun grafigine benzeyecektir. Benzer sekilde,
(1,0) konumda bulunan kii¢lik, parlak bir diskin Radon doniisiimiiniin (6,t) diizlemindeki
grafigi kosiniis fonksiyonunun grafigine benzeyecektir. Sekil-11, bu iki parlak diskin

sinogramlarimi gostermektedir.

Bu tiir fonksiyonlara baz1 terminolojileri eklemek i¢in, varsayalim ki Q diizlemde sonlu
bir bolgede olsun ve fQ y1 Q y1 igeren her noktada 1 degerine, Q da olmayan her noktada 0

degerine sahip olan bir fonksiyon olarak ele alalim.

Sekil 11. (0,1) (solda) ve (1,0) (sagda) merkezli kiigiik ve parlak dairesel disklerin sinogramlari
strastyla siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin grafiklerine benzer.
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Bu fQ fonksiyonu, Q bolgesinin karakteristik fonksiyonu veya gosterge fonksiyonu
olarak bilinir. Boylece, 6nceki 6rnegimizde, kiiciik bir diskin karakteristik fonksiyonunun 10

katina baktik.

Zayiflama katsayis1 fonksiyonu, fQ karakteristik fonksiyonu oldugunda; onun Radon
doniistimiiniin anlagilmasi 6zellikle kolaydir. Gergekte, herhangi bir [t,6 dogrusu boyunca, fQ
nin degeri dogrunun degerinin 1 oldugu Q boélgesinden gegmesi haricinde 0 olacaktir.
Dolayistyla her t ve 8 deger ¢ifti igin, R fQ(t,0) nin degeri, ltp dogrusu ile Q bolgesi arasindaki

kesisme uzunluguna esittir.

Genel olarak, test ettigimiz nesne her biri kendine 6zgii zayiflama katsayisina sahip
cesitli malzemelerden olusan “damlalar” 1n bir koleksiyonunu igerebilir. Yakinda
gorebilecegimiz gibi tiim koleksiyonun Radon doniisiimii ayr1 ayri damlalarin doniisiimlerinin
bir bilesimi olacaktir. Sonug olarak; bu temel 6rnek tiirliniin anlasilmasi, goriintiiniin yeniden
yapilandirilmasi i¢in, ¢esitli yaklasimlarin dogrulugunun degerlendirilmesinde merkezi bir rol

oynayacaktir (Feeman, 2015).

Ornek-2
flx,y)=e* -y fonksiyonunun Radon doniisiimiinii hesaplayalim.

Coziim:

Rf(t,0) = j e XY’ g

leo

[oe]
_ fe—(tcose—ssin9)2—(tsin9+scost9)2 ds
—00

©o
— f g~ t? cos? 0+2tscosfsind—s? sin? 0—t? sin® §-2tscosOsinf—s? cos? 6 ¢
—00

[ee]
— f e—tz(cos2 0+sin? 8)—s?(cos? 0+sin? 0) ds
—00

[ee]
_+2_ o2
=fet " ds
—00
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[o)e]
_$+2 _c2
=et fesds
— 00

= \/Ee ~t?
bulunur (Deans,1983).
Ornek-3

Karakteristik fonksiyon olmayan bir 6rnek i¢in, tanimlanan fonksiyon f olsun.

— 2 2 2 2 <11
f(x,y):z{lo Vet ty? o xttyt<ilise

,x2+vy?2 > lise

3.0

- /9
-- w/4
- n/3
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2.0

1.5

Radon transform
1.0

0.5
|

0.0

N R ES— t IR

T T T T T T T
-5 -10 -05 0.0 0.5 1.0 1.5

Sekil 12. Temel karenin karakteristik fonksiyonunun sinograminin 6 = 0,0 = g, 0=

Z ve 6 = Zteki kesitleri.
4 3

1.5

1.0

-05 0.0

-1.0

-1.5

Sekil 13. S = {(x,y): |x| < 1, |y| < 1} bolgesinin karakteristik fonksiyonun sinogrami
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Sekil 14. Sekil-12 de tanimlanan koniyi ve herhangi bir sabit 8 degeri i¢in Radon doniisiimiiniin
grafigini géstermektedir.

l; o dogrusu iizerinde;

x2+y%= (tcosO —ssinf)? + (tsinf + s cos 9)?
= t? c0s? 0 — 2tscosOsind + s? sin? @ + t? sin? § + 2tscosOsinb + s? cos?
= t%(cos? 6 + sin® ) + s?(cos? 6 + sin? 6)
=t?+ 52

Buradan [; g dogrusu iizerinde f fonksiyonunun su sekilde verildigi sonucu ¢ikar:

_Jrz 1 c2 2 4 2 ;
f(tcos@—ssin@,tsin9+sc059):={1 t"+s o+ st < 1ise
0 ,t2+5s%2 > 1ise
Bundan, Rf(t, 8) degerinin 0 ya degil sadece t ye bagl oldugunu ve |t| > 1 oldugunda
Rf(t,0) = 0 oldugunu goriiyoruz. |t| < 1 olacak sekilde sabit bir t degeri i¢in t? + s? < 1
kosulu saglanacaktir. Boylece herhangi bir 6 degeri ve |t| < 1 olacak sekilde uygun bir t degeri

i¢in biliyoruz ki,

_Jiz £ o2 _J1_+2 1 _t2;
f(tcos@—ssin9,tsin9+scos€):={1 t+s y—Vl-tt ss sv1-ttise

0 ,diger durumda

Bu nedenle

fds = J (1 —Jt? + 52) ds (2.3)

Trigonometrik islemler yapilarak (2.3)’ teki integral hesaplandiginda

vi-t?

1 1++V1—t?
j (1—\/t2+sz)ds=\/1—t2——t21n<—> (2.4)
2 1—v1-—¢2
s=—V1-t?

22



Sonug olarak f fonksiyonunun Radon doniisiimi;

1 > 121 14+ V1 —t? l<t<ii
Rf(t,e):z Vv1—t? —=t?In| ——— ,—1<t<1ise

0 Lt > 1 ise

Bu durumda Rf nin 6 dan bagimsiz oldugu durumda Rf(t, 0) nin degeri z = f(x,y) ile
tanimlanan koninin uygun bir dikey kesiti altindaki bolgeye karsilik gelmektedir. Bu kesitlerden

birkac1 Sekil-14 de goriilmektedir (Feeman, 2015).
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MATERYAL VE YONTEM

Goriintiiyii Geri Yansitma (Yeniden Yapilandirma)

Bu boliimde bir tomografi goriintiisiinii yeniden yapilandirmaya yonelik incelemeler
yapilacaktir. 11k olarak goriintiiyii yeniden yapilandirma fikri agiklanacak ardindan Ters Radon
Dontistimii olarak da adlandirilan Geri Projeksiyon yontemi incelenecektir. Son olarak Fourier

Dilim Teoreminden bahsedilecektir.

Hsieh (2009) “Bilgisayarli Tomograafi” adli kitabinin 3.boliimiinde goriintiiyli yeniden
yapilandirmaya fikrini asagidaki gibi temellendirmektedir.

Tomografide inceledigimiz nesne, bir matematiksel fonksiyon gibi diisiiniilebilir. Bu
fonksiyon, nesnenin farkli bolgelerindeki yogunluklar1 belirtir. X-1sinlarin1 nesneden gegirip
Olciimler aldigimizda, aslinda bu fonksiyonun belirli bir ¢izgi boyunca aldig1 degerlerin
toplamini 6lgmiis oluruz. Bu 6l¢iimleri farkli agilardan ve farkli mesafelerden alarak, nesnenin
tamami hakkinda bilgi edinmeye calisiriz. Olgiimleri alirken, gereksiz tekrarlardan kagimmak
icin belirli bir sira izleriz. Ilk olarak, Sekil-15te diiz cizgilerle gosterildigi gibi esit aralikli
paralel yollar boyunca bir dizi 6l¢iim aliyoruz. Bu dlgiimler, nesnenin bir projeksiyonunu
olusturur. Daha sonra, bu projeksiyon islemini farkli bir agida tekrarlayarak yeni bir projeksiyon
elde ederiz. Bu islem, teorik olarak sadece 180 derece olmasi yeterliyken, pratikte 360
derecenin tamamina kadar devam eder. Tiim goriintiileme siireci boyunca, X-1ginlar1 farkli
acilardan nesnenin i¢inden gegirilirken, her bir ardisik goriintii arasinda X-1ginlarinin yonii sabit
bir miktar dondiiriiliir ve nesne hareket ettirilmez. BT yeniden yapilandirma probleminin temel

amaci, bu projeksiyon verilerinden nesnenin zayiflatma katsayis1 dagilimini tahmin etmektir.

Sekil 15. Veri 6rnekleme modeli
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Yar1 saydam bir nesnenin i¢ yapisini tahmin etmeye calistigimizi varsayalim. Nesne, Sekil-
16(a) da tasvir edildigi iizere, silindirik bir kabin icerisinde bes kiiresel par¢aciktan meydana
gelmektedir. Nesne, yalnizca yanal projeksiyonda incelenebilme sinirlamasi nedeniyle, tam bir ti¢
boyutlu yapisal analiz miimkiin olmamaktadir. Sekil-16(a) da sunulan smirli goriis agisi, 6n
plandaki kiirenin yar1 saydam yapisi sebebiyle arka plandaki iki kiireyi kismen 6rtmesi sonucu, tek
bir kiire izlenimi vermektedir. Uste binen bdlgelerdeki opakligin, bireysel kiirelerin opakliklari ile
dogrusal bir iliski igerisinde olmamasi, gorsel analiz yoluyla kiire sayisiin kesin olarak
belirlenmesini zorlastirmaktadir. Bu durum, yanliglikla nesnenin yalnizca ii¢ kiireden olustugu
sonucuna varilmasina neden olabilmektedir. Ancak, Sekil-16(b) de sunulan farkli bir goriis agisi,
ortiinme nedeniyle gézlemlenemeyen kiirelerin varligini ortaya koymaktadir. Coklu projeksiyon
verileri, nesnenin bes kiiresel birimden olustugunu kesin olarak gostermekle birlikte, bu birimlerin
boyut ve yogunluklarinin tiim goriis acgilarinda sabit kalmasi, bunlarin kiiresel geometriye sahip
olduklart hipotezinin giiclendirilmesine katki saglamaktadir. Bu deney, yar1 saydam bir nesneyi
birden fazla agidan inceleyerek nesnenin i¢ yapisini tahmin edebilecegimizi gosterir. Bir
goriintiileme sisteminde 151k kaynag1 olarak X-1s1m tiipti, algilayici olarak X-1g1n1 dedektorii ve veri
isleme merkezi olarak bilgisayar kullanildiginda bir bilgisayarli tomografi (BT) sistemi olusturulur.
BT'nin temel prensiplerinden biri, incelenen nesnenin farkli acilardan radyografik gériintiilerinin
elde edilerek ti¢ boyutlu bir rekonstriiksiyonunun yapilmasidir. Bu siiregte, nesnenin X-1ginlarina
kars1 belirli bir derecede seffaflik gostermesi (yar saydamlik) kritik 6neme sahiptir. Zira, tamamen
opak bir nesnede, hangi agidan incelenirse incelensin, i¢ yapisi hakkinda bilgi elde etmek miimkiin
olmaz. Neyse ki, tibbi goriintiilemede siklikla kullanilan yumusak doku, kemik ve kontrast

maddeler gibi materyaller, X-1sinlarina kars1 belirli 6l¢tide seffaflik 6zelligi gostermektedir.

~,

R R

(a) (b)

Sekil 16. Tomografinin genel konseptinin gosterimi. (a) Yari saydam bir nesneye bir agidan
bakildiginda bazi i¢ kiireler iist iliste gelebilir. Kiirelerin ne kadar 15181 engelledigini
bilmedigimiz icin, ka¢ tane olduklarini, ne kadar bliyiik olduklarint ve ne kadar yogun
olduklarini kesin olarak sdyleyemeyiz. (b) Nesneyi dondiirdiigiimiizde, kiirelerin olusturdugu
golgeler birbirinin tizerine diismez ve her bir kiire ayr1 ayr1 goriilebilir. Coklu goriis agisi
kullanilarak elde edilen veriler, incelenen nesnenin 6zellikleri (sekil, boyut), yogunluklar1 ve
sayilar1 hakkinda daha kesin ve giivenilir tahminler yapilmasini saglar.
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Bilgisayarli tomografi (BT) goriintii rekonstriiksiyonu, matematiksel goriintii isleme
alaninda koklii bir gegmise sahip, oldukca karmasik ve disiplinler arasi bir konudur. Bu alandaki
temel teorik c¢erceve, J. Radon'un 1917 yilinda ortaya koydugu, bir fonksiyonun ¢izgi
integralleri iizerinden yeniden insasi problemine yonelik ¢6ziimii olan Radon doniisiimii
lizerine insa edilmistir. 1970'lerin sonu ve 1980'lerin basinda klinik uygulamalara yonelik BT
sistemlerinin gelistirilmesiyle birlikte, bu alanda kapsamli bir arastirma faaliyeti baglamis ve
giiniimiize kadar kesintisiz olarak devam etmektedir. Konu hakkinda sayisiz bilimsel makale,
konferans bildirisi, kitap boliimii ve hatta ders kitab1 yaymlanmis olup, bu da BT
rekonstriiksiyonunun hem akademik hem de endiistriyel agidan ne kadar 6nemli bir arastirma
alan1 oldugunu gostermektedir. Konunun karmasikligi nedeniyle, goriintii yeniden olusturma
stirecini tiim yonlerini tek bir boliimde ele almak imkansizdir. Amag, konunun genel bir
gbriinlimiinii saglamak oldugundan bu kismi1 burada bitirip, asagida yeniden yapilandirma i¢in

bazi yaklasimlar incelenecektir (Hsieh, 2009).

Geri Projeksiyon

Geri projeksiyon fikri ve tanimlari i¢cin Beatty (2012) ve Feeman (2015) ¢aligsmalarindan

yararlanilmistir.

Radon doniisiimiiniin bize ltp ¢izgisi boyunca f nin toplam yogunlugunu verdigini
biliyoruz. Belirli bir ¢izgi tizerindeki yogunluk, bu ¢izgi boyunca gonderilen bir X-1s1m1
demetinin baslangictaki ve ¢izgiden ¢iktiktan sonraki siddetlerinin karsilastirilmasiyla bulunur.
X-1sminin ¢izgi boyunca kaybettigi enerji miktari, o bolgedeki maddenin yogunluguyla
dogrudan iligkilidir. Eger bu yogunluk verilerini bir goriintii uzaymna projekte edebilirsek,
baslangigtaki nesnenin bir temsilini elde etme olasiligi ortaya ¢ikar. Bu siireg, sinogram

verisinin ters projeksiyonu olarak kavramsallastirilabilir.

Ancak bu verileri diizleme geri yansitirken dogru sonuglar bulmak kolay degildir.
Bunun yapilabilmesi, Radon déniisiimiiniin tersi icin Radon doniisiimii ile integralleri alinan
fonksiyonun bulunmasina baglidir ancak bunun igin verilen bir [ dogrusu ile (x, y) noktalarinin
iliskilendirilmesi gerektiginden ve (x,y) noktasindan sonsuz sayida dogru gectiginden bu

hesaplamalar1 yapmak zordur (Sevimli, 2019).

Diizlemde (xg,y,) noktasini segtigimizi disiinelim. Bu noktadan bir¢ok dogru
gececektir yada bagka bir ifadeyle bu nokta pek cok dogrunun iistiinde olacaktir. Aslinda, 6 nin
her degeri igin ltg dogrusu (xg,Yy,) dan gegecek sekilde tam olarak bir tane ¢ reel sayisi
mevcuttur. Spesifik olarak bu deger t = x cos 8 + y, sin 8 olur yani verilen herhangi bir x,,

Yo ve 0 degeri i¢in Lix, cos 6+, sin 6),0 dogrusu (xo, yo) noktasindan geger.

26



Uygulamada, bazi 6rneklerde (x,, y,) noktasinda bulunan madde tiirii ne olursa olsun,
bu noktadan gegen herhangi bir X-1s1n1 1511nin yogunlugunu etkiler. Artik bu tiirden her bir
11010 6 ag181 i¢in Uiy cos g+y, sin6),0 Seklinde bir ¢izgi izledigini goriiyoruz. Bagka bir deyisle,
(x0,Y0) noktasinda maddenin f(xy,y,) azalma kat sayisi her bir 0 agis1 igin
Rf (xq cos 8 + y, sin 8 ,0) Radon doniisimiiniin degerleri ile hesaplanir. f(xg, o) 1 bulmanin
ilk adimi, bu ¢izgi integrallerinin (x,,y,) dan gecen tiim dogrularin ortalamasi alinarak

ortalama degerini hesaplamaktir. Yani
1 V3
= f Rf (xycos 8 + y,sin6,0)do (3.1)
6=0

(3.1)’ de verilen integrali bulmaktir. Bicimsel olarak bu integral, geri projeksiyon veya

geri projeksiyon doniisiimii olarak adlandirilan bir doniisiim i¢in kullanilir.

Tanim: h = h(t,0) tanim kiimesi kutupsal koordinatlar olan h fonksiyonunun geri

projeksiyonu su sekilde tanimlanir:

s
1
Bh(x,y) = - f h(xcos 6 + ysinf,0)do
6=0

R nin geri projeksiyonu: Tibbi goriintiileme baglaminda asagidaki esitlik Radon

doniistimiiniin tersini (geri projeksiyonu) temsil eder.

T
1
BRf (x,y) = - Rf(xcosO +ysin6,0)dd
6=0
Ornek-4:
1—+/x2+y2 x>+y?<1lise
fly) = { Y ¢

0 ,x2+y%2 > 1ise

Radon Déniisiimiinii incelerken Ornek-3’te —1 < t < 1 i¢in sunu hesaplamistik:

Rf(t,0) = ff(tcosH—ssin@,tsin9+scost9)ds

sS=—00
Vi-t2

Rf(t,8) = J (1—\/t2 +52)ds
s=—VisE2



1 1+vV1—t2
:Rf(t,e):\/l_tz—ztzln<1_\/—1_7t2>

|x cos 6 + y sin 6] < 1 esitsizligi birim diskteki yalnizca (x, y) noktalarina baktigimiz

stirece tlim 6 degerleri i¢in saglandigindan t, = x cos 6 + y sin 0 i¢in;

T
1
BRf (x,y) = - f Rf(xcosO +ysin6,0)dd
6=0

T

1 1 1441 -ty

BRf(x,y) = — /1—t02——t021n L S | T
m 2 1— /1 —t,?
6=0

bulunur.
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Sekil 17. (a) 6rnekteki fonksiyonumuzun Radon doniisiimii sonucu olusan goriintiisii. (b) ise
Radon doniisiimiiniin tersi (geri projeksiyonu) sonucu olusan goriintiisii

Ornegimizde f nin grafigi bir koni iken, geri projeksiyonunun grafigi yuvarlatilmis bir

konidir.

Geri projeksiyon yontemi fonksiyonun (medikal goriintiileme anlaminda cismin) ger¢ek

goriintiisiinii yansitmaz; cismin bulanik ve diizgiinlestirilmis bir versiyonunu yansitir (Feeman,
2015).

Fourier Doniisiimii

Fourier doniisiimii, bir nesnenin farkli agilardan alinan projeksiyon verilerini (sinogram)
frekans uzayima doniistiirerek analiz edilmesini kolaylastirir. Frekans uzayinda, projeksiyon
verileri daha belirgin hale gelir ve islenmesi daha basit olur. Projeksiyon verileri dogrudan geri
yansitildiginda, goriintiide bulaniklik olusabilir. Projeksiyon verileri frekans uzayima

dontistiirtiliip burada uygun filtreler (6rnegin, Ram-Lak filtresi) kullanilarak, yiiksek frekans
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bilesenleri giiclendirilir, diisiik frekans bilesenleri zayiflatilir, boylece goriintii netligi

artirtlirmis olur.

Tamim: R’de tanimli integrallenebilir belirli bir f fonksiyonu i¢in, f nin Ff ile

gosterilen Fourier Doniisiimii, her & gercek sayisi i¢in su sekilde tanimlanir:

FF(E) = f (e 2 gy 3.2)

Fourier doniisiimii sinyal analizinde siklikla kullanilir ve bir zaman fonksiyonunu bir
frekans fonksiyonuna doniistiirmenin bir yolunu sunar; x degiskeni saniye cinsinden zamant
temsil ederken, ¢ degiskeni fonksiyonun Hertz cinsinden frekansini temsil eder. w = 2w

olmak tizere agisal frekansi (w) kullanan alternatif bir tanim mevcuttur.

Ff(w) = f f(x)e % dyx (3.3)

(3.3)’ te verilen tanim miihendislik ve tibbi goriintiilemede daha yaygin olarak kullanilan
form oldugundan, dncelikle Fourier doniisiimiiniin bu ikinci tanimini ele alacagiz (Beatty,

2012).

Ters Fourier Doniisiimii

Tamim: Mutlak integrallenebilir bir f fonksiyonu igin, f nin her x reel sayisi i¢in F~1f

ile gosterilen ters Fourier doniisiimii sdyle tanimlanir (Beatty, 2012):

F‘lf(x)=% jf(w)e“"xdw

Teorem: Ters Fourier Teoremi. Tanim kiimesi ffoool f(x)|dx < o ve reel dogru
tizerinde siirekli olan f fonksiyonu, tiim x ler i¢in (Beatty, 2012);
FFE) = f(x)
esitligi saglanir.
Tamm: R? iizerinde tanimlanan mutlak integrallenebilir bir g fonksiyonu igin, g nin

F,g ile gosterilen 2 boyutlu Fourier déniisiimii tim (X,Y) € R? icin su sekilde tanimlanir

(Beatty, 2012);

Fotin = | stee e masy

—00—00

Benzer sekilde R? de ters Fourier doniisiimii de asagidaki gibi tanimlanir.
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Tammm: R? iizerinde tanimlanan mutlak integrallenebilir bir g fonksiyonu igin,
F;1g(x,y) ile gosterilen (x, y) noktasindaki 2 boyutlu ters Fourier doniisiimii su sekilde verilir
(Beatty, 2012):

1

Fz—lg(x, y) = m ff g(X, Y) ei(xX+yY)dxdy

—00—00

Fourier Dilim Teoremi (Merkezi Dilim Teoremi)

Merkezi dilim teoremi bize iki boyutlu Fourier doniisiimii ile Radon doniisiimiiniin tek

boyutlu Fourier doniistimii arasinda dikkate deger bir iligki verir.

Teorem: R? de tiimii S € R ve 8 € [0,2m) iizerinde tanimlanan mutlak integrallenebilir

bir f fonksiyonu igin,

F,f(Scos8,Ssinf = F(Rf)(S,0)

dir.
Ispat: Oncelikle f(x,y) nin iki boyutlu Fourier doniisiimiiniin su sekilde verildigini
biliyoruz:
Ry = ||y emiseeest oy (3:4)

Simdi Radon doniisiimiinii boliimiinde tanimladigimiz koordinat sistemine gore bir
degisken degisimi uyguluyoruz. [l;g dogrusunu parametrelendirdigimizde s € R igin

asagidakileri soyleyebiliriz:
x(s) =tcos@ —ssinb
y(s) =tsin@ + scos 6
t=xcos0+ysinf

x(s) ve y(s) i¢in Jacobian’in determinantina baktigimizda:

Ox Ox

ot 0s| _
det dy dy =1

at O0s

dsdt = dxdy diyebilecegimizi goriiyoruz. Bu nedenle (3.4)’ teki denklemin sag tarafini

s, t degiskenlerine gore yeniden yazarsak;
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00 00

ff f(tcos® —ssinf,tsinf + s cos ) e"Stdsdt (3.5)
e'St s ye bagli olmadig1 icin (3.5)’ te verilen integrali asagidaki sekilde yazabiliriz:

[00]

f(J.f(tcosH—ssin@,tsin@+scos€)ds>eiStdt (3.6)

— 00
bulunur.

(3.6) nin i¢ integral tam olarak f(t, 8) nin Radon doniisiimii oldugu i¢in bu integrali;

o)

f (Rf(t,0)) e~iStdt (3.7)

seklinde yazabiliriz. Bu da Rf (S, 8) nin Fourier doniisimudiir. Boylece;
F,f(Scos8,Ssinf) = F(Rf)(S,0)
esitligini gostermis oluruz.

Merkezi dilim teoremi, bir fonksiyonun iki boyutlu Fourier doniisiimii ile bu
fonksiyonun projeksiyonlarinin tek boyutlu Fourier doniisiimleri (Radon doniisiimleri)
arasindaki matematiksel iliskiyi ortaya koyan temel bir teoremdir. Basitge ifade etmek
gerekirse, teorem; bir fonksiyonun herhangi bir dogru boyunca alinan projeksiyonunun Fourier
doniisiimiiniin, orijinal fonksiyonun iki boyutlu Fourier doniisiimiiniin bu dogruya paralel olan
bir dogrusal ¢izgi tlizerindeki degerlerine esit oldugunu belirtir. Bu iligki, Sekil 18’de gorsel
olarak sunulmustur. Seklin sol kisminda bir F(x,y) fonksiyonuyla basliyoruz ve bir g
projeksiyonu elde etmek i¢in Radon doniislimiinii uyguluyoruz ve ardindan buna Fourier
dontisiimiinii uygulayarak turuncu G elde ediyoruz (seklin tist kismindaki fonksiyon). Sekil-18
in saginda, F(x,y) nin projeksiyon ¢izgisine paralel turuncu diliminin iki boyutlu Fourier
dontlistimii alinmakta. Bu iki boyutlu Fourier doniisiimii ayn1 zamanda seklin iist kisminda

gosterilen turuncu G fonksiyonuna da esittir (Beatty, 2012).
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Ornek-5: f(x,y) = e~ ¥’ fonksiyonu igin F, f doniisiimiinii hesaplandiginda;

Sekil 18. Merkezi Dilim Teoremi

[o.0]
u?4v?

Ff(u,v) = j e ~Y? omiux+vy) gy dy = e~ 4

— 00

bulunur ve

52(u?+v?)

F,f(Su,Sv) = me~ 4

yazilabilir. Esitligin her iki tarafina da F~! uygulandiginda

1 s2(u?+v?)
F‘1F2f=§ T | e 2 eStdS
—t2
F‘lef = ie(uzﬂﬂ)
N
elde edilir.
Rf = F7'F,f oldugundan
VT ()
Rf(t;u,v) = ———=e\u?+v?
/ N

olur.

u? + v? = 1 olmak iizere, & = (u, v) olarak tanimlandiginda;

R (t,§) = Vme™

bulunur (Deans, 1983).
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ARASTIRMA BULGULARI

Inverse problem, gézlem verilerine dayanarak sistem parametrelerinin veya i¢ yapisinin
belirlenmesi gerektigi matematiksel problemleri ifade eder. Tomografi, bir nesnenin i¢ yapisini
belirlemek i¢in disaridan yapilan Slgiimlere dayanir ve bu nedenle inverse problem olarak ele
alinir. Tomografinin inverse problem olarak ele alinmasi énemlidir ¢linkii bu yaklasim, bir
nesnenin i¢ yapisinin belirlenmesinde kullanilan matematiksel modelin dogrulugu ve dogru
¢ozlimiin elde edilmesi i¢in gerekli olan algoritma ve hesaplama yontemlerinin gelistirilmesi

agisindan énemlidir.

Tomografinin bir ters problem olarak incelenmesi fikri icin Siltanen (2016)

calismalarindan yararlanilmistir.
Iki boyutlu basit bir tomografik gériintiileme 6rnegini inceleyelim.

Tomografi, X-1sinlarinin madde igerisindeki zayiflama oranlarini 6lgerek, maddenin
yogunluk dagiliminm1 belirleme prensibine dayanir. Paralel bir X-151m1 demeti, incelenen

nesneden gecirilerek, dedektorler yardimiyla projeksiyon verileri elde edilir.

Dedektor
(] > 13 (=4+4+5)
4 4 5
Xetgini = 8 (=1+3+4)
Kaynaklari 1 3 4
(] > 3 (=1+0+2)
1 0 2

Tomografi goriintiileme i¢in farkli yonlerden projeksiyon goriintiilerinin kaydedilmesi

esastir.
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X-1sIni
Kaynaklari

® o6 o

4 4 5

1 3 4

1 0 2
JV v A Dedektor
6 7 11

Her pikselin i¢inden hareket eden X-isinlarinin uzunlugu Onemlidir (asagida
karekokler).

0 2
Burada direkt problem, bilinen dokulardan projeksiyon goriintiilerini (X-1g1n1 verilerini)

bulmaktir.
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1 3 4 8
1 0 2 3
6 7 11

Ters problem ise, X-1s1n1 verilerinden i¢ini yeniden olusturmaktir.

? ? 13
? ? ? 8
? 9 ? 3

6 7 11

Sinirlt agilt goriintiilemede, farkli nesnelerin ayni verileri tiretmesi yaptigimiz islemin

ters problem oldugunun bir gostergesidir.
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5
> 13
4 > | 8
2
»| 3
Q\
5 6 2 9 1 3
1 5 2 1 0 7
4 0 -1 3 0 0

Farkl1 6l¢timlerin ayn1 verileri verdigine dair 6rnekler

Yani bir BT de nesne verildiginde verileri belirlemek direkt problemken, veriler
verildiginde (ki bu veriler genelde giiriiltiilii verilerdir) nesneyi belirlemek invers problemdir.

Asagida verilen sekillerden bunu somut bir sekilde gérmekteyiz.
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Nesne (X-i1sini zayiflamasi) Veri (Sinogram)

Veri (Sinogram) Nesne

- -

_
Sekil 19. Tomografinin ters problem olarak gdsterilmesi

Bunu matematiksel olarak asagidaki sekilde modelleyebiliriz;

A(DA))

Sekil 20. Tomografinin ters problem olarak gdsterilmesinin bir modeli
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Matris formunda yazacak olursak;

v
3
S

f4 f7

o
f, .
fi ™
f m:

f=\fs|, m= my
fi iy
f7 | g
fs
£,

Olciim modeli:
m=Af +¢

biciminde gosterilir.

Yukarida verdigimiz 6l¢iimiin matris denklemini asagidaki gibi olusturabiliriz.
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Filtrelenmis Geri Projeksiyon

Merkezi dilim teoremi, tomografik goriintii yeniden yapilandirma probleminin ¢6ziimii
i¢cin temel bir ¢er¢eve sunmasina ragmen, pratik uygulamalarda 6nemli bazi zorluklar ortaya
¢ikmaktadir. Bu zorluklarin basinda, Fourier uzayinda elde edilen oOrnekleme verisinin
Kartezyen koordinat sistemine uymayan kutupsal bir dagilim gostermesi gelir. Teorem geregi,
her bir projeksiyonun Fourier doniisiimii, iki boyutlu Fourier uzayinda orijinden gegen bir dogru
tizerinde yer alir. Dolayisiyla, farkli projeksiyonlardan elde edilen veriler, Sekil-21'da da
goriildiigii gibi, Fourier uzaymnda kutupsal bir 6rnekleme deseni olusturur. iki boyutlu ters
Fourier doniisiimiinii gerceklestirmek igin, bu oOrneklerin bir Kartezyen koordinata
interpolasyonu (yerlestirilmesi) veya yeniden birlestirilmesi gerekir. Fourier uzayinda
interpolasyon islemi, gercek uzaydaki interpolasyondan daha karmagik ve hassastir. Gergek
uzayda yapilan bir interpolasyon hatasi, genellikle smirlt bir bolgeyi etkilerken, Fourier
uzayinda yapilan bir hata, tiim frekans bilesenlerini etkilediginden, elde edilen goriintiiniin
tamaminda istenmeyen hatalarin olusmasina neden olabilir. Yani, Fourier uzayinda tek bir

ornegin degeri degistirildiginde, bu degisiklik tiim goriintiiye yayilir (Hsieh, 2009).
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Sekil 21. Fourier uzayinda drnekleme modeli
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Filtrelenmis geri projeksiyona olan ihtiyaci sdyle de agiklayabiliriz. Tibbi goriintiileme
baglaminda f, zayiflama katsayis1 fonksiyonumuzu temsil ettigini biliyoruz. Olgtiigiimiiz
dilimler tlizerinden geriye projeksiyon yapabiliyoruz. Sekil-22 de gosterildigi gibi, yalnizca
birka¢ yonde geri projeksiyon, basit bir nesneyi i¢in bile yeniden olugturmanin son derece hatali
bir yontemidir. Bununla birlikte, kullandigimiz geri projeksiyonlarin sayisini énemli Ol¢iide
artirmis olsak bile (6rnegin 1000 yonde), yeniden olusturulan goriintiimiizde biiylik miktarda
bulaniklik ve giiriiltii hala mevcut olacaktir. Goriiniise gore, ne kadar cok ydnde geri
projeksiyon yaparsak yapalim, yalnizca geri projeksiyon formiiliinii kullanarak goériintiimiizii
miikemmel bir sekilde yeniden olusturmak miimkiin olmayacaktir. Geri yansitma formiiliiniin

resmimizde yarattig1 giiriiltiiniin bir kismmi filtrelemek ve nesnemizin daha diizgiin bir

temsilini elde etmek i¢in filtrelenmis bir geri yansitma yapmamiz gerekiyor (Beatty, 2012).

Sekil 22. Bir Karenin 5, 25, 100 ve 1000 yonde geriye yansimasi

Asagidaki teorem ile uygun bir filtre yardimiyla goriintiiniin bulanikligi ortadan

kaldirilarak daha orijinal goriintiilye daha yakin sonuglar elde edilir.

Teorem: R? de tanimlanan mutlak integrallenebilir bir f fonksiyonu igin;

1
flx,y) = EB{F‘l[ISIF(Rf)(S, IHERY)
Kamit: Oncelikle 2 boyutlu Fourier déniisiimii ve tersi i¢in sunu belirtelim:

f(x;Y) = Fz_lef(x'}’)

Esitligin sag tarafi, Fourier doniisiimii ve ters Fourier doniigiimii tanimlarindan soyle

yazilabilir;



f(x,y)=4—7112 ff Ff(X,Y) elCXtaxdy (4.1)

—00—00

bulunur.

Simdi degiskenleri Kartezyen'den (X,Y) kutupsal koordinatlara (S,0) degistirmeyi
kullanacagiz; burada S € R, 0 € [0, 7] ve

X =Scos0
Y =Ssin6

olmak iizere; bu, asagidaki Jacobian determinantini verir:

oX X
as 2ol _
det|ay ay| =151
a5 90

bu bize dXdY = |5|dSd6 esitliginin saglandigin1 gosterir. Degiskenlerdeki bu yeni
degisiklikleri (4.1)’ deki denklemimize uyguladigimizda;

T 00
1 ; iS( 0 ind)
flx,y) = P F,f(Scos 8,8 sin @) > Xcost+ysine)|g1dSdo (4.2)
0—oo0
haline gelir. Merkezi dilim teoremini kullanarak (4.2)’ deki denklemin aslinda suna esit

oldugunu goriiyoruz:

1 [ . .
flx,y) = yPe f f F(RF)(S, 0) eistxcost+ysing)| g| S0 (4.3)
0—o0
Simdi (4.3)’ teki denklemin i¢ integraline daha yakindan bakarak ve asagidakilere dikkat
edecek olursak:

o)

f F(fRf)(S, 9) eiS(xcosB+ysin9)|S|dS

—00

o)

f(x, y) =21 (% f F(Rf)(S, 9) eiS(xcosG+ysin9)|S|dS>

—00

f(x,y) = 2nF|S|F(Rf)(S, 8)](xcosO + ysinb, H)

Yani denklemin i¢ integrali |S|F(Rf)(S, 8) nin (xcosé + ysin, ) noktasindaki ters

Fourier doniisiimiiniin 2rr katidir. O zaman integralimizi

41



% f F1ISIF(RF)(S, )] (xcosd + ysind, 0) do
0

seklinde yazabiliriz. Simdi geri projeksiyonun tanimindan integralimiz;

1
E'B{F"l[ISIF(Rf)(S, O3 (x,y)

ifadesine esit olur. Bu da bizi istedigimiz sonuca gotiiriir.

£ ) = 5 BFISIFRAS, O x,)

Bu formiildeki 6nemli faktor, Fourier doniisiimii ve ters doniisiimii arasinda ortaya ¢ikan
|S|¢arpanidir. Bu faktér olmadan, bu iki terim birbirini gétiiriir ve daha 6nce karsilastigimiz
Radon doniisiimii i¢in standart geri projeksiyon formiilii ile bas basa kaliriz ki, gordiigiimiiz
gibi bu dogrudan f(x,y) yi geri vermez. Bu ek |S| ¢arpanina Radon doniisiimiine bir filtre

diyoruz ve bu da bize filtrelenmis geri projeksiyon formiiliiniin adin1 verir (Beatty, 2012).
Tomografi Géoriintiileri Uzerinden Uygulama

Asagida baz1 Bilgisayarli Tomografi goriintiileri {izerinde Matlab’ ta uygulama
yapilmustir. Ug ayr1 BT taramasima Radon déniisiimii uygulanarak sinogramlar elde edilmis,
olusturulan sinogramlar {izerinden goriintiiyli yeniden olusturmak i¢in hem normal geri

projeksiyon hem de filtrelenmis geri projeksiyon c¢aligmalar1 yapilmistir.
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Orijinal Goriintu Sinogram

0 50 100 150
Dénlstim Acisi (derece)

Normal Geri Projeksiyon Filtrelenmis Geri Projeksiyon

Sekil 23. Birinci BT goriintiisiine ait sonuglar
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Orijinal Gorunti Sinogram

D 50 100 150
Déntstim Acisi (derece)

Normal Geri Projeksiyon Filtrelenmis Geri Projeksiyon

Sekil 24. Tkinci BT goriintiisiine ait sonuglar
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Orijinal Gorilinti Sinogram

0 50 100 150
Donlstm Acisi (derece)

Normal Geri Projeksiyon Filtrelenmis Geri Projeksiyon

Sekil 25. Ugiincii BT goriintiisiine ait sonuglar
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SONUC

(1) Ters problem ve Medikal goriintiileme baglaminda Tomografi i¢in pek ¢ok calisma
yapilmistir. Bu ¢alismalardan farkli olarak bu tez calismasinda tomografinin bir ters
problem oldugunu ve goriintiiyli yeniden olusturma asamasinda karsilasilan hatalar
gidermek icin kullanilan baz1 yontemleri detaylica ve uygulamali olarak tomografi
goriintiileri tizerinden karsilastirdik.

(2) Yiiksek lisans tezi olarak sunulan bu ¢aligsmada ilk olarak, ters problemin ne oldugu
ve Tomografinin bir ters problem olma durumu incelendi.

(3) X-151m1 geometrisi lizerinden Radon doniigiimii tanimlanarak sinogramlarin nasil
elde edildigi gosterildi.

(4) Goriintiiyli geri yansitirken olusan hatalar1 gidermek igin Fourier doniistimii

tanimlanarak filtrelenmis geri projeksiyonun 6nemi arastirildi.

Son olarak ii¢ tane tomografi gorlintlisii iizerinden Matlab’ta goriintiiyii yeniden
olusturma uygulamalar1 yapildi ve normal geri projeksiyon ile filtrelenmis geri projeksiyon

arasindaki goriintii (netlik) farki ortaya konuldu.
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