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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

USTEL TiPLi KONVEKS FONKSIYONLAR YARDIMIYLA ELDE EDIiLEN
YENI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Abdulvahit YERGOZ
Damisman: Dog¢. Dr. Cetin YILDIZ

Amag: Bu caligmada iistel tipli konveks fonksiyon tanimi ve esitsizlik teorisinin 6zellikleri
kullanilarak yeni esitsizlikler elde edilmesi amaglanmugtir.

Yontem: Teorem ve sonuglar elde etmek amaciyla integraller i¢in iiggen esitsizligi, Holder,
Power-Mean, Holder-Iscan  Esitsizlikleri ve  Gelistirilmis Power-Mean  Esitsizligi
kullanilmastir.

Bulgular: Dort farkli lemmaya uygulanan esitsizlikler ve istel tipli konveks fonksiyon
yardimiyla yeni teorem ve sonuglar elde edilmistir.

Sonu¢: Bu tezde Holder-Iscan ve Gelistirilmis Power-Mean Esitsizlikleri ile elde edilen
teoremlerin Holder ve Power-Mean Esitsizliklerine gore daha iyi st sinirlar verdigi
gorilmiustir.

Anahtar Kelimeler: Holder Esitsizligi, Power-Mean Esitsizligi, Holder-Iscan Esitsizligi,
Gelistirilmig Power-Mean Esitsizligi, tistel tipli konveks fonksiyon.
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MS THESIS

NEW INTEGRAL INEQUALITIES OBTAINED BY USING
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GIRIS

Esitsizlik iki biiytikliik, iki nicelik arasindaki farki gdsteren bir iliskidir. Matematikte

<, >, < ve > gibi sembollerle gosterilir. Reel analizde siralama yapabilmek i¢in kullanilir.

Esitsizlik Teorisi matematigin gen¢ alanlarindan bir tanesi olmak {iizere iizerinde
calisilmaya miisait ve yeni ifadeler bulmak adina énemli bir alandir. 18. ve 19. yiizyillarda
esitsizlik teorisi K. F. Gauss (1777-1855), A. L. Cauchy (1789-1857) ve P. L. Chebyshev
(1821-1894) gibi matematikgiler tarafindan ¢alisildi. Modern anlamdaki ilk ¢aligmalar ise
1934 yilinda Polya, Hardy ve Littlewood tarafindan yapildi. Bu c¢alismay1 1961 yilinda R.
Bellman’in ve E.F. Beckenbach’in “Inequalities” adl1 kitabr izler. S.S. Dragomir, Gradimir V.
Milovanovic, Josip E. Pecari¢, Ravi Agarwal, George Anastassiou, M. E. Ozdemir, 1. Iscan ve

M. Z. Sarikaya gibi aragtirmacilarin da bir¢ok ¢alismasi literatiirde mevcuttur.

Glinlimiizde esitsizlik teorisi konvekslikte, konveksligin ¢esitli tiirlerinde, 6zel
ortalamalarda, cebirsel, geometrik ve trigonometrik esitsizliklerde, operator esitsizlikleri gibi
birgok alanda farkli matematikgiler tarafindan ¢alisilmaktadir. Elde edilen yeni esitsizlikler ve
fonksiyonlarin ortalama degerine ait yeni iist sinirlar matematigin diger bir¢ok alanlarinda

kullanilmaktadir.

Konvekslik ise matematigin kompleks analiz, fonksiyonel analiz, cebirsel geometri,
olasilik teorisi, kismi diferansiyel denklemler, kodlama teorisi, vb. gibi ¢esitli alanlarinda
Oonemli bir yer tutar. 1883 yilinda Hermite, Mathesis dergisinde yayinladigi calismasiyla
konveks fonksiyonlar i¢in belki de bilinen en meshur esitsizligi ortaya koymustur. Daha sonra
Jensen, 1905-1906 yillarinda bu alanda 6nemli ¢alismalar yapmistir. Konveks fonksiyonlarin
farkli smiflar iizerinde de bir¢ok yeni tanim ve 6zellikler bulunmustur. Bunlar m-konveks,

quasi konveks, modifiye h-konveks, iistel tipli konveks vs. gibi fonksiyon siniflaridir.

Bu tezde iistel tipli konveks fonksiyonlar calisildigindan iistel fonksiyonlar: bulan

Euler hakkinda birkag bilgi eklenmesi gerekir.

Isvicreli matematikci ve fizik¢i Leonhard Euler, 15 Nisan 1707°de Isvicre’nin Basel
sehrinde dogdu. Logaritmayr da bulan matematik¢idir ve 800'den fazla makalesi
bulunmaktadir. Sayi teorisi, grafik teorisi, uygulamali matematik, fonksiyonlar ve gliniimiizde

kullanilan diger birgok konu hakkinda ¢alismistir.



Ustel tipli konvekslikte de kullanilan iistel fonksiyonun tanimini asagidaki sekilde

vermistir:
Y € R — {1} bir sabit say1 olmak iizere
3:R - R*
J(x) = yY* seklindeki fonksiyona listel fonksiyon denir.

Sadece matematikte degil, fizik ve kimya gibi diger doga bilimlerinde dnemli bir yeri
olan sabite (Euler) sayisi (e = 2,7182...) lstel fonksiyonlarda en sik kullanilan taban

degerlerinden biridir.
J(x) =e*
seklindeki e tabanindaki iistel fonksiyonlara dogal iistel fonksiyon da denir.

Bu tez ¢alismasinin girisinde Esitsizlik Teorisi’nin tarihi gelisiminden, bu konu ile
calisma yapan bilim insanlarindan, konvekslik kavraminin tanimindan ve kullanim
alanlarindan ayrica iistel fonksiyonu ortaya koyan Euler’den ve {iistel fonksiyonun tanimindan
bahsedilmistir. Calismanin ikinci boliimiinde konveks fonksiyonlarla ilgili tanim, teorem ve
konveks fonksiyonun geometrik olarak incelenmesine ayrica iki pozitif sayr i¢in bazi
ortalamalara iliskin bilgilere yer verilmistir. Ugiincii béliimde konveks fonksiyonlar i¢in temel
esitsizliklerden ve iistel tipli konveks fonksiyonlar i¢cin daha dnce elde edilmis teoremlerden
bahsedilmistir. Dordiincii boliimde literatiirde var olan lemmalar ve yeni yazdigimiz bir
lemma yardimuiyla iistel tipli konveks fonksiyonlar ile ilgili yeni esitsizlikler elde edilmistir.
Ayrica yazdigimiz teoremlerle ve sonuclarla ilgili uygulamalara yer verilmistir. Tezin son

boliimiinde ise Onerilerden bahsedilmistir.



KURAMSAL TEMELLER

Genel Terimler

Tamm 1. (Konveks Kiime) L bir lineer uzay K € Lvey,4 € K keyfi olmak lizere
B={0eld=2W+0-3Nb 0<31<1}CcK

ise K kiimesine konveks kiime denir. Egerd € B ised =3y + (1 — 2)4& esitligindeki
Y ve & nin katsayilari i¢in 3 + (1 — 1) = 1 bagintis1 her konveks kiime i¢in gegerlidir. Bu
nedenle konveks kiime tanimindaki 1 — A= f vyazilirsa 3 + f = 1 sart1 saglanir.
Geometrik olarak, B kiimesi u¢ noktalar1 1 ve 4 olan dogru pargasini gosterir. Dolayisiyla
konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden

kiimedir (Bayraktar 2000).

S

Sekil 1. Konveks kiimeler

Bir kiime konveks kiime degil ise bu kiime konkav kiime olarak ifade edilir.

Sekil 2. Konkav kiimeler



Tamm 2. (Konveks Fonksiyon) I € R de bir aralik ve 3:1 — R bir fonksiyon olmak

tizere her Y, & € Ivel € [0,1] igin
SO + (1 —N6) <A@ + (1 — N3IW)
esitsizligini saglayan J fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).
Eger 3 € (0,1) agik araliginda secilirse buradan
S0P + (1 —N6) <A@ + (1 — N3IW)
olur. Bu 3 fonksiyonuna da kesin konveks fonksiyon denir.

Konveks fonksiyon taniminda eger —3 konveks fonksiyon (kesin konveks fonksiyon)

ise 3’ye konkav fonksiyon (kesin konkav fonksiyon) denir.

Ornek 1. 5:71 € R - R igin J(x) = x? fonksiyonu I kiimesi iizerinde konveks bir

fonksiyondur.

Coziim: Her ¢, 6 € [ ve X € [0,1] olmak tizere I fonksiyonunun konveks oldugunu

gostermek igin
SOP+ (1 — D6) < 3@ + (1 — NIW)
yani
Y+ (1 — N6 < W2 + (1 — 62
oldugu gosterilmelidir. O halde
PP 4231 — DYPb+ (1 — N < W+ (1 — NG
PP+ 231 — DYB+ (1 — DB — wWr— (1 - N6 <0
=31 = DY2+23(1 - Db =31 - NE2<0
=31 — NW?-2¢96 +462) <0
=31 =-NDW-4)*><0

olur. Buradan J(x) = x? fonksiyonun konveks oldugu gériiliir.



Sekil 3. Araliklar iizerinde (yani R* da) konveks fonksiyon (J(x) = x?2)
Konveks fonksiyonlarin geometrik olarak anlami, Sekil 4.’teki gibi agiklanabilir:

3(4)

AT(8) + (1 =Ny [

e+ (1= b

3(¥)

" s=x+(1-2y &

Sekil 4. Konveks fonksiyonun incelenmesi



Sekil 4.’te goriildigii gibi, konveks fonksiyon geometrik olarak soyle ifade edilir:

Y’nin I fonksiyonu altindaki goriintiisiit I(y), 4’nin I fonksiyonu altindaki
goriintiisii (&) olmak tizere (Y, IJ(P)) ve (&, IJ(&)) noktalarini birlestiren dogru parcasini
ele alalim. s = 2% + (1 — X))y noktasinin J fonksiyonu altindaki goriintiisii, ayn1 X degeri

i¢in dogru lizerinde olusan degerden kiigiik veya esit oldugundan fonksiyon konvekstir.

Tamm 3. Eger J fonksiyonu hem konveks hem de konkav fonksiyon ise 3’ye afindir
(lineerdir) denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonu¢ 1. I/ € R igin bir J fonksiyonunun I kiimesinde konveks bir fonksiyon

olabilmesi igin gerek ve yeter sart her ¥, & € I ve her p,q > 0 reel sayilar1 i¢in

5 (pl/J + qff) - p3I(W) + q3 (&)
p+q / p+q

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 4. (J-Konveks Fonksiyon) I € R bir aralik olmak iizere ve her y, & € [ i¢in

5 (ll} er ff) - S¥) erS(ff)

esitsizligini saglayan J fonksiyonuna I € R aralig1 tizerinde Jensen anlaminda konveks veya

J-konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).
Sonug 2. Her konveks fonksiyon ayni zamanda J-konveks fonksiyondur.

Tamm 5. (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her ¢, & € I ve Y # & igin

5 <¢ er 0) < 3@) er 3(6)

sartin1 saglayan 3 fonksiyonuna I € R araligi iizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir
(Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 6. h # 0 olmak iizere h:J — R, negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger J

negatif olmayan bir fonksiyon, ¥, 4 € I ve 3 € [0,1] i¢in
SOY+A-3N6<hQ)IW) +h(1-1IH)

esitsizligi saglaniyorsa J:1 — R, bir h-konveks fonksiyondur. Bu durumda J fonksiyonu
SX(h, I) smifina aittir (Varosanec 2007).



Tamm 7. 3: 1 — R negatif olmayan bir fonksiyon, her i, 4 € I ve 3 € [0,1] igin
SOY+ (A =0N6) < (e*—1DIW) + (1= DI)
esitsizligi saglaniyorsa J’e iistel tipli konveks fonksiyon denir.

I tizerindeki tistel tipli konveks fonksiyonlarin simifi EXPC(I) ile gosterilir (Kadakal and
Iscan 2020).

Sonug 3. Ustel tipli konveks fonksiyonlar [0, ©) {izerinde deger alir.

Ispat: 1 €1 olmak iizere =1 igin iistel tipli konveks fonksiyonun tanimi
kullanilirsa I(Y) < (e — 1DI@W) = 0 < (e — 2)I (W) = I (YY) = 0 elde edilir (Kadakal and
Iscan 2020).

Teorem 1. (Uggen Esitsizligi) 1, &# € R olmak iizere
[ + 61 <[Pl + 4],
[yl = 1e1] < Iy - &1,
[l = 161] < [y + 61,
ve tiimevarim metoduyla
1 + o+ Pul < [Pa] + - [Pn]
esitsizlikleri elde edilir (Mitrinovic et al. 1993).

Teorem 2. (Ucgen Esitsizliginin Integral Formu) S, [, ] araliginda siirekli ve reel

degerli bir dontisiim ise bu durumda

&

&
fS(x)dx < fli”s(x)ldx Y < 4)
b b

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al. 1993).



Pozitif Reel Sayilar icin Baz1 Ozel Ortalamalar

Y, & € RT olmak lizere

(1) Aritmetik ortalama:

a=awe =127
(2) Geometrik ortalama:
G=608) =ps,
(3) Harmonik ortalama:
H=HW,b) = 2p6
- (l/J: ) - w + /gy )]
(4) Logaritmik ortalama:
Y, Y =4
L=Lb) =3 -9
mé—imp VY
(5) Identrik ortalama:
Y, Y =4
1
I=30, &) =41 /6%\*¥
) o owes
(6) p-Logaritmik ortalama:
Y, Y =&
1
L, =L, &) = HPFL— P+l Tp
[(p+1)<fv—¢) v

gegcerlidir.
Bu 6zel ortalamalar arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir:
H<GSLLIT<ZA

Tamm 8. Beta fonksiyonu

1

B, &) = fﬂ"lm — N4 1ay, Y, & >0

0

seklindedir. Bu esitlik Euler tipli Beta integral fonksiyonu ya da birinci ¢esit Euler integrali

olarak adlandirilir. Beta fonksiyonu,



L) BG,) = Bl Y)
2 BW+1,6)= 2B, 8)

ozelliklerini saglar (Dragomir et al. 2000).



MATERYAL VE YONTEM

Konveks Fonksiyonlar I¢in Temel Esitsizlikler

Teorem 3. (Hélder Esitsizligi) p > 1 ve %+% =1 olsun. Eger Sve g, [, 4]
araliginda tanimli ve integrallenebilen iki fonksiyon ve [J|P ,|g|? [¢, 4] araliginda
integrallenebilen fonksiyonlar ise

& & 5/ b -
f |s<x>g<x>|dxs(f |S(x)|pdx) (f Ig(x)lqu>
Y P P

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Teorem 4. (Hélder-Iscan Esitsizligi) p > 1 ve % + é = 1 olsun. Eger 3 ve g, [y, &]

araliginda taniml reel fonksiyon |J|P ve |g|?, [y, ] araliginda integrallenebilen fonksiyon
ise

1

& 1 & % & q
jw S9@Idx < 5= (jw w—x)mxwdx) (jw w—x)|g(x>|qu>

o 5/ b 7

¥ ( | w- zp)w(x)wdx) ( | - w)|g(x)|qu>

Y (V)

s 1 . 1
P q

< IS(x)Ipdx> < Ig(x)lqu>

(; I
esitsizligi elde edilir (Iscan 2019).

Teorem 5. (Power Mean Esitsizligi) ¢ > 1 olsun. 3 ve g, [y, ] araliginda tanimh

reel fonksiyonlar, | 3 | ve |g|9, [y, &] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise
1
17

& g ya
f IS0 g(0)ldx < f MO f NOWLIOI
P P P

1
q

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

10



Benzer sekilde iki katli integraller icin Power Mean esitsizligi

1 1
1-= =
q

& & & & & & q
f f 13(0)9()ldxdy < f f 13(0)ldacdly f f IS()11g(0)19dxdy
b b ¥ b b

seklinde ifade edilir.

Teorem 6. (Gelistirilmis Power-Mean Integral Esitsizligi) q > 1 olsun. Eger J ve
g, [W, 6] araliginda tanimli reel fonksiyonlar |J| ve |[Jllgl9, [¥,&]araliginda
integrallenebilen fonksiyonlar ise

1

b 1 b 1—% &
f 1300 g()dx < ( f - x)|3(x)|dx> ( f 4 — x)m(x)ng(x)wdx)
P P P

S

1

q

b 1‘% b
+( f (x—t/J)Ii‘s(x)Idx) ( f (x—¢)|5(x)||g(x)|ffdx>
P P

& 1—l & l
s(f |S(x)|dx> q([ |S(x)||g(x)|ffdx>q
P P
dur (Kadakal et al. 2019).

Teorem 7. (Hermite-Hadamard Esitsizligi) I, R’de bir aralik, Y, € [ ve p < &

olmak iizere 3:1 < R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

(Yt 1t SW) + 3I(H)
J( > )Sfy_lpfw\s(x)dxsf

esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Pecaric¢ et al. 1992).

Teorem 8. (Ostrowski Esitsizligi) J:/ c [0,00) > R, [°(I’nin ig¢i) iizerinde
diferansiyellenebilen bir fonksiyon, 3’ € L[y, 4] i¢in ¥, & €1, x € [y, &] ve Y < & olsun.
Eger |3'(x)] < M ise

1 - M [(x—v9)?+ b —x)?
b—v 2

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige Ostrowski Esitsizligi denir (Ostrowski 1938).
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Ustel Tipli Konveks Fonksiyonlar i¢in Elde Edilmis Sonuclar
Lemma 1. 2 €[0,1] igin e* —1>13 ve e'™ —1>1—1) esitsizlikleri gegerlidir
(Kadakal and Iscan 2020).

Sonug¢ 4. Her negatif olmayan konveks fonksiyon ayni zamanda iistel tipli konveks

fonksiyondur (Kadakal and iscan 2020).

Ispat: 3 €[0,1] i¢in Lemma 1’deki A<e*—1 ve 1 —X<e'™>—1 esitsizlikleri

kullanilirsa

SOY + (1 —246) <33@W) + A1 —-NI) < (e - DIW) + (' — DI(H)

esitsizligi elde edilir. |

Ornek 2. 3: (0,) = R i¢in F(x) = —Inx fonksiyonu (0, o) araliginda konveks bir

fonksiyon olmasina ragmen sadece (0,1] araliginda iistel tipli konveks bir fonksiyondur.

Coziim: J: (0,0) —» R, I(x) = —Inx konveks fonksiyonu (0,1] araliginda negatif

olmayan oldugu i¢in bu aralikta aynit zamanda bir iistel tipli konveks fonksiyondur.

Sonuc¢ 5. Her iistel tipli konveks fonksiyon h(}) = e —1 igin bir h-konveks
fonksiyondur (Kadakal and Iscan 2020).

Ispat: Eger Tanim 6’daki esitsizlikte e* — 1 = h(3) ve e'™ — 1 = h(1 — }) alinirsa

kolaylikla bir h-konveks fonksiyon oldugu goriiliir. |
Teorem 9. 3, g: [Y, €] = R olsun. Eger 3 ve g tistel tipli konveks fonksiyonlar ise

i. J + g istel tipli konveks bir fonksiyondur.

ii. ¢ = 0 i¢in ¢3J Ustel tipli konveks bir fonksiyondur.
(Kadakal and Iscan 2020).
ispat: (i) 3, g iistel tipli konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda
S+ + (1 -248)
=3+ A=-DN6)+gY + (1 -26)
< (@ - DIW) + (e = DI + (e - Dg@) + (¢! = DI(4)
= (= DI[SW) + gW)] + (e'* = DII(8) + g(6)]
=@ -DE+W) + (' -D(E+ 9@

olur.
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(i) 3 ustel tipli konveks fonksiyon ve ¢ € R (¢ = 0) olsun. Buradan
(eGP + (1 =N6) <cl(e’ - DIW) + (¢! = DI(&)]
= (e* = 1)cIW) + (e = 1)cI(#)
= (= D)) + (' = 1(cI)(#4)
olur. Boylelikle ispat tamamlanmis olur. |

Teorem 10. Eger J:1 — ] konveks bir fonksiyon g:J — R iistel tipli azalmayan
konveks bir fonksiyon ise g o 3:1 = R iistel tipli konveks bir fonksiyondur (Kadakal and
Iscan 2020).

Ispat: ¢, & € 1 ve ) € [0,1] icin
(goDNOGY + (1 -16) =g@GY + (1 -146))
< gO3@®) + (1 -NI(#)
< (&= Dg(3W) + (e = Dg(3(8))
= (e -1D(goNW) + (e =1)(g 03)(#)
elde edilir, n

Teorem 11. n > 0 ve J,: [, 6] = R, istel tipli konveks fonksiyonlarin bir keyfi
ailesi olsun. J(x) = sup,I,(x) olmak tizere eger | = {u € [, &]: J(u) < oo} kiimesi bos
degilse J bir araliktir ve S, J iizerinde iistel tipli konveks bir fonksiyondur (Kadakal and Iscan
2020).

Ispat: 3 € [0,1] ve 3, & € ] olsun. O halde
IOP+ (1 =28) =sup,I 0 + (1 =3)6)
< supg[(e* — DI (@) + (e77 = DT ()]
< (e = Dsup o) + (e = DsupIq (6)
=(E@-DIW)+ (e -1)IW) <o
esitsizligi elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmais olur. ]

Teorem 12. Eger J3: [y, 4] — R fonksiyonu istel tipli konveks bir fonksiyon ise S,
[, 4] iizerinde sinirlidir (Kadakal and Iscan 2020).
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Ispat: K = max{I(),3(#)} ve x € [y, 4] keyfi bir nokta olsun. O zaman
3 € [0,1] vardir 6yle ki x = 2 + (1 — X)& dir. Boylece e* < e ve e?™ < e den

Ix) <IOY+ (1 -346)
< (- DIW) + (e = 1DI)
<(e*+e'™-2)K
<2e—-1DK=M
esitsizligi elde edilir. O halde S, [y, 4] lizerinde sinirhdir. ]

Teorem 13. J: [y, 4] = R dstel tipli konveks bir fonksiyon olsun. Eger ¢ < & ve
3 € L[y, &] ise asagidaki Hermite-Hadamard tipli esitsizlik elde edilir:

1 cv(ll}-i-ﬁ’
2(\/5—1)“5 2

(Kadakal and Iscan 2020).

1 &
)<= fw S()dx < (e — 2)[IW) +3(6)]

Ispat: ilk olarak S nin iistel tipli konveks fonksiyon oldugundan

~(¢+&)_(~ DY+ (A =26]+[(1 =Y +316]
N ) =3 >

1 1
_J(E[;¢+(1—;)ﬁ]+§[(1—;)¢+;&])

< (e2-1) 300 + (1 -08) + (2= 1) 3((1 - Dy +36)

esitsizligi elde edilir. Son esitsizligin X’ne gore integrali alinirsa

3 (1;; er fy) < [(e% - 1) f:s(mp + (1= N6)d)+ (e% - 1) fols(u — DY+ 38)dd
= Z(z_e—_—d}l) :S(x)dx

esitsizligi elde edilir.

Ikinci olarak iistel tipli konveks fonksiyon olan J’iin 6zelligi kullanilirsa ve degisken u =

M + (1 — 24 olarak degistilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:
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1

¥id
ﬁf 3(u)du=f SO + (1 — D)
" 0

< f (@ = DIW) + (e — DI(6)}dd
0

= (e = 2)[3W) +3(&)].
Boylece ispat tamamlanmis olur. ]

Lemma 2. 3:1° c R — R fonksiyonu I’ iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisiim

olsun. ¥, 4 € I° ve y < & olmak iizere eger I’ € L[, ] ise

3@®) +3(8)
2

1 {VN ’6/_111 ! o~
—&_ij J(x)dx=TL(1—23)J O + (1 — 2)6)d)

esitligi gegerlidir (Dragomir and Agarwal 1998).

Teorem 14. J:1 - R fonksiyonu I iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, & €1° ve Y < & olsun. I’ € L[y, &] olmak lizere eger |J'|, [, &] lizerinde iistel tipli

konveks bir fonksiyon ise

I@) +3(6) 1 v
> _ﬁ—ll’fw JI(x)dx

esitsizligi elde edilir. Burada ) € [0,1] ve A(w,v), u ile v'nin aritmetik ortalamasidir
(Kadakal and Iscan 2020).

7
< (6 - ) (We—e—2) AU LIS @)

Teorem 15. J:1 — R fonksiyonu I iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, & €l°, P < b veq>1olsun. I’ € L[y, #] olmak iizere eger |J'|, [, &] lizerinde iistel

tipli konveks bir fonksiyon ise

I@) +3(H) 1 J"N( Y
- x)dx
2 T
/{7,« 11[} 1 1 1
— = b= q q

< 2(e — 2)14 Ad( || |3@)

< =5 (26 =20 (o ) A (l5 | I3 @)

esitsizligi elde edilir. Burada 1 € [0,1], %+ % =1 ve A ise aritmetik ortalamadir (Kadakal

and Iscan 2020).

Teorem 16. 3:1 - R fonksiyonu I’ iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, 6 €°, Y <& veq=1olsun. I’ € L[y, ] olmak iizere eger |J'|9, [, &] lizerinde tstel

tipli konveks bir fonksiyon ise
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IW) + 3(8) 1 b
> _fr—lpf I(x)dx

[z (4ve—e ——)] AT(IF ()17, 15 (8)1)

2__

esitsizligi gecerlidir. Burada ) € [0,1] dir (Kadakal and Iscan 2020).

Lemma 3. Y, 6 €l ve P <& olmak ilizere J:I° c [0,0) — R fonksiyonu,
I’ iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger 3" € L[, ]

ise

g, 3w ()

b — 2 1 + & 1 + &
) f 25 (;lp— +(1- z)u;) 4 + f O = 1)23" (m +(1-2) l”—) 4
16 0 2 0 2

esitligi gecerlidir (Ciurdariu 2012).

Teorem 17. 3,4 € I ve Y < & olmak iizere J:1 — R fonksiyonu, I’ c Riizerinde
ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. 3" € L[y, #] igin eger |J"|,

[y, &] tizerinde istel tipli konveks bir fonksiyon ise

)

<D (oY (- Y

esitsizligi gecerlidir (Tirtirau 2020).

‘ J(x)dx—S(

Teorem18. Y, b €l°,p < b&,q > 1ve % +$ = 1 olmak tizere J: I — R fonksiyonu,

I’ c Riizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. I € L[, ]
icin eger |3"|%, [, &] lizerinde Ustel tipli konveks bir fonksiyon ise asagidaki esitsizlik

gecerlidir:

s s(t)

s%(e‘”" [ (|5 ()| 151 + o (157 o1, |5 (222)[ )]

(2p+1)P

Burada A (u, v), u ile v'nin aritmetik ortalamasidir (Tirtirau 2020).
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Teorem 19. Y, b €l°, p<bve g=1 olmak iizere J:I — R fonksiyonu,
I’ c Riizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. 3" € L[, &]

icin eger |3"[4, [, &] lizerinde iistel tipli konveks bir fonksiyon ise asagidaki esitsizlik

gecerlidir:
‘ﬁ :S(x)dx -3 (¢ er 4})‘
<D () (oS
3p

i (oo (e- ) (29

Burada A (u, v), u ile v'nin aritmetik ortalamasidir (Tirtirau 2020).
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde literatiirde mevcut olan lemmalardan faydalanarak fistel tipli konveks
fonksiyonlar icin yeni esitsizlikler elde edilmistir. Bu esitsizlikleri elde etmek icin iistel tipli
konveks fonksiyon tanimi, Holder, Power-Mean, Holder-Iscan ve Gelistirilmis Power-Mean

Esitsizlikleri kullanilmistir.

Lemma 4. J:1° c Rt - R* diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. vy, 4 € I°,
Y < & ve I’ € L[y, #] olmak iizere

s +s(B5)
zf J(x)dx
’ (V& o) vwe

_(e- ‘/—) j(1 203’ JW+(1—J)u>dJ

esitligi elde edilir (Awan et al. 2020).

Ispat: Kismi integrasyon yontemi kullanilirsa

f1(1 — 223 (JW +(1-2) #) dx
0

() e

" f J(x)dx
(V& —B) (V& =) e
2
yazilir. Bu esitligin her iki tarafi @ ifadesiyle carpilirsa
N + 6
#I (1-203 (3,/1/;& +(1-23) ¢T> dx
0
o~ ~ (Y + &
sWen+s(t75) g f#w )
= - J(x)dx
7 (V& - ) s
olur. Boylelikle ispat tamamlanmais olur. ]
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Teorem 20. 3:1 —» R tanimli, I° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
W, & €l°, Y < & velJ € L[y, &] olmak lizere eger |J'|, [, &] lizerinde iistel tipli konveks

bir fonksiyon ise

W) e,
2 S\X)dx
2 QLN

VB oz Dy (Bl (22))

esitsizligi elde edilir. Burada A € [0,1] ve A (u, v) ise u ile v’ nin aritmetik ortalamasidir.

Ispat: Lemma 4’c integraller icin iicgen esitsizligi uygulanirsa

SWER) (), e
5 - (\/F—\/E)Z fm I(x)dx
(\/_ ‘/—) j 11— 23||°" 3J¢7+(1—3)w—>| d>

olur. |J'| iistel tipli konveks fonksiyon oldugu igin

SR +s(BgE) o, e
2 e

SM[H_ZM[(GJ_M ‘(b)) + (e - |M(M>”dJt

2

1
s’(\/w_&)|fo 11— 23|(e* — 1)d
o (5)

B (o5 e D) a (5T (5

elde edilir. Burada

23| (et — 1)d3]

1 1
7
f|1—23|(e*—1)d3=f |1—21|(e1—3—1)d;=4\/3—e—E
0 0

dir. ]
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Teorem 21. 3J:1 — R tanimli, [° lizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Y, H el <& ve J €LY 6] olmak lizere eger |J'|9, [y, 4] lzerinde iistel tipli

konveks bir fonksiyon ise

I(JVb) +3 (¢+&) 2 f#w( y
2 SxX)dx
2 (V& - ) voe

Ty (p+1> e _2)%dq%<| (58",

277

“(*5)

)

esitsizligi gecerlidir. Burada A € [0,1], p > 1, % + % = 1 ve A ise aritmetik ortalamadir.

Ispat: Lemma 4’e integraller icin iicgen esitsizligi uygulanirsa

s +s(B3)
> f J(x)dx
? (V& ~[$) vE

(V8- ﬂfu

23||~’ JVEZZ;A—(]_—-J)Ei————>|dl

olur. Holder integral esitsizligi ve |3'|9 nun istel tipli konveks fonksiyon oldugu kullanilirsa

(P8 +3(L5Y) 2 J#N o
- Sx)ax
2 (V& - ) o

5L [n-araf (]

Vo —
( \/—) (p+1>

4

1

3(&&%@{1—»3%£Nﬂuf

’ <f01 l(el ~ DY FB) + @ -y (‘/’ > ¢ )ﬂ d3>a

UEDNE )%
p+1

4

1

x<B(J@ENQL%d—4yu++w(£%f)rﬁzehk—udﬁq
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“(757)

_GEB Ly, - i (5 (7B

277

)

bulunur. Burada

1 1
1—23Pd) = ——
f0| Py = —

1 1
f (e’ —1d) = f (e —1Ddr=e—2
0 0

dir. u

Teorem 22. 3:1 —» R tanimli, [° lizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Y, b el <& ve I €LY 6] olmak iizere eger |J'|9, [y, 4] lizerinde iistel tipli

konveks bir fonksiyon ise

S(x/lp_f?)+3(¢~|2_{y) 2 fwzﬂw( )d
— > 3 (x)dx
? (V& - ) W

B (4o ﬂq('“'(m)l ()

2°7a
esitsizligi gegerlidir. Burada ¢ = 1, A € [0,1] ve A ise aritmetik ortalamadir.

Ispat: Lemma 4’¢ integraller icin iicgen esitsizligi uygulanirsa

S(Jtp—l&)m(w;’ﬁ) 2 J#‘”( y
- SxX)dx
2 (V& - ) o

(VF_ V[_) J.|1 2M|°” xJﬁH§4-(1-—3)EL———)|d3

yazilir. Power-Mean integral esitsizligi ve |3’|?’nun istel tipli konveks fonksiyon oldugu

kullanilirsa

S(B8) +3(557) v
7 (V& - J_) |

J(x)dx

1

(Ve - Jr)<f|1 zﬂdg_%<Lﬂ1—znFVQJ$5+(1—DE;;ﬁNaU>I
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1

< BB (Y7 (g1 5[ - DS (VBB + (o1 - 1) |3 (222)[] )"
_(e- J_ )’ ()l“
2

1

X (|S’(¢¢7)|q folu —23(e* — Ddx+ |S (#)r fol|1 — 23| (e — 1)d3>q

2
V& - ) o Y+
D (s D b (i (2
2 4q
elde edilir. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur. [

Sonug 6. Teorem 22°de g = 1 olarak alinirsa Teorem 20 elde edilir.

Teorem 23. 3:1 — R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Y, & el°, Y <& ve I €Ly, 6] olsun. Eger |J'|9, [, &] lizerinde iistel tipli konveks bir

fonksiyon ise

SV +s(BgE) e
— ZJ J(x)dx
2 (V& —p) e

1

< Sy (- Dol + 2 (49"

1
RO -2 ()]
esitsizligi gecerlidir. Buradap > 1,3 € [0,1] ve %+% = 1dir.

Ispat: Lemma 4’¢ integraller icin iicgen esitsizligi uygulanirsa

s +s(BgE) o, e
I(x)dx
T e

e D N Y L

yazilir. Holder-Iscan integral esitsizligi ve |3'|2’nun iistel tipli konveks fonksiyon oldugu

kullanilirsa
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W)
- Sx)ax
2 (V& — )" m

1

_ (Ve - J_) l(f (1-N1 - lepdl>

1

X <f01(1 -3 |3'(3J¢7 +(1-23) #)F dl)ﬁ

+ (folzll — 23[P d;>% <f013 S’(JW +(1-2% #)F de]
1

<j (1=»l1 - 21IPd;>

(j (1- ;)[(ex_nld(mn e (wﬂ,y)

1

1 p
+<f A1 -2 dz)
0

R

(\/_ \/—)

1

q
&)

1

<j A-i1- lepd3>

><<IS’(J¢7)IQE(1—A)(@—1)d3+|rs'(¥)q 1

1

' P
+<f 31237 dz)
0

(o s ]

1

q
1 1)d1>
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1

S |- g (59 )

1

GG+ (o= () )

elde edilir. Burada
1

1
1-2 1—23pd3=f31—23pd3=—

L(1—nwt—nm=Jnxé*—1m3=e—g

0

1

1
[ a-e=-na= et - D1 =2

0
dir. n
Sonug 7. Teorem 23 esitsizligi Teorem 21 esitsizliginden daha iyi bir sonug Verir.

Ispat: k:[0,00) > R, k(x) = x%, 0 < s < 1 olmak iizere konkav k fonksiyonu icin

uS+vS (u+v S
2

< T) ozelligi kullanilirsa Teorem 23 esitsizliginin sag tarafi asagidaki gibi yazilir:

1

W1y ((-Dsemr 3 (59

2(p+1)

(G + -3 () )

<(ﬁ—ﬂ)2< 1 )% (e~ DI (F)" + e -2 |5 (L32

2 2p+ 1) 2

- J—)( )(—z)q%q(l‘”’ww_fr)l v (222 )

2>
Bu sekilde Teorem 23 esitsizliginin Teorem 21 esitsizliginden daha iyi bir sonu¢ verdigi

goriiliir. |
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Teorem 24. 3:1 - R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
U, & €l°, Y < b veJ €Ly, 6] olsun. Eger |J'|9, [y, &] lizerinde iistel tipli konveks bir

fonksiyon ise

SWwe)+ (lp;&)_ 2 f#s(x)dx T
? (V& — ) o 4

=

x <(10\/E — 3¢ - ?) 5 (BB + (2¢ - 62 + %) |S (%)F)E

J

+((26_6@+14) QB + (1078 - 36 - ) |3 (L22)

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ > 1 ve 3 € [0,1]dir.

Ispat: Lemma 4’¢ integraller icin iicgen esitsizligi uygulanirsa

3(Jb) +S<¢-|2_ly> 2 Jw%i( g
- Sx)ax
2 (V& - ) o

< Mfu _ 2 ‘3 (3J¢7+ (1 —3)#)@

olur. Gelistirilmis Power-Mean integral esitsizligi ve |J’|? nun stel tipli konveks fonksiyon

oldugu kullanilirsa

3(\/1/;—1&)+3(¢J2’1’) 2 e
2 (V6 - x/_)J

I aa)

I(x)dx

X <]01(1 — |1 -2 |5 (3J¢7+ (1 —3)#)(1 dJ)ClI

1

+ <jo1;|1 — 23 d;)l_a (le — 23| |3 (;\/lp—f, (- 3)¥>|q dl)é
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(\/—J_)

2/ o1
<f (1- J)Il—ZJIdJ) (f (1— 31— 23

1

el_1)| (\/lp_{yﬂ + (el” 1_1)|="<¢+&)| d1>q+<f11|1—21|d3>1_%

1 q 1
< <f 123 l(el DIy () + @ - [y (D) ]m)ql

-1
q
<f (1- 3)|1—23|d1>

X <|S’(J¢_&)|qf (1 =21 —23(e* — 1)dx
0

(\/—J—)

1

— M1 - 23 (et - 1)d3)q

sy

1 1-1 1
+ (f M1 =23 dJ) ! <|S’(\/1/Mr)|qf 1= 23(e* — 1)dd
0 0
q ~1 1
+ |S (#) j A1 —23[(et™? = 1)dl>q]
0

_(VE-9)

oL

4~ q

ey

<[(0ve=se =) e (e vz ) () )

((Ze_m ) 5 (T + (1042 - 38_T)|~f(¢;")|)

elde edilir. Burada

1

1
1
f(l—l)ll—ZAIdA:f 31— 23dy ==
0 0 4

1 1 33
f(1—u)|1—2;|(e*—1)d;=f 3|1—21|(61‘3—1)dl=10\/5—39—7
0 0

26



1 19

1
j(1—3)|1—23|(e1-1—1)d1=f 31— 23(e* — 1) = 2 — 6ve +
0 0

tur. [
Sonug¢ 8. Teorem 24 esitsizligi, Teorem 22 esitsizliginden daha iyi bir sonug Verir.
Ispat: k:[0,00) - R, k(x) = x%,0 < s <1 olmak iizere konkav k fonksiyonu igin

Teorem 24 esitsizliginin sag tarafi asagidaki gibi yazilabilir:

1

CEI (100830~ D) + (20~ i@+ D) (54 )

477

1

)

+<(ze-6¢z+17f)|s'(¢¢7)|‘* (102 -3¢ - )]s (135)

1

a5 - (e YIS s (i -e- P (44 T

4_2—5 2

D -3 (o () )

2

Bu sekilde Teorem 24 esitsizliginin Teorem 22 esitsizliginden daha iyi bir sonu¢ verdigi
gortliir. |

Sonug 9. Teorem 24°te q = 1 olarak alinirsa agagidaki esitsizlik elde edilir:

s +s(B3)
2 5 f I(x)dx
(VB ) s

<O (e (5w (4]

Lemma 5 Ostrowski tipli bir lemma oldugu igin tercih edilmistir.

Lemma 5. 3:/ c R—> R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisiim,

W, & €1, P < b olsun. Eger I’ € L[y, &] ise

1
SW-5—5 ], * Swdu = (6 — ¢)fp(;) 'O+ (1 = D6) dd
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esitligi gecerlidir. Her 3 € [0,1] igin

dir. Burada x € [y, &]’dir (Alomari and Darus 2010).

Ispat: iki parcaya kismi integrasyon yontemi uygulanirsa
1

| = f PO O + (1 — ) 6)dx

b —x 1

_ f w4+ (1= 08D + f&_x(;— DS O + (1 — )46)d)
0 =
Oy +A-DOFT (S0P + (- 28)
IOP + (12 = SOY + (1 -2
=3 % 0 —jo % da
SOy + (1 =08 1w+ (1 —3)0)
TO-D—— |, ~ ffr—x —
= -
 b-x o = =0 SOPY+(1-2)6) X o J(np+(1 N)
=TS ® s ” v B Goye (x)_fﬁ °
1 1 4
=&_¢o(x)—mfw I(w)du

elde edilir. Bulunan esitlik (& — ) ile garpilirsa

&
b — I(x) — (& — f J(u)du
V=300~ (6 - W = | W
=300 - —J S(u)du
Lemma 5’in sol tarafi elde edilir. Ispat tamamlanmus olur. [

Teorem 25. 3:1 c [0,0) — R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisiim
olmak tizere Y, & €1, Y < & ve I’ € L[y, 6] olsun. Eger |J'|, [y, &] lizerinde tstel tipli

konveks bir fonksiyon ise

&
J(x) —— | J(w)du

b=y

(x—9P)? + (6 —x)°
2(6 =)

b—x
< ((ﬂv—z/))(e+1)— —(2x =3y + b6)e’~ )ITS’(IIJ)I
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N <(£« - w)Z(Ze D ¢ _;)—(fp_ V) (36— 2x— t/J)e«ﬂ) 3" (6)]

esitsizligi gecerlidir. Burada x € [y, &] dir.

Ispat: Lemma 5’e integraller icin iiggen esitsizligi uygulanirsa

J(x) — —f I(u)du

= .
< (6 - ) {f IS G+ (L= DB 3+ [, 13— 11T G+ (1= 08) dl}
0 =

yazilir. |J'| iistel tipli konveks fonksiyon oldugundan

J(x) — —j S(uw)du

b—x

S (6 =) {f0 A = DIF' W+ (' = DI ()] dx
0

*S

1
+ [, A= DIE = DIFW) + @ = DI @] dn}
=)

b-x
B (b—x)? (x—p)et P\

X
N2 _ y
+<e_ (& -2  (=26+xe w)lS’(ﬁ)l

2(6 — )2 b -y

box (x—) <€ - +1> x w

y — _lp)(l/)_Zb-l_x) ~7
+|e—et¥ - yg—y - 206 —9)? RECD)

1/)2 —2926 —x) = 2(& —YP)(H — x)e_ﬁ +26% —x*\
206 — )2 |3 (6)]

) (=) + (6 - 2)? L\
—((5*—#))(8+1)— 206 = 0) — (2x — 3¢ + b)e? 1”)I«S W)l
— — — x—
2 b -y
elde edilir. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur. [
Y+b

Sonug¢ 10. Teorem 25’te x = — olarak alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:
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(Yt 1&) 1 f"’ N

J( > {r_lplp\s(u)du
Teorem 26. J:1 c [0,0) — R taniml, [° lizerinde diferansiyellenebilen bir donilisiim

olmak tizere Y, 4 € 1, Y < & ve J' € L[y, &] olsun. Eger |J'|9, [, 6] lizerinde tstel tipli

konveks bir fonksiyon ise

3
< (6 - ) (e +5 - 2Ve) 1@ + I3 (B)D.

J(x) — —f I(u)du

1 1+l b-x b —x
< n 1{(1&—90 p<<eﬁ_w_£v—1/)_1> RECDIK
& —yP)P(p+ 1P

1

I AT
+( I,_lp)uw) +(x—) P

1
x (<e = —ﬁ) 15 @)1+ <eﬁ -2 :’; - 1) |S'(fr)|q>q

esitsizligi gecerlidir. Burada x € [y, 4], p > 1 ve % +% = 1 dir.

&

Ispat: Lemma 5’e integraller icin iicgen esitsizligi uygulanirsa

I(x) — —] I(w)du
b—x 1
b-y

<@ -w][TTBISew + A -DSld+ [, 13- 1150w+ 1 -] dx
0 i

b=y

yazilir. Holder integral esitsizligi ve [|J’|? nun ustel tipli konveks fonksiyon oldugu

kullanilirsa

S(x) — —] S(w)du

1 1
b—x D b—x

< (b { fmmpd; fmm’(mp + (1= 28|93
k 0 0

1 1
q

1 1
+ J&_xu—npd; wa oY + (1 —2)4)|9d>

&=y Y]
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&
=
N——
<
+
[
<
T
=
Q|

1

=5V i

[(e* = DIF' W7 + (7 = DI (6)]9]d> ¥

H—
p+1 / == J
1 p+1 b—x

— —_— X
= b — Y RY q
(&—wﬁp+ng( x)p(G =l

®

1
x— =

+ <e = x) |s'(1y)|Q>q Fa—p)

b -1
1
b=x 9 Y x—1 a
% Y/ N N (Y q b= _ —1I13 (69
(G e ﬁ_¢>MOM|+<e = )w()|)
elde edilir. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur. [
Sonu¢ 11. Teorem 26’da x = g olarak alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

() s
1

b — 3 1 1
(Y- - Yoo
22 P(p+ 1P

1
1 3 q
+(G—ﬁ—§smmwﬂﬁ—§sumﬂ}
Teorem 27. 3:1 c [0, ) — R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisiim
olmak iizere Y, 4 €1, Y < &, J' € L[y, #] olsun. Eger |J'|9, [y, 4] lizerinde listel tipli
konveks bir fonksiyon ise

1 &
I(x) — m ’ S(uw)du

(6-x)? (x-— ll))«?‘if%f/i

C206-9)2? b

1

2
H-0Ta| (1 13" ()]

- 21‘%(& —y)'a
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=

P-x q
— )2 — -
& —x) (Y — 246 + x)e¥-* 5 (6)]

26 -9E T b-9

oox
2 bex (x—1,l))<e"“/’+1

) @) p-26+x)

=) | e— eV - —— el INACOLK
1
b—-—x)b—-2¢v+x) b - x)e% ‘
+ §+ 206 — )2 ) RECHIK

esitsizligi gecerlidir. Burada x € [y, &] ve ¢ = 1 dir.

Ispat: Lemma 5’c integraller icin iicgen esitsiligi uygulanirsa

1 &
J(X) - m J(u)du
b—x
=y 4
< —-v) j DS Oy + (1 —26)|dr+ '[&_xll - 1IS'OyYy + (1 —2)6)|da
0 y=1

yazilir. Power-Mean integral esitsizligi ve |J'|? nun iistel tipli konveks bir fonksiyon oldugu

kullanilirsa
1 &
Sx) - m J(uw)du
1 1
b-x =g/ b-x 7
b= 5=
e { f |Alda f IS G + (1 —2)6)]9d)
L\ ’
1 1
1 a 1 El
T fﬂll—lldl fﬁ =10y + (1 =D6)19d
b=y -y )

< (6= (S20) 7 (£l - DIF e + e - 1)|3'(&)|q1da>q

1

+ (L™ (fﬂ (1 - DlCe 1)|3'(¢)|q+(el‘3—1)|3’(&)|q]d3>q
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b—x
1 2 & — x)? —)eb-¥
= {6 —x)° q( 1—2((% _93)2—(96 ;}_)fp RACIIE

276 )

=Y

x-y
(6 —x)?% @—-26+x)et¥)\
FTCEr AR A e

b—x

—x - t=Piq
o 1”)(6 )_ =) (P—26+%)
i

2
— 2= — pb—yp — RY q
=P | e—ery -~ el ()]

1y
x—= q |

1 -0 —-2p+x) (H—x)es¥) |
2t 2 e-g NN &

|
elde edilir.

Sonu¢ 12. Teorem 27°de g = 1 olarak alinirsa Teorem 25 elde edilir.

Sonu¢ 13. Teorem 27’de x = wzﬁ olarak alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

s(5) -5 f:sw)du

b — 7 ‘
et (0 B (o1 )

- _v"
23—5 8 2

1
1 3 !
+ <e—§—7ﬁ>|rs'(¢)|q+<g—% ()" [

Teorem 28. 3:1 c [0, ) — R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisiim

olmak tlizere Y, & €1, Y < & ve I’ € L[y, &] olsun. Eger |J'|9, [, &] lizerinde istel tipli
konveks bir fonksiyon ise

’
() —— | 3Iwdu
.
2 2 g
G 1 &—x\P*2\p z,_;x_ B—x)? | P-264x\ |~ q
=T ((p+1)(p+2)(4’r—1,b) )((9 [y s M CO]
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1 1

v 22 _ q _.\P+t2\p
(-t G

b= (p+2) \6—y

b-x
G N € ol D RTINS
X <1 i) o )ld(ll/)l

1

x=
0% | @-264x)et Y, q
+(e oo T 0 )l\s (8)] >

b-x
1 _x - b=Py1
L ey I (_1 (_x_w)mz)p e — v — - 1p)<e >— CDW=2249 |5 ()4
= | \prz oy 4=y 2-y)?

\

1
x=1 q 1
1 =0ef ¥ | 6-0—29+0) | \«r( p1q ( 1 x=1p P+2>p
+(2 e T 2092 >|‘5 Sl ) T Groeo (zv—w)

b (pox)?  (b-x)(e—1
< ((ez«-w - _’2)2 _{ Z)_(f,, v 5) MOk

1

¥ 1 b+ + 4P —b—x)\ q
+<e" w_i_ 206 — )2 )lo (&)|q>

esitsizligi gecerlidir. Burada x € [y, &#] ve p > 1 igin % + i = 1dir.

Ispat: Lemma 5’e integraller icin iicgen esitsizligi uygulanirsa

&

S(X) - m ” S(u)du
b—x 1
b=

< - J IS Y + (1 —=3)6)|dr+ Jz«—xll -1y + (1 —=36)|dx

0 m

yazilir. Holder-Iscan integral esitsizligi ve |3'|? nun iistel tipli konveks fonksiyon oldugu

kullanilirsa
b

o~ — o~ d

J(x) y—y ) I(u)du

1

1

b-x b-x =

=) ) o=y (8- N = - q
S (f(f' ") mm) <fj' Y5-I (mp+(1—3)1y)|qcz;>
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box b/ sx 7
+ f&_wmwdz f{’_wm'(mp + (1= 26)|%d>
0 0

[
(i_lfp) i(f&—(l ~ M- 1P (

¥

) 1 ) l\
([ 2w (1 64z a-vema)|
== b=x

pm )

(1 - DI Y+ (1 - 3)1&)|qu>

1

_ _\Dt2\p

< (b—)? {( 1 (zr x) )p
b—x (p+1)(p+2) \6—y

1

x(f(f'w(& 3) [(e* — DIS (z/mq+(e1—1—1)|s'w)mdn>q

1 b—x

+ (G (L)Y (IF’ M(e* =~ DIS @)1 + (e17 ~ 1)|:s'w)|q]du)q}

&-P)2(p+2) \ b=

1

4 e (x—w)p“ ]
x= p+2 \ 66—y
1

X <f£x(1 =N =D W)+ (e** - 1)|3'(&)|Q]d;>q
&=

1

1 x= p+2)§
+ ((p+1)(p+2) (l?—ll))

(ffr (3= L) [~ DIS' I + (17 - 1)|3'w)|q]dz>q}

b=y

1
_ (-y)? 1 b—x P+2>5 ( j_;;_ (6-x)2 1[)—2{”r+x) ~r q
T b—x {((P+1)(p+2) (0—1/)) e 2(6—1)2 + b—p |J (1,[))'

1 1

=y _ _ —x\Pt+2
+ (e&—w _ =x0)*  elx ll))) |Sr({f)|q>q + (L ({, x) )p

2(6-9)? b= p+2 \b&-9

b-x
I N o ) i RTIPANT
N ((1 Gy o )l«s W)
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1

-0 | ( b= !
. b—x Y—26+x)e?™ ~7 q
+<e 2(&—¢)2+ yw >|J €3] )

b—x
1 / bH—
+ (ff—'(,b)z ( 1 (x—t,b)p+2)7’ | e — eﬁTw _ o <e _ (x-P)(@p—-26+x) |S,(l/))|q
x—1 p+2 \b—y \ b-y 2(6-1)2
1
G-)eF | (B ) ! P25
1 b—x)e? b—x)(b—2¢Y+x ~1 q 1 x—y p
+ <2 b= + 2(6—-1)? >|‘S (6)] ) + ((p+1)(p+2) (fv—w) )
bH—x
— (-2 (-x)(e-1) 1 /
=P _ — ) q
* <(e T C—— 2) 5@l
» 1
V1 02+ 40 —6-2)\ (o q
- — = _ X q
+ (oo — 2 - OO0 0) 540
elde edilir. -

Teorem 29. 3:1 c [0,) — R tanimli, /° lizerinde diferansiyellenebilen bir doniistim

olmak iizere Y, 4 € I, Y < & ve I’ € L[y, ] olsun. Eger |I'|9, [, &] lizerinde iistel tipli
konveks bir fonksiyon ise

&

S(X) — m y S(u)du

1 b—x
=92 ) ( =03 \"Tq[ [36-2p-x+@yp-b6-0e"¥  6-0% | q
= b—x (6(1’)’—1!1)3) < b=y 6([)’—#})3) |\S (lp)l

1

55 3 q
n <(—21/)+3&—X)e - —extb-2y)  (=x) ) |3'(17)|q>

& 6(6—1p)3

1
@-0*\""a G\ 2 @\ iy
+ (3(5*—1@3) <<(1 + (&—1/))2) € 3(6—)3 23 (1,[))|
& 1
_ (1 4 @2e0? —m> _ <f*—x)3> ~r q)q
+ (e (2 (1 + b-)? )e 3(6—)3 |‘\5 (ﬂ/)l

1
-9 | ((@-9)* \'Tq G (49p—36-%)(6-x) f%’;) (N1
= {(M—W) <<Ze oy~ () e I W)l
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1
x =

()3 _2\ =¥
+( 2 (148 )eﬁ—w—2> IS’(I&)Iq>q

3(6—1)3 (&-)?

1
a=p)* \' g 1 (6-x)2(3Yp—246—-x) _

F6(=30 + 26 + 2)eF b + 1 + 26 — 3x>> I () |4

1
x=y q
N <M_3¢+x+(¢_w+x)em + Y+26-3x (&—x)2(3¢—2{'—x)> |S'(ﬁ)|Q)q

b=y 6(6—-1) 6(6—)3

esitsizligi gecerlidir. Burada x € [y, &] ve g = 1 dir.
Ispat: Lemma 5’e integraller icin iicgen esitsizligi uygulanirsa
&

S(X) — m ” S(u)du

b—-x

< (6 - {fﬁm'(w +A= DO+ [~ 1T CP + (1= D) du}

< Wowr ( (o) |J|dl> q(fﬁ("‘x =) 1313 Gy + (1—A>m|qdz>q

- b—x 0 - 0 -y
1

b=x 19q / == q
+ <f(f?”1|1|dl> <fj—1”3|3||5'(1¢ +(1- mwm)

1__
—h)2 q
G <f2_x(1 — N - 1|d1>
x=y v

1

X <f2_x(1 —DA=1IOP+ (1 - A)l&)l%))q

(3 - %) I3 — 1|d1>1_a

&
<

+ <f13_x

bH—

<

1
q

1 b —x )
x Jﬂ(;—m) 3= LIS G + (1 — )8)]9d)

yazilir. Gelistirilmis Power-Mean integral esitsizligi ve |J'|? nun dstel tipli konveks

fonksiyon oldugu kullanilirsa
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S(x) — —f J(u)du| < 6wy {( (6-2)? )1“

b—x 6(6—1)3
X (fom (ﬁ - 3)3[(e“ — DI @I+ (' = 1)|3'(1y)|q]du>q

-3\ [ a
o ! - o~/
+ () (BRI - DI+ @ - DI @)
a5 ((x—w )1-%

—p | \3(6—p)®

1

X (f&(l =D =DIS W+ (e' 7 - 1)|?S’(17)|°’]dl>q
o'

Ge-p)® \7a
+ (6(& 1/})3)

«(50-3

1

=) A= D = DIF @+ (17 - 1)|3'w)|q1du)q

b—x
_ (-)? ( (b—x)3 )1_5 36-2¢-x+@Y—6-x)e? P (6-x)° 5 (W)
b—x 6(6-9)3 b= 6(6—)3

1
q

(—2y+36— x)e‘v ‘l’ —e(x+6-2¢) (6-x)3 ~7 q
+< b=y 6(&—11))3) IS (&)l )

g

— X/ q
- 1/})2 3({;_1/,)3 2) |J (1,[))|

1
B W-26+02\ 222\ (-2 s q)E
#(e(2- (1+ %) ) - L) 1501

3(6-9)3

G—p)? [ Gop)® \'a L a? (4—36—%)(6—x) .
+ x= {(3(& 11))3) ((26 3(6—-1)3 (5 + (b—p)2 ) >| (lp)l

1

(x=1h)? @-0%\ =% ) ¢t q>5
* (3(0—1/))3 + (1 + (fv—zp)z) ¢ 2)13°(6)]

1
(x—)3 1= 1 (b—x)2(3Y—246—x) _
+ (6(5*—1#)3) <(6(1r—¢) ( (6—1)2 + 6e(yY — 246 + x)

b-x

+6(—31 + 26 + x)ebV + 1 + 26 — 3x>> REOIE
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1
Xy q
26 -3 +x+(@p—26+x)et ¥  Y+26-3x  (B-x)?@Y-26-x)\ ~/ q

+ < b= 6(6-) 6(6—1)3 ) |~S (’B')l
elde edilir. |

Daha once birinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlar i¢in yazilan lemmadan
esinlenerek ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlar ic¢in asagidaki lemma

yazilmistir.

Lemma 6. J:I°cR— R tanimli, [° iizerinde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. y, 6 €I°, Yy <&, ne€N ve i € {1,2,...,n— 1}

olmak tizere eger J"' € L[y, &] ise

[ (3, [, £1)

"11 (n—1)¢+l/f (n—i— D+ @+ 1 (¢
%H ) ( : )l—&_lpfw\s(x)dx

i=0

n—-1 (/& —1!))2
Y 2n3
=0
x U 3(1—3)3”<;W+(1_3)(”—i—1)¢+(i+1)£v)dll
0 n n

dir (Y1ldiz and Yergoz 2023).
Ispat: n €N ve i € {1,2,..,n— 1} olsun. Asagidaki integrale kismi integrasyon

yontemi uygulanirsa

11-=flm—1)3”(;(”‘_1')%1'[’+(1_1)("—1'—1)1/J+(i+1)4’r>dJt
0

n
. . . . 1
__n (J_JZ)S,<J(n—1)l/J+l[V+(1_3)(n—L—1)1/)+(l+1)5’)
Y—b n n o
1 _ s . _ .
f(l—Zl)S’(J(n l)nl/)+11”r+(1_3)(n [ 1)1fl+(l+1)l&>dJ
_n 1 o (n=DY+ib mn—i—-DyYy+G+1D&
—&—_wfo(l—zz)o (l—n +(1-3) - )dl

olur. Tekrardan kismi integrasyon yontemi uygulanirsa

_n 1 o (n=DY+ib m—i—DyY+@{+1D6
Ii—mjo(l—ZJ)J <Jf+(1—3) - )dl

23)3<J(n—i)nt/)+ilfr_l_(l_l)(n—i—1)1fl+(i+1)&>

n

T by

50"

0
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N 2n 1S<l(n—i)1/)+ifr+(1_3)(n—i—1)¢+(i+1)1}>dll

Y- n n

n? (n—DyY + it n—i—-Dy+{+1)6
e e

2n? L =Dy +ib n—i—-DyYy+ @G+ 1
—w-wfo“@ no 0Ty n )dl
elde edilir. Burada

:l(n—i)nl/)+i1?+(1_1)(n—i—1)17/)1+(i+1)£v

doniisiimii kullanilirsa

n? m=—DYp+it\ _((n—i-DyY+0+D&
@ - W{ ( )*“( n >}

I; =
(n—-i—-DY+(i+1)6
2n3 n
(& — )3 Jo—dy+is
n

J(x)dx

= 2
olur. I;’nin her iki tarafi E 3) ifadesi ile ¢arpilirsa

6 — ¢)2 l((n L)¢+w> N((n—i—l)t/z+(i+1)1&>l
I; = o _— |+ J

23 n n

(m—-i—-DyY+(i+1)6
1 n

b — Jodypis
n

J(x)dx

olur. Son olarak her iki tarafa toplam sembolii uygulanirsa

S92 1] [((n—-Dp+ib (m—i—Dyp+ G+
CaDI SN M(CRDUL 2 T
. 2n3 La2n n n
i=0 =0
n-1 (m-i— 1)1/J+(l+1)£*
Z ﬁn DY+it \s(x)dx
i=0 n
S 1] ((n=-Dp+ib (m—i—1DY+ >+ 1 [t
= (T s i 5=y 3ix
i=0 P
esitligi elde edilir. Bu sekilde ispat tamamlanir. [

Teorem 30. J3:1 — R tanimli, [° iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir
doniistim olmak lizere Y, & € I°, Y < & ve J'' € L[y, ] olsun. Eger |J"|, [, &] lizerinde

iistel tipli konveks bir fonksiyon ise
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)

n

o ] M>|<Z( W)
wl,((n—i)l/)-i-if*)

xﬂ(a
n

esitsizligi elde edilir. Burada X € [0,1] ve A(u, v) ise u ile v’nin aritmetik ortalamasidir.

o <(n —i—-DyY+ G+ 1)&)\)
N)

Ispat: Lemma 6’ya integraller i¢in iicgen esitsizligi uygulanirsa

N2
|1(~sn,w)|<z( —

s

yazilir. |3"|’nilin Gstel tipli konveks fonksiyon oldugu kullanilirsa

— 2 1 _
11 (3, [ 1.01?)|<§:( d}) j 12— 32| ( M,<w>‘

n
y ((n —i—DY+ G+ 1)&)‘1 "

SH(}(TI—l')nl/J+l'f)‘+(1_J)(n—i—l)lfl+(i+1)ﬁ>‘dll

1_1)

+(e? -1 |3
n

- (4 = )2

- s<w> J (O —32) () = Ddx

=0

+ 3
n

><c/l< - <(n— DY + ifv)

n
1 1 17
f (=3 (e*—1Ddx= f OG- (" -1Ddr=—-—c¢
0 0 6

7 ((n —i-Dyp+ G+ M’) fl(z —3) (e - 1)dll
0

)

n

— ((n —i—DyYy+G+ 1)4.’r>|>
)

elde edilir. Burada

dir. ]

Sonug¢ 14. Teorem 30’da

I. n =1 secilirse

S®) +3(46) < -pr(L-) 3" @)+ 13" (8]
o 6 2

1 i
> _fr—lpJ J(x)dx
"

esitsizligi,
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. n = 2 segilirse

&

E s +23 (l” te )+308)| - ﬁ S(x)dx

2

<(ﬁ—¢)2(ﬂ_8)

o 8 6 2 2

13" W)l + IS”(%)I |M, (l/J + 17)”

esitsizligi elde edilir.

Teorem 31. 3J:1 — R taniml, /° iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olmak tizere Y, 4 €1°, Y <& ve J"” € L[, &] olsun. Eger |I"|9, [y, &]
tizerinde iistel tipli konveks bir fonksiyon ise

n—
o~ (b - ¢)2
11 (3, [, 6D < — —BFP@+Lp+1)(e- 2)q
i=0 2 tm3

A ( o <(n DY + w) :

n
esitsizligi elde edilir. Burada X € [0,1], p > 1, % + i = 1 ve A ise aritmetik ortalamadir.

)

)

0 ((n —i—-DyYy+ G+ 1)1&)

n

Ispat: Lemma 6’ya integraller icin licgen esitsizligi uygulanirsa
| 1 (S, [, 41

Zn 1(&2 P)? [f |l J2 |~,,( (n— L)l,b+w+ (1_3) (n—i—l)tr,[i+(i+1)£v)|dl]

yazilir. Holder integral esitsizligi ve |J”|?’nun istel tipli konveks fonksiyon oldugu
kullanilirsa

1

_ 2 1 poy
| 1[,(3n, [, DI <Z( ¢) (f |3—32|”d3>p
0

U M,< (n—Dy+ib (n—i—l)w+(t+1w>
X R) _—
0 n

+(1-3) -
1
Z e ¢)2 (f W(1— ;)Pd;)p (fol [(eJ D3

1
T \a
&)

- n—DyY + it
(=)

1

o)
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zfﬁ w)ﬁap+1p+D<

o ((=Dy +is\|
(=)

f (e = D

1

fl(el‘l — 1)dl>q
0

M,<(n— i— DY+ G+ 1)4«) a

+ [
n

_ 2
@ l/))ﬁ;(p+1p+1)(e—2)q

102 “qn3

xc/lq<

elde edilir. Burada

n n

M«m—0¢+w>qw”
_— , |~

<(n— i— DY+ (@(+ 1)1&)

)

1
f YA -NPd=F(p+1Lp+1
0

1 1
f (e* —1d) = f (el —1Ddr=e -2
0 0

dir. ]

Sonug¢ 15. Teorem 31’de

I. n = 1 segilirse

SW) + 3I(6) 1 (4
5 _{*—IPL, J(x)dx
b —p)? 1
<@ 5+ 1,p + Do - AT @I + 15D
esitsizligi
ii. n = 2 segilirse
1 2 1 b N2 1
‘Z[S(Tl))+23 (¢+ >+S(ﬁ)]—m ROEE & l/’) Br(p+1,p+1)
1 b g 4\ |7 i
ceat[fwor e L o (2 o)

esitsizligi elde edilir.
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Teorem 32. J3:1 — R tanimli, I° iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olmak tizere ¥, & €1°, Y <& ve J" € L[y, 4] olsun. Eger |I"|9, [, H]

tizerinde tstel tipli konveks bir fonksiyon ise

n-—1 1
& — )% 17 q

LGl 6D < Y ()

i=0 12

xc/lq<

esitsizligi elde edilir. Burada A € [0,1] ve g = 1’dir.

)

. <(n — DY+ w) a

n

)

5 <(n —i—DyYy+ G+ 1)&)

n

Ispat: Lemma 6’ya integraller i¢in licgen esitsizligi uygulanirsa
1103, [$, 6]
<y 1({« w) [f 13 — 32| |M,( (n— z)1p+w+(1 )(n—i—l)zfl+(i+1)£v)|dl]

yazilir. Power-Mean 1ntegra1 esitsizligi ve |J"'|?’nun {stel tipli konveks fonksiyon oldugu

kullanilirsa
1

— a2 1 1-——
II(Jn,llJff)I<z( lp) (f Il—lzldl>
0

M,<l(n—i)nl/;+wv+(1_30(11—1'—1)1/)+(i+1)!&)

1
x(f PR n

0
Z( _lpy(fol(z—zz)d;) (f (1—32)[((3

- <(n —i—DyYy+(>G+ 1)1&)

1
 \q
o)

- n—iyY +it\|’
(=)

1
q
o)

f O =3)(e* - Ddx
0

+(? -1 |3
n

S -2 NTT |, (= D+ i
B 2n3 (E) <J< n )

i=0

1

J O =32 (e - 1)d3>q
0

M,<(n— i— DY+ G+ 1)4&) 1

+ (3
n

- 1

K 1(fr—lp)2(17 )a
= — | ——e
1

ico 12" an3 6

(|3

)

n n

)

- <(n —DyY + lfr)

— <(n —i—DyY+({+ 1)1&)
N)

olur.
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Burada
fl(l 3)dt = !
o 6

dir. [
Sonug¢ 16. Teorem 32°de g = 1 olarak alinirsa Teorem 30 elde edilir.
Sonug 17. Teorem 32°de

I. n = 1 segilirse

~ ~ &
WO,
N2
S—1 t 12 v (17 - 6€)q(|5”(1/1)|" + IS”(f*)lq)q
esitsizligi
ii. n = 2 segilirse
11 R 1 (v
Z[J(lp) +2J( )+~5(1?)] “F—v g J(x)dx

1 1

222 7o (i i (29 (59 o)

esitsizligi elde edilir.
Teorem 33. J:1 — R tanimli, [° iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir

fonksiyon olmak tizere Y, 4 €1°, Y <& ve J"” € L[, 4] olsun. Eger |3"|9, [y, #]

tizerinde tstel tipli konveks bir fonksiyon ise

—w)z{

II(Jn.ll)ff)|<z( Br(p+1,p+2)

13”<(n—i—1)¢+(i+1)&>q

(e

+ﬁp(p+2 p+1)<

2 n

) ((n — DY+ lf)‘)

n

o <(n -y + lfr>

) <(n —i—DyY+{+ 1)1&)

+G‘§J n

T
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esitsizligi elde edilir. Burada X € [0,1], p > 1 ve % + % = 1dir.

Ispat: Lemma 6’ya integraller i¢in licgen esitsizligi uygulanirsa

(& —)?
IIn(on,wﬁ)|<Z —
<[ 3”<3w+<1—u>("_i_”lp”"“)">|d;]
0 n n

yazilir. Holder-Iscan integral esitsizligi ve |3''|9 nun iistel tipli konveks fonksiyon oldugu
kullanilirsa

1

— 2 1 )
| Tn(S 9,6 <z( V) (f (1—J)|J—32I”d3>p
0

M,<J(n—i)nlp+iliv+(1_l)(n—i—1)lp+(i+1)1?>

x(fol(l—l)\s ”

-

1
+<f0 3|3—12|pd3>p
1
. o _ . X
X(j}y,,( (n— L)nt/)+ll”r+(1_l)(n i 1)1,:11+(l+1)1}> dl)q
0
1
(8- )2 | [ (! (= Dy +is\|*
Z — <f0 W(1— )P dJ) (fo (1—;)[((9—1) 3 (—n >

1
q
|)

5 (n—Dy +it\]|"
=)

1
7 \a
o)

+ =13

) ((n —i—DyYy+ G+ 1)1&)

n

(J W1 — J)pdl> <f [(e

i . q
+ (el—l _ 1) SII ((Tl l 1):/1 + (l + 1)5’)

1

q
o)

f (1—=X(e* = Ddx
0

SO e

2n3
i=0

(= Dy +is\|
(=)
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1

1 q
f (1—13) (el — 1)d3>

M((n— i— DY+ G+ 1)&) 1

+ |3
n

1
e — 1)d)

o ((=Dp +i6\|?
(=)

+[3P(p+2 p+1)<

0

1
3 (el — 1)d1>q}

S ) <(n —DyY + lﬁ)

D IR (T

=0
5 <(n —DyY + lfr)

+

n

) ((n —i—DyY+((+ 1)&)

1

+_

2 n

. ((n —i—DyYy+ G+ 1)&)
N}

+ﬁp(p+2 p+1)<

5\|_, ((m—i— DY+ (+ 1
+e=z)p ( n )

olur. Burada
1
J WA - =pp@+1,p+2)
0
1
f WH(1-DPdA=B(p+2,p+1)
0
1 1 5
j (1-NE*=1Ddxr= J Mel? —1Ddr=e—=
0 0 2
1 1 1
J (1=-N(E"?=-1d)y= J Mer —1Ddd ==
0 0 2
dir.

Sonuc 18. Teorem 33, Teorem 31’den daha iyi bir sonug Verir.

Ispat:

Pp+1,p+2)=p(@+2,p+1)= Bp+1lLp+1)

p+1
2(p+1)
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ozelligi ve k: [0,00) - R, k(x) = x°,0 < s < 1 fonksiyonunun konkav oldugu ayrica konkav

fonksiyonlar i¢in

u5+v5<<u+v)5
2 - 2

ozelligi de kullanilirsa Teorem 33’iin sag tarafi asagidaki gibi yazilabilir:

- (4 = 9)?

53 {ﬁp(p+1p+2)

i=0

Q|

(Yo

1
+6P(p+2,p+ 1)

2 n

) ((n — DY+ lﬁ’)

5 <(n —i—DyY+((+ 1)1&)

1

o n—DyY + it o n—-i-DyY+>A+1)6
x(zo(—n )| + (=3 for (B2 ene)
(1? P)? 1

<2 o3 ———pP(p+1,p+2)

)

1

(e—2) |S (W)r +(e—2) |s ((" —i-Dyp+ @+ 1)&>|°’ a

n
X
2
= (b~ ) Z
- P
2i= 2n3 [2(p+1)ﬁ(p+1,p+1)]
1
(e — )|M,((n—i)n¢+w> 1 t(e—2) |S,,<(n—i—1)1ﬁ+(i+1){r> 1d
X
2
n- N2
=Z( D gop + 1, + 1)(e — 207
im0 2" qn3
. . q
- ( - <(n -y + l/f) |5 <(n —i—DyY+({+ 1)1&) )
n n
Boylelikle ispat tamamlanmis olur. [
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Sonug¢ 19. Teorem 33’te n = 1 olarak alinirsa

S@) +3(4) 1 4
5 _45“—1/)f¢ J(x)dx

(ﬂf l/))2

1

q
ﬁp(p+1p+2)<( ) I3 @I + |~"w)|q>

1
1 1
£+ 2,0+ D) (313" + (e —2) 131’
esitsizligi elde edilir.
Teorem 34. J:1 — R tanimli, /° iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir

fonksiyon olsun. ¥, & € I°, Y < & ve 3" € L[y, &] olsun. Eger |3 |9, [y, 6] lizerinde listel

tipli konveks bir fonksiyon ise

(S, [0, 6] < Z < L - (12)

(82 - ) [ (SR 1 (30 - ) o (Cipeteenty )

| =

(el (2 s (e (e

esitsizligi elde edilir. Burada A € [0,1] ve g = 1’dir.
Ispat: Lemma 6’ya integraller icin iggen esitsizligi uygulanirsa
| IH(STLJ [Irbl ’&])I
n-1 (lf 1/)) 21 |arr [ (m=DYp+ik (n—i-1)P++1)6
<y (S =22 |37 (35222 4 (1 - ) i )| 3]

yazilir. Gelistirilmis Power-Mean integral esitsizligi ve |J"'|9nun dstel tipli konveks

fonksiyon oldugu kullanilirsa

| (S T 6] < T 2 {(f;m —Dle-3da)

2n3

1

X (fol(l = )3 =% |3”( W +(1-2) (n—i—l)tfl+(i+1m)|q dl)a
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1-1

1 q
+ <j A — 12|d1>
0

! —i - L _ g L
><<f 33— 3"<;("‘)+W+(1_3)(" l 1)1/J+(l+1)1}> dJ)q}
0

n

(/& IP)Z nwl/ (TL - l)lp + i¥
= e (f 1-»0-3 I(e <7>
1
+(el™ = 1) | <(" — 1= 1)lfl + @+ 1)%) l dl)q

* (%)1_% (fol OEDY [(eJ -~

1
+(el—l _ 1) ~IT <(Tl — L 1)1,[) + (l + 1){*) ] dl)q“

% <W>

n

n

- NG =3)(e* = 1)dx

SE=n A

ot <(n —i—DY+ @+ 1)4})

1

P _3)(el - 1)d;>"

n

~I7 (W) q

1
(g
12 > n

1
’ M<(n e 1)&) 36— - 1)dl>q}

A =3 (e* = 1)da

0

n 0

n-—

6 —p)? 1\"a
Zo 2n3 ( )
x{((?—:—%) 37 (A2 (se - ) o (e )

Q|
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) ((n —DyY + Lf")
(22 T

n

1

¥y

4 (131 Ao )
12

) ((n —i—DyYy+ G+ 1)1&)

n

olur. Burada

1 1 1
f (1—J)|3—32|d3=f A} — X2|dy =—
0 0 12

1

1
f (1-=DOQ=3)(e*-1)a) =f A =3 (e = 1)) _E — 4e
o o 12

! ! 97
f 1=MDA=3)(e? = 1)dx =j A0 —32)(e* — 1)dr =3e — T
0 0
dir. |
Sonug 20: Teorem 34, Teorem 32’den daha iyi bir sonug Vverir.

Ispat: k:[0,0) - R, k(x) = x%, 0 < s <1 olmak iizere konkav k fonksiyonu igin
Teorem 34’teki esitsizligin sag tarafi asagidaki gibi yazilabilir:

-1
Z (&Zn;p)z (12)

i=0

1

(82 - te) [ (S229)| " (30 - ) fo (it O

| =

+(<3e—z—:> () () (g )

<2

- (6 - w)z( )

2n3

(%_ e) |S” <(n_l)++1&)|q N (1_67 ~ e) |?5” ((n . 1)1511 +(i+ 1)&)|q

2

X
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:n_l(ﬂ_lp)z(z_e)g
L 6

1__
i=0 12" an3

x dq%( )

Boylelikle ispat tamamlanmis olur. [

q

)

n n

— <(n - DY+ i&)
R S Sl

~r <(n —i—DyY+{+ 1)1&)
N}

Sonuc 21. Teorem 34’te g = 1 olarak alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

1 (S [, 6] < Z("n_—l”)(ﬂ ~e)
i=0

6
( . <(n DY+ m)‘ ‘ ) <(n DY+ G+ 1)0)\)
XAIS"'|———]|, |5 .
Sonuc 22. Teorem 34’te n = 1 olarak alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

n n

S®) +3(4)

1 & b — 2
5 _{"_lp«[p I(x)dx —( ¥)

<
24

X {((131 —48e)|3" (W) |9 + (36e — 97)|3”(1&)|Q)3

+((36e — 97| (P)|9 + (131 — 48e)|3”(£v)l")%}-

Lemma 7°de § ve u gibi iki farkli reel sabit oldugu ve bu sabitlere verilebilecek farkl

degerler i¢in yeni sonuglar elde edilebileceginden bu lemma se¢ilmistir.

Lemma 7. 3:1 ¢ R — R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, €lvey < & olsun. Eger I’ € L[y, 6] ve §,u € Riise

SIW) +u3(B) 2-6—-u_(p+4b 1 (f
2 T ‘5< 2 )_&—tpfl,,‘s(x)dx

Y+ b
2

Y+ &

=1%¢j01[(1—6—3)3’(3¢+(1—1) )+ -3 (= a-ns)|a

esitligi gecerlidir (Xi and Qi 2012).

Ispat: Lemma 7’nin sag tarafindaki integrali parcalara ayirip kismi integrasyon

uygulanirsa
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f:u 5N (mp+ (1—1)#)@

- fa-s-ws(wra-n )+ [s(ws a-n¥)al

0

PY+b
S[osw+a-03(55) - g fw s &
ve
f:(u Y (le Y ra- ;)&) B
=_L¢l(ﬂ—;)\s( lp;&+(1—;w):+L13(3¢;&+(1—3)&)d;l
[1—u)\5 (¢;&)+u\5(1&)] - I'[))Zﬁl}liwxs(x)dx (2)

elde edilir. Bulunan (1) ve (2) ayr1 ayri ? ile garpilip toplanirsa Lemma 7’yi verecektir. m

Teorem 35. 3:1 € R — R tanimli, [° {izerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, el° ve Yy<& olsun. 0<6, u<1 ve I €Ly, H] olmak flizere eger |J'|,
[y, 4] tizerinde istel tipli konveks bir fonksiyon ise

SIW) +uI(B) 2-6—pu_p+4o 1 [t
> + > J( > )—&_wfw\s(x)dx

< b ¢{<_62 +(e+2)6+2et 0 —e— g) I3 (W)l

(%[62+(6—1)2+,u + -1 +2(e+e*)—e(+w) -5 —p— 2)

+ & 5
x |3 (‘/’T)| + (w24 4 Dur 2 —e = 2) I3 ()]
esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Lemma 7’ye integraller icin {iggen esitsizligi uygulanirsa

SIW) +uI(B) 2-6—-u_(p+4b 1 (4
3 + > J( > >—&_¢L}\s(x)dx

Y+ b
2

Y+ b
2

5— N (;¢+ 1-3 )+(u—z)s'(z +(1—3){&)|d3

53



sﬁ;lpfol[u—a—m|3'(mp+(1—3)¥)

Iy
PP |3'(3‘/’

2

={%¢{f:|1—5—3|’w(nwm-n#) B

1
+f Y |3'(3‘/’
0

yazilir. |3'|’niin [, 4] tizerinde tstel tipli konveks fonksiyon oldugu kullanilirsa

v

;&+(1—J)l&>|dl}

SIW) +uI(b) 2-6—pu_p+4o 1 (%
5 + > J( > )—&_lpfw\s(x)dx

<L - lp{f:u _5-3 [(el —DIS'W)] + (e = 1) |3 (#)” >

+j01|u—;| [(el—n |3(¢
by

= T{(—(SZ +(e+2)§+2et0 —e— E) RECD]

;&)‘ (el 1)|s'(zy)|] dl}

+(_%[62+(6—1) +2e®—e§ -6 1)‘ (

(%

)
)

1
+<—§[,u2+(u—1) ]+ 2e* —ep—pu— 1)|

3

+ (—,uz +(e+2)u+2elH—e —§> I3’ (4'9)|}
= —{<—62 +(e+2)5+2e' 9 —e —;) I3 (W)l

+(—%[52 + (=D +p? + (= 1] + 2(e%+ek) —e(5 + 1) —5—#—2)

<|v (2 &)| (- + e+ Dur 2ot e ) ')}

elde edilir. Burada

1 5
f lu =3 —1Ddd=—p?+(e+2)u+2e*—e— 5
0

1
1
j lu=3l(e* = Ddr = =5 [u* + (u = D*] + 2e¥ —ep —p — 1
0
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1
5
.[ |1—6—l|(el—1)dl=—62+(e+2)5+2e1_5—e—§
0

1
1
f 1=8-3l(e 7~ Ddi = —2[82+ (6~ D] + 27 —e5 —5 — 1
0

dir. ]

Teorem 36. J3:1 € R — R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, €el° ve <& olsun. 0<6, u<1 ve J' €L[yp,H] olmak iizere eger |J'|9,

[y, &] tizerinde iistel tipli konveks bir fonksiyon ise

SIW) +u3I(b) 2—-6—pu_p+4& 1 b
3 + > J( > )—&_lp.l:/)\s(x)dx

1
Q>§
1

n |3'w)|q)q

< (& —)(e —12)%
4(p+ 1P

(6741 + (1 - §)P+)p <|3'(¢>|q +y (129

q

¥ ()

P+ (1 - H)pﬂ)%(

esitsizligi gecerlidir. Burada p > 1 ve % +% = 1dir.

Ispat: Lemma 7’ye integraller i¢in licgen esitsizligi uygulanirsa

630/))-IZ-MS(IV)+2_‘;_“3<¢;fr>_&i¢fjﬁ(x)dx
{LH1—5—MF¥Q¢+(1—D£%£Nd3

+J01|u—3| v (222 +a —mf)|da}

v
4

yazilir. Holder esitsizligi ve |3'|2’nun [y, & ] lizerinde tstel tipli konveks fonksiyon oldugu

kullanilirsa

SIW) +uI(B) 2-6—-u_(p+4b 1 (4
3 + > J( > >—&_¢L}\s(x)dx

1 1

(s (oo o)
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1 1

+<L1|y—l|pdl)5<j;l 3'(;¢;0+(1—3w>qd;>a

1
_ +1 — t\p (1
Y <5p T >p<f l(el—1)|S'<¢)|q+<el‘“—1>|~°"<¢w>
0

o

1

+ (el — 1)Ifs’(1&)|ql dl)q

4 p+1 2

(Y (o (224

q

_ e
= /&—lpl (67 + (1 - 5)”“)% ((e =21 W)+ (e -2) |:‘s ( )

4(p + 1P

)

1

P+ (L= P ((e 2y () + - z)m'u«)w)q

1 1
b -P)e-2) q)ﬁ
4(p + 1)%

)

(571 + (1 - 871y <|3'<w)|q +[3(

1

t |5'(fr)|q>q

q

v (45

+@P + (1 - u)"“)%<

elde edilir. Burada

6P+ (1 - 6)P*t
p+1

1
f |1 -8 —3Pd) =
0

PP+ (1 — Pt
p+1

1
[ ==
0
dir. ]
Eger Teorem 36’da § = yu olarak alinirsa agsagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 23. 3:/ € R — R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y,H eI ve <& olsun. 0<5<1 ve I €L[Y#] olmak iizere eger |J'|Y,

[y, &] tizerinde iistel tipli konveks bir fonksiyon ise asagidaki esitsizlik gegerlidir:
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65" (93 o~ lp+’6’ 1 frc\’
SI3@) + 3601 + (1 - 93 (2 )—%_dw«s(x)dx
(& = )(e = 2)7 (8741 + (1= &P\ » (Wt g
e e G NG CS

1

o (50 +weonf |

Burada p > 1ve%+$= 1’ dir.

Eger Teorem 36’da § = u = % olarak alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 24. 3:1 € R — R tamimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, & € 1° ve Y < & olsun. I’ € L[y, ] olmak iizere eger |I'|%, [y, #] lizerinde iistel tipli
konveks bir fonksiyon ise agagidaki esitsizlik gecerlidir:

1[SW) +3(8) _+4b 1 (v
‘E 2 +"( 2 )l_&—zpj,,,"(x)dx

<ty (29 + (b (29 + oy

8(p+1)P
1 1 .
Burada p > 1ve;+;= 1 dir.

Teorem 37. 3:1 ¢ R — R taniml, /° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, b el’, p<b veg=1lolsun. 0<6, u<1veJ €Ly &] olmak lizere eger |J'|9,

[y, 4] tizerinde tistel tipli konveks bir fonksiyon ise

SIW) +uI(B) 2-6—pu_p+4b 1 [t
> + > J( > )—&_wfw\s(x)dx

< b (— -6+ 62)1_q ((—62 +(e+2)5+2e' 0 —e— ;) RECIIK

1

(d sz esa ) ()

1/1+{&>|q

+(l—u+u2)1_a<(—l[u2+(u—l)z]+Ze“—eu—u—1)|ﬁ’< 5

2 2
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1

5 q
+ (—Mz +(e+2Du+ 20t —e— E) |3'(z«)|Q)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Lemma 7’ye integraller i¢in licgen esitsizligi uygulanirsa

SIW) +uI(b) 2-6—pu_p+4o 1 (%
> + > J( > )—&_lpfw\s(x)dx

{folu—a—u ‘3'(3¢+(1—3)¥)‘d3

+follu—ll |S (J¢+Zr+ (1 —J)f*>|dl}

LY
4

2

yazilir. Power-Mean esitsizligi ve |3'|9’nun [y, &] tizerinde istel tipli konveks fonksiyon

oldugu kullanilirsa

SIW) +uI(B) 2—-6—pu_p+4b 1 (.
> + > J( > )—&_lpjw\s(x)dx

s[y;lp (folu—5—3|d3>1_%<f01|1—5—3| |s'(z¢+(1—z)¥)|qdz>
1

(o) (s s of

-yl =g
< —— 2)
<— (2 5+6

Q-

x <J01|1 Y [(el DI+ (e = 1) |s (#)ﬂ au>a
1

4—(1 + 2)1_a
ST Htu

1

x ( fo u=sl [(@ -y (#)r (e - 1)|S'(fr)|q] dz)q
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== (%—5+52) ((—62+(e+2)6+291"5—e—;> 13 ()]

1

(v o) (20

(R N CL |

1

5 q
+ (—uz +(e+2u+2etH*—e— E) I?s’(fr)lq>
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ]
Sonug 25. Teorem 37°de q = 1 olarak alinirsa Teorem 35 elde edilir.

Eger Teorem 37°de § = u olarak alinirsa agsagidaki sonug bulunur.

Sonu¢ 26. 3:/ € R — R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, eI, p<b& ve g=1olsun. 0<§<1 ve J' € L[y, &] olmak lizere eger |J'|9,

[y, 4] tizerinde stel tipli konveks bir fonksiyon ise asagidaki esitsizlik gecerlidir:

5. (P E 1
‘E[\s(lp)+\s(1&)]+(1—6)\s( > )—{y_lpjw\s(x)dx

<2 . Ld (% 5+ 52>1“ ((—52 4 (e+2)8+2e1 5 —e— g) I3 (@)l
1
+ (—%[52 +(6—1)2] +2e5 —e5—6— 1) |i”s (#)r)q

+ <(—%[52 +(E- 1% +2e0 -5 -5 1) |s (#)r

1

5 q
+ (—52 +(e+2)86+ 2018 —o— E) |3'(z&)|q) .

Eger Teorem 37°de § = u = % olarak alinirsa asagidaki sonu¢ bulunur.
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Sonu¢ 27. 3:1 c R — R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, & €1° Y < & veq=1olsun. 3’ € L[y, &] olmak tlizere eger |I'|?, [y, &] lizerinde stel

tipli konveks bir fonksiyon ise asagidaki esitsizlik gegerlidir:

‘ 1

IW) +3IB)  _h+4b 1[4
2 +‘S( 2 )l_&—t/)fw‘s(x)dx

B (6—p)(8ve—2e—7)d o {(IS’(I/))W + |S’ (M) Q)E N (|S’ (¥)|q + |3’(1y)|q)5 :

2

16 2

Teorem 38. J:1 ¢ R — R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, €’ ve Yp<4bH olsun. 0<6, u<1 ve I €L[yY,&] olmak iizere eger |J'|9,

[y, &] tzerinde iistel tipli konveks bir fonksiyon ise

SIW) +uI(6) 2-6—u_(p+4o 1 (7
2 T ( 2 >_&—¢L"(x)dx

1
<t {(5v+2 + (5 +p+1)(1—8)PH)r
4((p+D(p+2))P

(=il ()

[

1

(- 4 ov41(=5 +p+ 2 (LS @I + (e - 2) 3 (22)])°

Q=

H@ -+ o+ 2 ety (e - ) [ (9)|" + 213 19)

H@r + G+ 0 - w0 (s () + (e~ ) |5'<fr)|q)5}

esitsizligi gecerlidir. Burada p > 1 ve % + i = 1’dir.

Ispat: Lemma 7’ye integraller icin iggen esitsizligi uygulanirsa

SIW) +uI(B) 2-6—pu_p+4b 1 [t
2 T2 “( 2 )_&—zpfw‘s(x)dx
g .

<= {L1|1—6—3||S’(Jup+(1—3)#)“)

+follu—ll [ (;"’;[@ (1 —m’r)|dl}
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yazilir. Holder-Iscan integral esitsizligi ve |3'|9 nun {istel tipli konveks fonksiyon oldugu

kullanilirsa

SIW) +uI(b) 2-6—pu_p+4o 1 (%
> + > J( > )—&_lpfw\s(x)dx

sﬁrp{(fm—;)|1—5—;|Pd;);<f01(1—3)
X |3 (m/)+(1—3)¥)|qd1>%+(follll—cﬁ—ll”dJ)p
><<]013

X <f1(1 ~%) |s (z‘/’;{ﬁ a1 —A)fr>|qd3>a
0

1 1
1 A 1 W+ b a \g
+ b —l|pdl>< bR P + (1 =) dl)
([-sw ) ([ oo (55 a-ae) |
1
b=y [(P2+ (S +p+1)A-6PT\p [ (1
=3 {( Gt D0 +2) )(fo(l‘”
q 1
(55 |

1
(1-8)P"2+(-6+p+ 2)5”+1>5< e — DI
¥ < (p+1(p+2) JO Me* = DI @)

|

1

1
q a 1 )
v d3>q+<J (1—3)|y—l|pd3)p
0

5’ (mp+ (1—;)%)

X

(e* =)W+ (e —1)

el (45|

+ <(1 — u)z::l()zzz;l-fz—) u)u“l)% <fol(1 3 l(el 1 |S’ (1/1 er zy>|q

H(el = D[S (8)]71dn)a

1

) (@ -y (59
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e - DI (&)1

1
v {(5P+2 + (5 +p+1)(1=5)Py
4((p+D(p+2))P

[y

x((e=D) i+ (5))
H(- 07"+ 5795 4 p 4 D) (I + (e~ D)3 (L))

H@ -2+ 42— e (=) |3 () + 115 o) 1a)”

2
1
PP+ (e p + D - P @ [ (28] 4 (c-3) |s'(z«)|q>q

elde edilir. Burada

P2+ (f+p+ DA -8)PH
(p+D+2)

1
f (1=2)[1 =8 —3Pdy =
0

(1-8)P*? + (=6 +p+2)5PH
(p+Dp+2)

1
f M1—=38—3Pdx=
0

(1-wWP*?2 + @ +2—purt!
P+ DpP+2)

1
j (1= Nl = MPds =
0

pP2 4 (u+p+ 1)1 — P!
r+D@+2)

1
j Mp = MPdy =
0

dir. ]

Teorem 39. 3:1 ¢ R — R tanimli, [° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
Y, EeEl’, p<b veg=1olsun. 0 <65, u<1ve J' € L[y, 4] olmak iizere eger |J'|9,

[y, & ] tizerinde iistel tipli konveks bir fonksiyon ise

SIW) +uI(6) 2-6—u_ (¢ + fr) 1 fﬂ
+ — J(x)dx

2 2
1
& — )6 1/
< %{(253 —35+2)a ((g (=263 + 158 — 32) + 2e1-5(6 + 2)

+e (8 —2))I3' W)
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1

1 + 4\ "\?
+(—g(263—36+2)+2e5(6—2)+6+e+2)|3’(¢2 >| )

1
+(=263+6862—-35+1)" 1

X ((% (263 — 682 =385 +17) —2e'9(5 +1) + e) RACHIE

1

+<%(263 —6624+35—1)—2e%—-3)—e(6+1) —25—3> |S' <¢+[y>|Q>a

2

1
F(—2p3+6u2 —3u+1)"a

q

)

><((%(2;13—6,uz+3,u—1)—2e“(u—3)—e(u+1)—2u—3) |s(

1

1
+ (g (2U3 — 6% — 3 +17) — 2B (u + 1) + e) |s'w)|q)"

1
+ud —3u+2)'a

X <(—%(2,u3 —3u+2)+ 2eH(u—2) +,u+e+2> |S'<lp-|2_&>|q

1
1 q
+ (g (=2u +15u—32) + 2 #(u+2) +e(u — 2)) IS'(&)|q>
esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Lemma 7’ye integraller icin iggen esitsizligi uygulanirsa

SIW) +uI(B) 2-6—pu_p+4b 1 [t
> + > J( > )—&_wfw\s(x)dx

s@{folu—s—m |S’(J¢+(1—J)#)|dl

+f01|u—;| [ (u"’;h (1 _M)|d;}

yazilir. Gelistirilmis Power-Mean integral esitsizligi ve |3'|9’nun [y, ] lizerinde tistel tipli

konveks fonksiyon oldugu kullanilirsa
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SIW) +u3I(b) 2—-6—pu_p+4& 1 b
> + > J( > )—{y_lp.[po(x)dx

1
e—u(/ q
<=2 {(L(l—l}ll—&—lldl)
s

x(folu—z)u—é—ll|3’(M/)+<1—”T>

1

q % 1 q
dJ) +<f J|1—6—J|dl>
0

1 1

q q 1 q
dl) +<f (1—J)|u—3|dl>
0

1
1
q}

1/1+£f>

X A1-6— 3|’ W+ (1-123)

(L
x(f (@ =Dl=3l[3 (3
(L

([ 3le- JIdJ) ( JI,u—JI|S’(llp:&+(1—3)fr>|qdl>

o a- ;)zv)r dl)q

1

1__
_Qw{( e -a42)

X

1
o
lp;’&) ldl)q

[ a-ni-s-a [(el ~ DS+ - Dy
0

1

(
+(

1
g(—263+662 —-36+ 1)>
1
x(f M1—6— 3|[(e1—1)|\5(¢)|q+(e“ 1)| ”dl)
0
1 1
+<€( 2u3 + 6u? —3,u+1)>
1 q %
1—23 A (e =1 = D) ()9 da
([ a-m- |[(e oy (52 + e - vy a)
1
+<€(2,u —3,Lt+2))
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1 q l
x (fo M =3 I(el — 1) ‘3 (w ; f’) + (el = 1)|3'(&)|Q] dJ)q}

-t

1/
o {(253 —354+2) 4 ((E (=263 + 156 —32) + 2e79(6 + 2)

+e(8 —2))I3' W)

1

’

1/1+19>

1
(- —36+ D+ 2006 -D+5+e+2) |3 (25

1
+(=263+6862—-35+1)" 1

X <(% (263 =682 =35 +17) —2e19(5 +1) + e) RACHIE

1

+(%(253 —662+356—1)—2e%(6—-3)—e(6+1)—26 — 3> |S (l/);zy)r)q

1
F(=2u+6p—3u+1)"a

X <(%(2u3 —6u’+3u—1)—2e*(u—3)—e(u+1) —2u— 3) |S' <1/).|2_{«>|‘1
1

1
+ (g (2U° — 6% — 3 +17) — 2R (i + 1) + e> |5'(&)|Q)q

1
+(2ud—-3u+2)'a

=)

1
X((—g(z,u?’—3,u+2)+28“(,u—2)+,u+e+2>|3'< )

1
1 q
+ (E (—2u+15u —32) + 2 #(u+2) + e(u — 2)) IS’(&)I"> }
elde edilir. Burada

1
1
J (1= D1 =8 =3¢ = D = 7 (=267 + 156 — 32) + 2610(5 + 2) + e(5 — 2)
0

1
1
f (1—3)|1—5—3|(e1-1—1)d3=—5(263—35+2)+2e5(6—2)+6+e+2
0

65



1
1
f A1 6= 3|(e} — 1)d3 = 7 (267 — 657 — 35 +17) = 2" 03 + 1) +e
0

1
f A1 =6 =3 —1)dx
0

1
=8(263—662+36—1)—265(6—3)—e(6+1)—26—3
1 1
J. (1—l)l,u—ll(el—1)dl=€(2,u3—6,u2+3u—1)—23“(;1—3)—e(,u+1)—2u—3
0

1
1
f (1=N|u—=3E=1Ddx= €(2u3 —6u?—3u+17) —2e'H(u+1) +e
0
1 1
f Mu —3(e* —1Ddxr = _5(2#3 —3u+2)+2e*(u—2)+u+te+2
0

1
1
f Mu =3 = 1Ddx = g(—2u3 + 15u — 32) + 2e H(u+2) + e(u —2)
0
dir. |
Ozel Ortalamalar I¢cin Uygulamalar

Yukaridaki boliimlerde yazilan teorem ve sonuglara ait uygulamalara bu kisimda yer

verilmistir.

Uygulama 1.

i. Y, & €[0,0), 0 <y <4b, A€ Nveld =2 olmak lizere asagidaki esitsizlik
elde edilir:

| <(\/1/’_45*) <lp+fr)> Ll<\/lp_£v¢+b>‘
e MG !

Ispat: Teorem 20 esitsizliginde x € [y, 4], 3 € Nve ) > 2 i¢in J(x) = x* olarak

alinirsa ispat goriiliir. ]

ii. Y, & €[0,0), 0 <y <&, A€ Nve )= 2olmak lizere her g > 1 igin asagi-
daki esitsizlik elde edilir:
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(9. (155) ) - (e 50
(\/—22—\2_) l<p+ 1>% z)qc/lq<(\/lli_f’)(J v (lﬁﬁ)@ Dq)'

Ispat: Teorem 21 esitsizliginde x € [y, 4], 3 € N ve 3 > 2 i¢in J(x) = x* olarak
alinirsa ispat goriliir. ]
iii. Y, 6 €[0,0), 0<yp<4bH, €N ve 1>2 olmak iizere her q = 1igin

asagidaki esitsizlik elde edilir:

H(os "’“5“))—1:;(@"’;”)\

I oo 3 (50 (59

23q

Ispat: Teorem 22 esitsizliginde x € [y, #], 3 € Nve ) > 2 i¢in J(x) = x* olarak

alinirsa ispat gorulir. ]

Uygulama 2.
i Y, 4 €[0,00), Y <&, )€ Nveld > 2icin asagidaki esitsizlik elde edilir:

A, 6) — 5, )] <30 —6) (232 — e —3) Iyl + 1670,

Ispat: Sonug 10 esitsizliginde J(x) = x* olarak almirsa ispat goriliir. [ |
ii. Y, & €[0,00), Y <&, €N ve 1A= 2 olsun. Her g > 1 igin asagidaki esit-

sizlik elde edilir:

1

& —
|d‘ll(ll), &) — LI, fr)| < H <(\/§ — ;) [y |G-Da 4 (e — e — %) |1y|(1—1)q>q
27 (p+1)P

1

1 3 q
(e ve g oo+ (v 3 rere-oe)
Ispat: Sonug 11 esitsizliginde I(x) = x> olarak alinirsa ispat goriiliir. ]

iii. Y, & €[0,00), Y <&, €N ve 3> 2 olsun. Her g = 1 igin asagidaki esit-

sizlik elde edilir:
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( 7
M=) [ (7 Ve 1 3ve
|ﬂl(¢i&)_ﬁﬁ(¢r&)| ST{ (8 |l)[)|(J 1)q+ e_g__ I’BII(J Da
2

1
q

+ e_l_i lyp|O-Da 4 Z_‘/_— |64

8 8
Ispat: Sonug 13 esitsizliginde I(x) = x* olarak almirsa ispat goriiliir. [ ]

Uygulama 3.

I. Y, & €[0,0), 0 <y <4, A€ Nveld >3 olmak lizere asagidaki esitsizlik

elde edilir:

”Z 1 (((n — DY+ w) ,<(n —i—DyY+ G+ 1)1&>l> _ Li(tﬂ%)‘
n n
=0
6 — lp)zm— 1) /17
Z ( 6 e)

Ispat: Teorem 30 esitsizliginde x € [, 4], 3 € Nve ) > 3 i¢in I(x) = x* olarak

(n— D+ 6|~
n

2 ln—i—-DY+ @+ 1)
’ n

alinirsa ispat goriiliir. |

ii. Y, & €[0,0), 0<yPp<4b, AN ve 1>3 olmak iizere her q > 1igin
asagidaki esitsizlik elde edilir:

(e (2 ) oo

z (6 — 1/;)21(1 -1

2! qn3

(3-2)q
‘ot ( )

Ispat: Teorem 31 esitsizliginde x € [y, 4], 3 € Nve ) > 3i¢in J(x) = x? olarak ali-

ﬁp( +1, p+1)(e—2)q

(n=DyY+ib G-2)4

n

m—i—-DyY+{+1Db
n

)

nirsa ispat goriiliir. ]

iii. Y, €[0,0), 0<yY<H, AN ve 1>3 olmak iizere her g = 1i¢in
asagidaki esitsizlik elde edilir:
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n-1 i . b) . . b}
Z%fﬂ (((n —DY + L&) ’<(n —i—DyYy+ G+ 1)&) > _ B8

- n n
1=0

n-1 1
% (o)

1 ( (J_Z)Q>
X Ad .

Ispat: Teorem 32 esitsizliginde x € [, 4], 3 € Nve X > 3 igin J(x) = x* olarak ali-

(n— Dy + i1

n

(n—i—DyY+>(+1)6
n

)

nirsa ispat goriiliir. |
Uygulama 4.

i. 0<yp <4, x>0vel>1olmak lizere 0 < § < 1, her g > 1 i¢in asagidaki
esitsizlik elde edilir:
|8AW?, 6% + (1= 8)A Y, 6) — LI, 4)|
1 1
M6 —P)(e — 2)d (6PFL + (1 — §)PH1\P 1
< (3-1)q (-1q q
< i >y (WO +AC1(y, 8))

1
+(AG DI, 6) + g,(l—l)q)ﬁ}_
Ispat: Sonug 23 esitsizliginde x > 0 ve 3 > 1i¢in J(x) = x* olarak almirsa ispat go-
ruliir. |

ii. 0<yp <4, x>0vel>1olmakiizere 0 < § < 1, her g > 1 i¢in asagidaki

esitsizlik elde edilir:

1 2 opl b b
S (AW, ) + £, )] - L, 8|

Ab —P)(e— 2)%
S 1
8(p + 1P

Ispat: Sonug 24 esitsizliginde x > 0 ve 3 > 1igin  J(x) = x* olarak alinirsa ispat

{(lpo—l)q + Ay, 1&))% + (ACDa(y, 4) + [,/(1—1)61)%}_

gortliir. [
iii. 0<y<4bH, x>0ved>1olmak iizere 0 < § < 1, her g = 1 i¢in asagidaki

esitsizlik elde edilir:

|8A@, 67 + (1= AW, 4) — L, )|

M-

1 ] 5
. (— -5+ 62) ! {((—52 +(e+2)5+2et% —e— E)zp(*‘l)q

2
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1
q

N| =

+(-

+ ((—%[52 + (-1 +2e%—e5—6— 1) ACDA(Y, 6)

[624 (6§ —1)%]+2eb —e6 -6 — 1) AC-Da(y, ﬁ))

ey

g 1
+ (—62 +(e+2)§+2et0 —e— E)I?O_l)q)q :

Ispat: Sonug 26 esitsizliginde x > 0 ve X > 1 igin J(x) = x? olarak alinirsa ispat
goruliir. |

iv. 0<yp <4, x>0vel>1olmakiizere 0 < § < 1, her g = 1 i¢in asagidaki

esitsizlik elde edilir:

1 b
S (AW, 6 + AW, 6)] - L3, 8|

L
< 2 wBve 20 7)1 {(worme+ ac-magy, o)

1
_|_(dq(l—1)q W, 6) + ,&(J—l)Q)a}_

Ispat: Sonug 27 esitsizliginde x > 0 ve 3 > 1 icin J(x) = x* olarak almirsa ispat

gortliir. |
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SONUC VE ONERILER

Oneriler

Bu tezde iistel tipli konveks fonksiyonlar i¢in Holder, Power Mean, Holder-Iscan ve
Gelistirilmis Power Mean Integral Esitsizlikleri kullanilarak yeni teoremler ve sonuglar elde
edilmistir. Farkli lemmalar yardimiyla istel tipli konveks fonksiyonlar i¢in yeni esitsizlikler
elde edilebilir. Elde edilen esitsizliklere farkli fonksiyonlar uygulanabilir. Ayrica bu
esitsizlikler igin daha iyi iist sirlar bulunabilir. Ustel tipli konveks fonksiyonlarin diger

konveks fonksiyonlarla iligkisi arastirilabilir.
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