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OZET

Doktora Tezi

SONLU POLYHEDRAL VE BINARY POLYHEDRAL GRUPLARDAKI K-NACCI
DIZILERI

Omiir DEVECI

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Dog. Dr. Erdal KARADUMAN

Sonlu bir gruptaki bir k- mnacci (k-basamak Fibonacci)  dizisi, grubun

Xgs X;5 Xy, X3, 0+, X, , -+ €lemanlarinin bir dizisidir. Burada dizinin her bir elemani,

n7..

verilen x,, x,, x,, -, X baslangi¢ elemanlari i¢in,

n

. - {xoxlx2 X, 5 j<n<kigin

X, X, X, 30 2 kigin

seklinde tanimlanir.

Bu tezde, f(k,2), f(k,4) dizilerinin ve sonlu (2,2,2), (n,2,2), (2,n,2), (2,2,n)
polyhedral gruplarindaki, <2,2,2>, <n,2,2>, <2,n,2>, <2,2,n> binary polyhedral
gruplarindaki ve bu gruplarla iliskili E(2,2,2), E(p,2,2), E(2,q,2), E(2,2,r)

genisletilmis triangle gruplarindaki & - nacci dizilerinin periodlar1 hesaplanmistir.

2010, 98 sayfa

Anahtar Kelimeler: Polyhedral Grup, Binary Polyhedral Grup, Genisletilmis Triangle
Grup, k - nacci Dizisi, Period.
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A k-nacci sequence in a finite group is a sequence of group elements x,,x,,X,, -, X

, n’...

for which, given an initial (seed) set x,,x,,x,,--,x, , each element is defined by

n

. _{xoxlmxn1 forj<n<k

X, X ~x,, forn>k

n—k+1 "

In this thesis, the periods of f(k,2), f(k,4) sequences and the & - nacci sequences in
finite polyhedral groups (2,2,2), (n,2,2) , (2,n,2) s (2, 2,n) , finite binary polyhedral
groups <2, 2,2> , <n,2,2>, <2,n,2>, <2, 2,n> and extended triangle groups E(2, 2,2),
E(p, 2,2) , E(2, q, 2) , E(2, 2, r) which related with these groups were calculated.

2010, 98 pages

Keywords: Polyhedral Group, Binary Polyhedral Group, Extended Triangle Group, & -
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1. GIRIS

Gruplarda Fibonacci dizilerini ilk olarak Wall ¢alismistir (Wall 1960). Wall bu
calismasinda devirli gruplardaki adi Fibonacci dizilerini arastirmistir. Daha sonra
Wilcox (1986)’da problemi abelyen gruplara genisletmistir. Campbell ef al. (1990)’da
bu teoriyi bazi sonlu gruplara uygulamiglardir. Aydin and Smith (1994)’de 2-basamak

adi Fibonacci dizisinin uzunlugunun, nilpotent sinifit 4 ve exponenti p (p asal) olan

sonlu nilpotent gruplardaki adi 2-basamak Fibonacci dizilerinin uzunluguna esit
oldugunu ispatlamiglardir. Bu teoriyi Dikici and Smith (1995)’de nilpotent smifi 2 ve
exponenti 2 olan sonlu nilpotent gruplardaki adi 3-basamak Fibonacci dizilerine

genellestirmislerdir.

Aydin ve Dikici (1998)’de 2-basamak genel Fibonacci dizisinin temel periodunun

uzunlugunun nilpotent smifi 2 ve exponenti p ( p asal) olan herhangi bir sonlu p -grup
icin bu grubun geren elemanlariyla olusturulan 2-basamak genel Fibonacci dizisinin
temel perioduna esit oldugunu gostermislerdir. Karaduman (2002)’de Fibonacci
sayillarinin  gruplardaki uygulamalar1 iizerinde durmustur. Karaduman ve Yavuz
(2003)’de 2 < p <2927 aralifindaki p asal sayisi i¢in k(p), 2-basamak Fibonacci
dizilerinin periodu olmak {iizere, exponenti p nilpotent sinifi 5 olan sonlu nilpotent
gruplarda  2-basamak Fibonacci dizilerinin  periodlarinin p.k(p) oldugunu
gostermislerdir. Karaduman ve Aydin (2003)’de exponenti p ve nilpotent sinifi 4 olan

gruplardaki 2-basamak genel Fibonacci dizilerini incelemislerdir. Ozkan (2003)’de
exponenti p ve nilpotent sinifi 4 olan gruplardaki 3-basamak Fibonacci dizileri

tizerinde durmustur.

Knox (1992)’de sonlu bir gruptaki, k-nacci dizisini tanimlamis ve n>3 i¢in a,b
gerenleriyle takdim edilmis D, dihedral grubunun periodunun P, (Dn; a,b): 2k +2
oldugunu gostermistir. Lii and Wang (2007)’de k -basamak Fibonacci dizileri i¢in Wall

sayilarin1 incelemislerdir. Campbell et al. (2004)’de i>2 i¢in D! nin Finonacci



orbitini tanimlamis ve D) nin i>2 igin Fibonacci uzunlugunu hesaplamiglardir.
Campbell and Campbell (2009)°da sonlu (/,72,n) polyhedral, (I,m,n) binary polyhedral

ve E ( p,q,r) genisletilmis polyhedral gruplarin orbitlerini tanimlanmis ve bu gruplarin

Fibonacci uzunluklarini hesaplamiglardir. Campbell and Campbell (2005)’de centro

polyhedral gruplarinin orbitlerini tanimlanmis ve bu gruplarin Fibonacci uzunluklarini

hesaplamiglardir. Karaduman ve Deveci (2009)°da n>2 igin sonlu (2,2,2), (n,2,2),
(2,n,2), (2,2,n) polyhedral ve E(2,2,2), E(n,2,2), E(2,n,2), E(2,2,n)

genisletilmis triangle gruplardaki k -nacci dizilerinin priodlarin1 hesaplamiglardir.

Conway et al. (1972)’de ve Coxeter and Moser (1972)’de Generator and relations for
discrete groups isimli kitaplarinda polyhedral gruplar ve polyhedral gruplarla iligkili
gruplarin yapilar1 hakkinda bilgi vermislerdir. Ayrica Ablar and Al-Hamdan (1993)’de

triangle gruplarin yapis1 hakkinda bilgi vermislerdir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Grup Takdimleri

Tamim 1: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin her eleman1 S
nin elemanlarinin ve bu elemanlarin terslerinin sonlu bir ¢arpimi olarak yazilabiliyorsa
S kiimesi, G grubunun gerenlerinin bir kiimesi olarak adlandirilir (Dummit and Foote

2004).

Tamm 2: Bir gruptaki gerenlerin sagladiklar1 denklemlere bu gruptaki bagintilar denir

(Dummit and Foote 2004).

Tanmmm 3: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. s,,s,,---,s,, S nin

elemanlar1 ve her bir «, =+1 olmak iizere, S deki bir kelime s“s,”---5,“ seklinde

ifade edilir.

S deki her bir kelime, G nin bir elemanini temsil eder. Bu anlamda bos kelime G nin

birim elemanini temsil eder ve bos kelime uzunlugu sifir olan tek kelimedir.

Tanmim 4: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G ’nin herhangi bir
eleman1 S ’nin sonlu sayidaki elemanlarinin ve bu elemanlarin terslerinin bir ¢arpimi

olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa G grubuna S kiimesi iizerinde serbesttir denir.

Tanmm 5: X bir kiime, F(x), X lzerinde serbest grup ve RcC F (x) olsun.

G=<X :R> >a G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X kiimesine

tanimlayict gerenler kiimesi ve re R ic¢in r=e olacak sekildeki denklemlerinin

kiimesine ise tanimlayici bagintilar kiimesi denir. » elemanlarina da bagintilar denir.



Hem X hemde R sonlu kiimeler olmak {iizere, Eger bir G grubu <X :R> seklinde

takdim edilirse bu gruba sonlu takdim edilmis grup denir.

Lemma 1: Eger G ve H sirasi ile <X : R> ve <Y ) > seklinde takdim edilmis gruplar
ise [X Y ], {x’l y’lxy xeX,yeY } seklinde komutatorlerin kiimesi olmak iizere, bu
gruplarmn G x H direkt carpimi, <X YR, S,[X,Y ]> seklinde takdim edilir (Johnson

1997) ve (Sims 1994).

Tamm 6: (G, *) ve (H, o) iki grup olmak iizere eger ¢:G — H doniisimii V x,y € G
i¢in

o(x*y)=0(x)°0(»)
sartin1 saglarsa ¢ ’ye bir grup homomorfizmi ya da kisaca bir homomorfizm denir

(Tasc1 2007).

Tanmm 7: ¢:G — H, orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ’ye bir epimorfizm denir

(Tasc12007).

Tammm 8: ¢:G — H, 1-1 bir grup homomorfizmi ise ¢ ’ye bir monomorfizm denir

(Tasc1 2007).

Tammm 9: ¢:G—> H, 1-1 ve oOrten bir grup homomorfizmi ise ¢’ye bir grup

izomorfizmi denir ve G = H seklinde gosterilir (Tasc1 2007).

Izomorf gruplar arasinda birebir esleme olup grup yapilarida bu esleme altinda

bozulmaz.



Tamm 10: ¢:G — G grup homomorfizmine endomorfizm denir. Eger ¢, 1-1 ve

orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ’ye bir grup otomorfizmi denir.

Tamm 11: G bir grup ve a € G olmak {lizere Vx € G igin
I, (x)=axa™
ile tanimlanan
[,:G—>G
otomorfizmine G grubunun i¢ otomorfizmi denir. G  grubunun biitin i¢

otomorfizmlerinin kiimesini I(G), biitiin otomorfizmlerinin kiimesinide Aut(G) ile

gosterilir (Tagc12007).

Tamm 12: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. G 'nin S alt kiimesini

kapsayan en kii¢lik normal alt grubuna S alt kiimesinin normal kapanis1 denir.

Tamm 13: X bir kiime, F(X), X iizerinde serbest grup, R< F(x) ve R, F(x)
deki R kiimesinin normal kapanisi olsun, yani < glrg:geF (x),reR> kiimesi ile
F(x) in alt grubu gerilmis olsun. Bu durumda eger G = F(x)/ R ise G grubu,

<X : R> seklindeki takdim ile tanimlanmistir denilir (Campbell 2003).

Onerme 1: Ayn1 grubun sonlu iki takdimi verilmis olsun. Tietze doniisiimlerinin sonlu

bir dizisi kullanilarak verilen bir takdimden diger takdim elde edilebilir (Johnson 1997).

Eger G sonlu gerilmis bir grup degil ise bu grup sonlu takdim edilemez. Bu duruma
ornek olarak rasyonel sayilarin normal toplama islemine gore bir grup olan Q rasyonel
sayilar kiimesi verilebir. Fakat bazi1 gruplar vardirki sonlu gerilmistir ama sonlu takdim

edilemezler. Bu sonug asagidaki iki teoremden elde edilir (Campbell 2003).



Teorem 1: 2™ tane nonizomorfik 2-gerenli grup vardir (Robinson 1982).

Teorem 2: Sayilabilir ¢oklukta nonizomorfik sonlu takdim edilmis grup vardir

(Campbell 2003).

Lemma(von Dyck’s Lemma) 2: RgSgF(x) olmak tizere, G:<X|R> ve
H :<X |S> ise her xe X elemanmi sabitleyen ve Ker¢:ﬁ olacak sekilde bir

¢:G —> H epimorfizmi vardir. Tersine, G=<X |R> nin her bilim grubu, Rc S

olmak tizere <X | S > seklinde bir takdime sahiptir (Johnson 1997).

Tamm 14: G, p= <x1,x2,---xn :r,,rz,---rm> takdimi ile tanimlanmis bir grup olsun. p
nin baginti matrisi mxn tipinde bir matris olup, bu matrisin herhangi 5, eleman

bagmtisindaki x; gerenlerinin tstlerinin toplamidir.

Ornegin, G grubu, p = <x, v,z:x =y, zxz ' =y, (zx)3 =e, (zy)2 = e> seklinde takdim

edilsin. p nin bagint1 matrisi,

3 30
I -1 0
0 3
2

seklinde ifade edilir (Campbell 2003).

2.2. Dihedral Grup

Tamm: C_ devirli grubu bir tek x? =e bagintisiyla tanimlanir ki bu baginti her

eleman1 kendisinin tersine gotiiren bir dig otomorfizm olarak kabul edilebilir. Bu dis



otomorfizme gore C,’ya doniigen ve 1> =e olan yeni bir 7, eleman ekleyerek, x, 7,
elemanlar tarafindan gerilen ve
<x,r1 xl =7 :(xrl)2 :e>
seklinde takdim edilen 2¢g mertebeden bir grup elde edilebilir, bu gruba dihedral grup
denir ve D, ile gosterilir.
Eger r, = r;x denilirse bu grup
<r1,r2 ni=r :(rlrz)q =e>
seklinde takdim edilebilir. Bu takdime gore, g =2m ise bu gruba ¢ift dihedral grup
denir ve D, ile gosterilir. D,, ¢ift dihedral grup, z = (rlr2 )m ile gerilmis mertebesi 2
olan bir merkeze sahiptir. Eger m ¢ift ise 7, ve 7 =r,z elemanlar 7’ =7* = (rlr)m =e
bagintilarini saglar, bu bagntilar yardimiyla », ve » elemanlar tarafindan gerilen ve
<r,,r =7 :(r,r)m :e>
seklinde takdim edilen D, dihedral grubu elde edilebilir. Bu grup i¢in D, =C, xD,

dir. Eger m =1 ise r,; ve r, elemanlar1 ile gerilmis mertebesi 4 olan ve

c2 z_( )2_
nnn =n =\nnL) =€

seklinde takdim edilen D, four-grubu elde edilebilirr Bu grup igin
D,=C,xD, =C,xC, dir. Burada r, =rr, denilirse r;, r, ve r, =rr, seklinde ii¢
eleman tarafindan olusturulan 7> =7>=r"=rnr, =e bagntilan elde edilebilir. Bu
sekildeki bagintilar yardimiyla, D, grubu {i¢ gereni devirli olarak birbirine tasiyan 3.
mertebeden bir dis otomorfizm ortaya koyar ve

<r0,r1,r2 )t =1t =n = :e>
seklinde takdim edilebilir. Bu manada s’ =e,s7rs =1 (i=12) bagmtilarin

saglayacak sekilde yeni bir s elemani eklendiginde, s ve 7, gerenlerine bagl olarak,

<s,r0 :s° =1, =(s1, )3 = e>



seklinde takdim edilen ve mertebesi 12 olan bir grup elde edilebilir. Burada

r, =(12) (34) ve s=(123) olup 5, ve s permiitasyonlar1 12. mertebeden A, alterne

grubunu gerdiginden ve s° =7’ =(s7,) = e bagitilarmi sagladiklarmdan bu grubun 4,
alterne grubu oldugu anlasilir. Yukaridaki bilgilerden D, four-grubu A, alterne
grubunun normal alt grubudur. Burada u = s'7, olmak iizere 4, alterne grubu s ve u

gerenleriyle,

<s,u s =u = (su)2 = e>
sekilinde takdim edilebilir. Bu bagmtilar yardimiyla 4, ilizerinde u ve s gerenlerini
biribirine esleyen periodu 2 olan bir dis otomorfizm tanimlanabilir. * =e, st =u
bagmtilarini saglayacak sekilde yeni bir ¢ eleman ilave edildiginde, s° =u’ = (su)2 =e
ve t* =e, tst =u bagntilar ile tammlanmis, s ve ¢ gerenlerine bagh olarak,

<s,t =1 = (st)4 = e>
seklinde takdim edilen ve mertebesi 24 olan bir grup elde edilebilir. Burada s = (234)
ve t= (12) permiitasyonlar1 24. mertebeden S, grubunu gerdiginden ve
s =t = (st)4 = e bagintilarini sagladiklarindan bu grubun §, oldugu anlagilir. Boylece
[=s""t denirse s ve [ gerenlerine gére S, grubu,

<s,l:s3 = =(sl)2 =e>

seklinde de takdim edilebilir (Coxeter and Moser 1972).
2.3. Polyhedral Grup

Tanim: (l,m,n) polyhedral grubu /,m,n >1 i¢in,

m n

<x,y,z:xl=y =z =xyz=e>

veya

<x,y,: X =y"=(xy) = e>



seklinde takdim edilip, Tietze doniisiimlerinin sonlu bir dizisi kullanilarak
(l,m,n)= (m,n,1)= (n,I,m) oldugu gériilebilir.

Eger ¢ = ImnG + 1 + 1 lj = mn+ Im —Imn sayis1 pozitif ise (l , M, n) polyhedral grubu
m n

sonludur. Eger 1</<m<n ise yalmizca asagidaki durumlarda ¢ sayis1 pozitif olup

(l , m,n) polyhedral grubunun sonlu oldugu durumlar elde edilir;

(1) I=m=2 ve n, n>2 olacak sekilde bir tamsayu ise,

(i) =2, m=3 ve n, 3<n<5 olacak sekilde bir tamsayi ise.

-1
(l , m,n) polyhedral grubu sonlu ise bu grubun mertebesi 26 + e + L lj = 21’:”1 dir.
m n

(1) durumundaki gruplarin yapisi asagidaki teoremle belirlenir.

Teorem: D, mertebeleri 2 olan iki eleman tarafindan iiretilmis bir grup olsun. Bu

durumda D grubu asagidaki taktime sahiptir,
D=(uyir =y =(v) =)
burada n ya bir dogal sayidir ya da n=o0 dur. Eger n=o0 ise (xp) =e bagmntisi

thmal edilecektir. »’nin sonlu oldugu durumda ise D grubu mertebesi 27 olan

dihedral gruba izomorf olur. z=xy ve D, = <z> olsun. Bu durumda,

-1 -1 -1
X zx=y zy=z

elde edilir ve D, indeksi 2 olan bir normal alt grup olur. Buna ek olarak eger n bir tek

tamsay1 ise x ve )y elemanlart D grubunda birbirinin eslenigidir (conjugedirler)

(Suzuki 1982).

(2,2,11) polyhedral grubunda ¢ =4 olup bu grubun mertebesi 2n dir. Bu grup dihedral
grup diye adlandirilir.
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(i1) durumundaki gruplarin yapis1 asagidaki durumlar s6z konusudur,

(2,3,5) polyhedral grubu basit bir grup olup bu grupta ¢ =1 dir. Bu grubun mertebesi
60 olup A, alterne grupdur, A, alterne grup diizgiin icosahedronun dongiilerinin

grubuna izomorftur. Ayn1 zamanda icosahedral grup diye adlandirilir.

(2,3,4) polyhedral grubu indeksi 2 olan bir alt gruba sahip olup bu grupta ¢ =2 dir. Bu
grubun mertebesi 24 olup S, simetrik grupdur, S, simetrik grup diizglin octahedronun

dongiilerinin grubuna izomorftur. Ayn1 zamanda octahedral grup diye adlandirilir.

(2,3,3) polyhedral grubu indeksi 3 olan bir alt gruba sahip olup bu grupta ¢ =3 dir. Bu
grubun mertebesi 12 olup A4, alterne grupdur. A, alterne grup diizgiin tetrahedronun

dongiilerinin grubuna izomorftur. Ayn1 zamanda tetrahedral grup diye adlandirilir.

2.4. Binary Polyhedral Grup

Tanim 1: <l,m,n> binary polyhedral grubu /,m,n >1 igin;

<x,y,z:xl =y" =z" :xyz>
veya
(xy:x =y =(0))

seklinde takdim edilir.

(l,m,n) polyhedral grubu <l,m,n> binary polyhedral grubu i¢in bir boliim grubu olarak
meydana geldiginden ¢ <0 oldugu zaman bu grup sonsuzdur. Bu gruptaki bagintilar;

x' =y" =z" =xyz = f seklindedir. ¢ >0 oldugu zaman f> =1 olur. Bu grupta x, y, z
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nin mertebeleri (l ,m,n) polyhedral grubundakinin iki katidir. Ayn1 zamanda bu grubun

4lmn

mertebesi de (/,m,n) nin mertebesinin iki kat1 olup dur.

(2,m,n) polyhedral grubu sonlu oldugu zaman, (2,m,n) binary polyhedral grubu, C,
devirli grubunun (Z,m,n) polyhedral grubu ile bir genislemesidir (Coxeter and Moser

1972).

<2,3,5> binary polyhedral grubunun mertebesi 120 olup binary icosahedral grup diye

adlandirilir.

<2,3,4> binary polyhedral grubunun mertebesi 48 olup binary octahedral grup diye

adlandirilir.

<2,3,3> binary polyhedral grubunun mertebesi 24 olup binary tetrahedral grup diye

adlandirilir.

<2,2,n> binary polyhedral grubunun mertebesi 4n olup dicyclic grup diye adlandirilir.

Tanim 2: <l,m,n> centro-polyhedral grubu /,m,n € Z ig¢in,
< Wl oom _ _n >
Xy, z:x =y" =z"=xyz
seklinde takdim edilir.

2.5. Genisletilmis Triangle Grup

Tamm: £ ( p,q,r) genisletilmis triangle grubu p, g, » >1 igin,
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(v.3,2008 =07 =22 =(w0) = (32)" = (=) =¢)

seklinde takdim edilir.

(p,q,r) polyhedral (triangle) grubu E(p,q,r) genisletilmis triangle grubunun indeksi
2 olan alt grubudur. Eger l+l+l>1 ise E(p,q,r) genisletilmis triangle grubu
p q r

sonludur.

1 1 1 . e . -
—+—+— nin durumuna gore £ (p,q,r) genisletilmis triangle grubu i¢in asagidaki {i¢
p q r
durum sz konusudur:

1 1

i—+—+ 1 =11ise E ( D, q,r) genisletilmis triangle grubu 6klid durumdadir.
p q r

ii. 1 + 1 + 1 >1 1se E ( D, q,r) genisletilmis triangle grubu eliptik durumdadir.
p q r

iii. 1 + 1 + 1 <lise £ ( -9, r) genisletilmis triangle grubu hiperbolik durumdadir.
p q r

(Ablar and Al-Hamdan 1993).

2.6. Fibonacci Dizileri

Tanmmm 1: 5, =0,s, =1 baslangi¢ degerleri olmak iizere, Fibonacci dizisi,

Sn+2=Sn+l+Sn l’l=0,1,2"',

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2: /, m € N olmak iizere 2 -basamak genel Fibonacci dizileri
s, =lIs,_ +ms,,

seklinde tanimlanir.
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Lucas (1878) calismasinda,

S Esn(modm) n=0,1,2--,
olacak sekilde bir k& tamsayisinin oldugunu yani, her m tamsayisinin Fibonacci
dizisinin baz1 elemanlarin1 boldiiglinii ve Fibonacci dizisinin (modm) ye gore periodik

oldugunu gostermistir.

Tanim 3:

Siin Esn(modm) n=0,1,2---,

denkligini saglayan en kii¢liik £ tamsayisina (modm) ye gore period denir ve s(m) ile

gosterilir.
Tanim 4:
s, = 0(modm)
denkligini saglayan en kiiciik pozitif &k tamsayisina m ye gore rank denir ve f (m) ile

gosterilir.

Simdi Fibonacci dizisinin terimlerinin bilinen bazi 6zelliklerini verelim.

is2, =55, ,+(=1)".

n®n-2

Bu esitligin dogrulugu Fibonacci dizisinin taniminda verilen bagintilar yardimiyla

timevarim metodu kullanilarak gosterilebilir.

olmak tzere

1++/5 1-+/5
a = ’ﬂz
2 2
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_(Z”—,Bn
n a—ﬂ

esitligine “Binet formiili” denir. Bu formiil » nin negatif degerleri i¢in Fibonacci dizisinin

N

dogal genislemesini verir. " " = (— 1)" bagintis1 kullanilarak,

s, =(1"s,

oldugu gosterilebilir.

G sonlu bir grup olsun. G nin Fibonacci dongiisii asagidaki gibi tanimlanir. g,,g, € G
olmak iizere, i >2 i¢in g, =g, ,g,, ve i<0 i¢in g, =g,.,g,| olarak tanimlanir. Bu

takdirde yukaridaki esitlikleri saglayan her i tam sayisi i¢in g = (gl.) sonlu dongiisii

ieZ

elde edilir.

G sonlu oldugu i¢in bu dongili periodiktir. Bir g dongiisiiniin minimum periodunu

gostermek i¢in uzunluk terimi kullanilir ve bu uzunluk / ( g) ile gosterilir. Eger g
dongiisiinilin periodu ¢ ise / ( g)‘t dir. Boyle dongiilerin sayisi |G|2 dir. Her i tamsayisi
icin g,,, = h, olacak sekilde bir s tamsayisi varsa (g, ) ve (k) dongiileri arasinda (g,)
~ (h,.) seklinde bir denklik bagintisi tanimlanir. Donglilerin  denklik  siniflarim

tanimlamak i¢in e-dongii terimi kullanilir. G nin dongilerinin kiimesi L(G) ile
gosterilir. G nin elemanlarinin biitiin sonlu periodik dizileri bileske islemi altinda bir

grup olusturur. G abelyen ise L(G) , Gx G ye izomorf sonlu bir altgrup olur.

G nin GF (p) cisminde p elemanli toplamsal bir grup oldugunu kabul edelim ve

k(p" ), p" . mertebeden devirli grubun standart dongiisiiniin uzunlugunu gostersin.

Lemma 1: H, sonlu GF (p’ ) cisminin toplamsal bir grubu olsun. Eger f € L(H ) ise

Z( f ]k(p) dir. l(h)<k(p) olmak {izere, asikar olmayan bir /4 dongiisiiniin biitiin
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elemanlari sifirdan farkli olmali ve bu déngii geometrik bir dizi olmalidir (Yani 4, 'k

i+l

i den bagimsiz olmalidir).

Ispat: s = (0, L1,2, ) uzunlugu k(p) olan standart bir dongii olsun. Bu durumda s,
GF (pl) nin bir alt cismi olan GF (p) de bir dongli olur. Aym sekilde sinifinda
uzunlugu k(p) olan bagka bir dongii elde etmek i¢in bu dongli dondiiriilebilir. Ayn1
zamanda bagka bir dongii elde etmek i¢in dongilinlin her bir elemant GF (p’) nin bir
eleman ile carpilabilir. f € L(H ) keyfi bir dongii olsun. Bu takdirde,

S =(for frse) = £ 01,0,)+ £,0,1, )
yazilir. Burada dikkat edilirse (1, 0,---) standart dongiliniin donmesidir. Boylece f

dongiisiiniin periodu k(p) olup l( f ]k(p) olmalidir.

f nin bir sifira sahip oldugu fakat asikar olmadig1 kabul edilsin. x #0 olmak {izere
dondiirme yardimi ile f = (0, X, ) oldugu kabul edilebilir. Buradan f =xs (ve
s =x"".f") yazilir. O halde l(f) = k(p) olur.

Simdi f nin yalniz sifir olmayan elemanlara sahip oldugu ve / ( f ) < k( p) oldugu kabul
edilsin. f = (w, wx, ) olmak tizere g, f nin herhangi bir donmesi olsun. Boylece
g= (y, Xz, ) ve f—wy l.g= (0, w(x — z), ) dongiisii sifir thtiva eden ve uzunlugu
k(p) den kiigik olan asikar déngii olur. Buradan x =z yazilir. Béylece verilen

herhangi bir dongiide ardisik elemanlarin bir donmesi olarak en fazla bir S € GF (p’)

vardir. O halde asikar olmayan bir dongiiniin elemanlar1 sifir olmalidir. Bu da lemmanin

ispatini tamamlar.

Tanim 5: G toplamsal bir abelyen grup ve g eL(G) olmak iizere g, =0 olsun.
m,neZ i¢in g =g, =0 olacak sekilde » =m—n seklindeki en kiigiik pozitif r

tamsayisina Fibonacci dizisinin ranki denir.
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Lemma 2: x in standart s eL(C p) dongiisiinde ikinci sifirdan 6nce goriildiigii ve

o(x)=1 oldugu kabul edilsin. Bu takdirde k(p)=r¢ dir. Burada r dizinin rankidur.

Ispat: f =(0, L--,0, x,--~) olarak yazilir. Boylece f nin x ile ¢arpimi f nin r
donmesi olur. Boylece x' =1 ve ¢ den kiigiik pozitif u tamsayilar1 i¢in x“ #1 olup

rt = k(p) bulunur,

Lemma(Vinson) 3: p#2,5 olsun. Bu takdirde s L(C,) nin ranki y = 4,/f, nin

¢arpimsal katidir. Eger 7 tek ise k(p)=4r dir. r ciftise /= yada [ =2r dir (Aydin
1991).

Sonug 1: p tek asal say1ise k cifttir.

Lemma 4: G sonlu bir grup ve f e L(G) olsun. % e L(Z(G)) oldugu takdirde f.h

carpimi G nin bir dongiistidiir.

Ispat: Her i tamsayisi icin
Jihi = fia fiahishiy = fiohis fih,
olarak yazilir.

Bu yazilimda f.4 ¢arpiminin G de bir dongii oldugunu gosterir.

Tanim 6: Lucas sayilari, L, =1 ve L, =3 olmak lizere

L =L +L ,

n—1
seklindeki liner indirgeme denklemi ile tanimlanan, {L, }:O: , tamsayilar dizisidir. n’inci

Lucas sayisi, Lucas L[n] ile gosterilir.
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n=1,2,--- i¢in L ’nin degerleri 1, 3,4, 7,11,18, 29, 47,76,123,--- seklindedir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Fibonacci Uzunlugu

Tammm 1: G grubu 4= {al, ---,an} tarafindan gerilen bir grup olsun. Bu takdirde

xl =a1’..~’x

n

n
=a,,x,, = l_[xi+ 1> 121 dizisine G grubunun Fibonacci orbiti denir ve
j=1

F, (G) ile gosterilir (Campbell and Campbell 2005).

Tamm 2: Eger F, (G) dizisi periodik ise bu dizinin perioduna 4 geren kiimesine gore
G grubunun Fibonacci uzunlugu denir ve LEN ,(G) ile gosterilir. Eger F,(G) dizisi

periodik degilse G grubunun, A4 geren kiimesine gore Fibonacci uzunlugu sonsuzdur

denir ve LEN , (G) = o ile gosterilir (Campbell and Campbell 2005).

Tamm 3: F(r,n) Fibonacci grubu, >0, >0 ve biitiin alt indisler n modiiliine gore

indirgenmis olmak {iizere,

<a1’a2,"'>an CA Ay A, = A, 050,000, = Ay,

an—lanal e a 2= ar—l’ analaZ o .ar—l = ar>

r

seklindeki takdim ile tanimlanir.

Teorem 1: G, A= {al, ay, an} tarafindan gerilmis bir grup ve sonlu bir m sayisi

icin LEN , (G) =m olsun. Bu takdirde G, F (n,m) Fibonacci grubunun epimorfik bir

goriintiistidiir (Campbell 2003).

Ispat. Bu teorem von Dyck’s Lemma’st ve Johnson et al. (1974)'min direkt bir

sonucudur.
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Bir grubun Fibonacci uzunlugu, segilen farkli geren n-lisine yani baglangic

elemanlarina bagli olarak degisir. Bu durum i¢in agsagidaki 6rnek verebilir,

Cizelge 3.1 A4, grubunun farkli geren 2 -lisine gore Fibonacci uzunlugu

n 31 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

LEN,(4,) |8 16 12 14 60 104 28 176 180 260 60
LEN,(4,) |8 16 14 10 44 16 48 40 108 260 156

burada X geren kiimesi X:[(1,2,3,---,n),(n—2,n—l,n)] ve Y geren kiimesi
Y =[(n—Z,n—1,n),(1,2,3,---,n)] seklinde olup, farkli iki geren ¢ifti i¢in Fibonacci

uzunluklarinin fakli oldugu goriilmektedir.

Ayrica H ve G gruplan i¢in, H <G veya H<G ise asagidaki durumlarin herhangi
biri s6zkonusudur,

LEN (H)= LEN(G),

LEN (H)< LEN(G),

LEN(H)|LEN(G),

LEN(H)|LEN(G).
Bu durum i¢in 6rnek olarak,

n tek oldugunda,
S, =((1.2,+,n), (1,2)) ve 4, =((L2,,n),(n~2.n~1,n))
seklinde ve n ¢ift oldugunda,
S, =((1L2.+,n),(12)) ve 4, =((1,2,,n~1),(n-2,n~1,n))

seklinde takdim edilen S, ve A, gruplar verilebir (Campbell 2003).

Fibonacci uzunlugunun bazi 6zellikleri asagidaki gibidir.
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i. Bir grubun Fibonacci uzunlugu segilen geren kiimesine ve geren elemanlarin

siralamasina baglidir (Campbell and Campbell 2005).

ii. Eger G grubu bir Fibonacci grubunun epimorfik bir goriintiisii ise F', (G) dizisi

periodiktir (Thomas 1991).

Sonu¢ 1: G grubu, <X :R> seklinde takdim edilmis olsun. LEN , (G):n ve H, G

grubunun ayni geren kiimesi tizerinde bir bolim grubu ise LEN , (H ]LEN +(G) olur

(Campbell and Campbell 2009).

Sonug 2: (|Gn|) sinirsiz ve monoton artan bir dizi olmak tizere, G, = <X > gruplarin bir

ailesi ve n>k igin LEN,(G,)=LEN,(G,,)=m olsun. Bu durumda F(|X

Fibonacci grubunun mertebesi sonsuzdur (Campbell and Campbell 2009).

Tamm 4: Fibonacci kelimelerinin dizisi,

(kx> 0y > 0h x))
sistemi ile gerilmis sonsuz bir dizidir. Yani dizi, (x, V, Xy, Xy, Xp° Xy, ) seklindedir.
Tribonacci kelimelerinin dizisi,

({x,y,z}, {x >V, y>z,z—> xyz}, {x})
sistemi ile gerilmis sonsuz bir dizidir (Campbell and Campbell 2009).

Tanim 5: Eger bir grubun elmanlarinin bir dizisi belli bir noktadan sonra yalnizca sabit
bir altdizinin tekrar1 seklinde ise periodiktir. Tekrar eden altdizideki elemanlarin
sayisina dizinin periodu denir. Ornegin a, b, c,d, b, c,d, b, c,d, --- dizisi periodik olup

baslangi¢ eleman1 a ve periodu 3 diir.
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Tamim 6: Eger bir dizideki ilk £ eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye
k periodlu basit periodik dizi denir. Ornegin a, b, c,d, e, a,b,c,d, e, --- dizisi basit

periodik olup periodu 5 dir.

fo =0 ve f, =1 baslangi¢ degerleri olmak {izere,

fn:fn—2+ n-1 n22
seklinde tanimlanan Fibonacci dizisinde n. Fibonacci sayist f, ile ve bu dizinin

modm ye gore en kiiciik periodunun uzunlugu da k(m) ile gosterilsin.

Teorem 2: f,(mod m) basit periodik bir dizidir.

Ispat: Bu dizide miimkiin olan m” tane ikili oldugunda tekrar eder. Fibonacci dizisinin

tamimdan  f, , = f,,, —f, olarak yazabiliriz. Boylece eger f,,,=f, Ve
f,=f.,(modm) olursa f_ =f_,---,f_ ..=/f and f_ =f, olur ki dizi basit

periodiktir.

Teorem(Wall) 3: i. p bir asal say1 olmak {izere, eger m = H p;’ olacak sekilde asal

carpanlarina ayrilabiliyorsa ve ¢, = k(pf" ) ise k(m), t, lerin en kiigiik ortak katidir.

ii. p bir asal say1 olmak iizere, k(p2)¢ k(p) ise k(pe):pe‘lk(p) dir. Ayrica I,
k(p’): k(p) olacak sekilde en bliyiik tamsay1 olmak {izere e >/ i¢in k(pe): p! k(p)

olur.

Teorem(Wilcox) 4: f,, n. Fibonacci ve g,, n. Lucas sayilar1 olmak {izere,

2. )

t= min({n : n gift say1 ve m|fn }u {n :n tek say1 ve m

olacak sekilde m > 2 igin k(m)=2¢ dir.
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Lemma 1: a,b,c,x,y,z,neZ i¢in n>0 olmak iizere, a,b,c ve x,y,z

tamsayilarinin hepsi birden » moduliine gore sifira denk degilse,

k(a,b,c) (”l) = k(x,y,x) (”l)
olur.

Sonu¢ 3: a,b,c,x,y,z,m,neZ icin m,n>0 olmak flizere, a,b,c ve x,y,z

tamsayilarinin hepsi birden » moduliine gore sifira denk degilse,

k(a,b,c) (n)‘ k(x,y,z) (mn)

olur.
3.2. Sonlu Polyhedral ve Binary Polyhedral Gruplarin Fibonacci Uzunluklar:

Bu béliimde sonlu polyhedral ve binary polyhedral gruplarinin Fibonacci uzunlugu ile

ilgili yapilan bazi ¢aligmalara yer verilecektir.

Teorem 1: Herhangi bir n i¢in <x, y,z:x"=y’=z"= xyz> takdimi ile tanimlanmis

grubun Fibonacci uzunlugu 8 dir (Campbell and Campbell 2009).

Sonug: G= <x, yozix'=y =z =xyz= e> , n>2 olsun.  Bu  durumda

LEN,

(x.7:2)

(G) =8 dir (Campbell and Campbell 2009).

Benzer ifadeler kullanilarak asagidaki teorem ve sonug elde edilir:



23

Teorem 2: Herhangi bir n i¢in <x, yozixi=y"=2"= xyz> takdimi ile tanimlanmis

grubun Fibonacci uzunlugu 8 dir (Campbell and Campbell 2009).

Sonu¢: G= <x, Vz:xX =y =2 =xyz = e> , n>2 olsun. Bu durumda

LEN,

(x.2.2)

(G)=8 dir (Campbell and Campbell 2009).

Direkt olarak hesaplama ile iki gerenli durumda yani herhangi geren ¢ifti igin
LEN((n,2,2))=6, LEN((n.2,2))=6, LEN((2,n,2))=6 ve LEN((2,n,2))=6

oldugu goriiliir.

Teorem 3: G,, n>0 icin <x, yoz:x’=y*=z"= xyz> takdimi ile tanimlanmis bir

grup olsun. Bu durumda

LEN

4n, n cift
(x.7.2) (Gn ) :{

8n, ntek

(Campbell and Campbell 2009).

Ispat: G, grubu <x, yzixt=yt=z"= xyz> takdimi ile tanimlanmis olsun.

n
Fibonacci orbitinin baglangict asagidaki gibidir,
n n n n_n 2n 2n
X, V, 2, xyz=2",yzz" =2"yz,z2"2"yz=z"zyz =2z"zx,
2"z"yzz*" 2x = 2V yzzx = 2" xzx,

2 4 7 8 2
z"yzz " zxz " xzx = 2" yzzxxzx = 27" xz" x,

2 4 8 2 14 2 2_2 16n _4
z7zxz " xzxz"' xz"x =z "zx"zx"z"x =z " z7 X,

4 8 2 16 4 28 2_2 4 29 3 4 29 2 30
zVxzxz xz"xz "2 x =z" " xzx"zxz " x =z "xz ' xz ' x =z "x"zx = z7 " zx,

8 2 16n _4 30 54 2 4 54 2_2 55 2 55 2 56
2" xz"xzz "2 xz Pz =27 xzTxz xex = X7 x Tzt xzx =27 2 xex = 277" zx T = 277"z,

1 4 102 4 102 2 1 4
22" x> 2 = 2 2 ez = P P X2 = 212

9

30 56 103 4 189 5 189 4
27 zxz Mz "2 =2 xz? =2 xz2”,
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Simdi yukaridaki Fibonacci orbitinin belli bir kesiti ---, z%x, zx, z,--- formunda
yazilirsa, z| = 2n oldugu kullanilarak asagidaki dizi elde edelir,

zx,

zX,

Z’

-1_2
zxzxz=z""x"z=2"2",

1
zxzz"z" = 2" zxz"" = z"xz",

1
zz"z"z"xz" = 2" xz" = zx,

1
z"z2"xz"zx = z"xz"" x = xzx,

2
z"xz"zxxzx = xz*" x,
2

4

zxxzxxz“"x=z""x,

2 4 3 4
xzxxz" T xzx =z2"xz" " xz"" x = 2" xxzx = zx,

a

+2 a+4 2_2 n 2
Xz XZ XZx:xeZx:ZZX_=Z,"'

Buradan Fibonacci orbitinin her sekiz terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan
ibaret oldugu goriiliir. Boylece Fibonacci orbiti asagidaki gibi ifade edebilir:

X, =X, X, =Y, Xy =2,

Xo =2, X, =2X =Y, X, =2,

Xjg =20, Xy =ZX= P, Xyg = 2,00,

Xy =20 X, Xgjy = ZX = Y, Xy g = 2,000,
Boylece, k € N icin 4i =2nk olacak sekilde en kiiciik i dogal sayisinin belirlenmesi
gerekmektedir. Fibonacci orbitinin uzunlugu i¢in i dogal sayisinin durumuna gore

asagidaki iki durum s6z konusudur:

Eger n cift ise i=% olup, 8 =4n olur ki, buradan LEN,

(x,y.x) (Gn ) =4n Oldugu

gortliir.

Eger n tekise n=i olup, 8/ =8n olur ki, buradan LEN,, , , (G,)=8n oldugu goriiliir.
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Sonug: G, , n>0 igin <x, yozix* =y =z"=xyz= e> takdimi ile tanmimlanmus bir grup

olsun. Bu durumda

2n, n=0mod 4

LEN,, ((2.2.n))=14n, n=2mod4

8n, diger durumlarda

(Campbell and Campbell 2009).

Kolaylikla goriiliir ki, herhangi geren c¢ifti icin LEN (<2,2,n>):6 ve

LEN ((2,2,n)) =6 dir. Bu dihedral gruplar i¢in (Campbell et al. 1990) calismasinda

verilen sonuglarin dogal bir genislemesidir (Campbell and Campbell 2009).

0< (n - 2)(m - 2) <4 olacak sekilde yani, sonlu <2,m,n> binary polyhedral ve (2,m, n)

polyhedral gruplarinin Fibonacci uzunluklar1 asagidaki tablolardaki gibidir (Campbell
and Campbell 2009).

Cizelge 3.2 iki geren i¢in sonlu <2,m,n> binary polyhedral ve (2,m,n) polyhedral

gruplarinin Fibonacci uzunluklari

Izomorf biitiin gruplar i¢in LEN, (G)
(233) 16 (96), 48 (288)
(2,3,3 16 (96)
(234 18 (864)

12 (960), 14 (840), 42 (2520), 50 (1200), 150 (3600)

)
)
(2,3,4) 18 (216)
)
)

12 (240), 14 (840), 50 (1200)
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Parantez i¢indeki sayilar bu uzunluga sahip farkli geren ¢iftlerinin toplam sayisidir.

Cizelge 3.3 ii¢c geren i¢in sonlu <2,m,n> binary polyhedral ve (2,m,n) polyhedral

gruplarinin Fibonacci uzunluklari

Izomorf biitiin gruplar igin LEN(W’Z)(G)

<2’3’3> 26 (1248), 52 (11232)

(2,3.3) 26 (312), 52 (1248)

(234) 8 (4992), 16 (6144), 24 (16128), 48 (36864),
56 (10752), 60 (5760)

(2.3.4) 8 (624), 16 (768), 24 (2592), 48 (4032), 56 (1344),

60 (720)
(235) 8 (36430), 10 (2400), 14 (6720), 20 (2400),

24 (23040), 25 (1200), 28 (6720), 40 (38400),

42 (6720), 45 (3600), 50 (1200), 84 (6720), 90 (3600),
92 (22080), 100 (2400), 154 (36960), 180 (6200),
204 (32640), 268 (257280), 308 (36960), 385 (18480),
716 (171840), 770 (18480), 880 (84480),

1188 (95040), 1540 (36960), 1860 (297600),
3580 (343680)

(2.3,5) 8 (4560), 10 (600), 14 (1680), 24 (2880), 25 (600),
40 (4800), 42 (1680), 45 (1800), 92 (2760),
102 (4080), 154 (9240), 268 (32160), 385 (9240),
440 (10560), 594 (11880), 716 (21480), 930 (37200),
1790 (42960)

Parantez igindeki sayilar bu uzunluga sahip farkli geren {igliilerinin toplam sayisidir.




27

3.3. Genisletilmis Triangle Gruplarin Fibonacci Uzunluklar:

Bu boliimde genisletilmis triangle gruplarinin Fibonacci uzunlugu ile ilgili yapilan bazi

caligmalara yer verilecektir.

Lemma 1: E(%,2,0) nin Fibonacci uzunlugu 8 dir (Campbell and Campbell 2009).

Ispat: Fibonacci orbitinin elemanlar asagidaki gibi hesaplanir:
X, ¥, Z, XYZ, YZXYZ, ZX YZYIXYZ = ZXXy = Z)Z,
XYZyZXyzzyz = XXyyz = z,
YZXyzzyzz = yzxyy = yzx,
ZYZZYIX = ZYYIX = ZZX = X
ZyzxXx =zyz =zzy =Y,
VIXXY = yzy =YW =2,

Boylece, bu grup i¢in Fibonacci uzunlugu 8 dir.

Sonug 1: E(p,Z,r) nin Fibonacci uzunlugu 8 dir (Campbell and Campbell 2009).

Lemma 2: ¢ > 2 olsun. Bu durumda

2n, n=0mod 4
(E(2.9.2))=44n, n=2mod4

8n, diger durumlarda

LEN,

(x.y.2)

(Campbell and Campbell 2009).

3.4. Centro-Polyhedral Gruplarin Fibonacci Uzunluklar

Bu bolimde centro-polyhedral gruplarinin Fibonacci uzunlugu ile ilgili yapilan bazi

calismalara yer verilecektir.
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Tamm 1: k(a’b’c)(n), her bir degeri »n moduliine indirgendigi zaman,

u,=u,, +u, ,+u, 5, u,=a,u, =b,u, =c seklindeki, tam say1 degerlerinin indirgeme

n-3°

bagintisinin minimum periodunu gosterir.

Teorem 1: n >3 bir tamsay1 olsun. LEN ile LEN (<2, —2,n>) gosterilsin. Bu durumda

LEN ,

4n| LEN,

Kns (4(n=1)|LEN

(0,2,3

olacak sekilde agikar olmayan en kiiciik tamsayidir (Campbell and Campbell 2005).

ispat: <2,—2,n> taktimi ile tanimlanan grup formundan, diizenlenmis Tood-Coxeter
verileri veya diger veriler kullamlarak, bu grupta |x|=|y|=4(n-1) ve |z|=2n(n-1)
olarak elde edilir.

<2, -2, n> grubu i¢in taktimden,

z=y7x,
zz=y xz=y o,
=y y =yl =y,
= (y"2 )2 x=z"x
elde edilebir. Bir elementer indiksiyon diizenlemesi ile,
z/xz’ = 2*"x
oldugu goriilebilir. Bu son sonu¢ x ’in isleri toplaminin sabit kalmasi ve z ’nin {sleri
toplaminin #z’nin bir c¢arpani olarak degismesi bakimindan yaralidir. Bu sonug
kullanilarak Fibonacci orbiti i¢in basit bir standart form elde edilir.

Fibonacci orbitinin baglangici asagidaki gibidir,
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2 2 2
X, YV, 2, Xyz=X, yzx = XX,

33

b

4 8 2 16 4
ZXX", XZXX", XZ2°Xx ", Z°X

8 2 16 4 _33 6 60
xXzxx",xz'xx ",z x" =z"zxx",

xzxx'®, 24, 2™ = 222
Boylece Fibonacci orbiti, ilk iki terimden sonra yalmizca x ve z kullamilarak
yazilabilir. Gergekten kolaylikla goriiliir ki Fibonacci orbiti asagidaki modele uygundur:

Z(am —(m—l)/Z)nZ(m—l)/4xxbm -1

, m=1mod 8,
2 b m =2 mod 8,
2 x| m =3 mod 8,
San(m=4)/2)n_(m-4)/2 b, , m=4 mod 8,
R P O N Y
2 g m =6 mod 8,
2zt m =7 mod 8,
lan(m=8)/4+2)n_(n=8)/4+2 xx"% m=0mod 8.
Burada
a =a, ,+a, ,+a, ,, a=1a,=0,a,=0;

b =b, ,+b, ,+b,,, b =0,b,=2b =3.

LEN = LEN (<2,—2, n>) olsun, bu durumda,

(aLEN+3 *1)”

p— bLEN+3
Xipnes = 2 zx >

__(aova—((LEN+4)-4)/2)n _((LEN+4)-4)/2 b, .
XiEN+4 = z X,

X _ Z(“LEN+5 7((LEN+5)—5)/2)

n__((LEN+5)-5)
LEN+5 — Xz

/2xbLEJV+5 -1
olur. Boylece k(m) , pozitif m tamsayisimin 3-adim Wall sayisi olmak iizere

k(|x|)‘LEN yani k(4(n—1))‘ LEN olmasi gerekir. 3.1. béliimdeki Lemma 1 ve Sonug 3

kullanilarak yukaridaki esitliklerin ilkinden,

(1-)n__0

Xienes =2 X =z

elde edilir. ikinci esitlikten,

Xpes = Z(O—(LEN)/Z)nZ(LEN)/2x2
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elde edilir. Bdylece bu ifadenin x* ye esit olabilmesi igin 2n|LEN /2 olmasi gerekir.

Son esitlikten ise,

0-LEN/2 LEN/2 2
(0-LEN/2)n _LEN]2.

Xien+s = Z
_ VR 2 s
elde edilir. Buna gore LEN ,
4n|LEN,
Kns) (4(n=1))| LEN

kosulunu saglayan en kiiciik tamsay1 olmalidir.

Teorem 2: n >3 bir tamsay1 olsun. Bu durumda LEN(<2, —2,n>) = LEN(<—2, 2, n>) dir

(Campbell and Campbell 2005).

Teorem 3: <a,b,c> gruplar diisiintildiigii zaman,
1. <—n,2, 2> ve <2, —n,2> gruplarinin Fibonacci uzunluklari 8 dir.

2. <2, 2,—n> ile grubunun Fibonacci uzunlugu asagidaki gibidir,

4n, n cift
LEN("’y’Z) (<2,2,—n>) - {Sn, n tek

(Campbell and Campbell 2005).

Teorem 4: <—2,n,2> nin Fibonacci uzunlugu k(4(n - 1)) dir (Campbell and Campbell

2005).

Teorem 5: <2,n,—2> nin Fibonacci uzunlugu k(4(n —1)) dir (Campbell and Campbell

2005).
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Teorem 6: <n,2,—2> nin Fibonacci uzunlugu k(4(n —1)) dir (Campbell and Campbell

2005).

Teorem 7: <n,—2,2> nin Fibonacci uzunlugu k(4(n —1)) dir (Campbell and Campbell

2005).

3.5. Sonlu Gruplarda k-nacci Dizisi (Sonlu Gruplarda k-Basamak Fibonacci Dizisi)

Tamim 1: Sonlu bir gruptaki bir k- nacci (k-basamak Fibonacci) dizisi, grubun

Xgs X;» Xy, X5, 0+, X, , -+ elemanlarinin bir dizisidir. Burada dizinin her bir elemant,
verilen x,, x, x,, -+, x,, baslangi¢ elemanlar1 i¢in,
v = {xoxlx2 X, s j<n< k'ig:'in
Xy X g X, 1 2 kigin
seklinde tanimlanir. Ayrica bu dizinin x,, x,, x,, -+, x;,, baslangi¢ elemanlarinin

grubu germesi gerekir. Boylece, bu k- nacci dizisi grubun yapisini yansitir.

Xos X5 Xgs =005 X tarafindan gerilen sonlu bir gruptaki bir k- nacci dizisi

F, (G; Xoo X Xy t0e, X J._]) ile gosterilir. Buna gore tamsayilardaki modm ye gore klasik

Fibonacci dizisi F, (Zm ;O,l) olarak yazilabilir. Grup elemanlarinin bir 2 -nacci dizisi

sonlu bir grubun Fibonacci dizisi olarak adlandirilir. Bir F, (G; Xgo X Xy ttey X H) k-

nacci dizisinin periodu Pk(G; X X5 Xy, 00y X H) seklinde gosterilir. k& -gerenli bir

grubun Fibonacci orbiti bu gruptaki k -nacci dizisidir.

Tanmim 2: G bir grup olsun. G nin her elemaninin i¢inde bulundugu bir % - nacci dizisi

mevcut ise G ye k - nacci dizilenebilirdir denir (Knox 1992).

Simdi 6zel gruplardaki £ - nacci dizilerinin periodlarini arastiralim.
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Teorem 1: n>3 olmak iizere <x, yix"=y*=e, px=x" y> selinde takdim edilen

D, dihedral grubunda P, (Dn ; x,y) = P(Dn ; y,x) =2k + 2 dir (Knox 1992).
Tanim 3: Eger bir grup i tane eleman tarfindan gerilirse bu gruba i gerenli grup denir.

Teorem 2: G, 2-gerenli bir grup ve G nin birim eleman1 F, (G; X, y) veya F, (G; y,x)

Fibonacci dizilerinde goriiliiyorsa G abelyendir (Knox 1992).

Ispat: Genelligi bozmaksizin G nin F, (G; X, y) Fibonacci dizisi diislinelim ve n dogal
sayist icin G nin birim elemanin bu dizinin (n + 1). elemant oldugunu kabul edelim. Bu
dizinin 7 . eleman1 grubun herhangi bir eleman: olabilir. Boylece,
Xy Py S, e,
seklinde bir dizi elde edilir. Yalniz s, (n —1). pozisyon i¢in tanimlayici bagintiy
saglar. Benzer sekilde, s dizinin (n —2). pozisyonunda, s~ dizinin (n —3).
pozisyonunda olur. Bu sekilde devam ederek,
X, Y,y 80,80, 50, 87,55 e,

seklinde bir dizi elde edilir. Bu elemanlar islere sahip oldugundan u, , =—u, , +u,
bagintis1 kullanilarak s nin islerinde ortaya ¢ikan ardisik pozitif ve negatif isaretli

tamsayilardan bir Fibonacci dizisi olusturulur. Boylece, grubun bir Fibonacci dizisi

asagidaki iki forma sahip olur:

(i). n tek ise, dizi,
- 5 -3 2 -1 1
Su”)s unilisu”727‘.'is JS ,S )S )S )e

seklinde olur. Bu durumda,

no— U,
ST =X,8 =Yy

(buda s“ =y~ olmasini gerektirir.) ve s“* = xy dir.

S“uflsunfl — Sunfl_H”an — S”n
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oldugundan y~'xy = x veya xy = yx olur. O halde bu grup abelyendir.

(ii). n cift ise, dizi,

u

—u, U, ) 5
s 7,8, S8 8,8 .8 ,8 ,8,€

seklinde olur. Bu durumda,

—u

s =x, S“n-l =y
(buda s =y~ olmasim gerektirir.) s > = xy dir.
§ Ut g T2 — S_(ur1fl+un72) = g

oldugu i¢in y'xy = x veya xy = yx olur. O halde bu grup abelyendir.

Bu teoremin tersi dogru degildir. Bu durumu bir 6rnekle aciklayalim,
A:<x,y:x9 =y’ :e,xy:yx>
abelyen grubunu g6z oniine alalim. Bu grubun Fibonacci dizileri,
X, 1,0, %, X7y, 60y, X7, 5Ny, xy, 20 x Ty, xy, X,
8 8 7 6 4 5 6 2 8
XV, X, X Y, X Y, X , XY, X Yo X , X Y, X YV, X, )y XY, 0t
ve
Yo%, 50, X, 67, Xy, Xy, 2t 0y, 1Ty, x 2y, p,xf
8 7 6 4 5 6 2 8
X y’ X y"x 9x yaxyax 9x ya-x ya-x 9xy7yaxaxya'”
seklinde olur. Dikkat edilirse bu grubun e, x> ve x’ elemanlart bu dizilerde yer

almamaktadir.
Sonug 1: 2 -nacci dizilenebilir bir grup devirlidir (Knox 1992).

Ispat: G, 2-nacci dizilenebilir bir grup olsun. Bu takdirde, G grubu ya 1-gerenli ya
da 2- gerenlidir. G, 2- gerenli bir grup ise e, G nin 2-nacci dizisinde
bulunacagindan yukaridaki teoremin ispatinda oldugu gibi, G nin bir s elemaninin

terimlerinden bir dizi olusturulabilir. G nin her elemani kendisinin 2 -nacci dizisinde
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bulunur ve bu ylizden, G nin biitliin elemanlari, sadece bir s elemaninin terimleri ile

takdim edilir (s nin sleri ile). O halde, G grubu 1-gerenlidir ya da devirlidir.

Genel olarak k>3 icin k-nacci dizilenebilir gruplar abelyen degildir. D, dihedral

grubu 6 elemanli, & -nacci dizilenebilir bir gruptur.

Teorem 3: G, 2 - gerenli bir grup olsun. G nin birim eleman1 bu grubun bir Fibonacci
dizisinde goriiliirse, bu takdirde dizinin x, =e Ozelligini saglayan x, elemanlarinin

indislerinin bir koleksiyonu aritmetik bir dizilise sahip bir dizi ihtiva eder (Knox 1992).

Ispat: Yukaridaki Teorem 2’den G = <x, y> abelyendir. Bu yiizden, dizinin ». terimi

Upy q,U

x“y" seklindedir. Walli’mn (1960) daki ¢alismasindan, u, = O(modm) olan terimlerin
basit aritmetik diziliste olan indislere sahip olduklar1 bilinmektedir. Boylece,
X, X, x>, -, x" ve y,y,y°, ¥, -, y" elemanlarinin dizilerinin her ikisi de indisleri

aritmetik diziliste olan pozisyonda e yi ihtiva eder. e nin ortaya ¢ikisinin periodu x ve

y nin mertebelerine baghdir. x, y, xy, xy*, x*y°,--- de e nin ortaya ¢cikismin bu

u

periodu e nin x, x, x*,---,x" ve y,y,y>,y’, -,y deki periodlarmm en kiigiik
ortak kat1 olur. Boylece, e nin x, y, xy, xp>, x°y°, --- deki pozisyonlari, bir aritmetik

dizilis ihtiva eden altindisler olacaktir.

k -nacci dizilenelebilir bir grubun bir homomorfik goriintiisii de & -nacci dizilenelebilir
dir. k-nacci dizilenelebilir bir grubun, bir k-nacci dizilenelebilir grup tarafindan
genislemesinin & -nacci dizilenelebilir olmasi1 gerekmez. k-nacci dizilenelebilir
gruplarin direkt carpimlarinin k -nacci dizilenelebilir olmasi1 gerekmez bu durumu bir

ornekle gosterelim.

A:<x,y:x9 =y’ :eveyx:xy>
abelyen grubunu ele alalim, bu grup <x> ve < y> devirli gruplariin direkt ¢arpimudir.

<x> grubu i¢in Fibonacci dizisi,
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F2(<x>;e,x):e, x,xx0,x, x, xt, xt e, x, x, xP,
e, x, x, x7, x0, x%, X%, x, e, x, x,
ve < y> grubu i¢in Fibonacci dizisi,
E(ysey)=ey e

seklinde olup bu iki grup da 2 -nacci dizilenelebilir olmasina ragmen bu gruplarin direkt

carpimi 2 -nacci dizilenelebilir degildir (Knox 1992).

3.6. h, (m) Fonksiyonu

fn(k) , 1<i<k i¢in fl.(k) =0 ve fk(k =1 smur sartlartyla tanimli,

k
=39 forn>k (1)
j=1
k -basamak Fibonacci dizisinin 7 . elemanidir. fi("””) = fi(" ) (mod m) olmak iizere bu

dizi m moduliine gore indirgenirse, tekrar eden,
f(k, m) — (f‘l(k,m)’ fz((k,m)’ . fn(k,m) . )
dizisi elde edilir. O zaman (£%™, £, ... £4")=(0,0,--,1) olup bu dizi igin (1)

deki tekrareden dizi bagintilar1 aymidir (Lii and Wang 2007).
Teorem 1: f(k,m) periodik bir dizidir (Lii and Wang 2007).

Ispat:

S, :{(al,az,m,ak):OSa. Sm—l}

1

olsun. |S,|=m" olup sonludur, yani,

fu(-l:fm) = fv(-fljm)’ ERRE) fu(-l:l,fm) = fv(-il—cl;m)
olacak sekilde u > 0 i¢in v > u sayist vardir. Tanimdan,
k-1

=5

J=0
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olur. Yani,

S = 1=

=~
—_

~.
Il
—_

dir. Buradan kolaylikla,
fu(k’m) = fv(k’m)’ f;t(fl’m) = fv(—kl’M)’ f;t(i{éM) = fv(—](éM)’ Y f2(kJn) = fv(fz;’:g ve f‘l(k’m) = fv(—kz;’fl)

oldugu gorebilir. Boylece f(k,m) periodik bir dizidir.

h, (m) ile f (k,m) nin en kiiclik periodu gosterilir, f (k,m) nin periodu veya m
moduliine gore k-basamak Fibonacci dizisinin Wall sayis1 diye adlandirilir (Lii and

Wang 2007).

Ornek olarak,
s(43)=(0,0,0,1,1,2,1,2,0,2,2,0,1,2,2,2,1,1,0,1,0,2,0,0,2,1,0,0,0,1, ---)
dizisi ele alinirsa, bu dizi & = 4 basamak ic¢in her 26 terimde bir baslagi¢c elemanlariyla

tekrar edip /,(3)= 26 olur.

t
p; ler farkli asal sayilar ve e, ler pozitif tamsayilar olmak tizere, m = H po(t=1) ise
i=1

h, (m), h, (pf" ) lerin en kiigiik ortak katidir (Lii and Wang 2007).

Teorem 2: £, A, (p) =h, (p’) olacak sekilde en biiyiik pozitif tamsay1 olsun. Her o > ¢
igin, h, (p“):p“”hk (p) olur. Ozellikle eger 4, (p)=h, (pz) ise her a>1 igin,

h(p*)= p“"h.(p) dir (Li and Wang 2007).

Varsayim 1: Eger p >k bir asal say1 ise, #, (p)(pk —pi) olacak sekilde 0<i<k-—1

araliginda bir i sayisi vardir (Lii and Wang 2007).
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Yukaridaki varsayimi dogrulayan bazi ornekler asagidaki tablolar yardimiyla

gosterilmistir.



Cizelge 3.4 p>5 olacak sekildeki p asal sayis igin /, ( p)‘( p - pi) ’nin durumu

38

p h(p) Sonug

5 31 n(p)p 1
13 168 n(p)p* - p
23 553 hy(p)p’ -1
67 1519 h(p)p* -1
107 1272 n(p)p® - p
179 32221 h(p)p -1
241 29040 h(p)p® - p
317 100807 h(p)p® -1
389 151711 hy(p)p* -1
557 103416 n(p)p’ -p
839 704761 h(p)p* -1
881 777043 h(p)p’ -1
971 943813 h(p)p® -1
1033 1067088 n(p)p* - p
1103 1217713 h(p)p* -1
1301 1693903 m(p)p’ - p
1447 2093808 m(p)p® - p
1759 3094080 h(p)p* - p
2851 8128200 m(p)p’ - p
3347 11205757 h(p)p’ -1
4831 11669280 n(p)p® - p
13367 7444862 h(p)p* - p
15791 10389820 h(p)p* - p
17207 17206 m(p)p’ - p
18047 1696324 m(p)p® - p




Cizelge 3.5 p>5 olacak sekildeki p asal sayisi igin A, ( p)‘( p - pi) ’nin durumu

39

p h,(p) Sonug

5 312 n(p)pt -1
11 120 h4(p)|p - p’
13 84 h4(p)|p4 -p’
19 6858 ]’l4(p)|p —p
29 280 h4(p pt-p’
37 1368 /’l4(p)|p4 -p’
41 240 h4(p)|p -p’
67 100254 h(p)p* - p
83 1157520 h4(p)|p -1
151 533216 h(p)p* -1
211 9393930 h4(p)|p —p
433 23248760 h, (p)|p4 -1
907 822648 h4(p)|p4 - p?
1277 1630728 h4(p)|p -p’
1579 623310 h4(p)|p4 - p?
1973 1946364 h4(p)|p -p’
2593 1680912 h4(p pt—p?
2749 7557000 h4(p)|p4 - p?
3079 4740120 h4(p)|p -p’
3331 369270 h4(p)|p4 -p’
3581 3205890 h4(p)|p - p?
3733 2322548 h(p)p* = p°
3823 3822 h4(p)|p4 -p’
4019 8076180 /’l4(p)|p - p?
4253 6029336 h4(p)|p4 - p?




Cizelge 3.6 p>5 olacak sekildeki p asal sayisi igin A (p)‘(p3 - pi) ‘nin durumu

40

p hy(p) Sonu¢
5 781 hs(p)|p* -1
7 2801 hy(p)| P’ -1
11 16105 hy(p)|p* -1
19 13032 h(p)p - p
31 190861 hy(p)|p* -1
41 2896405 hs(p)| P’ -1
53 8042221 hy(p)|p* -1
79 39449441 hy(p)|p* -1
89 3690720 h(p)p -p
163 176477940 hy(p)p°-p
283 20022 hy(p) P’ - p’
419 35112 hy(p)| P’ - P’
503 127263526 hy(p)|p'-p°
683 159305993 hy(p) P’ -p°
823 677328 hy(p)| P’ - p’
1259 317016 h(p)p -1’
1709 1460340 hy(p)| P’ - P’
2287 50292 hy(p)|p"-p°
2549 6497400 h(p)p -1’
2957 8743848 hy(p) P’ - p’
3163 3162 hy(p) P’ - p'
3541 12538680 hy(p)|p* - P’
3929 15437040 hy(p)p°-p°
4159 17297280 h(p)p*-p’

(L and Wang 2007).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu bolimde f(k,2), f(k,4) dizilerinin ve n>2 olmak iizere (2,2,2),
(n,2,2),(2,n,2), (2,2,n) polyhedral gruplarindaki, p,q,7>2 olamak iizere E(2,2,2),
E(p,2,2), E(2,4,2), E(2,2,r) genisletilmis triangle gruplarindaki ve n>2 olmak
iizere (2,2,2),(n,2,2),(2,n,2), (2,2,n) binary polyhedral gruplarmdaki k- nacci

dizilerinin priodlar1 hesaplanacaktir.

4.1. f(k,m) Dizisinin Periodu

Teorem 1: f (k,2) dizisinin periodu 4, (2)=k+1dir.

Ispat: f(k,2) dizisi,
x,=0,x,=0,---x,,=0,x_,=Lx, =1,
X1 =0, X5, =0, =0, 2, =1 xy =1,
seklinde olup, bu dizi £ +1 inci elemanla basa doniip ve ayni alt dizinin tekrar1 seklinde

olustugu i¢in periodu 4, (2) =k+1 dir.

Teorem 2: f (k,4) dizisinin periodu 4, (4)=2k + 2 dir.

Ispat: f(k,4) dizisi,
X=0,x=0,---,x,=0,x_ =Lx =1Lx,=2,x,=0,x,=0,-,
Xpapor =050, =3, X5 =L X505 = 0,05 = 0,000,005, = 0,05 =1, -
seklinde olup, bu dizi 2k+2 inci elemanla basa doniip ve ayni alt dizinin tekrari

seklinde olustugu i¢in periodu 4, (4) =2k +2 dir.
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4.2.(2,2,2), (n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,n) Polyhedral Gruplari

Teorem 1: <x,y,z xP =y =z =xyz = e> seklinde takdim edilen G, = (2,2,2)

polyhedral grubu i¢in k - nacci dizisinin periodu &k +1 dir.

Ispat: ilk olarak bu grubun iki gerenli durumunu ele alalim. Bu grup iki gerenli

durumda <x, yixi=y'= (xy)2 = e> seklinde takdim edilir ve burada |x| = 2,[y| =2 dir.

Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xy Yy XYy VXY =X, XYX = P, XV, -+

Bu diziden goriildiigii gibi 2 - nacci dizisinin periodu 3 tiir.

Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,

X, YV, XY, ()Cy)2 =€, VXY =X, XYXx =y, Xy, e, ---.

Ayni sekilde bu diziden de 3 - nacci dizisinin periodunun 4 oldugu goriiliir.

Eger k >4 ise dizinin ilk & tane eleman1 asagidaki gibidir;

4 A
R

2
x0=x,x1=y,x2=xy,x3=(xy) ,x4=(xy) xk—lz(xy)
burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3< j <k —1 i¢in x; = e olmak lizere

Xog =X, X, =V, X, =X), Xy =e,€,-+, €

yazilir. Boylece,
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k+2

Xeez = Hxi =Xy,

i=3
k+3

Xiva = Hxi =e,

i=4

k+k
olur. Burada 4 < j <k i¢in x,,, =e olup ayrica, x, ,,, = Hxl. =e dir. x,,,, X;,,, X3
i=k+1

elemanlart x, y ve xy nin degerlerine bagl ¢iktig1 icin dizi £ +1 inci elemanla basa
déner yani, x, = x,,,, X, = X,,, X, =X,,5, - olur. Bdylece B, (G,;x,y)=k+1 oldugu

gorulir.

Simdi bu grubun ii¢ gerenli durumu ele alalim. Bu grup {ii¢ gerenli durumda

<x,y,z X' =y =z =xyz= e> seklinde takdim edilir ve burada |x| =2, y| =2, z| =2

dir.

Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xo Vs 2, V2=X, ZX =Y, XY = Z, 00

Bu diziden goriildiigii gibi 2 - nacci dizisinin periodu 3 tiir.

Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xy Yy Z, XVZ =€, VZ =X, ZX = Y, Z, €, X, Vy Z, *++.

Ayni sekilde bu diziden de 3 - nacci dizisinin periodunun 4 oldugu goriiliir.

Eger k >4 ise dizinin ilk &£ tane elemani agagidaki gibidir;

k-4

2
Xog=X,X, =V, X, =Z,X; = XVZ, X, =(xyz) St Xy =(xyz)
burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3< j <k —1 i¢in x; = e olmak iizere
Xg =X, X, =V, X, =Z,X;=€,€,"", €

yazilir. Boylece,
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k
Xip1 = | Ixi =X,
i=1

k+1

Xpva = Hxi =)
i=2

k+2

X3 =| |xi =2z
i=3

k+3

Xira = Hxi =Xxyz=e,

i=4

k+k

olur. Burada 4<;<k i¢in x,,=e olup ayrica, x,,, = Hx,. =xyz=e dir.
‘ i=k+1

X;.1> Xp40s X5 €lemanlart x, y ve z nin degerlerine bagli ¢iktig i¢in dizi k£ +1 inci

elemanla basa doner yani, x,=x,,,X =X.,,,X, =X,,;,'-- olur. Boylece

P.(G,;x,y,z) =k +1 oldugu goriiliir.

2. Yol: G, grubu Z, ®Z, olup P,(Z,;0,1)=k+1dir. Gruplarmn direkt ¢arpiminin bir
Fibonacci dizisinin periodu her bir carpandaki periodlarin en kiiciik ortak kati
oldugundan P, (Gz;x, y) =k +1 dir. Ayrica z=xy dersek 3-gerenli durumda dizi k£ +1

periodla tekrar ettigi icin dizinin periodu 2-gerenli durumdaki period ile aymdir

(Karaduman ve Deveci 2009).

Teorem 2: <x,y,z x" =y =z =xyz = e>, n>2 seklinde takdim edilen

n

G, = (n,2,2) polyhedral grubu i¢in k - nacci dizisinin periodu 2k + 2 dir.

ispat: Bu grubun {i¢ gerenli durumunu ele alalim, burada |x| =n, y| =2, Z| =2 dir.
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Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xy Yy Zy VZ,ZVZ 2y X, Voo

Bu diziden goriildiigi gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.

Eger k=3 ise 3.2. boliimdeki Teorem 1 i¢in verilen Sonug’da belirtildigi gibi dizinin

periodu 8 dir.

Eger k >4 ise dizinin ilk k£ tane elemani asagidaki gibidir;
2 k-4
Xog =X, X =V, Xy =Z, X3 =XYZ, X, = (xyz) s X = (xyz)
burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3 < j <k —1 igin x ;= olmak iizere

Xog =X, X, =V, X, =2,X; =€,€,", €

yazilir. Boylece,

k=1 3

) P

i=0

k
_ _ _ n-l
Y = X =Yz=x
i=1

k+1

Xpp = Hx,. =zyz = Xz,

i=2

k+2

X3 =| |xi =2
i=3

k+2

Xiva = I |xi =,
i=4

olur. Burada 4 < j <k i¢in x;, , = e olup ayrica,

k+k

Xoks1 = I |xi =ée,
i=k+1
k+k+1

Xoksa = I |xi =X,
i=k+2
k+k+2

Xoks3 = I |xi =Y,
i=k+3
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k+k+3
Xokea = Hxi =z
i=k+4
olur. x,,,,,%,;,3, X,;,, €lemanlart x,y ve z nin degerlerine bagh ¢iktif1 icin dizi

2k +2 inci elemanla basa doner yani, x, =x,,,,,X, = X, ,5,X, = X,;,4, -+ olur. Boylece

P, (Gn 3 X, y,z) =2k + 2 oldugu goriiliir (Karaduman ve Deveci 2009).

Iki gerenli durumda, »>2 igin (n,2,2)5 (2,n,2); D, olup aym1 zamanda bu gruplar
benzer takdimlere sahip olduklar1 i¢cin x,y ve y,x baslangic elemanlarina gore
(n,2,2), (2,n,2) gruplari ile D, dihedral grubundaki k - nacci dizilerinin periodlar1 ayni

olup 2k +2 dir.

Teorem 3: <x,y,z xP=y' =z =xyz = e>, n>2 seklinde takdim edilen

G, = (2,n,2) polyhedral grubu i¢in k - nacci dizisinin periodu 2k + 2 dir.

Ispat: Bu grubun ii¢ gerenli durumunu ele alalim, burada |x| =2,

y|:n, z|:2 dir.

Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,

Xy Vy Zy Xy ZXy XZXy Xy Vy Zye0+ .

Bu diziden goriildiigii gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.

Eger k =3 ise 3.2. boliimdeki Teorem 2 i¢in verilen Sonug’da belirtildigi gibi dizinin

periodu 8 dir.

Eger k >4 ise dizinin ilk &£ tane elemani agagidaki gibidir;
2 2kt
Xg=X,X, =V, X, =2, X3 =XVZ, X, = (xyz) o x, = (xyz)

burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3 < j <k —1 i¢in x; = e olmak lizere

Xog =X, X, =), X, =Z,Xy=¢,€,,¢€
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xk+1 :Hxi =)yz=x,

i=1

k+1
X2 = | Ixi = zx,
i=2
k+2
X3 :=| I X; = XZX,
i=3
k+2

X = Hxi =e,
i=4

olur. Burada 4 < j <k i¢in x,, =e olup ayrica,

olur. x,,,, x,,,,x,,, elemanlar

2k +2 inci elemanla basa doner yani, x, =X,,,, X, = X;,,, X, =X;,5, "

Xoke1 = I |xi =6

Xoksa = I |xi =X,
i=k+2

k+k+2

Xoke3 = I |xi =),
i=k+3

k+k+3

Xoksa = I |xi:Z

i=k+4

X,y ve z nin degerlerine bagh ciktig1 icin dizi

P.(G,;x,y,z)= 2k +2 oldugu goriilir.

Teorem 4: <x,y,z:x2 =y’ =z =xyz=e>, n>2 seklinde takdim edilen
G, = (2,2,11) polyhedral grubundaki k- nacci dizilerinin periodlart i¢in asagidaki

durumlar s6z konusudur:

olur. Boylece
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[k olarak bu grubun <x, yz:x> =y’ = (xy)" = e> , n>2 seklinde takdim edilen 2 -

gerenli durumunu ele alalim. 2-gerenli durumda hem x,y hemde y,x baslangic

elemanlarina gore bu gruptaki k - nacci dizilerinin periodu i¢in asagidaki durumlar s6z

konusudur:

i. P(G;x,y)=PR(G,;»,x)=6.

" k+1
2 ) n=0 mod 4

ii. Q,4(Gn;x,y)=f’3,4(Gn;y,x): n(k+1), n=2mod4
2n(k+1), diger durumlarda

iii. £ > 5 olsun.

1. Eger n’ nin ¢arpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, k- 2] araliginda degil ise

nk+1
2 ) n=0 mod 4

Q(Gﬂ;x,y)=ﬂ(Gn;y,x)= n(k+1), n=2mod 4
2n (k + 1) , diger durumlarda

period asagidaki gibidir;

2. Eger a, n’ nin [3, k— 2] aralifindaki carpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay1 ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i’. Eger je N igin a.3’ ¢[3, k —2] ise period asagidaki gibidir;
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) e

), n=2mod 4
( ( )) , diger durumlarda

P(G,;x,y)=F(G,;,x)=

ii’. Eger 3, [3, k- 2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve j e N icin S = a3’ ise period
asagidaki gibidir;

B{(Gn;x,y):Pk(Gn;y,x): ,B(n(k 1)), n=2mod 4
k+l)), diger durumlarda

R
—_
[\]
S
—~

Simdi grubun <x, yzixP=y'=z"=xyz = e> , n>2 seklinde takdim edilen 3-gerenli
durumunu ele alalim. x,y,z baslangi¢c elemanlar1 i¢in bu gruptaki k- nacci dizisinin

periodu i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur:

PZ(Gn;x,y,z)=6.

k+1
n( 2 ) n=0mod4
ii. P3,4(Gn;x,y,z)= n(k+1), n=2mod 4
2n (k + 1) , diger durumlarda

iii. £ > 35 olsun.
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1. Eger n’ nin ¢arpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, k— 2] araliginda degil ise

period asagidaki gibidir;

B(G;x,y,z)=1 n(k+1),

, k+1
2 ) n=0 mod 4

n=2mod4
2n(k+1), diger durumlarda

2. Eger ¢, n’ nin [3, k- 2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiylik tek tamsayi ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i’.Eger je N igin a.3’ ¢ [3, k — 2] ise period asagidaki gibidir;

Q(Gn;x,y,z)=

(k+1j
aln| — ||,
[ 2 n=0mod 4

a(n(k+1)), n=2mod 4
a(zn(k+1))’ diger durumlarda

ii’. Eger 3, [3, k- 2] aralifindaki en biiyiik tek say1 ve j e N i¢in S = a3’ ise period

asagidaki gibidir;

B(G,;x,p,z)=

n=2mod 4
k+ 1) , diger durumlarda

=)
—_
N
S
—_~

z,x,y baslangi¢ elemanlar1 i¢in ise bu gruptaki k& - nacci dizisinin periodu 2k +2 dir.

Ispat: ilk olarak bu grubun 2 -gerenli durumu igin ispat1 yapalim. Grubun 2 -gerenli

takdimine gore,

x|:2,

y=2,

(xy) =n dir.
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i. Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,

Xog =X X =V, Xy =XV, X3 =YXV, Xy =V, Xg =YX, Xg = X, Xy = )50

Bu diziden goriildiigi gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.

ii. Eger k£ =3 ise asagidaki dizi elde edilir,

x v, x50, 0w = (), (x) = y(w),
0 () y(w) = () y(w) =y,

() » () v = yoyy = x,

y(xv) wx=y(w) x=(mx)",

() =x(x)" = () %,

yx(yx)4 (xy)4 X=yxx=y,

(yx)4 (xy)4 Xy =Xy, .

Simdi yukaridaki 3- nacci dizisinin belli bir kesiti ---, (xy)"x, y, xy, -

yazilirsa asagidaki dizi elde edilir,

(o)
Y,
Xy,

a+2

() 3y = ()" () = ()™,

a+3

oy (x0)™ =y (),
() v () =y = xxy =y,
()" ()™ v =y = yx,

a+3 a+4

y(x9)" x =y (a9) 7 x = ()",

a+4

yyx(yx)a+4 _ x(yx)a+4 _ (xy) X,

yx(yx) ! (xy)a+4 X=)yxx=y,

(yx)a+4 (xy)a+4 Xy =Xy,

formunda
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Buradan 3- nacci dizisinin her sekiz terimde bir ayni formda terimlerin tekrarindan

ibaret oldugunu gortiliir. Boylece 3 - nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:

xo:x:)ﬁ:y’xz:xy, T
4
g = s XKg = Vs X9 = AV, ’
xg =(xp)*x, xo =y, x,0 =29, -
o) 55y 50
Xig =\XV) Xy X7 =V Xig = XY, 000y

4i
Xg; :(xy) Xy Xgin1 = Vs Xgipp = XV, -

Burada dizinin periodunu belirlemek i¢in, v e N i¢in 4i = nv olacak sekilde en kiiciik

i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir. 3 - nacci dizisinin periodu i¢in i dogal

sayisinin durumuna gore agagidaki tic durum s6z konusudur:

Eger n=0mod 4 ise i= % olup, 8i=2n

1’3=(Gn;x,y)=n(k;1

j =2n elde edilir.

Eger n=2mod 4 ise i= g olup, 8i=4n

P =(G,;x,y)=n(k+1)=4n elde edilir.

olur ki,

olur ki,

buradan

buradan

Eger n=1mod4 veya n=3mod4 ise i=n olup, 8 =8n olur ki, buradan

P, =(G,;x,y)=2n(k+1)=8n elde edilir.

k =4 1¢in de benzer ifadeler kullanilarak ispat yapilir.

iii. Eger & >5 ise dizinin ilk &£ +1 tane eleman1 asagidaki gibidir;

X0 =%x =y, % =, x5 =), x =), 5,

olur.

Simdi k- nacci dizisinin belli bir kesiti ---,(xy)”x, v, xy, --- formunda

asagidaki dizi elde edilir,

= (o)

yazilirsa
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2k+1
a
Xoksa = I |xi =(XJ’) X,
i=k+2
2k+2
Xokpos = I |xi =Y,
i=k+3
2k+3
Xoks2i2 = I |xi =Xy,
i=k+4
2k+4
s oy
Xoks243 = X =\XY)
i=k+5
2k+5
_ . Uy
Xoksoed = | Ixi —(xy) >
i=k+6
2k+6
Uy
Xoksoes = | I X; —(Xy) s
i=k+7
3K+
X = X —(x )”k‘3
2k+2+k T i 9% H
i=2k+2

Buradan £ - nacci dizisinin her 2k +2 terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan
ibaret oldugu goriiliir. Boylece & - nacci dizisini asagidaki gibi ifade edebilir:

4
e,

Xy =% 3 = 2,3 =% = (o) 2 = () x = (of

a 2+4i
Xi(ak+2) = (xy) X Xiakeayt = Vs Xigksap2 = XV Xopiaps = (xy) ’

U3

Xi(ok+2)+a = (xy)ul > Yiakra)es = (xy) s Xi2kr2)yek = (xy) "
Burada dizinin periodunu belirlemek icin, ve N i¢in 4i =nv olacak sekilde en kiigiik

i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir.

1. Eger n’ nin carpanlarindan tek tamsayr olanlarin higbiri [3, k—2] araliginda degil

ise, li¢ alt durum ortaya ¢ikar:
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1. Durum: Eger n=0mod4 ve nja,nu, -, nu, , ise i:Z dir. Boylece

i(2k+2)=n(k;1

boler « anlamina gelir.)

j oldugu i¢in P, =(G,; x, y)= n(k ;“lj elde edilir. (Burada nla, n

2. Durum: Eger n=2mod4 ve nla,nu, -, n

u, , 1se i:g dir. Boylece

i(2k +2) = n(k +1) oldugu i¢in P, = (G,; x, y) = n(k +1) elde edilir.

a,n

3. Durum: Eger n=1mod4 veya n=3mod4 ve n U, -, nu, , ise i=n dir.

Boylece i(2k +2)=2n(k +1) oldugu igin P, =(G,; x, y) = 2n(k +1) elde edilir.

2. Eger o, n’ nin [3, k- 2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiylik tek tamsayi ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i’. Eger je N igin a.3/ ¢[3, k —2] ise ti¢ alt durum ortaya gikar:

5 ) ) no.. "
1. Durum: Eger n=0mod4 ve nja,nu,, -, nu, ; ise z=az dir. Bdylece

k ; ID elde edilir.

u, , ise i=a— dir. Boylece
2

i(2k + 2) = a(n(k;— ID oldugu i¢in P, = (Gn; X, y) = a[n(

2. Durum: Eger n=2mod4 ve nla,nju,-,n

i(2k +2)= a(n(k +1)) oldugu igin P, =(G,; x, y) = a(n(k +1)) elde edilir.
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3. Durum: Eger n=1mod 4 veya n=3mod 4 ve nla, nu,, -, nu, , ise i =an dir.

Boylece i(2k +2) = a(2n(k +1)) oldugu icin P, =(G,; x, y) = a(2n(k +1)) elde edilir.

ii’. Eger 3, [3, k— 2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve je N icin B = a3’ ise ii¢ alt

durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: #n=0mod4 ve n

a,nju,, -, nu, 5 1se z:ﬂz dir. Boylece

i(2k+2)= ﬂ(n(%jj oldugu icin P, =(G,; x, y)= ,B(n(k ; ID elde edilir.

2. Durum: n=2mod4 ve mna,nu, -, nu,, ise z=ﬂ5 dir. Boylece

i(2k +2) = B(n(k +1)) oldugu igin P, = (G, ; x, y) = B(n(k +1)) elde edilir.

3. Durum: n=1mod4 veya n=3mod4 ve nla,nu,, -, n

u,, ise i=pn dir.

Boylece i(2k +2)= p(2n(k +1)) oldugu igin P, =(G,; x, y)= B(2n(k +1)) elde edilir.

»,x baslangi¢ elemanlar1 i¢in de, ispat benzer ifadeler kullanilarak yapilir.

Simdi bu grubun 3-gerenli durumu igin ispat1 yapalim, burada |x| =2,

ﬂ:2,4:n

dir.

i. Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xog =V X, =X, X, =Z, X3 =XZ, X, =X, Xg =XV, Xg =V, Xy =X, Xg =Z,°**

Bu diziden goriildigi gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.



56

ii. Eger £ =3 ise 3.2. boliimdeki Teorem 3 i¢in verilen Sonug’da belirtildigi gibi dizinin
periodu asagidaki gibidir,

2n,  n=0mod4
LEN(x,y,Z) ((2’ 29”)) =44n, n=2mod4
8n, diger durumlarda

Eger k =4 ise asagidaki dizi elde edilir,
X, Y, Z,Xyz = e, Xyzxyz = e, yz = X,
ZX =, XZX = X, XZXXZX = XZZX = XZ "X,
2 4 2 4 8
XZXXZXXZ“X = Z" X, ZXXZXXZ XXZ X = Z" X,
2 4.8 7 8
XZXXZ“ XXz XZ°X = Xz' Xz~ = zX,
2 4.8 6 .8 2
XZ"XXZ"XZ XZX = XZ XZ XZX = XZ" XZX = XXZXX = Z,

xz*xzxzxz = xxztxzxz = 2 xx = 2*, 2 xzxzz? = 2wzt = 22,

Z.)CZZ4Z12 = .XZ4212 = .XZlﬁ, s
Simdi yukaridaki 4 - nacci dizisinin belli bir kesiti ---, z%x, zx, z, --- formunda yazilirsa

asagidaki dizi elde edilir,

b 2_b
zxzxzz" =zx"z" =z22" =z,

2
ZXZZbZa+b — xzb+a+b — b+a

b_a+b . 2b
222Xz = zx =y,

b b 2b
27z xz"  zx = xzx,

2 2
2P x 22 pxxzx = xz"x,

xz2b+azxxzxxzb+2x — xz3b+a+4x,

Zxxzxxzb+2xxz3b+a+4x — Z4b+a+8x,

xzxxzh+2xxz3b+a+4xz4h+a+8x — xz4b+a+7xz4b+a+8x =zx=y,
xzh+2xx23h+a+4xz4b+a+8xzx — xz4b+a+6xz4b+a+8xzx — x222XZX — sz =z,

Buradan 4 - nacci dizisinin her on terimde bir ayni1 formda terimlerin tekrarindan ibaret

oldugu goriiliir. Boylece 4 - nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:
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Xg=X, X, =V, X, =Z,X; =€,
_ .8 — oy — - — 4.

Xg=Z X, X, =ZX =Y, X}y =Z, X3 =Z ",
— 2 = = = -8 cee

Xog =Z Xy Xy =ZX =Y, Xpy =Z, X3 =Z 500,

82 _ _ _ 4
Xioi =2 X Xjgipg TZX =V Xjgpun =2 Xjgy3 =2 5

Burada dizinin periodunu belirlemek igin, v,,v, € N igin 8i* =nv, ve 4i = nv, olacak

sekilde en kiiciik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir. 4 - nacci dizisinin

periodu i¢in i dogal sayisinin durumuna gore asagidaki ii¢c durum s6z konusudur:

Eger n=0mod4 ise i= olup, 10i= %n olur ki, buradan

P, =(G,;x,y, Z)Z”(kﬂj >

= —n elde edilir.
2

Eger n=2mod 4 ise i =§ olup, 10i =5n olur ki,  buradan

P, =(G,; x, y,z)=n(k+1)=5n elde edilir.

Eger n=1mod4 veya n=3mod4 ise i=n olup, 10i =10n olur ki, buradan

P, =(G,; x,y,2)=2n(k +1)=10n elde edilir.

iii. Eger & >5 ise dizinin ilk &£ +1 tane eleman1 asagidaki gibidir;

_ _ _ _n _ . 2n _ 2k3
XO—X,Xl—y,Xz—Z,X3—Z,X4—Z ,"',Xk—Z

burada gerekli indirgemeler yapilacak olursa,
Xg =X, X, =V, X, =Z,X;=€,€,-*, €
oldugu goriliir, burada 3< j <k i¢in x; = e dir.

Simdi £ - nacci dizisinin belli bir kesiti ---, z%x, zx, z, --- formunda yazilirsa asagidaki

dizi elde edilir,

2k+1

_ ——
Xokr2 = Hxi =z X,

i=k+2
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2k+2
Xokv2e1 = I | X =2X,
i=k+3

2k+3
Xoks242 = | Ixi =z,
i=k+4

2k+4

_ )
Xoks243 = I |xi =z,
i=k+5

2k+5

— —~C
Xoks2ra = I |xi =z,

i=k+6

2k+6

_ ]
Xoks2es = | I X =z,

i=k+7

3k+1
X = x, =z"
2k+2+k i ’
i=2k+2

Buradan k- nacci dizisinin her 2k +2 terimde bir ayni formda terimlerin tekrarindan

ibaret oldugu goriliir. Boylece & - nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:

2673y
Xog =X, X, =Y, X, =2, X3 =€+, X, =X =e, -,
_ _a _ _ A _ _8it+di
Xik+2) = 2 X Xiopaay1 = 2% Xigsalwa = 2> Xk = 2 5 Xiokso)ea = >
o ul oo o uk_4 oo
Xik2ys =Z 57" Xigeoyer =27 5000

Burada dizinin periodunu belirlemek igin, v,,v, € N igin 4i=nv, ve 8i’ +4i=nv,

olacak sekilde en kiiciik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir.

1. Eger n’ nin ¢arpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, k—2] araliginda degil

ise, ti¢ alt durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: Eger n=0mod4 ve na,n|u1,~--,n|uk_4 ise i:% dir. Boylece

i(2k+2)= n(k i lj oldugu i¢in P, =(G,; x, y, z)= n[k - 1] elde edilir. (Burada n|a ,

n boler a anlamina gelir.)
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2. Durum: Eger n=2mod4 ve n

a,nju,, -, nu, , 1ise z=5 dir. Boylece

i(2k +2) = n(k +1) oldugu i¢in P, =(G,; x, y, z) = n(k +1) elde edilir.

3. Durum: Eger n=1mod4 veya n=3mod4 ve n

a,nju,, -, nu, , ise i=n dir.

Boylece i(2k +2)=2n(k +1) oldugu igin P, = (G,; x, v, z) = 2n(k +1) elde edilir.

2. Eger ¢, n’ nin [3, k- 2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiylik tek tamsayi ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i’. Eger je N icgin a.3’ ¢ [3, k— 2] ise li¢ alt durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: Eger n=0mod4 ve nja,n

u,--,nu,, 1se i=a— dir. Boylece
4

i(2k +2)= a(n(k 2* ID oldugu igin P, =(G,; x, y, z) = O{n(k 2+ ljj elde edilir.

2. Durum: Eger n=2mod4 ve n

a,nu,,--,nu, , ise i=q— dir. Boylece
1 k-4 2

i(2k +2) = a(n(k +1)) oldugu i¢in P, =(G,; x, y, z) = a(n(k +1)) elde edilir.

3. Durum: Eger n=1mod 4 veya n=3mod4 ve n

a,nju,, -, nu, , ise i=an dir.
Boylece i(2k+2)=a(2n(k+1)) oldugu igin P, =(G,; x, y, z)=a(2n(k+1)) elde

edilir.

ii’. Eger S, [3, k- 2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve je N igin B = a3’ ise iig alt

durum ortaya ¢ikar:
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1. Durum: »n=0mod4 ve nla,n

Uy, ,nu,, 1Iise 1= 2 dir. Bodylece

i(2k+2)= ﬁ(n(%)j oldugu i¢in P, = (G,; x, y, z) = ﬂ(n[k 2+1D elde edilir.

2. Durum: n=2mod4 ve nla nu,--, nu,, ise i=,6’§ dir. Bdylece

i(2k +2) = B(n(k +1)) oldugu igin P, =(G,; x, v, z) = B(n(k +1)) elde edilir.

3. Durum: n=1mod4 veya n=3mod4 ve n

a,nju,, -, nu, , ise i=pPn dir.
Boylece i(2k + 2) = ,B(Zn(k + 1)) oldugu icin P, = (Gn; X, Y, z) = ,6’(2n(k + 1)) elde

edilir.

2. Yol: G, yi 2n elemana sahip D, dihedral grubu olarak diisiinelim. D, , n elemanh

diizgiin ¢cokgeninin (polygonun) simetrilerilerinden olusup, grup,

e [cos(27z/n) —sin(27r/n)} v b::[l oj @

sin(27/n)  cos(27/n) 0 -1
gerenleri ile takdim edilebir. Bundan dolay1 3-gerenli durumda grubun geren elemanlari
matrisler yardimiyla asagidaki gibi ifade edebilir,

_(005(272'/11) —sin(zﬂ/n)}y{l o) v x_[ cos(27/n) —sin(27f/n))

| sin(27z/n)  cos(27/n) 0 -1 |\ -sin(27z/n) —cos(27/n)

i. Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
cos(4z/n) —sin(4z/n)) ~
—sin(47/n) —cos(47/n) e AES

_( cos(2z/n)  sin(27/n)

| =sin(27z/n) cos(27z/n)

Xo =V, X =X, X, =2, x3=(

}:xy,xﬁzy,%:x,xg:z,---.

Bu diziden goriildiigii gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.
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ii. Eger k =4 ise asagidaki dizi elde edilir,

x,y,z,xyZ:[l oj:e,(xyz)zz(l OJ:e,(cos(%z/n) —sin(27z/n))J:x’

0 1 0 1 —sin(27z/n) —cos(27/n

1 0 jz ( cos(27/n) sin(27r/n)j _y ( cos(47/n) sin(47r/n)J _ o
0 -1) “’\-sin(27z/n) cos(27z/n) "\ —sin(4x/n) cos(47/n)
cos(67/n)  sin(67/n) j=24x (cos(l47r/n) sin (147/n) J=28x

) b b

sin(67/n) —cos(67/n sin(147z/n) —cos(147/n)

| sz ’[Cos(gﬂ/n) —sin(Zﬂ/n)jZZ’ (cos(Sﬂ/n) —sin(Sﬂ/n)J=Z4’

0 -1 sin(27z/n)  cos(27/n) sin(87z/n)  cos(87/n)

cos(247/n) —sin(247z/n)J:Zn(cos(34n/n) —sin(347z/n)] 16

sin(247z/n)  cos(247x/n) -

—sin(34z/n) —cos(34z/n)

RN

Simdi yukaridaki 4 - nacci dizisinin belli bir kesiti -+, z'x, zx, z, --- formunda yazilirsa

asagidaki dizi elde edilir,
T _ & _t+e 2647 _ e+2 . _—(e+2) 3e+r+4  _ _—(3e+7+4) _4e+7+8 _

Z X, ZX=V,2,Z ,Z  ,XZ7 Y, XZX =Xy, Xz X=2Z , Xz X=z , Z X, ZX =Y, Z, e,
Buradan 4 - nacci dizisinin her on terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan ibaret
oldugu goriiliir. Boylece 4 - nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:

Xog =X, X, =V, X, =2Z,X; =€,

8 4
Xog=Z X, X, =ZX =V, X, =Z, X3 =2,
_ 3 o — _ _ 8
Xpg =Z Xy Xy ZZX =Y, Xy =Z, X3 =Z 507,

__8i? _ _ _ 4
X =2 X Xjgipn TZX = Vs Xjgpun =25 Xjg3 =2 5

cos8i’(27z/n) —sin8i’ (27r/n)j

sin8i® (27z/n)  cos8i®(27z/n) v

Burada 2 =£

o [cosdi(2z/n) —sindi(27z/n) L : : .

=l ] olup, dizinin periodunu belirlemek igin,
sin4i(27/n)  cos4i(27/n)

v,v, e N igin 8i*>=nv, ve 4i=nv, olacak sekilde en kiigiik i dogal sayisinin

belirlenmesi gerekmektedir. 4- nacci dizisinin periodu i¢in i dogal sayisinin durumuna

gore asagidaki li¢ durum s6z konusudur:
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o . . n .. 82 1 O 4i 1 O o
Eger n=0mod4 ise ZZZ icin, z' = ve z'= : olur. Bdylece

10i =%n oldugu i¢in P, = (G,; x, , z) = n(kglj %n elde edilir.

- . . n .. 82 1 O 4i 1 O .
Eger n=2mod4 ise z=5 i¢in, z°' = 0 1 and z" = - olur. Boylece

10i = 57 oldugu icin P, =(G,; x, y, z)= n(k +1)=5n elde edilir.

2 1 0 (10
Eger n=1mod 4 veya n=3mod4 ise i=n igin, z" :[0 lj and 24’:( j

olur. Boylece 10i =10n oldugu i¢in P, = (Gn; x,y,z) = 2n(k + 1) =10n elde edilir.

k =3 icin de benzer ifadeler kullanilarak ispat yapilir.

Eger k > 5 ise dizinin ilk k£ +1 tane eleman1 asagidaki gibidir;

_ _ _ _n _ 2n _ 2673y
Xg=X,X, =V, X, =2, X3 =2 , X, =2, X, =Z
burada gerekli indirgemeler yapilirsa,
Xg=X, X, =V, X, =2Z,X;=€,€,", €

oldugu goriiliir, burada 3< j <k i¢in x; = e dir.

Simdi k- nacci dizisinin belli bir kesiti ---, z'x, zx, z, --- formunda yazilirsa agsagidaki

dizi elde edilir,

2k+1
_ 7
KXok = | I X; =2 X,
i=k+2

2k+2

Xokeoel = I | X, =Zx =Y,

i=k+3

2k+3

Xoks242 = | Ixi =z,

i=k+4
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2k+d
Xoks243 = | I X, =z,
i=k+5

2k+5
Xokio4a = I |xi =z,
i=k+6

2k+6

— 1
Xoksres = | I X =Z

i=k+7

3k+1

— — U4
Xoksrek = X, =z,
i=2k+2

Buradan £ - nacci dizisinin her 2k +2 terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan
ibaret oldugu goriiliir. Boylece & - nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:
2/;*3’[
Xg =X, X, =V, Xy =Z, X3 =€, X, =2 " =e,-,
_ T _ _ _ A _ _8i%+4i
Xiaks2) =2 % Xikaap = 25 Xk = %5 Xiks2)s =2 5 Xiaks2pa = 2 )
= U ce = U—a ce
Xik+2)s =Z 570 Xiogeapk =2 570

Burada dizinin periodunu belirlemek igin, v, v, € N igin 4i = nv, ve 8i +4i = nv,

olacak sekilde en kiiciik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir.

1. Eger n’ nin carpanlarindan tek tamsayi olanlarin higbiri [3, k—2] araliginda degil

ise, ti¢ alt durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: Eger n=0mod 4 ve n|r, n|u1,---,n

w, , ise i=2 icin z¥ Lo ve
= — z =
k—4 4 ¢ 0 1

2 (10
PA [0 J dir. Boylece i(2k +2)= n(%) oldugu igin

P = (Gn; X, ¥, z) = n(k il lj elde edilir. (Burada n|r, n boler r anlamina gelir.)
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2. Durum: Eger n=2mod 4 ve n

T,nu, -, n

u, , ise i=2 icin 24"—1 0 ve
e ) 0 1

A ((1) (1)} dir. Boylece i(2k +2)=n(k +1) oldugu icin
P, =(G,; x, y, z) = n(k +1) elde edilir.

3. Durum: Eger n=1mod 4 veya n=3mod4 ve n

T, n|u,, -+, nlu,_, ise i=n igin

4i 10 8i+4i 10 . s . o . .
z" = 0 1 and z = 0 1 dir. Boylece z(2k+2):2n(k+l) oldugu icin

P, =(G,; x, y,z)=2n(k+1) elde edilir.

2. Eger o, n’ nin [3, k- 2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay1 ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i’. Eger je N igin a.3/ ¢[3, k —2] ise ti¢ alt durum ortaya gikar:

1. Durum: Eger n=0mod 4 ve n

5 1 0
281 +4i — dir.
0 1

Boylece i(2k + 2) = a(n(k;— ID oldugu i¢in P, = (Gn; X, y, z) = a[n[k;_lj] elde

edilir.

T,n

. . n .. 4i 1 0
Uy ey BU,_4 1S€ l—az 1gm z = 0 ve
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2. Durum: Eger n=2mod 4 ve n

T,nlu, -, n

. n.. 4 (1O
u 1ISC 1=0— 1¢1In z = Ve
ks ;¢ 0 1

A ((1) (1)} dir.  Boylece i(2k +2) = a(n(k +1)) oldugu igin
P, =(G,;x, y,z)= a(n(k +1)) elde edilir.

3. Durum: Eger n=1mod 4 veya n=3mod 4 ve n

T, nlu,, -+, nlu, , ise i =an igin

Z4i:((l) (l)j ve zsf'z*‘”z[(l) (1)) dir. Boylece i(2k+2)=a(2n(k+1)) oldugu igin

P, =(G,; x, v, z) = a(2n(k +1)) elde edilir.

ii’. Eger S, [3, k- 2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve je N i¢in £ =a3’ ise iig alt

durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: »=0mod4 ve n|r,n

ul’--.’n

. 1 0
u, , ise izﬁg i¢cin z4’=( ] ve

0 1
o (10
2 +4f:[0 J dir.  Boylece i(2k+2)=ﬁ(n(%jj oldugu  icin

P.=(G,;x p,z2)= ﬂ(n(k 2“)) elde edilir.

2. Durum: n=2mod4 ve n

T,n|u, N

. n .. 4 (1O
u,_, ise l=ﬁ5 igin z" = 0 1 ve

2 = [(1) (1)] dir.  Boylece  i(2k+2)=p(n(k+1))  oldugu igin

P, =(G,; x, y, z) = B(n(k +1)) elde edilir.
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3. Durum: n=1mod4 veya n=3mod4 ve n

T,nlu, -+, nu, , 1se i=fn icin

¥ = ((1) (I)J and Z+ =[(1) (I)J dir. Béylece i(2k+2)= p(2n(k+1)) oldugu igin

P, =(G,; x, v, z)= p(2n(k +1)) elde edilir (Karaduman ve Deveci 2009).

2-gerenli durum i¢inde benzer ifadeler kullanilarak ispat yapilir.

z,x,y baslangic elemanlar1 i¢in ise bu gruptaki k- nacci dizisinin periodunun

P, (Gn 32, X, y) =2k +2 oldugunu ispatlayalim.

Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
Zaxayaxyayxyayayx =Z,X, y *

Bu diziden goriildiigii gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.

Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,
Z,X, Yy ZXY =€, XY, VXV, Vs €, VX = Z, X, Yy tee.

Ayni sekilde bu diziden de 3 - nacci dizisinin periodunun 8 oldugu goriliir.

Eger k >4 ise dizinin ilk & tane eleman1 asagidaki gibidir;

2 k4
Xg=Z, X =X, X =Y, X3 =2ZX), X, = (ny) e, X = (ny)

burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3< j <k -1 i¢in x; = e olmak iizere
Xg=2Z,X =X, X, =V, X;=€,€,-, €

yazilir. Boylece,

Xin1 :H'xi =Xy,

i=1
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k+1

Xp2 = Hxi =Xy,

i=2

k+2

Xi+3 :Hxi =),
i=3

k+2

Xpra = Hxi =e,
i=4

olur. Burada 4 < j <k igin x,, = e olup ayrica,

k+k

Xoks1 = I |xi =ée,

i=k+1

k+k+1

Xoke2 = I | X =2,

i=k+2

k+k+2
Xoke3 = | I X =X,
i=k+3

k+k+3

Xokss = I | X, =Yy
i=k+4

olur. x,,,,,x,,,5,%,,,, clemanlart z,x ve y nin degerlerine bagh ¢iktig1 i¢in dizi
2k +2 inci elemanla basa doner yani, x, =X,,,,, X, = X5, X, = X,,,4, - olur. Boylece

B.(G,;z,x,y)=2k+2 oldugu goriiliir.

4.3. £(2,2,2), E(p,2,2), E(2,9,2) ve E(2,2,r) Genisletilmis Triangle Gruplari

Teorem 1: <x,y,z X' =)=z = (xy)2 = (yz)2 = (zx)2 = e> seklinde takdim edilen

E2=E(2,2,2) genisletilmis triangle grubundaki k- nacci dizilerinin periodlari i¢in

asagidaki durumlar s6z konusudur:

i. Eger k=2 ise bu gruptaki 2- nacci dizilerinin her biri basit periodik olmayip

periodiktir ve her bir 2 - nacci dizisinin periodu 3 tiir.
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ii. Eger k> 2 ise Pk(Ez;x, v, z)=k+1 dir.

Ispat: Bu grupta |x|=2, | =2,

z|:2, Xy = yx, xz = zx, yz = zy dir.

i. Grup 3 gerenli oldugu icin k - nacci dizilerinin baslangi¢ terimleri 3!=6 farkli sekilde

secebilir, yani 6 farkli & - nacci dizisi elde edilebilir. Bu grup i¢in olusacak 6 farkli 2 -

nacci dizisi agsagidaki gibi ifade edebilir:

Xg =X, X, =V, X, =2, X, = Y2, X, = Yy Xs =2, Xg = VZ, X; = P, Xg = Z, ++
Xo =X X =2, %) =V, X3 =2V, Xy =2, X5 =V, Xg =2V, Xq =Z, Xg = Y, 0"
xozy,xl:X,X2=Z,X3=XZ,X4=X,X5=Z,X6=XZ,X7=X,.x8:
x0=y,x1=Z,x2=x,x3=Zx,x4=Z,x5=x,x6=Zx,x7=Z,x8=x,'--

Xg=Z, X =X, X, =Y, X3 =XV, X, =X, Xg =V, Xg =XV, X; =

Xg=Z, X =V, X, =X, X3 =YX, X, = P, Xg =X, Xg = VX, X3 =), Xg =X, +**

Dikkat edilirse bu 2 - nacci dizilerinin hi¢ birisi basit periodik degildir. Bu

dizileri periodik olup herbirisi i¢in period 3 tiir.

ii. Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xy Yy Zy XVZy Xy Vy Zy w0

Bu diziden goriildiigii gibi 3 - nacci dizisinin periodu 4 tiir.

Eger k >4 ise dizinin ilk & tane eleman1 asagidaki gibidir,

2
Xg =x,X =X, =20 =0z, x, = (wz) o x = (z)

burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 4 < j <k —1 i¢in x; = e olmak lizere

Xog =X, X, =Y, X, =Z, X =XYZ, X, =¢€,€,""*, €

yazilir. Boylece,

k-1 =
X, = Hxl. = (xyz) =e,
i=0

2 - nacci
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k
X1 = Hxi =X,
i=1

k+1

Xer2 = Hxi =Y,
i=2

k+2

Xes3 =th =2z,
i=3
X;.1> Xpu0s X3 €lemanlart x, y ve z nin degerlerine bagli ¢iktig: i¢in dizi k£ +1 inci

elemanla basa doner yani, x,=x,,X =X.,,,X,=xX,,,--- olur. Bdylece

B.(G,;x,y,z)=k+1 oldugu goriiliir.

2. Yol: x,y,z sirasiyla (1,0,0), (0,1,0) ve (0, 0,1) olmak {izere £, grubu
Z,®Z,® Z, seklinde ifade edilebildigi i¢in bu teoremin ispat1 4.2. boliimdeki Teorem

1’ in ispatina benzer olarak yapilir (Karaduman ve Deveci 2009).

Teorem 2: <x,y,z X =y =2 = (xy)2 = (yz)2 =(zx) = e>, r>2 seklinde takdim

edilen E, = E(2,2,r) genisletilmis triangle grubundaki i¢in k- nacci dizilerinin

periodlari i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur:

i. Eger k=2 ise bu gruptaki 2- nacci dizilerinin her biri basit periodik olmayip

periodiktir ve her bir 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.

k+1
r( 2 ) r=0mod4
ii. B"S(Er;x,y,z): r(k+1), r=2mod4
2r(k+1), diger durumlarda

iii. £ > 6 olsun.
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1. Eger »’ nin carpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, k— 3] araliginda degil ise

. k+1
2 ) r=0mod 4

P(E;x,y,z)=4 r(k+1),  r=2mod4
2r(k+1), diger durumlarda

period asagidaki gibidir,

2. Eger o, r’ nin [3, k —3] araligindaki carpanlarindan olan en biiyiik tek tamsayi ise

asagidaki iki durum meydana gelir:

i’.Eger je N igin .3’ ¢ [3, k — 3] ise period agagidaki gibidir,

(k+1j
alr ,
[ 2 r=0mod 4

BC(E,;X,)/,Z): (Z(}’(k+1)), r=2mod 4
a(zr(k+1)), diger durumlarda

ii’. Eger £, [3, k— 3] arahigindaki en biiyiik tek say1 ve je N icin 8 =a3’ ise period

E( R

Pk(Er;x,y,z) ), r=2mod 4
( ( )), diger durumlarda

asagidaki gibidir,

=y dir.

y=2,

z|=2,

=2, yz| =2,

Ispat: Bu grupta |x| =2,
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i. Grup 3 gerenli oldugu icin & - nacci dizilerinin baslangi¢ terimleri 3!=6 farkli sekilde
secebilir, yani 6 farkli & - nacci dizisi elde edilir. Bu grup icin olusacak 6 farkli 2 - nacci
dizisi agagidaki gibi ifade edebilir:
Xog =X, X, =V, Xy =2, X3 = VZ, X, =ZVZ, Xs =2, Xg =ZV, X7 = V, Xg = Z,
Xo =X, Xy =2, X =V, X3 =2V, Xy = VZY, Xs =V, Xg = VZ, X7 = Z, X3 = ), "+,
Xog =V, X, =X,X, =2, Xy =XZ, X, = ZXZ, Xg = Z, Xg = ZX, X7 =X, Xg = Z, """,
Xg =V, X, =2Z,X, =X, X3 = ZX, X, = XZX, Xg = X, Xy = XZ, X; = Z, Xg = X, "
Xog=Z, X, =X, Xy =V, X3 =XV, Xy =YXV, Xs =V, Xg = VX, X7 =X, Xg =V, ",
Xog=Z,X, =V, Xy =X, X3 =YX, X; =XPX, Xsg =X, Xg =XV, X; = P, Xg =X, -+
Dikkat edilirse bu 2 - nacci dizilerinin hig¢ birisi basit periodik degildir. Bu 2 - nacci

dizileri periodik olup herbirisi i¢in period 6 dir.

ii. Eger k =4 ise asagidaki dizi elde edilir,
X, Y, Zy XVZ, XVZXYZ = (xz)2 , yzxyz(xz)2 = z(xz)3 ,
zXyz (xz)2 z(xz)3 = ZXYZZIXZ = ZXYXZ = ),

2 3 2 3
xyz(xz) z(xz) y = xyzzxzy = xyxzy = yzy = z,(xz) z(xz) yz = zxzyz = zxy,
z(xz)3 yzzxy = z(xz)3 Xy = z(xz)3 X= (zx)4 , yzzxy(zx)4 = yxy(zx)4 = x(zx)4 ,

4 4 4 4

zzxy(zx) x(zx) =xyx=y, zxy(zx) x(zx) y=zxmy =z,
(zx)4 x(zx)4 yz = Xxyz, x(zx)4 yzxyz = x(zx)4 zxz = (xz)6 ,
yzxyz(xz)6 =zxz (xz)6 = z(xz)7 , zxyz(xz)6 z(xz)7 = ZXYZZXZ = ZXYXZ = ZVZ = ),
xyz(xz)6 z(xz)7 Y = XyzZXZ = XyXzy = yzy = Z, (xz)6 z(xz)7 Yz =zXZyzZ = ZXY,
z(xz)7 yzzxy = z(xz)7 yxy = z(xz)7 x= (zx)8 Lo
Simdi yukaridaki 4- nacci dizisinin belli bir kesiti ---,x (zx)’, y, z, -+ formunda
yazilirsa asagidaki dizi elde edilir,
x(2x)",

Vs
Z,

xyz,
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x(zx)a yzxyz = x(zx)a Xz = (xz)a+2 ,
yzxyz(zx)a+2 = zxz(zx)a+2 = z(xz)a+3 ,

a+2 a+3
ZXDKZ(Z]i) Z(JKZ) = ZXYZZIXZ = ZXYXZ =ZYZ =),

a+2 a+3
xXyz (XZ ) z (XZ ) Y =XyzzXzy = XyxXzy = yzy = Z,

(xz)a+2 Z()CZ)a+3 VZ = zXzyzZ = zX),

a+3 a+4

z(xz)a+3 yzzxy = z(xz)a+3 yxy=z(xz) x=(zx),---.
Buradan 4 - nacci dizisinin her on terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan ibaret
oldugu goriiliir. Boylece 4 - nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:

Xg=X,X, =Y, Xy =2, X3 =XYZ, "+,

X0 = x(zx)4, Xy =V, Xy =2, X3 = XYz, 0,

Xy = x(zx)s, Xy = Vs Xgp = Z, X3 = XYZ, 00,

Xioi = x(zx)4i, Xioiv1 = Vs Xigivz = 25 Xygiuz = XVZ 5 7
Burada dizinin periodunu belirlemek i¢in, v e N icin 4i = rv olacak sekilde en kiigiik i
dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir. 4 - nacci dizisinin periodu i¢in i dogal

sayisinin durumuna gore asagidaki tic durum s6z konusudur:

Eger r=0mod4 ise i=

olup, 10i = % r olur ki, buradan

P, = (E,.; X, V, z): r(kglj zgr elde edilir.

Eger r=2mod 4 ise i= g olup, 10i =57 olur ki,  buradan

P, = (Er; X, ¥, z) = r(k + 1) = 5r elde edilir.

Eger r=1mod4 veya r=3mod4 ise i=r olup, 10i =10 olur ki, buradan

P, =(E.;x,y,z)=2r(k+1)=10r elde edilir.
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Eger k =5 ise ispat yukaridaki ispata benzer sekilde yapilir.

iii. Eger k£ > 6 ise dizinin ilk £ +1 tane eleman1 agsagidaki gibidir,

Xog =X, X, =V, Xy =2Z,X3 =XVZ, X, = (xz)z, X, = (xz)zki3

Simdi k- nacci dizisinin belli bir kesiti --~,x(zx)”, v, z,--- formunda yazilirsa

asagidaki dizi elde edilir,

k+1 k+2 k+3 k+4 4
Xip2 = I |xi =V Xppon = I |xi =Z, Xjy242 = | Ixi =ZXY 5 Xjyne3 = | Ixi :(Zx) )
i=2 i=3 i—4 i=5
k+5 k+6

12 u
Xiyora = Hxi =(Zx) > Xprops = Hxi = (Zx) SEREEN
i=6 i=7
2k 2k+1
Uy a
Xr24k-1 = Hxi :(xz) N Xk = Hxi = x(zx) >t
i=2+k-1 i=2+k
Buradan £ - nacci dizisinin her 2k +2 terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan
ibaret oldugu goriliir. Boylece k - nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:

2 k=3
Xog =X, X, =), Xy, =Z, X3 =XYZ, X, =(XZ) bttty Xy =(xz) RN

Xitk2) = Vo Xiks2yt = 25 Xi(kaaa = ZXVs Xi(paaps = (ZX)M, Xik+2)ra = (Zx)m Xik+2)rs = (Zx)u'
s X2 ko1 = (xz)uH > Xi(kr2)k = x(zx)a

burada pe N in u,, -+, u,,a=4p dir.

Burada dizinin periodunu belirlemek i¢in, v,, v, € N i¢in 4i =rv, ve 12i =rv, olacak

sekilde en kii¢iik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir.

1. Eger r’ nin ¢arpanlarindan tek tamsay1 olanlarin hicbiri [3, k — 3] araliginda degil ise,

ti¢ alt durum ortaya cikar:

1. Durum: Eger r=0mod4 ve r|u1,---,r

. . ;
u, s,rja 1se i=— dir. Boylece
4

i(2k +2)= r(k ; lj oldugu icin P, =(E ; x, y, z) = r[k ; 1] elde edilir (Burada {u,,

r boler u, anlamina gelir.)
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2. Durum: Eger r=2mod4 ve r|u1,---,r

. L .
u, s,rja 1se i=— dir. Bdylece
2

i(2k +2) = r(k+1) oldugu icin P, =(E,; x, y, z) = r(k +1) elde edilir.

3. Durum: Eger r =1mod 4 veya »r=3mod4 ve r|u1,---,r a ise i=r dir.

U, 5,7

Boylece i(2k +2)=2r(k +1) oldugu i¢in P, =(E,; x, y, z) = 2r(k +1) elde edilir.

2. Eger a, r’ nin [3, k —3] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsayi ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i’. Eger je N icgin a.3’ ¢ [3, k— 3] ise li¢ alt durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: Eger r=0mod4 ve r|u1,---,r

. : roo. )
u, s,rja ise i=a— dir. Boylece
4

i(2k + 2) = a(r(k; ID oldugu i¢in P, = (Er; X, Y, z) = a[r(k; ID elde edilir.

2. Durum: Eger r=2mod4 ve r|u1,---,ruk75,r

a ise i:ag dir. Bdylece

i(2k+2)=a(r(k+1)) oldugu igin P, = (E,; x, v, z) = a(r(k +1)) elde edilir.

3. Durum: Eger » =1mod 4 veya r =3 mod 4 ve r|u1,---,r a ise i =qr dir.

Uy 5, T

Boylece i(2k +2) = a(2r(k +1)) oldugu i¢in P, = (E,; x, y, z) = a(2r(k +1)) elde edilir.

ii’. Eger S, [3, k- 3] araligindaki en biiyiik tek say1 ve je N igin f=a3’ ise iig alt

durum ortaya ¢ikar:
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1. Durum: Eger r=0mod4 ve r|u1,---,r

u, s,rla ise i= ﬂ% dir. Boylece

i(2k+2)= 0{1{%)} oldugu i¢in P, =(E,; x, y, z) = O{r(k; ID elde edilir.

2. Durum: Eger r=2mod4 ve r|u1,--~,r

u, s, rja ise i= ﬂ% dir. Bdylece

i(2k +2) = B(r(k +1)) oldugu igin P, =(E,; x, y, z) = B(r(k +1)) elde edilir.

3. Durum: Eger » =1mod 4 veya r =3 mod 4 ve r|u1,---,r

u, s,rla ise i = fr dir.

Boylece i(2k +2) = p(2r(k +1)) oldugu icin P, =(E,; x, y, z) = B(2r(k +1)) elde edilir.

Yukaridaki kurallar E(p,2,2) ve E(2,q,2) genisletilmis triangle gruplar icinde aynen

gecerli olup ispatlarida yukaridaki ispata benzer olarak yapilir.

2.Yol: y eleman:1 2. mertebeden olup x ve z ile degismeli oldugu i¢in £, grubu
E =Z,® D, seklinde ifade edilebilir. a, (2) ifadesinde gosterilen a ve b tarafindan

gerilmis dihedral gruptaki 2x 2 tipinde bir matris olmak tizere, bu grup,

1 0
0 a
seklindeki matrisler yardimiyla, matrislerin bir grubu olarak ifade edilebilir. Burada,

0 100

1 0
x=|0 cos(z%) —sin(z%) , =0 1 0|vez=
0 —sin(z%) —cos(z%) 0 0

Gruplarin direkt c¢arpiminin bir Fibonacci dizisinin periodu her bir carpandaki

0
0

S O
oS = O

-1

periodlarin en kiiciik ortak kati oldugundan bu teoremin ispati 4.2. boliimdeki

Teorem 4’ in ispatina benzer sekilde yapilir (Karaduman ve Deveci 2009).
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4.4.(2,2,2),(n,2,2),(2,n,2) ve (2,2,n) Binary Polyhedral Gruplar

Teorem 1: <x, yz:x'=y'=z"= xyz> seklinde takdim edilen G, =(2,2,2) binary

polyhedral grubu icin £ - nacci dizisinin periodu asagidaki gibidir,

3, k=2

PIC(GZD-xay’Z):{zk_i_z k>3

(Deveci et al. to appear).

Ispat: ilk olarak bu grubun iki gerenli durumunu ele alalim. Bu grup iki gerenli

durumda <x, yixi=y' = (xy)2> seklinde takdim edilir ve burada |x| =4, y| =4 dir.

Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xy Yy XYy VXY =X, XYX = P, XV, =+

Bu diziden goriildiigii gibi 2 - nacci dizisinin periodu 3 tiir.

Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,

X, YV, XY, (Xy)2 =X2,X31X2y71 =V X3y71 =XY,€, X, YV, .

Ayni sekilde bu diziden de 3 - nacci dizisinin periodunun 8 oldugu goriliir.

Eger k >4 ise dizinin ilk & tane eleman1 asagidaki gibidir;
2 4 k=3
X=X X =V X =X, X3 =Y L, X =Y X5 =Y
burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 4 < j <k -1 i¢in x, = e olmak tizere

—_— —_— —_— —_— 2 —_—
Xg=X, X =V, X =X), X, =), X, =e,e,-,e

yazilir. Boylece,
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k+2

X+3 =H‘xi =Xy,

i=3

k+3

xk+4=| |xi=e’
i—4

k+k

Xivksl = I | X, =e,

i=k+1

k+k+1
xk+k+2 = I | xi =X,
i=k+2

k+k+2

Xprke3 = | I X=X,
i=k+3
k+k+3

KXivkrd = I | X; =Xy
i=k+4

olur. Burada 4 < j<k i¢in x,,, =e dir. X,;,,,%,;.5,Xy,4, €lemanlar1 x, y ve xy nin

degerlerine bagli c¢iktig1 icin dizi 2k+2 inci elemanla basa doner yani,

Xo = Xyips Xy = Xppu3, Xy = Xy y,-++ Olur. Bdylece P, (G,;x,y)=2k+2 oldugu goriiliir.

Simdi bu grubun ii¢ gerenli durumunu ele alalim. Bu grup ii¢ gerenli durumda

<x, yzixi=y'=z"= xyz> seklinde takdim edilir ve burada |x| =4, y| =4, z| =4 dir.

Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
X, Vo Z, VZ=X, ZX =Y, XYy =Z, "

Bu diziden goriildiigii gibi 2 - nacci dizisinin periodu 3 tiir.

Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,
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_ 2 3
x:yazaxyZ_Z :yZ :ZyZ:Z,e,xay,Z,“'-

Ayni sekilde bu diziden de 3 - nacci dizisinin periodunun 8 oldugu goriliir.

Eger k >4 ise dizinin ilk & tane eleman1 asagidaki gibidir;
Xy =X X, =YX, =26 =2, =2 X, =2
burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 4< j <k -1 i¢in x, = e olmak lizere

2
Xg =X, X =V, X, =2Z,X, =2 ,X,=6€,€,,e

yazilir. Boylece,

k

_ 3

X1 _H‘xi =Yz,
i=1

k+1

Xev2 = I |xi =2yz,
i=2

k+2

xk+3=| |xi=Z’
i=3

k+3

— — —
Xpis —Hxi =yzzyzz=e

i=4

k+k
— I | — 13 —
xk+k+1 - xi =)z zyzz = ¢,
i=k+1
k+k+1
— I | — 2 _ 2 _
xk+k+2 - xi =zZyz =Xyyz =X,
i=k+2
k+k+2
xk+k+3 = I | xi =zx=),
i=k+3
k+k+3
Xerkra = | I X=Xy =2
i=k+4

olur. Burada 4 < j<k i¢in x,,; =e dir. X, ,,Xy 3,%y,,, clemanlart x,y ve z nin

degerlerine bagli c¢iktig1 icin dizi 2k+2 inci elemanla basa doner yani,

Xo = Xyips Xy = Xpp3, Xy = Xy g, Olur. Bdylece P, (G,;x,y,z) =2k +2 oldugu goriiliir.
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Teorem 2: <x, yzix'=yr=2"= xyz>, n>2 seklinde takdim edilen G, = <n,2, 2>
binary polyhedral grubu i¢in k- nacci dizisinin periodu 2k +2 dir (Deveci et al. to

appear).

Ispat: ilk olarak bu grubun iki gerenli durumunu ele alalim. Bu grup iki gerenli

durumda <x, yix"=y>= (xy)2> seklinde takdim edilir ve burada |x|=2n, |y|=4 dir.

Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,

X, 1, %9, 50, X"y, y2xyt x, p, e

Bu diziden goriildiigii gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.

Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,

X, y,x0, ¥,y xy=x", "X’ y,xp,e,x, y, -

Ayni sekilde bu diziden de 3 - nacci dizisinin periodunun 8 oldugu goriiliir.

Eger k >4 ise dizinin ilk & tane elemani agagidaki gibidir;

_ _ _ _ 2 2/(—3
Xo =X X =V, Xy =X, X3 =) 5005 Y

burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 4< j <k -1 i¢in x, = e olmak lizere
2
Xog =X, X =V, X, =XV, X; =), X, =e,e,,e

yazilir. Boylece,
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k+k

Xrksl = I | X, =e,

i=k+1

k+k+1

Xivke2 = I | X =X,

i=k+2

k+k+2

Xivkes = | I X =Y,

i=k+3
k+k+3
Xirkrs = H X, =Xy
i=k+4
olur. Burada 4 < j <k i¢in x,,, =e dir. X,,,,%),.5,%,,,, clemanlart x, y ve xy nin

degerlerine baghh c¢iktig1 i¢cin dizi 2k+2 inci elemanla basa doner yani,

Xo = Xypans Xy =Xy 035X, =Xy, Olur. Bdylece B, (G,;x,y)=2k+2 oldugu gdriilir.

Simdi bu grubun ii¢ gerenli durumunu ele alalim. Bu grup ii¢ gerenli durumda

(x,y,2:x" =" = 2" = xyz) seklinde takdim edilir ve burada [x|=2n, [y| =4,|z| =4 dir.

Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xy Vs Zy VZyZVZyZy Xy Yyro .

Bu diziden goriildiigii gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.
Eger k =3 ise 3.2. boliimdeki Teorem 1’de belirtildigi gibi dizisinin periodu 8 dir.

Eger k >4 ise dizinin ilk & tane elemani asagidaki gibidir;
_ _ _ _ .2 _ 4 _ o
Xog =X, X, =V, Xy =2,X, =2 ,X, =Z ,*, X, | =Z

burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 4 < j <k -1 i¢in x, = e olmak iizere

2
Xy =X, X, =Y, X, =Z,X, =2 ,X,=¢e,¢e,,¢e
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yazilir Boylece,

k
_ _ 3
X1 _Hxi =)z,
i=1

k+1

Xps2 = I |‘xi =2z,
i=2

k+2

X3 = I | X =2,
i=3

k+3

- —v° -
Xeos = I | X, =yz'zyzz =e,

i=4

k+k

— I | — v —
Xkl = Xy =)z zyzz = e,

i=k+1

k+k+1

— — 2 _ 2 _
KXk = H X, =2z =Xyyz =X,

i=k+2

k+k+2

xk+k+3= I | Xl-=ZX=y,

i=k+3
k+k+3
Xrkra = H Xp=Xy=2z
i=k+4
olur. Burada 4 < j<k i¢in x,, ; =e dir. X, ,,Xy 3,%y,,, clemanlar1 x,y ve z nin

degerlerine baghh c¢iktig1 i¢in dizi 2k+2 inci elemanla basa doner yani,

Xo = Xyips Xy = Xpp3, Xy = Xy g, Olur. Bdylece P, (G,;x,y,z) =2k +2 oldugu goriilir.

Teorem 3: <x, yz:x'=y'=z"= xyz>, n>2 seklinde takdim edilen G, =(2,n,2)
binary polyhedral grubu i¢in k- nacci dizisinin periodu 2k +2 dir (Deveci ef al. to

appear).

Ispat: Bu grubun ii¢ gerenli durumunu ele alalim, burada |x| =4, y| =2n, z| =4 dir.
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Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xy Vs Zy VZy ZVZy Zy Xy Vy Zy 000

Bu diziden goriildiigi gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.
Eger k =3 ise 3.2. boliimdeki Teorem 2’de belirtildigi gibi dizisinin periodu 8 dir.

Eger k >4 ise dizinin ilk &£ tane elemani agagidaki gibidir;
Xg =X, X =V, X, =2,X, =2 ,X, =Z ,**,X;, | =Z
burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 4< j <k -1 i¢in x, = e olmak lizere
2
Xg =X, X =V, X, =Z,X;, =2 ,X,=e,€,,€

yazilir. Boylece,

k
_ .3
X1 _H‘xi =)z,
i1

k+1

Xesa = I |‘xi =2yz,
i=2

k+2

X3 = I | X =2,
i=3

k+3

- —y -
Xeis = | le. =yz'zyzz =e.

i=4

olur. Burada 4 < j <k i¢in x,,, =e olup ayrica,

k+k

— — 13 —
Xerkst = I | X, =)z zyzz=e,

i=k+1

k+k+1

xk+k+2_ I | xi =zZyz =Xyyz =X,

i=k+2

k+k+2

Xivke3 = I | X, =zx=Y,

i=k+3
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k+k+3
xk+k+4 = | I xi =Xy =z
i=k+4

olur. x,,,,,%,,,5,X,,,, €lemanlar1 x,y ve z nin degerlerine bagh ¢iktif1 icin dizi

2k +2 inci elemanla basa doner yani, x, =Xx,,,,,X, = X,;,5,X, = X,;,4, -+ olur. Boylece

B.(G,;x,y,z) =2k +2 oldugu goriiliir.

Iki gerenli durumda, 7 >2 icin <n,2,2>;<2,n,2> olup aym1 zamanda bu gruplar
benzer takdimlere sahip olduklari i¢in x,y ve y, x baslangi¢ elemanlarina gore <n,2, 2>

ve <2,n,2> gruplarindaki k - nacci dizilerinin periodlar1 ayn1 olup 2k +2 dir.

Teorem 4: <x, yzixt=y'=z"= xyz>, n>2 seklinde takdim edilen G, =(2,2,n)

binary polyhedral grubundaki k - nacci dizilerinin periodlari i¢in asagidaki durumlar s6z

konusudur:

[k olarak bu grubun <x, yzix' =y’ = (xy)n> , n>2 seklinde takdim edilen 2 -gerenli

durumunu ele alalim. 2 -gerenli durumda hem x,y hemde y,x baslangi¢c elemanlarina

gore bu gruptaki k - nacci dizilerinin periodu i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur:

i. Pz(Gn;x,y)=Pz(G ;y,x):6.

n

n(k+1), n ¢ift ise

ii. B, (Gn;xay):133,4(Gn;y’x):{2n(k+1) n tek ise

iii. £ >5 olsun.
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1. Eger n’ nin ¢arpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, k— 2] araliginda degil ise
period asagidaki gibidir;

n(k+1), n cift ise

Pk(Gn;x,y):ﬂ(Gn;yax):{zn(k+1) n tekise’

2. Eger a, n’ nin [3, k— 2] aralifindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i’. Eger je N igin a.3’ ¢[3, k —2] ise period asagidaki gibidir;

a(n(k+1)), n giftise

P(G x,y)=P (G ;y,x)= .
(Gix7)= (G5 7.) {a(2n(k+l)) n tek ise

ii’. Eger /2, [3, k— 2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve j e N i¢cin = a3’ ise period
asagidaki gibidir;

B(G,;x,y)=F(G,;y,x

n

| B(n(k+1)), niftise
)= ﬂ(2n(k+1)) n tek ise

Simdi grubun <x, yzixP =y’ =z"=xyz = e> , n>2 seklinde takdim edilen 3-gerenli
durumunu ele alalim. x,y,z baslangi¢ elemanlar1 i¢in bu gruptaki £ - nacci dizisinin

periodu i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur (Deveci et al. to appear):

i. P(G,;x,9,2)=6.

) n(k+1), niftise
. P ; = '
ii. P, (G,l,x, y,Z) {2n(k+1) n tek ise
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iii. £ >5 olsun.
1. Eger n’ nin ¢arpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, k— 2] araliginda degil ise
period asagidaki gibidir;

Pk(Gn;X,y,z):{”(kH), n cift ise

2n(k+1) n tekise

2. Eger a, n’ nin [3, k— 2] aralifindaki carpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay1 ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i’. Eger je N igin a.3’ ¢[3, k—2] ise period asagidaki gibidir;

a(n(k+1)), n ¢ift ise
a(2n(k+l)) n tek ise

Q(Gn;x,y,z){

ii’. Eger /2, [3, k— 2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve je N i¢cin = a3’ ise period
asagidaki gibidir;

B(n(k+1)), niftise
B(2n(k+1)) ntekise

Pk(Gn;x,y,z)z{

z,x,y baslangi¢ elemanlar1 i¢in ise bu gruptaki k& - nacci dizisinin periodu 2k +2 dir.

Ispat: ilk olarak bu grubun 2 -gerenli durumu igin ispati yapalim. Grubun 2 -gerenli

x|:4,

(xy)‘ =2n dir.

takdimine gore, y| =4,

i. Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xog =X, X, =V, Xy = XY, X3 =YXV, X, =V, Xs =y3x,x6 =X, X =Y,

Bu diziden goriildigi gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.
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ii. Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,
x v, x50, 0= (), (x) = y(w),
() y(w) =() y(w) =y,

() y () vy =y = y'x,

y() yx=y () x=(x)’,

wx () =x () =(w) x,

yx(yx)4 (xy)4 X=yxx =y,

() () v =00,

Simdi yukaridaki 3- nacci dizisinin belli bir kesiti ---,(xy)”x, Vy XY, e+

yazilirsa asagidaki dizi elde edilir,

()" x,
Y,
Xy,

a+2

()" 0y = ()" ()" = ()",
yxy(xy)a+2 _ y(xy)a+3 ,

a+2 a+3
() y(w) =y =y =y,
()" y(w)"™ v =y = px,
y(xy)a+3 yyx _ y(xy)a+3 = (yx)a+4 ’
yyx(yx)a+4 _ x(yx)a+4 _ (xy)a+4 X,
yx(yx)a+4 (xy)a+4 X=pxx =y,

(yx)a+4 (xy)a+4 xy _ Xy, e

formunda

Buradan 3- nacci dizisinin her sekiz terimde bir aym: formda terimlerin tekrarindan

ibaret oldugu goriliir. Boylece 3 - nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:
xO =x’ ‘xl =y’ _x2 =xy’ LR
4
Xg :(xy) X, Xg =)V, X9 =XV,
X6 = (xy)gxa Xig =Y, X3 =X, 0,

4i
Xgi =(xy) X Xgi1 = Vs Xgiug = XV "
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Burada dizinin periodunu belirlemek i¢in, v € N i¢in 4i =2nv olacak sekilde en kiiciik
i dogal sayisininin belirlenmesi gerekmektedir. 3 - nacci dizisinin periodu i¢in i dogal

sayisinin durumuna gore agagidaki tic durum s6z konusudur:
Eger n cift ise i:g olup, 8/ =4n olur ki, buradan P, =(G,;x,y)=n(k+1)=4n elde

edilir.

Eger n tek ise i =n olup, 8i =8n olur ki, buradan P, =(G,;x,y)=2n(k+1)=8n elde

edilir.
k =4 1¢in de benzer ifadeler kullanilarak ispat yapilir.

iii. Eger £ >5 ise dizinin ilk £ +1 tane eleman1 asagidaki gibidir;
X = %% =9, % =, % = (), xy = (0), - x = ()
olur.
Simdi k- nacci dizisinin belli bir kesiti ---,(xy)"x, y, xy,--- formunda yazilirsa

asagidaki dizi elde edilir,

2k+1
a
Xoksa = I |xi =(xy) X,
i=k+2
2k42
Xogpos = I |xi =Y,
i=k+3

2k+3

Xoks212 = I |xi =Xy,

i=k+4

2k+4

Xoks243 = Hxi :(xy)b’

i=k+5

2k+5

— _ Uy
Xokyo4d = | I'xi —(xJ’) >

i=k+6

2k+6

Xok+245 = H X; :(xy)“2 )

i=k+7
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3k+1

_ _ Up-3
Xokyork = I |xi —()W) )
i=2k+2

Buradan & - nacci dizisinin her 2k +2 terimde bir ayni formda terimlerin tekrarindan
ibaret oldugu goriliir. Boylece & - nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:

4
,

Xo =X, X =), Xy =X, X3 = (xy)z, X, =(xy) X, :(xy)zk_z,---,

a 244
Xi(2k+2) = (xy) Xs X2t = Vs Xk = Xs Xapiays = (xy) )

U3

Xi(2k+2)ra = (xy)uI > Xiakra)s = (xy) T Xi2ks2)ek = (xy) T
Burada dizinin periodunu belirlemek i¢in, ve N icin 4i =2nv olacak sekilde en kiiciik

i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir.

1. Eger n’ nin carpanlarindan tek tamsayi olanlarin higbiri [3, k—2] araliginda degil

ise, iki alt durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: Eger n g¢ift ve 2n a,2n|u1,---,2n|uk73 ise i:g dir. Boylece

i(2k+2)=n(k+1) oldugu i¢in P (G, ;x,y)=n(k+1) elde edilir. (Burada 2n| a, 2n

boler a anlamina gelir.)

2. Durum: Eger n tek ve 2n a,2n|u],---,2n|uk_3 ise i=n dir. Boylece

i(2k +2) = 2n(k +1) oldugu igin P,(G,;x,y)=2n(k +1) elde edilir.

2. Eger a, n’ nin [3, k— 2] aralifindaki carpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay1 ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i’.Eger je N igin a.3’ ¢ [3, k — 2] ise iki alt durum ortaya ¢ikar:



89

1. Durum: Eger n g¢ift ve 2n a,2n|u1,---,2n|uk73 ise i:ag dir. Boylece

i(2k+2)=a(n(k+1)) olduguicin P (G, ;x,y)=a(n(k+1)) elde edilir.

2. Durum: Eger n tek ve 2n a,2n|u1,---,2n|uk73 ise i=an dir. Boylece

i(2k+2)=a(2n(k+1)) oldugu icin P, (G, ;x,y)=a(2n(k+1)) elde edilir.

ii’. Eger S, [3, k- 2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve je N igin S = a3’ ise iki alt

durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: n g¢ift ve 2n a,2n|u,,---,2n|uk_3 ise i=,b’g dir. Bdylece

i(2k+2)= p(n(k +1)) olduguicin P (G, ;x,y)= B(n(k+1)) elde edilir.

2. Durum: Eger n tek ve 2n a,2n|u,,---,2n|uk_3 ise i=pn dir. Bdylece

i(2k +2) = B(2n(k +1)) oldugu igin P,(G,;x,y)= B(2n(k+1)) elde edilir.

»,x baslangi¢ elemanlar i¢in de, ispat benzer ifadeler kullanilarak yapilir.

Simdi bu grubun 3 -gerenli durumu i¢in ispat1 yapalim. Burada |x| =4, y| =4, z| =2n

dir.

i. Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xog=Z, X =X, X, =Y, X3 =XV, Xy = VXY, Xsg =)V, Xg =Z,X; =X, Xg =), "

Bu diziden goriildiigii gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.
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ii. Eger k =3 ise ispat 3.2. boliimdeki Teorem 3’de verilmistir, k£ = 4 ise asagidaki dizi

elde edilir,

2 2 3 3
X, V,z,xyz=z",xyzxyz =z, yzz"z" = yzz'" = z7"x,

n_2n_3n 2n _3n 2n _3n

zZZ zZz Z X= Z Z.X z"z7"z .XZ "zx = Z )CZ)C z z .XZ ZXZ "Xxzx = Z "xXxxzzx = Z .XZ X,

12n 24n

4 6 12 24 2 47 4
22" xz" zxz" " xzxz " x2° x = 2" xzxxzxxzix = 2" xzt x, 28" zxz  xzxz xz xz a2t x =

89 2 4 92n _8
=z "zxxzxxz"xxz'x =z "z°x,

12n 24n 92n _8 178n 24n 2 92n

8

zZ  XZXz )CZ XZ )CZ Xz ZX=Z zX,z XZ XZ XZ XZ Z XZ

92n_8 192 372 663n _4 92n _8 192 372 715
2%z %2 B x P zx? Pz = 299 24 2P X ax T 2T

192n 372n__715n _4 _1374n _12 2463n . _16
z zXz zZ zZ Z z =2z Xz

9

Simdi yukaridaki 4 - nacci dizisinin belli bir kesiti ---, z%x, zx, z, -

asagidaki dizi elde edilir,

b 2 n_b b b
zxzxzz"z’ = z'x° 2"z = z°z7"2" = 2977,

b_a+h bra+h 2
zxzz"z°z%" = xz" 270 = 2 xz "

b
b_atb_n_._2b 2
zz"2" 2 Xz =z zx = zx = ),

2
2"z 29" 2" xz2 " x = 2" xzx = xzx,

b 2b 2 b+2 b+2
22" Xz xxzx =z xz"  x = xz270x,

4
z

192n

1278n _12
=z ”Z

ZnXZZb+aZXXZXXZb+2X — ZnXZ3b+a+4X,

Zxxzxxzb+2xznxz3b+a+4x — Z4nZ4b+a+8x — Z4b+a+8X,
xzxxzb+2xznxz3b+a+4xz4b+a+8x — anZ4b+a+7xZ4b+a+8x — Zzan =zx=y,
xzb+2xznxz3b+a+4xz4b+a+8xzx — xZ4b+u+6xz4b+a+8xzx — xzzzxzx — anxz

344
zx=z""z,

formunda yazilirsa

2n

=z"z=12z--

Buradan 4 - nacci dizisinin her on terimde bir ayni1 formda terimlerin tekrarindan ibaret

oldugu goriiliir. Boylece 4 - nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:

n
Xg=X, X, =Y, X, =Z,X; =2,

3

-8 = = = = cee
Xg=Z X, X, =ZX =Y, Xy =Z, X3 =2 2,

— 32 = = = = 7" cee
Xog =Z X, Xy =ZX =Y, Xy =Z, X3 =2 2,

_ 8 o _ _
Xioi =2 X5 Xjgipg = 2X =5 Xjoin = 25 Xjgiu3 =



91

Burada dizinin periodunu belirlemek igin, v,,v, € N igin 8 =4nv, ve 4i=2nv,

olacak sekilde en kiiclik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir. 4 - nacci
dizisinin periodu i¢in i dogal sayismnin durumuna gore asagidaki li¢ durum s6z

konusudur:

Eger n cift ise iz% olup, 10i =5n olur ki, buradan P, =(G,;x,y,z)=n(k+1)=5n

elde edilir.

Eger n tek ise i =n olup, 10i =10n olur ki, buradan P, = (Gn;x,y,z) = 2n(k +1) =10n
elde edilir.

iii. Eger & >5 ise dizinin ilk &£ +1 tane eleman1 asagidaki gibidir;
n 2n 2673y
Xog =X, X, =V, X, =2,X; =2, X, =2+, X, =2
burada gerekli indirgemeler yapilirsa,
Xg=X,X, =V, X, =2, X, =2 ,X,=e,e,--, €

oldugu goriiliir, burada 4< j <k -1 i¢in x, = e dir.

Simdi £ - nacci dizisinin belli bir kesiti ---, z%x, zx, z, --- formunda yazilirsa asagidaki

dizi elde edilir,

Xokso41 = | | X; =zx,
Xoky2e2 = | Ixi =z,

_ __n_b

Xoky243 = I |xi =z z,
i=k+5
2k+5

_ _ c
Xoks2ed = | I X, =z

i=k+6
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2k+6

_ 1
Xoki2es = th =z,
i=k+7
3k+1
X = Hx. =z -
2k+2+k i H
i=2k+2

Buradan £ - nacci dizisinin her 2k +2 terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan
ibaret oldugu goriliir. Boylece k - nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:
n 2k-3
Xg =X, X, =V, X, =2, X;=2",X, =€, X, =X =e, -,
_ ,a _ _ _on_4i 8’44
Xik+2) = 2 X5 Xiapa2)1 = 2% Xiopeawa = 25 Xk =2 25 Xjopaapa =2 >
= ul L = l‘k74 cee
Xik+2)s =Z 57 % Xiogeawr =27 500

Burada dizinin periodunu belirlemek igin, v,,v, € N igin 4i=2nv ve 8i°+4i=2nv

olacak sekilde en kiigiik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir.

1. Eger n’ nin carpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, k—2] araliginda degil

ise, iki alt durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: Eger n c¢ift ve 2n a,2n|u],---,2n|uk_4 ise i=§ dir. Boylece

i(2k+2)=n(k+1) oldugu i¢in P (G,;x,y,z)=n(k+1) elde edilir. (Burada 2n|a , 2n

boler a anlamina gelir.)

2. Durum: Eger n tek ve 2n

a,2n|u1,---,2n|uk74 ise i=n dir. Boylece

i(2k+2)=2n(k+1) oldugu i¢in P,(G,;x,y,z)=2n(k+1) elde edilir.
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2. Eger a, n’ nin [3, k— 2] aralifindaki c¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i’. Eger je N icgin a.3’ ¢ [3, k- 2] ise iki alt durum ortaya cikar:

1. Durum: Eger n g¢ift ve 2n

a,2n|u,,---,2nlu,_, ise i=a— dir. Boylece
1 k-4 2

i(2k+2)=a(n(k+1)) olduguicin P,(G,;x,y,z) =a(n(k+1)) elde edilir.

2. Durum: Eger n tek ve 2n

a,2n|u1,---,2n|uk_4 ise i=an dir. Bdylece

i(2k+2)=a(2n(k+1)) oldugu icin P (G, ;x,y,z) =a(2n(k+1)) elde edilir.

ii’. Eger S, [3, k —2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve je N igin B =a3’ ise iki alt

durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: n gift ve 2n

a, 2nfu, -, 2nlu, , ise Q= ,Bg dir. Boylece

i(2k +2) = B(n(k +1)) oldugu igin P.(G,;x,,z) = B(n(k+1)) elde edilir.

2. Durum: Eger n tek ve 2n

a, 2n|u1,~--,2n|uk74 ise i=/fn dir. Boylece

i(2k +2) = B2n(k +1)) oldugu igin P.(G,;x,y,z) = BQ2n(k +1)) elde edilir.

z,x,y baglangi¢c elemanlar1 i¢in ise bu gruptaki k- nacci dizisinin periodunun

P (G ;z,x,y)=2k+2 oldugunu ispatlayalim.
k n

Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,

2,2, 1, XY, VXV, V5 VX = Z,X, Yoo
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Bu diziden goriildiigi gibi 2 - nacci dizisinin periodu 6 dir.

Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,

Z’x7y’zxy:y2’xy37yxy7y’e’y3x:Z’xay""

Ayni sekilde bu diziden de 3 - nacci dizisinin periodunun 8 oldugu goriliir.

Eger k >4 ise dizinin ilk & tane elemani agagidaki gibidir;
2 2k
Xg=Z,X, =X, X, =V, Xy = ZXY, X, = (zxy) X = (zxy)
burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 4 < j <k -1 i¢in x, = e olmak iizere

Xy =Z,X =X, X, =Y, X, =ZXY, X, =€, e, ", €

yazilir. Boylece,

k-1 k3
x=[]x=(2xy) =e
i=0

k

_ 3
xk+1_| Ixf—xJ’>

i=1

k+1

Xeo =[x =y,

i=2

k+2

Xpa3 = Hxi =)
i=3

k+2

Xiva = I |xi =6
i=4

olur. Burada 4 < j <k i¢in x, , =e olup ayrica,

k+k

Xoks1 = I |xi =e,

i=k+1

k+k+1

Xoks2 = I | X, =z,
i=k+2
k+k+2

Xoke3 = | I X, =X,
i=k+3

k+k+3

Xokra = H X =y

i=k+4
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olur. x,,,,,x,,,5,%,,,, clemanlart z,x ve y nin degerlerine bagh ¢iktig1 i¢in dizi
2k +2 inci elemanla basa doner yani, x, =X,,,,, X, =X,,,3, X, =X,,,,4, - olur. Boylece

P, (Gn 3 Z, X, y) =2k +2 oldugu goriiliir.
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5. SONUC

Bu ¢alismada sonlu gruplardaki k-nacci (k-basamak fibonacci) dizilerinin uygulamalari

tizerinde duruldu.

4. bolimde f(k,2) ve f(k,4) dizilerinin periodlarmin sirast ile k+1 ve 2k+2
oldugu ve periodlari bu periodlarin katlart olan (2,2,2),(n,2,2),(2,1,2) ve (2,2,n)
polyhedral, E(2,2,2),E(p,2,2),E(2,q.2) ve E(2,2,r) genisletilmis triangle, ve
(2,2,2),(n,2,2),(2,n,2) ve (2,2,n) binary polyhedral gruplarmdaki k-nacci dizilerinin

periodlart belirlendi.

Ayrica sonlu gruplardaki k-nacci dizilerinin periodlari i¢in elde edilen sonuglardan, bir
grup i¢in olusturulacak k- nacci (k -basamak Fibonacci) dizilerinin periodlarinin, bu
diziler elde edilirken secilecek baslangic elemanlarina yani geren n-li lerine bagh

olarak degistigi goriildii.
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