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Bu tezde, diferensiyel-cebirsel denklemlerin (DAEs) Chebyshev yaklagimi ile niimerik
¢oziimleri gosterildi. Ik olarak, diferensiyel-cebirsel denklemler keyfi dereceye kadar
kuvvet serilerine doniistiiriildii, daha sonra bu kuvvet serileri keyfi dereceden
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1. GIRIS

Yapilan aragtirmalar sonucunda, uygulamali bilim dallarinda, pratikte kargilagilan
problemlerin matematiksel modellemeler olusturmasi biiyiik bir Snem tagimaktadir. Bu
konuda yapilan g¢aligmalar bilgisayar teknolojisinin gelismesi sonucunda, 20. yiizyihin
sonuna dogru oldukga bliylik bir iz kazanmigtir. Matematiksel modelleme problemlerin
genelde diferensiyel-cebirsel denklem olarak karsimiza ¢ikti31 g6zlenmistir. Bu nedenle,
diferensiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerinin arastirilmasi, matematiksel

modelleme teorisinin gelismesine biiyiik katki saglamigtir.

Matematiksel modelleme teorisinde ortaya ¢ikan bilgisayar destekli tasarim, mekanik
sistemlerin simiilasyonu, gii¢ sistemleri, kimyasal iglemlerin simiilasyonu ve optimal
kontrol gibi problemlerin matematiksel modellemelerin sonucu olarak elde edilen

diferensiyel-cebirsel denklem sistemlerinin niimerik ¢6ziimii iizerinde odaklanmigtir.

Diferensiyel cebirsel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri igin ilk genel teknik 1971 yilinda
Gear tarafindan verildi. Daha sonra aragtirmacilar tarafindan pek ¢ok metot gelistirildi.

En yaygin metot Runge-Kutta metodudur.

Hairer (1991) Runge-Kutta metodunu kullanarak diferensiyel-cebirsel denklemlerin
niimerik ¢dzlimleriyle ilgili ¢aligma yapmistir ve diferensiyel-cebirsel denklemleri

¢6zmek i¢in baslangig/sinir deger metotlarini sunmustur.

Pierluigi Amodio ve Francesco Mazzia (1992) baslangig/simr deger metotlarim

kullanarak diferensiyel-cebirsel denklemlerin ¢dziimlerine uyguladi.

Miiler (2000) diferensiyel-cebirsel denklemlerle modellenmis dinamik sistemin iyi

yonleri (pros) ve kotii ybnleri (cons) ile ilgili bir galigma yapmugtir.

Wang (2000) mithendislikteki diferensiyel-cebirsel denklemleri ¢6zmek igin siralama

(Collocation) metodunu geligtirmigtir.



Celik (2002) Diferensiyel-cebirsel denklemlerin Padé yaklasimi ile niimerik ¢6ztimii

lizerinde galigmalar yapmustir.

Aragtirmacilar bu metotlarin yanisira diferensiyel-cebirsel denklemleri ¢dzmek igin

¢esitli bilgisayar paket programlari gelistirmislerdir.

Petzold (1989) genel implicit 0 ve 1 index’li diferensiyel-cebirsel denklem sistemleri

i¢in Backward diferensiyel formiillerini kullanarak DASSL bilgisayar paket programi,

Hairer ve Wanner (1992) lineer kapali (implicit) 0 ve 1 index’li, 2 ve 3 index’li
diferensiyel-cebirsel denklemlerin Hessenberg formlar igin Runge-Kutta metodunu
kullanarak (baslangic deger problemini ¢6zmek i¢in) RADAUS bilgisayar paket

programi ve sinir deger problemlerini ¢6zmek i¢in COLDAE bilgisayar programi,

Secchi (1993) diferensiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢o6ziikleri i¢in DAWRS
bilgisayar paket programa,

Kunkel (1995) degisken katsayili genel lineer sistemler i¢in hem Runge-Kutta hem de
Backward diferensiyel formiillerini kullanarak GELDA bilgisayar paket programlarim

sunmuglardir.

Bu ¢alismada diferensiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini elde etmek igin
Chebyshev seri yaklagimi kullanildi. Metot {i¢ degisik test problemine uygulandi. Once
diferensiyel-cebirsel denklemler keyfi dereceye kadar kuvvet serilerine doniistiiriildii,
daha sonra bu kuvvet serileri keyfi dereceden Chebyshev serilerine doniistiiriilerek

verilen diferensiyel-cebirsel denklemin keyfi mertebeden niimerik ¢6ziimleri elde edildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. On Bilgiler
Bu biliimde, tezde kullanilan bazi temel kavramlar verilecektir.

2.1.1. Tanmm: Bir bagimsiz degisken ile bafimli degisken ve bagimhi degiskenin

bagimsiz degiskene gore tiirevlerini ihtiva eden denkleme diferensiyel denklem denir.

Bu tiir denklemler genel olarak
f (%995 50 y) =0 @.1)
seklinde gosterilir. Burada y("), y’nin x’e gore n’inci tiirevidir. (2.1) denklemi
y"ye gore goziiliirse,
P =g(x3.7, s 3"7) 2.2)

elde edilir. Bu da (2.1) in agik formda yazilmis halidir.

2.1.2. Tanim: m ’inci dereceden bir
f(x)=apx" +ax"" +...+a, x+a, 2.3)
polinomunu gz éniine alalim. Bu polinomun sifira esitlenmesiyle elde edilen
f(x)=ax" +ax"" +..+a, x+a, =0 (2.4)
seklindeki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif m tamsayisina f (x) =0
denkleminin derecesi denir. f(x) polinomunda f(x,)=0 denklemini saglayan x,’ye

denklemin kokii denir.

2.1.3. Tammm: c,,b € R ve x, ’ler de degiskenler olmak tizere,
CX +CyX, +.+C, X, =b 2.5)

seklindeki bir ifadeye lineer denklem denir.



a;, b, € R ve x, bilinmeyenler olmak tizere

ii> Vi

ay, X, +a,%, +...+a,x, =b,
Ay X, + 0pXy + .o+ 0y, %, = b,

(2.6)

a, X +0a,,%+..+a,x,=b

m

seklindeki bir ifadeye lineer denklem sistemi ad1 verilir. Burada 4= [a,j] matrisine

mxn
sistemin katsayilar matrisi, B ve x matrislerine de siras1 ile sistemin ikinci yam ve

bilinmeyenler matrisi denir.

a, O A, b, X
a<|f G2 Gl g b | @.7)
aml amz amn bm xn
a, O, a,, b,
[a:8]-| % %2 Al @)
a, a, a, ' b,

matrisine de sistemin genigletilmis katsayilar matrisi denir.

Yukaridaki lineer denklem sisteminin matris gosterimi A4x =B seklindedir. Bir lineer
denklem sisteminde, sistemin genigletilmis katsayilar matrisi tizerinde yapilan elementer
satir ve siitun iglemleri, sistemin ¢dziimiinii degistirmez. Yani,

o Herhangi iki denklemin yeri degistirilirse,

e Herhangi iki denklemin her iki yan: sifirdan farkli bir skalerle ¢arpilirsa,

e Herhangi iki denklemin her iki yani, herhangi bir skalerle ¢arpildiktan sonra bagka bir

denklemle taraf tarafa toplanirsa sistemin ¢dztimleri aymi kalir.

Bu sebepten, [A:B] genigletilmis katsayilar matrisini indirgenmis eselon forma

getirerek ¢6ziimler bulunabilir. Bu metotla sistemi ¢6zmeye Gauss-Jordan yok etme
metodu ve katsayilar matrisini indirgenmis egelon forma getirerek ¢6zmeye de Gauss-

Jordan indirgeme metodu adi verilir.



2.14. Tamm: A, nxn tipinde bir matris olsun. Eger |A|¢ 0 ise 4 matrisine (tersi
mevcut ise) non-singiiler (regiiler) matris, |4|=0ise4 matrisine (tersi mevcut

olmayan) singiiler (regiiler olmayan) matris denir.

2.1.5. Tamm: A4, n. mertebeden bir regiiler matris (|4 = 0) ise Ax= B lineer denklem

sisteminin tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim
x=A"'B (2.9)
esitligi ile verilir. Burada anlatilmak istenen,
anx, +a,x, +...+a,%x, =b
ay X, +ayux, +...+a,,x, =b,

(2.10)
X, + X, +...+a,x, =b,
lineer denklem sisteminin ¢6ziimii; A, 4 matrisinin determinant1 olmak {izere,
b a, . g, a b . a, a, a, - b
b, a, . a a, b . a a, a, . b
Ax] = 2 22 2n , sz = 21 2 2n ,,,,’Ax" = 21 22 2 (2.11)
bn an2 M ann anl bn . ann anl an2 bn
determinantlar1 hesaplanir ve tek ¢6ziim olan,
Ax‘ll sz Axn
X, =—, X, =—=,..., X = 2.12
1 A 2 A n A ( )

olarak degerleri bulunur. Ax =B lineer denklemini ¢ozmek i¢in uygulanan bu kurala

Cramer Kural denir.

2.1.6. Tamm: g pozitif bir reel say1 ve a#1 olmak lizere f:R—R, f (x)=a"

fonksiyonuna iistel fonksiyon, a ’ya da iistel fonksiyonun tabam denir.

2.1.7. Tamm: Eger f(x) fonksiyonunun x = c’de her mertebeden tiirevi varsa,

f(x)=r1(c)+f (c)(x- c)+f()(x c) +oot— (")( )(x —c)' +... (2.13)



serisine f(x) fonksiyonunun x=c’ deki Taylor Serisi denir. Eger ¢=0 alnirsa bu

seriye f (x) fonksiyonunun Maclauren Serisi adi verilir.

2.1.8. Tamm: f:4—> R, y=f(x) fonksiyonu verilsin. Her xe 4 i¢in | f (x)lsM

olacak sekilde M € R sayisi varsa f(x) fonksiyonuna sinirh fonksiyon denir.

2.1.9. Tanm: 4 c R, f: 4 — R bir fonksiyon ve a € 4 olsun. Eger,
lim f(x) = f(a)

x—>a

oluyorsa f (x) fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir.

2.2. Diferensiyel-Cebirsel Denklemler

Diferensiyel cebirsel-denklem sistemi baglangig degerleri ile birlikte
F(,y(t),y (£))=0 (2.14.2)
y(t)=0, ¥ (t) =2, (2.14.b)
formundadir. (2.14.a) denklemine kapali (implicit) diferensiyel-cebirsel denklem denir.
Burada FeR", ye R" vet € R seklindedir.

Diferensiyel-cebirsel denklemi agik olarak,
F(y,y.xt)=0 (2.15.2)
G(y,x,1)=0 (2.15.b)
seklinde yazabiliriz. Yukaridaki sistemin (2.15.b) kisminda gortildiigii gibi diferensiyel-
cebirsel denklemler iizerinde cebirsel kisitlamalar vardir. Burada y diferensiyel
degisken ve x de cebirsel degiskendir. Eger (2.14.a) ve (2.14.b) sistemi » tane

denkleme sahipse, p tanesi diferensiyel degisken ise (n— p) tanesi cebirsel

degiskendir (Ascher, Brenan, Campbell).



2.2.1. Diferensiyel-Cebirsel Denklemlerin index’i

Bir diferensiyel-cebirsel denklem index ile karakterize edilir. Bu yiizden diferensiyel-
cebirsel denklemlerin incelenmesinde ve smiflandirilmasinda index 6nemli bir rol

oynar. (2.15.a) ve (2.15.b) diferensiyel-cebirsel denklerinin bir 6zel formu
y =f(y.x1) (2.16.2)
0=g(x,.t) (2.16.b)

olarak yazilabilir. Bu 6zel forma yan-acik (semi-explicit) diferensiyel-cebirsel denklem

denir. Burada da y diferensiyel degisken ve x de cebirsel degiskendir. Eger ¢’ye gore
(2.16.b) denkleminin diferensiyeli alinirsa,

y =f(y.x1) (2.17.2)

g, (yxt)y +g. (v, %1)x =—g,(y.%.1) (2.17.b)
sistemi elde edilir. Dolayisiyla (2.16.a) ve (2.16.b) sisteminin index’inin 1 oldugunu

sOyleyebiliriz.

2.2.1.1. Tanmm: F (t, ¥, y') =0 genel diferensiyel-cebirsel denkleminde, y ’nin index’i

(sistemde y ver cinsinden); y’nii elde etmek igin gerekli olan diferensiyelin
mertebesinin minimum sayisidir veya
F(t,y,y)=0

F(t,y,y,y)=0
: (2.18)

d’F
ar’
sistemiyle de tanimlanabilir. Burada p en kii¢iik tamsayidir. Simdi index i¢in agagidaki

(t,y,y',...,y("“)) =0

Ornekleri inceleyelim (Ascher 1998) :

e y=gq(t)’yi alahm. Bu denklem index’i 1 olan diferensiyel denklemdir. Ciinkii y ’ye

gore bir diferensiyel denklem elde etmek igin ¢(¢) nin diferensiyeli alinmalidur.



. N =q1'(t)
Wh=h

diferensiyelini alinz. Daha sonra y =y; =¢;(¢) olur. g,(¢)’nin iki diferensiyeline

sistemine gére y, =y, =¢,(¢) ifadesini elde etmek igin ilk denklemin

ihtiyag oldugundan index 2 ’dir.
. Z_—- qu(t) sistemini goz Ontine alalim. y,’e gére bir diferensiyel denklem elde etmek
, =
igin
=t =q(t)=>r=9()
esitlikleri yazilir dolayisiyla ¢(r) *nin tig kez diferensiyeline ihtiyag oldugu i¢in index’i

3 ’tiir.

Index >1 olan diferensiyel-cebirsel denklemleri ¢6zmek genellikle zordur ve halen aktif
aragtirma alamidir. Bu tiir diferensiyel-cebirsel denklemleri ¢6zmek igin index
indirgemesine gidilir. Yani denklem, index’i 1 olan diferensiyel-cebirsel denklemlere
indirgenir. Bu ¢aliymada index’i 1 olan diferensiyel-cebirsel denklemlerin niimerik

¢oziimleri ile ilgilenilecektir.
2.3. Kuvvet Serileri

2.3.1. Tammm: x bir degisken ve ¢ bir sabit olmak iizere

ia,, (x~c) =gy +a(x=c)+a,(x—c) +..4a,(x—c) +..  (2.19)

n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir.

Eger bu tammda ¢ =0 alinirsa

o0
Y a,x" =ay+ax+ax’ +..+a,x" ... (2.20)

n=0

elde edilir. Ayrica x =c olmasi durumunda ) _a,(x—c)" =a, olur.

n=0



2.3.2. Kuvvet Serilerinin Aritmetigi

f(x), g(x) ve h(x) birer kuvvet serisi olmak tizere,
F(xX)=fo+ fix+ fx? + £ +...
g(x) =g+ gX+g,x" +g.x’ +...

h(x)=h, +hx+hx® + b’ +...

seklinde yazabiliriz.

Eger h(x)=f(x)Fg(x) ise £, g ve 2’nn katsayilar1 arasinda

h=fFg
seklinde bir bagint1 vardar.
h(x)=f(x)g(x) ise f, g ve h’nmn katsayilan arasinda

hn = Z f;cgn-k
k=0

seklinde bir bagint1 vardir.

f(x)
g(x)

h(x)= ise (g(x)#0, g, = 0) £, g ve h’nin katsayilar: arasinda

h(x)=§:’)—

1 n-1
h =—~(;; -thg,,_k], (n21)
8o k=0
seklinde bir bagint1 vardir.

2.3.2.1. Ustel Fonksiyon

Eger,

2.21)
(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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h(x)= ¢’ ise —C&—hdf
dx dx

seklindedir. (2.21) ve (2.23) ifadeleri bu diferensiyel denklemde yerine yazilir ve kuvvet

serilerinin katsayilan kargilastirilirsa

hy =" (2.28)

Zk S (n21) (2.29)

seklinde bir bagint1 elde edilir.

2.3.2.2. Kuvvet Fonksiyonu

Eger, h(x)=f(x)" (aeN) ise,
e

seklindedir. (2.21) ve (2.23) kuvvet serileri bu diferensiyel denklemde yerine yazilir ve

kargilagtirilirsa,

h=1fo (2.30)
h, =%Zn:{(a+l)k—n}fkhn_k, (n21) 2.31)

seklinde bir bagint: elde edilir.
2.4. Chebyshev Polinomlar ve Ozellikleri

2.4.1. Tanmm: r herhangi bir tam say1 olmak iizere,
T (x)=cosr@,cosfd=x,-1<x<1 (2.32)
T (x)=cosrf, cosf=2x-1,0<x<1 (2.33)

bagintilar ile tanimlanan tek degiskenli polinomlara tek degigkenli birinci mertebéden

Chebyshev polinomlart denir.
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Chebyshev polinomlarinin bazi 6nemli 6zellikleri agagida verilmigtir:

1. Chebyshev polinomlarinin tanimindan,
T, =T,6), T°0) =T} (x) (2:34)

yazilabilir.

2. Trigonometrik 6zdesliklerden faydalanarak,
T, (x) = 2xT, (x) - T,_,(x) (2.35)
T, () = 22x = DT, (x) - T,_,(%) (2.36)

bagintilar1 yazilabilir.

3. Genel olarak » 21 igin,

T, (x) = %[(2@' - [2(r1' 1] - (rl_ 2} (2x)" + ] (2.37)

d 1 2r r 21’—1 2""2\ 2r-2 _r-1
Ta@=5|@"x)-(2| 7, -7 @) (2.38)

seklinde yazilabilir.

4. x’in T, (x) ve T (x) polinomlan cinsinden yazilimi igin genel bagintilan yazacak

olursak,

- U)Tz,-,(x) (2.39)
ve

¥ - Z(ZI’]T ) 2.40)
olur.

5. Trigonometrik baz 6zdeslikleri kullanarak Chebyshev polinomlarinin ¢arpimim,
2T, (T, () =T,,,(x) +T,_,(x) 2.41)
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21 (T, (0) =T, (x) + T,_,(x)
seklinde yazilabilir.

6. T,(x), T, (x) ve T, (x) Chebyshev polinomlar1 olsun. Buna gére,

T,(1, ®)=T, T, ®)=T,,x
T'(x)=T. (2x-1), 0<x<1

esitlikleri yazilabilir.

7. Chebyshev polinomlarinin bazi noktalardaki degerleri; » € Z olmak iizere,

T,(—l)={ 1, r gift ise, ,T,(O)={(—1)n’r=2n 1»Tr(1)=1

-1, r tek ise, 0 ,r=2n+
ve
. 1’ ft i ) ® - ”’ = *
T'(0)=] 7R ,I;(1j= GO r=2n gy
-1, r tek ise, 2 0 ,r=2n+l
seklindedir.

8. T (x) ve T, (x)polinomlarinin belirsiz integralleri,

T, () r=0)
Jr. =50 (=1

Tr+1(x) _ Tr—l(x)
2¢+) 20—y 7P

ve
1w (r=0)
2! N

10 =431 (r=1)

T;'.-I-l (x) _ T:—l(x)
2(r+1) " 40 -D) r>1

olur.

(2.42)

(2.43)
(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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Bu 6zellikler kullanilarak Chebyshev polinomlarinin ilk altisi,
T, (x)=1

T(x)=x

T, (x)=2x* -1

T,(x)=4x’-3x

T,(x)=8x"-8x" +1

T (x) =16x’ - 20x’ + 5x

T; (x) =32x° —48x* +18x* -1

(2.49)

ve

Ty (x) =1

T (x)=2x-1

Ty (x) =8x* —8x+1

T, (x) =32x —48x° +18x -1

T, (x) =128x* —256x° +160x> —32x +1

Ty (x) =512x° —1280x* +1120x° - 400x* + 50x —1

T, (x) = 2048x° —~6144x° +6912x* —3584x> +840x” - 72x +1

(2.50)

olur. Benzer gekilde,
1-1,(x)
x =T (x)
X = —(To )+, ()
37, (x)+ T3 (x))
(2.51)
3T, (x)+4T, (x)+ T, (x))
107; (x) +57; (x) + T, (x))

107, (x) +15T, (x)+ 6T, (x) + T, (x))

ve
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1=T; (x)

2x =Ty (x)+ T} (x)

8x* = 3T, (x)+4T; (x)+T, (x)

32x* =107, (x) +15T;" (x) + 6T, (x) +T; (x)

128x* =357 (x) + 56T; (x)+ 28T, (x)+87; (x)+T, (x)

512x° =126T; (x)+ 2107, (x) +1207; (x) + 4575 (x) +10T; (x) + T (x)

1024x° = 462T; (x) + 7927 (x) +495T; (x) +220T; (x) + 66T, (x)+127T; (x)+ T (x)

(2.52)

yazilir (Fox 1972).
2.5. Chebyshev Serileri

f(x) fonksiyonu —1<x<1 aralifinda stirekli ve siurli bir fonksiyon olsun. Bu

durumda bu aralik boyunca diizgiin yakinsayan,

)= +aT; () +aT; () +.= 30T, () (2.53)

r=0
seklinde bir seri a¢ilimi vardir. Burada Z' sembolil, ilk terimin yarisi alinan bir

toplam gosterir. Bu seriye tek degiskenli Chebyshev serisi ve a,’lere de Chebyshev

katsayilart denir. Bu katsayilar,

1 n
a, =_2_ I_]:g_)T_’_(x_)dx =£ If(cosé?) cosrfddo, r=0,1,2,... (2.54)
T:” T 0

V1-x?

formiilii ile hesaplanabilir (Clenshaw 1962).

Benzer sekilde f(x) fonksiyonu, 0 < x <1 aralifinda siirekli ve sturli ise,

F0)=3"a,T ) 2.55)

r=0

seklinde diizglin yakinsak bir seriye agilabilir.

Chebyshev serisi i¢in agsagidaki teorem verilebilir (Mason 1967).
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2.5.1. Teorem: Eger f(x) fonksiyonu & >0 igin [—1—5,1+6] aralifinda sinirh ve
siirekli ise [~1,1] araliginda,

£ =Y aT(x) (2.56)

formunda tek degiskenli Chebyshev serisi agilimina sahiptir.

Bu teorem, f(x) fonksiyonu 0 < x <1 aralifinda siirekli ve sinirli ise,
f)=2aT (x) (2.57)
i=0

serisi i¢in de gecerlidir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Diferensiyel-Cebirsel Denklemleri Cézmek i¢in Niimerik Metot

F(y,y',x)=0 3.1

¥(%)= o ¥ (%)=, (.2)
seklinde verilmig diferensiyel-cebirsel denklemi g6z Oniine alalim. Burada F vey her

mertebeden diferensiyellenebilen fonksiyonlardir. Baslangi¢ degeri yerine yazildiginda
bu denklem,

F(y(xo),y'(xo),xo)=0 (3.3)
seklini alir. (3.1) denkleminin ¢6ztimlerinin

Y=y, +yx+ex’ 34
seklinde oldugunu kabul edelim. (3.1) denkleminde (3.4) ifadesi ve tiirevleri yerlerine

yazilir sonra yiiksek dereceden terimler ihmal edilirse,
Ae=B | 3.5
seklinde e’ ye gore lineer denklem elde edilir. Burada A4 ve B sabit matrislerdir. (3.5)
denklemi ¢oziiliirse e degeri bulunur ve bu e degeri (3.4) denkleminde yerine yazilir.
Yiiksek dereceden terimler i¢in yukaridaki islemler tekrar edilirse (3.1) denkleminin
¢6zimii i¢in keyfi dereceden kuvvet serileri elde edilir. Sonra bu kuvvet serileri
Chebyshev serilerine doniigtiiriilerek verilen diferensiyel-cebirsel denklemin keyfi

mertebeden niimerik ¢6ztimii elde edilmis olur.

3.2. Niimerik Metodun Kuvvet Serilerine Uygulanisi

(3.4) fonksiyonu (3.1) de yerine yazildiginda,
f(x)=fo+ fix+ f,x° +..+(f, + P, +...+ D€, ) X" (3.6)
seklinde bilinen kuvvet serisinden farkli, (3.6) tipinde bagka bir kuvvet serisi

tammlayalim. Burada p,, p,,..., p,, ’ler sabitlerdir. (3.4) den
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V=V + VX +y,% +.+ex” 3.7
olarak tanimlanir. y,, y’nin i. elemamdir. (3.1) denkleminde, (3.7) ifadesi yerine
yazilirsa,

f,=(fa+pjen)x™ +0(x) 3.8)
elde edilir. Burada f;, (3.1) denklemindeki f ( Y, y',x) > in i elemamdir. Eger
f ( y, y',x), y *yii ihtiva ediyorsa j =1; ihtiva etmiyorsa j=0 dir. (3.5) ve (3.8) den;

4,=8, (39
B =-f, (3.10)
seklinde lineer denklem elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse e, (i =1, 2,...,m) bulunur. Bu
e, degeri (3.7) denkleminde yerine yazilirsa n dereceden bir polinom olan
¥,(i=1,2,...,m) elde edilir. (3.7) denkleminden (3.10) denklemine kadar bu islemler

tekrar edilirse (3.1) denklemindeki diferensiyel-cebirsel denklemin ¢6ziimii igin keyfi
dereceden kuvvet serileri elde edilir. Daha sonra bu kuvvet serilerini yine keyfi
dereceden Chebyshev serisine doniistiirerek verilen diferensiyel-cebirsel denklemin

keyfi mertebeden niimerik ¢6ziimii elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, sunulan metot {i¢ problem tizerinde test edildi. Bu problemlerin, niimerik
¢ozlimleri bu metotla bulunarak tablo ve sekil tizerinde tam ¢dziimlerle karsilastirild.

Bu problemlerde Chebyshev serilerinin —1< x <1 aralifindaki degerleri alinmstir.
4.1, Test Problemi

Asagidaki baglangi¢ degerleri ile birlikte verilen diferensiyel-cebirsel denklem sistemini
diistinelim:
N+ 33y = (92 +1) 33 ==y, +1+sin(x)
(n+1)y +py, =—e* @.1)
WY — e *sin (x) cos (x) =0

1 -1
y(0)=[0], ¥ (0)=| 1 (4.2)
1 0

Bu diferensiyel-cebirsel denklemin tam ¢8ziimii,
n(x)=e*
¥, (x) =sin(x) (4.3)
3 (x) =cos(x)
seklindedir. Baslangi¢ degerlerinden (4.1) denkleminin ¢éziimlerinin,
(%)= Yo, + Vo x +ex’ =1-x+ex’
Y2 (X)= Yoo + Vosx+ex* = x+ex° 4.4)
¥3(%) =03 + Yo sx+ex’ =1+ex°
seklinde oldugunu kabul edelim. | (4.4) denklemi ve tiirevleri (4.1) denkleminde yerine

yazilir ve yliksek mertebeden terimler ihmal edilirse,
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e,x’ +0(x3)= 0
(~2+4¢,+2¢,)x+0(x*)=0 4.5)
(—2+2¢,+2¢,-2e,)x+ O(xz) =0

seklinde (3.8) formundaki denklemi elde ederiz. (3.9) ve (3.10) denklemlerine kargilik

gelen lineer denklem sistemi,

Ae=B (4.6)
seklindedir. Burada,
01 0 0 e,
A=|4 2 0 |,B=[2|vee=|e, 4.7
2 2 -2 2 e,
seklindedir. O halde,
0 1 0)fe 0
4 2 0lle |=]|2 (4.8)
2 2 2)\e 2
olur. (4.8) denklemi ¢dziiliirse,
0,5
e=| 0 4.9)
-0,5

olarak bulunur. Béylece,
Y (x) =1-x+0,5x
y,(x)=x (4.10)
¥, (x)=1-0,5x"
olur. (4.10) denkleminden (4.1) denklem sisteminin ¢6ziimleri,
» (x)=1-x+0,5x" +¢x’
¥, (x)=x+ex’ 4.11)
¥;(x¥)=1-0,5x" + e;x°
olarak kabul edebiliriz. Benzer durumda (4.1) denkleminde (4.11) denklemi ve tiirevleri

yerlerine yazilir ve yliksek mertebeden terimler ihmal edilirse,
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(0,166667 +¢,)x* +O(x* ) =
(1,5+6€, +3e,)x” +0(x3)
(1+3e, +3e, —3e, ) x* +O(x3)= 0

0
0

denklemlerini elde ederiz. (4.12) den,

01 0)fg —-0,166667

6 3 0|le]= -1,5

3 3 3)le -1
lineer denklemini elde ederiz. Bu lineer denklem ¢oziiliirse,

-0,166667
e=|-0,166667
0
olarak bulunur. Boylece,
y(x)=1-x+0,5x* -0,166667x
Yy (x) =x-0,166667x’
¥;(x)=1-0,5x

olur. Yukaridaki islemleri tekrar edersek,

7 (x)=1-x+0,5x* - 0,166666667x" +0,04166666667x* — 0,008333333333x°
+0,001388888889x° —0,0001984126984x" +0,00002480158730x°

-0,2755731922%°

A (x) = x~-0,1666666667x" + 0,008333333333x" ~ 0,0001984126984x’

+0,2755731922x107 x°

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

73 (%) =1-0,5%" +0,04166666667x* —0,001388888889x° +0,00002480158730x*

dokuzuncu dereceden y,(x), y,(x) ve y,(x) kuvvet serileri elde edilir. Bu kuvvet

serilerinde (2.51) degerleri yerlerine yazilirsa,
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¥ (x) = —x+1.2660725912T; (x) - 0.26595052097, (x) + 0.27149522577, ()
—0.1347583913T; (x)+0.005474175348T, (x) - 0.039295014877; (x)
+0.00004495287699T, (x) - 0.009691220236T; (x)
+0.0000001937624008T; (x) - 0.0010764577827; (x)

y; (x) =1.1198988173T; (x) - 0.03912669996T; (x) +0.00049951946927; (x)
~0.000003003317212T; (x) +0.000000010764577827, (x)

¥, (x) =0.7652045356T, (x)—0.2298068577T, (x)+0.004953342016T, (x)
—0.000041852678297; (x)+0.0000001937624008T; (x)

seklinde Chebyshev serileri elde edilir. Bu defa da y; (x), y, (x) vey; (x) Chebyshev

serilerinde (2.49) degerleri yazilirsa,

yi" (¥) = —0.9999999994x + 0.5437934028x* — 0.2104600700x" +0.04166666667x*
—0.0083333337x° +0.001388888889x° —0.0001984127x
+0.00002480158730x® —0.2755731922x° +1.000006781

¥y (x) =0.9999999997x — 0.1666666667x" +0.008333333333x’
—0.0001984126984x" +0.000002755731922x°

¥, (x)=1.000006782 —0.4603732640x* +0.04166666667x"
—0.03962673613x° —0.001388888880x° +0.00002480158730x°

seklinde y,(x), y,(x) ve y;(x) denklemlerinin niimerik ¢6ziimleri elde edilir.
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Cizelge 4.1. (4.1) deki y,(x)’in nlimerik ¢6ziimi

x y,(%) » () 9= ()|
0.1 | 0.9048374180 0.9052383394 0.0004009214
0.2 | 0.8187307531 0.8201387820 0.0014080289
0.3 | 0.7408182207 0.7435785621 0.0027603414
0.4 | 0.6703200460 0.6744587547 0.0041387087
0.5 | 0.6065306597 0.6114733925 0.0049427328
0.6 | 0.5488116361 0.5523475507 0.0035359146
0.7 | 0.4965853038 0.4919094469 0.0046758569
0.8 | 0.4496289641 0.4179548354 0.0313741287
0.9 | 0.4065696597 0.3033619843 0.1032076754
1.0 | 0.3678794412 0.0923155330 0.2755639082

Cizelge 4.2. (4.1) deki y,(x) ’in niimerik ¢6ziimii

x y,(%) Y5 (%) PAGESNE)
0.1 {0.09983341665 0.09983341661 0.00000000004
0.2 | 0.1986693308 0.1986693308 0.00000000000
0.3 | 0.2955202067 0.2955202066 0.0000000001
0.4 | 0.3894183423 0.3894183421 0.0000000002
0.5 | 0.4794255386 0.4794255385 0.0000000001
0.6 | 0.5646424734 0.5646424733 0.0000000001
0.7 | 0.6442176872 0.6442176875 0.0000000003
0.8 | 0.7173560909 0.7173560928 0.0000000019
0.9 | 0.7833269096 0.7833269171 0.0000000075
1.0 | 0.8414709848 0.8414710093 0.0000000245
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Cizelge 4.3. (4.1) deki y,(x)’ in niimerik ¢6ziimii

x y2() %) s -37 )|
0.1 | 0.9950041653 0.9953675880 0.0003634227
0.2 | 0.9800665778 0.9813414154 0.0012748376
0.3 | 0.9553364891 0.9578397554 0.0025032663
0.4 | 0.9210609940 0.9248719428 0.0038109488
0.5 | 0.8775825619 0.8825426862 0.0049601243
0.6 | 0.8253356149 0.8310486486 0.0057130337
0.7 | 0.7648421873 0.7706741072 0.0058319199
0.8 | 0.6967067093 0.7017857429 0.0050790336
0.9 | 0.6216099683 0.6248266114 0.0032166431
1.0 | 0.5403023059 0.5403093613 0. 0000070554

Sekil 4.1. (4.1) deki y,(x)’ in grafigi ve Chebyshev yaklagimi

®

06 04 02 0 B2 04 0F 08
X
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Sekil 4.2. (4.1) deki y,(x) ’in grafigi ve Chebyshev yaklagimi

45 1 05 0 05 1 15

Sekil 4.3. (4.1) deki y;(x) ’in grafigi ve Chebyshev yaklagimi
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4.2. Test Problemi

Asagidaki baslangi¢ degerleri ile birlikte verilen diferensiyel-cebirsel denklem sistemini

distinelim:
1 —x 2 1 —(x+1) (x2+2x) 0
0 1 —x[v+|0 -1 x-1 |v=[ O (4.16)
0 0 O 0 0 1 sin x
1
v(0)= 1 (4.17)
0

Bu diferensiyel-cebirsel denklemin tam ¢6ziimii,

v (x)=e" +xe*

v, (x)=e"+xsinx (4.18)
v;(x)=sinx
seklindedir. Burada,
v, v

v=|v, |, v =|v,
v, v,
seklindedir. Baslangi¢ degerlerinden (4.16) denkleminin ¢dzlimlerinin,
v(x)=v,, +ex=1+ex
v, (x)=vy, +ex=1+ex (4.19)
v, (x)=v,; +ex=ex
seklinde oldugunu kabul edelim. (4.19) denklemi ve tiirevleri (4.16) denkleminde yerine
yazilir ve yiiksek mertebeden terimler ihmal edilirse,
e, +0(x)=0
~1+e,+0(x)=0 (4.20)
(—1+e3)x+0(x2)= 0
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seklinde (3.8) formundaki denklem elde edilir. (3.9) ve (3.10) denklemlerine kargilik

gelen lineer denklem,

Ade=B (4.21)
seklindedir. Burada,
1 00 0 e
A={0 1 0|,B=[1|vee=]e, (4.22)
0 01 1 e,
seklindedir. O halde,
I 0 0)fe 0
1 Olfe, |=|1 (4.23)
0 0 1)le 1

(4.24)

[0
N
I
—

olarak bulunur. Béylece,
v (x)=1
v, (x) =1+x (4.25)
v(x)=x
olur, (4.25) denkleminden (4.16) denklem sisteminin ¢6ziimleri,
vi(x)=1+ex
v, (x)=1+x+e,x? (4.26)
v (x)=x+ex?
olarak kabul edilir. Benzer durumda (4.16) denkleminde (4.26) denklemi ve tiirevleri
yerine yazilir ve yliksek mertebeden terimler ihmal edilirse,
(—3+2e])x+0(x2) =0
(-3+2¢,)x+0(x*)=0 4.27)
ex’ + O(x3 ) =0

denklemleri elde edilir. (4.27) den,
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2 00 3 e
A=[0 2 0|,B=|3|vee=|e,
0 0 1 0 e,
olur. Buradan,
2 0 0)fe 3
0 2 0le|=|3
0 0 1)ie 0

lineer denklemi elde edilir. Bu lineer denklem ¢oziiliirse,

e L5
e, |=|15
e, 0

elde edilir. Béylece,
v (x)=1+1,5x*
v, (x)=1+x+1,5%
vy (x)=2x
olur. (4.31) den (4.16) nin ¢dztimleri,
v (x)=1+1,5%" +¢x°
v, () =1+x+1,5x" + e,x°

vy (x)=x+ex’

(4.28)

(4.29)

(4.30)

4.31)

(4.32)

olarak kabul edilir. Bu ifade (4.16) da yerine yazilir ve yiiksek mertebeden terimler

ihmal edilirse,
(—l+3e,)x2 + 0(x3) =0
(0,5+3¢,)x* +0(x*) =0
(0,1666667 +¢,)x* +0(x*)=0

olur. Buradan,

300 1 e
A=({0 3 0|, B= 0,5 vee=|e,
0 01 -0,1666667 e,

elde edilir. Boylece,

(4.33)

(4.34)
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3 0 0)e 1
0 3 0)el= 0,5
0 0 1){e -0,1666667

lineer denklemi elde edilir. Bu lineer denklem ¢oziiliirse,
e 0,3
e, |=| 0,1666667
e, -0,1666667
elde edilir. O halde (4.16) mn ¢6ziimdi,
v (x)=1+1,5x* +0,3x°
v, (x)=1+x+1,5x" +0,166667x
v, (x)=x-0,1666667x

olur. Yukaridaki islemler tekrar edilirse,

(4.35)

(4.36)

(4.37)

v (x) =1+1.500000000x° +0.3333333333x" +0.2083333333x* + 0.03333333333x°

+0.009722222222x° +0.001190476190x" +0.0002232142857x"

+0.00002204585538x

v, (x) =1+ x +1.500000000x + 0.1666666667x’ —0.1250000000x*
+0.008333333333x° +0.009722222222x° +0.0001984126984x7

~0.0001736111111x* +0.000002755731922x°

v, (x) = x—0,1666667x° +0,0083x° —0,0001984x" +0,2755731x102x°

dokuzuncu dereceden v,(x),v,(x) vev,(x) kuvvet serileri elde edilir. Bu kuvvet

serilerinde (2.51) degerleri yazilirsa,

v (x) =1.831285264T; (x)+0.2714952257T, (x) + 0.8588216145T, (x)
+0.09414785879T; (x) +0.02791341145T, (x) +0.00221664864T, (x)

+0.0003177703373T; (x) +0.00001937624007T,, (x) +0.0000017438616077, (x)

+0.00000008611662258T7, (x)
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v, (x) = x+1.7060682507, (x)+0.13031819667; (x)+0.6919813368T, (x)
+0.04433684174T, (x) - 0.013840060767, (x)+0.0005429222470T; (x)
+0.00029296875007 (x) 0.000003197079612T; (x)
—0.0000013563368005T; (x) +0.000000010764557782T, (x)

v; (x) =0.88143531107, () — 0.03823380077T, (x) +0.0008845746719T (x)
+0.00009378116797T, (x)+0.000010764574227, (x)

seklinde Chebyshev serileri elde edilir. Buradan da v, (x),v, (x) ve v;(x) Chebyshev

serilerinde (2.49) degerleri yazilirsa,

v’ (x) =1.000061035 —0.0000000001x +1.72330729x +0.1100260417x’

+0.2083333333x* +0.0333333333 1x° +0.00972222219x%i
+0.001190476189x +0.0002232142857x* +0.00002204585538x

vy () = 0.9999525269 + 0.9999999999x +1.389279514x +0.2773871530x’

—0.1250000000x" +0.008333333334x” +0.009722222222x°
+0.0001984126984x” —0.0001736111110x® +0.000002755731922x°

v, (x)=0.9999999997x - 0.1666667000x° + 0.00830000000x"
—0.000198400001x" +0.002755731000x’

seklinde v, (x),v, (x) ve v;(x) denklemlerinin niimerik ¢6ziimleri elde edilir.
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Tam ¢6zlimle niimerik ¢ozlimler asagidaki tablo ve gekillerde karsilagtiriimusgtir.

Cizelge 4.4. (4.16) daki v,(x) ’in niimerik ¢oztimii

X

vy (x)

v (%)

[ () =" ()

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1.015354510
1.063011305
1.145775863
1.267049925
1.430891295
1.642082916
1.906212199
2.229761706
2.620212460
3.086161269

1.017425310
1.070218173
1.159905257
1.288548460
1.458865738
1.674300182
1.939099314
2.258405725
2.638360240
3.086218992

0.002070800
0.007206868
0.014129394
0.021498535
0.027974443
0.032217266
0.032887115
0.028644019
0.018147780
0.000057723

Cizelge 4.5. (4.16) daki v, (x) ’in niimerik ¢oztimii

X

v, (x)

v, (%)

v (0)—v;" ()

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1.115154260
1.261136624
1.438514870
1.647592035
1.888434040
2.160904284
2.464705088
2.799425801
3.164597330
3.559752813

1.114110302
1.257546096
1.431492006
1.636915394
1.874546503
2.144913043
2448381618
2.785205780
3.155580439
3.559702307

0.001043958
0.003590528
0.007022864
0.010676641
0.013887537
0.015991241
0.016323470
0.014220021
0.009016891
0.000050506
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Cizelge 4.6. (4.16) daki v,(x) ’in niimerik ¢6zimii

Sekil 4.4. (4.16) daki v,(x) ’in grafigi ve Chebyshev yaklagim

x vy () v (%) v (e =93 ()
0.1 {0.09983341665 0.09983341625 0.00000000040
0.2 | 0.1986693308 0.19866932120 0.00000000960
0.3 | 0.2955202067 0.29552017880 0.00000002790
0.4 | 0.3894183423 0.38941872040 0.00000037810
0.5 | 0.4794255386 0.47942986960 0.00000433100
0.6 | 0.5646424734 0.56466761810 0.00002514470
0.7 | 0.6442176872 0.64432316730 0.00010548010
0.8 | 0.7173560909 0.71771465390 0.00035856300
0.9 | 0.7833269096 0.78437377500 0.00104686540
1.0 | 0.8414709848 0.84419063070 0.00271964590

0 0
251 - ;
20 R A
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B

R S M T A S

X

Sekil 4.6. (4.16) daki v,(x) ’in grafigi ve Chebyshev yaklagimi
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4.3. Test Problemi

Asagidaki baslangi¢ degerleri ile birlikte verilen diferensiyel-cebirsel denklem sistemini

[l —x}[%}[l —(l+x)][zl]=[‘0 ] s
0 0ll=] 10 1 2 sin x

z(0)] [1] [Z(0)] [~

Lz(o)} _[O}’ L;(o)} [1} (4.39)
Bu diferensiyel-cebirsel denklemin tam ¢6ziimii,

[zl (x)J _ [e("’ +xsin x] (4.40)

2, (x) sin x

seklindedir. Yukaridaki metot kullanilirsa,

diistinelim:

7 (x)=1-x+1.5x* —0.1666667x" —0.125x" —0.0083333x° +0.0013888x°
~0.0001984x" —0.0000128x" —0.00275573 1%’

zZ, (x) =x-0,1666667x" +0,0083x" —0,0001984x’ +0,002755731x°

dokuzuncu dereceden z (x) ve z,(x) kuvvet serileri elde edilir. Bu kuvvet serilerinde

(2.51) degerleri yazilirsa,

2 (x) =1.7061157T, (x) —1.13031827; (x) + 0.69198133T; (x)
~0.44336842x107'T; (x) - 0.13840061x 10T, (x) — 0.54292224 x 10~ T} (x)
+0.29296875x 10T, (x) - 0.31970796 x 10T, (x) — 0.13563368x 10~ T, (x)
~0.10764578x1077 T, (x)

z(x) = 0.880101187; (x) + 0.039126 7007 (x) + 0.0004995 19477, (x)
—~0.30033172x107°T, (x) + 0.10764578 10" T, (x)
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seklinde Chebyshev serileri elde edilir. Buradan da  z (x) ve z;(x) Chebyshev

serilerinde (2.49) degerleri yazilirsa,

2, (x) =1.000000000 —1.000000000x +1.377060800x” — 0.04372750000x
~0.1250000000x* —0.008333300003x +0.001388800000x°
—0.000198399999x —0.00001280000000x® — 0.002755731000x°

z, (x) = x—0,1666667x" +0,0083x° - 0,0001984x +0,2755731x107x°

seklinde z, (x) ve z,(x) denklemlerinin niimerik ¢oziimleri elde edilir.

Tam ¢oziimler ile niimerik ¢6ziimler agagidaki tablo ve sekillerde karsilagtirilmgtir.

Cizelge 4.7. (4.38) deki z,(x) ’in niimerik ¢oziimii

x 7 (x) 7" (%) |2 (6) 7" ()
0.1 0.91482076 0.91482070 0.00000006
0.2 0.85846462 0.85846456 0.00000006
0.3 0.82947428 0.82947423 0.00000005
0.4 0.82608739 0.82608732 0.00000007
0.5 0.84624343 0.84624335 0.00000008
0.6 0.88759712 0.88759704 0.00000008
0.7 0.94753768 0.94753750 0.00000018
0.8 1.02321380 1.02321340 0.00000040
0.9 1.11156390 1.11156280 0.00000110
1.0 1.20935040 1.20934900 0.00000140
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Cizelge 4.8. (4.38) deki z,(x) ’in niimerik ¢6ziimii

Sekil 4.7. (4.38) deki z (x) ’in grafigi ve Chebyshev yaklagimi

Sekil 4.8. (4.38) deki z,(x) ’in grafigi ve Chebyshev yaklagimi

4 3.2 0 1 2 3 4

g

4

TR

x 2(x) 7 (%) |2 -2 ()
0.1 0.099833417 0.099833416 0.000000001
0.2 | 0.198669330 0.198669340 0.000000010
0.3 | 0.295520210 0.295520210 0.000000000
0.4 | 0.389418340 0.389418330 0.000000010
0.5 | 0.479425540 0.479425550 0.000000010
0.6 | 0.564642470 0.564642480 0.000000010
0.7 | 0.644217690 0.644217680 0.000000010
0.8 | 0.717356090 0.717356090 0.000000000
0.9 | 0.783326910 0.783326920 0.000000010
1.0 | 0.841470984 0.841470969 0.000000015

z, (x)
s 2 ()
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S. TARTISMA ve SONUC

Bu ¢alismada sunulan niimerik metot, diferensiyel-cebirsel denklemlerin niimerik

¢oziimleri i¢in etkili bir metottur. Metot test problemlerine uygulandi.

Problemlerde tam ¢6ziimlerle, metotla elde edilen niimerik ¢oziimler tablolar ve gekiller
tizerinde kargilagtirildi. Bu karsilagtirma sonucunda tam ¢6ziimlerle niimerik ¢éziimlerin
uyumlu oldugu anlagildi.
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