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OZET

YUKSEK LISANS TEZI
ALTERNE NOKTALAR VE PARALEL ALGORITMALAR UZERINE
Yasin Berkay CAN
Danmisman: Prof. Dr. Isa YILDIRIM

Amac: Bu ¢alismada, tek degerli ve ¢ok degerli doniisiimlerin alterne noktalar: i¢in yeni paralel
algoritma metotlarinin tanimlanmasi ve bu metotlar kullanilarak bazi yakinsama sonuglarinin
elde edilmesi amaglanmaktadir.

Yontem: Tezdeki teoremler, matematiksel yontemler ve lemmalar yardimu ile ispatlanmustir.

Bulgular: Bu tez kapsaminda paralel algoritma metotlar1 incelenmis ve yeni paralel algoritma
metotlar1 tanimlanmigtir. Tanimlanan yeni paralel algoritma metotlar: ile elde edilen dizilerin
uygun sartlar altinda yakinsama analizleri incelenmis ve bunlarin veri bagimlilig1 aragtirilmistir.
Ayrica bu algoritmalarin lineer olmayan varyasyonel esitsizlik problemlerinin ¢dzlimiine
uygulanabilir oldugu gdsterilmistir. Son olarak ¢ok degerli doniigiimlerin alterne noktalari igin
tanimlanan paralel algoritmalarin giiclii ve zayif yakinsamasi ile ilgili teoremler ispatlanmistir.

Sonug: Alterne noktalar i¢in yeni algoritma yontemleri sunulmus, bu yontemlerin uygun
varsayimlar altinda yakinsama analizleri incelenmis ve bazi uygulamalarina yer verilmistir.
Elde edilen sonuglar dikkate alinarak bu calisgmanin farkli hangi tiir ¢alismalara yol
gosterebilecegi belirtilmistir.

Anahtar Kelimeler: sabit nokta, alterne nokta, paralel algoritma yontemleri, varyasyonel
esitsizlik problemleri

Ocak 2026, 70 sayfa



ABSTRACT

MASTER’S THESIS
ON ALTERNATING POINTS AND PARALLEL ALGORITHMS
Yasin Berkay CAN
Supervisor: Prof. Dr. Isa YILDIRIM

Purpose: This study it is aimed to define new parallel algorithm methods for the alternating
points of single-valued and multivalued mappings and to obtain some convergence results by
using these methods.

Method: The theorems in this thesis have been proven using mathematical methods and
lemmas.

Findings: Within the scope of this thesis, parallel algorithm methods are examined and new
parallel algorithm methods are defined. For the sequences obtained by the newly defined
parallel algorithm methods, convergence analyses under appropriate conditions are investigated
and their data dependence is studied. In addition, it is shown that these algorithms are applicable
to the solution of nonlinear variational inequality problems. Finally, theorems concerning the
strong and weak convergence of the parallel algorithms defined for the alternating points of
multivalued mappings are proved.

Results: New algorithmic methods for alternating points are presented, the convergence
analyses of these methods under suitable assumptions are examined, and some of their
applications are included. Taking into account the results obtained, it is indicated what different
types of studies this work may guide in the future.

Keywords: fixed point, altering points, parallel iteration methods, variational inequality
problems
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GIRIS

20. ylizyillin baglarina dayanan sabit noktanin tanimindan ve buna dair teorilerden
hareketle ortak sabit nokta, ¢ift sabit nokta ve alterne nokta gibi pek ¢ok tanim verilerek bunlarla
ilgili farkli yazarlar tarafindan galismalar yapilmistir. Sabit nokta problemlerinin ¢ok degiskenli
ve birden fazla kiime yapilar altinda ele alinmasi1 Bhaskar ve Lakshmikantham’in kismi sirali
metrik uzaylarda ¢ift sabit nokta (coupled fixed point) kavramini tanitmasiyla yeni bir boyut
kazanmistir (Bhaskar ve Lakshmikantham, 2006). Bu calismalarin devaminda, iki veya daha
fazla kiime arasinda taniml1 doniisiimlerin ardisik etkilesimini inceleyen alterne nokta kavrami
gelismis; Ozellikle Sahu (2014), Lipschitz doniisiimler altinda paralel S-algoritmasinin
yakinsamasini ispatlayarak teorik bir standart olusturmustur. Bu alterne nokta genel olarak; A #
@, C; ve C,, A in bostan farkli alt kiimeleri olsun. 73: C; — C, ve J;: C, — C; doniigiimleri
verilsin. Eger

{ﬂ(w’i) = W
To(w3) = ]

denklem sistemini saglayan wj € C; Ve w3 € C, noktalar1 seklinde ifade edilir.

2007 yilinda Agarwal ve arkadaslari tarafindan tanitilan S-algoritma metodunun
(Agarwal et al. 2007), daraltan operatoriin sabit noktasini bulmak i¢in Picard, Mann ve Ishikawa
algoritma metotlarindan daha hizli bir yontem oldugu ispatlanmistir. Hizli yakinsama
ozelliginden dolayi, S-algoritma metodu cesitli lineer olmayan problemleri ¢6zmek i¢in bir
alternatif algoritma metodu olarak bir¢ok arastirmacinin dikkatini c¢ekmistir. Sahu, S-
algoritmasi fikrinden yola ¢ikarak, 77 ve T, doniisiimlerinin alterne noktalarini bulmak icin bir
paralel S-algoritmasini tanitmigtir (Sahu 2014). Onun bu ¢alismasi, 6zellikle optimizasyon,
sabit nokta teorisi ve denge problemleri gibi ¢esitli matematiksel ve uygulamali alanlarda
alterne noktalarin nasil kullanilabilecegine dair analizler sunmaktadir. Bu yaklagimi hem teorik
hem de uygulamali problemlerin ¢ézlimiinde alterne noktalarla ilgili yeni perspektifler ortaya

koymustur.

Verma, Shukla ve ayni y1l Shin Min K. ve arkadaslar1 (2017) S-algoritma metoduna
dayali yeni algoritmalar Onererek dogrusal olmayan doniisiimlerin alterne noktalarina
yakinsama Ozelliklerini aragtirmiglardir. Sintunavarat ve Pitea (2016), yeni bir algoritma
gelistirerek yakinsama analizleri yapmiglardir. 2022°de Khan ve arkadaslari alterne noktalarin

yaklagik ¢6ziimlerini elde etmeye yonelik yeni bir algoritma onermistir.



2022 yilinda Maldar tarafindan yeni paralel algoritmalar tanimlanmais, alterne noktaya
sahip doniisiimler i¢in bu algoritmalarin gii¢lii yakinsamasi incelenmis ve niimerik drnekler
tizerinde mevcut algoritmalara kiyasla daha iyi bir yakinsama davranis1 sergiledikleri
gozlemlenmistir. Ayrica bu algoritmalarin veri bagimliligi kavrami bu ¢alismada ilk kez ele
alinmistir. 2023 yilinda ise Atalan tasarladigi yeni bir paralel algoritma ile alandaki gelismelere

katkida bulunmustur.

Diger yandan, optimizasyon, denge, sabit nokta ve denklem sistemlerinin ¢éztimleri ile
yakindan iligkili olan varyasyonel esitsizlik problemleri Lions ve Stampacchia (1967)
tarafindan tanimlanmis ve analiz edilmistir. Bu ¢alismalarin ardindan Kinderlehrer (1980),
Zeidler (1986) gibi birgok arastirmaci, varyasyonel esitsizliklerin teorik ve uygulamali
yonlerini gelistirmislerdir. Zamanla bu teori Hilbert uzaylarinin Gtesine tasinarak Banach
uzaylarinda tamimli problemlere genisletilmis. Ozellikle Lipschitz siirekli operatdrler igin

varlik, teklik ve yakinsama sonuglari elde edilmistir.

2017 yilindan Sahu, Kang ve Kumar, genellestirilmis varyasyonel esitsizlik sitemininin
¢oziimiinii bulmak amaciyla paralel Mann ve paralel S-algoritmalarini ele almis ve bu
algoritmalar tarafindan tiretilen dizilerin gii¢lii yakinsamasini tartigmislardir. Sayisal bir 6rnek
de vererek Onerilen paralel S-algoritmasinin, paralel Mann algoritmasina gore istiinlilk

sagladigini gostermislerdir.

2018 yilinda, Zhao, Sahu ve Wen tarafindan varyasyonel esitsizlik sistemleriyle
iligkilendirilmis ve belirli izdiisiim yontemleri altinda bu sistemlerin alterne nokta problemine
indirgenebilecegi ispatlanmistir. Boylece bu yazarlar alterne noktalar, ¢ok degiskenli
fonksiyonlar ve varyasyonel esitsizlikler arasindaki yapisal bagi acik bigimde ortaya koymus;
bu {i¢ teorinin ortak bir algoritmik ve kuramsal ¢ergevede ele alinabilecegini kanitlamiglardir.
2022 yilinda Maldar, uygun sartlar altinda yeni tanimladig: paralel algoritmalari kullanarak bir

varyasyonel esitsizlik sisteminin ¢dzlimiiniin elde edilecegini ispatlamigtir.

Cok degerli doniisiimler (multivalued mappings); sabit nokta teorisi, kontrol teorisi,
optimizasyon, ekonomi ve diferansiyel icermeler (differential inclusions) gibi genis bir
uygulama yelpazesine sahip, matematigin temel dallarindan biridir. Bu alandaki ¢alismalar
tarihsel olarak Kakutani (1941)’nin, Brouwer Sabit Nokta Teoremi’ni ¢ok degerli doniisiimler
icin genellestirmesiyle baslamistir. Kakutani’nin bu c¢alismasi, ¢ok degerli doniisiimler
kuraminin gelismesinin temelini atmistir. 1969 yilinda Nadler, Hausdorff metrigini kullanarak
Banach'in klasik daralma ilkesini ¢ok degerli doniisiimlere basarili bir sekilde uyarlamistir.
Nadler’in ortaya koydugu bu yaklasim Assad ve Kirk (1972), Markin (1978) ve Reich (1979)

gibi arastirmacilar tarafindan gelistirilerek daralma tipi ¢ok degerli doniisiimler iizerine



kapsamli ¢alismalar yapmislardir. Ote yandan Ekeland ve Temam (1976), ¢ok degiskenli
fonksiyonlar1 varyasyonel esitsizlik ve denge problemleriyle lizerine ¢alismalar yapmis, Aubin
ve Frankowska (1990) ise ¢cok degiskenli ve ¢ok degerli fonksiyonlar1 birlikte ele alarak daha
giiclii bir kuramsal ¢ergeve sunmustur. Bu ¢alismalar, ¢ok degiskenli fonksiyonlarin hem teorik
analizde hem de optimizasyon, varyasyonel esitsizlikler ve denge problemlerindeki merkezi

roliinii acik¢a ortaya koymaktadir.

Cok degerli doniistimlerden hareketle, Sahu tarafindan 2014 yilinda ifade edilen alterne
nokta kavrami 2020 yilinda Petrusel, Petrusel ve Yao tarafindan bu doniistimlere asagidaki gibi

genellestirilmistir ve tam metrik uzaylarda bunlarla ilgili bazi sonuglar verilmistir.

A; ve A, iki metrik uzay, T:A; - 2%2 ve §: A, - 281 ¢ok degerli doniisiimler olsun.
Eger
{w’{ € S(w3)
w; € T(w])
sartt saglaniyorsa (wj, w3) € A; X A, ¢iftine ¢ok degerli T ve § doniistimlerinin alterne

noktasi denir (Petrusel et al. 2020).

Yukarida 6zetlenen galismalardan yola ¢ikarak bu tez ¢aligmasinda bulgular kisminda

elde edilen sonuglari ii¢ boliimde toplayacak olursak;

Birinci boliimde; 77 ve T, doniisiimlerinin alterne noktalar i¢in yeni bir paralel algoritma
tanimlanarak giiclii yakinsama teoremleri ispatlanmistir. Ayrica ikiden fazla doniisiim i¢in yani
71, 75 ve T3 dontistimleri i¢in paralel bir algoritma tarafindan elde edilen dizinin yakinsakligi ve

veri bagimlilig1 incelenmistir.

Ikinci béliimde; birinci béliimde olusturulan paralel algoritmalar kullanilarak uygun

sartlar altinda varyasyonel esitsizlik probleminin ¢6ziimii incelenmistir.

Uciincii boliimde ise cok degerli doniisiimlerin alterne noktalar: igin literatiirde ilk defa
paralel bir algoritma olusturularak elde edilen dizinin giiglii ve zayif yakinsamasi ile ilgili temel

lemmalar ve teoremler ispatlanmustir.



KURAMSAL TEMELLER

Bu baglikta ilk olarak bazi temel uzay tanimlar1 verilecek olup sabit nokta, ortak sabit
nokta, ¢ift sabit nokta, alterne nokta ve bazi temel doniisiim siniflari tanitilacaktir. Daha sonra
temel sabit nokta teoremleri ifade edilecek ve projeksiyon metodu ile varyasyonel esitsizlik

problemleri tanitilacaktir.

Baz1 Uzay Siniflar

Bu baglikta ilk olarak ¢alismalarimizda kullanacagimiz bazi temel uzay tanimlarina yer

verilecektir.
Tammm 1: A # @ ve {: A X A - R bir fonksiyon olsun. Eger her w,, w,, w3 € A i¢in
L ((w,w) =0 w =w,

i, ((wy,wy) = {(wy,wy)

. (0w, w3) < {(wq,w3) + {(w3, ;)

sartlar1 saglaniyorsa { ye A tizerinde bir metrik ve A = (A, ) ye de metrik uzay denir (Berinde
2007).

Tamim 2: Bir A metrik uzayinin kapali ve smurlt alt kiimelerinin ailesi CB(A) ile

gosterilsin. Her M, N € CB(A) i¢in A iizerindeki A metrigi tarafindan tiretilen Hausdorff metrigi

H(M,N) = max{supe,em §(01, N), Supo,en § (w2, M) }

seklindedir. Burada {(wq, N) = inf,,en{(w;, w;) bir noktanin bir kiimeye olan uzakligidir
(Huttenlocher et al. 2002).

Hausdorff metrigi, metrik aksiyomlarini saglar. Dolayisiyla bir metrik uzaydir. Eger
tanimda gegen kiimeler kapali ve sinirli degilse baz1 supremum ve infimum ifadeler sonsuz
olabilecegi i¢in metrik aksiyomlari saglanmaz. Bu durumda Hausdorff metrigi genisletilmis

metrik olabilir.

Ornek 1: (R, {) alisilmis metrigini alalim. R nin kapal1 ve sinirls alt kiimeleri olan M =

[1,2] ve N = [2,3] verilsin. Hausdorff uzaklig
SUP em §(w1, N) = Supg, ef1,2) lw1 — 2] = 1,
SUPy,en § (W, M) = SUPw,e[2,3] lw, — 2| =1,

oldugundan



H(M,N) = max{1,1} =1
dir.
Tamm 3: A bir vektor uzay olsun ve A: A = R doniisiimii her wq, w, € Aveherd € R

icin agagidaki aksiyomlar1 saglasin:

i. A(a)l)=0c}o(1)1=0,
. A(fwy) = [0]A(w1) ,
. Alw; + ) < Alwq) + Alw,) .
Bu taktirde A doniisiimiine norm denir ve 6zel olarak A(w;) = || w; || seklinde gosterilir.

(A, |l . 1) ikilisine de normlu uzay denir (Berinde 2007).

Tanim 4: A normlu lineer uzayinda alinan her Cauchy dizisi yine bu uzayda bir noktaya

yakinsiyorsa yani A uzayi tam ise Banach uzayi olarak adlandirilir (Berinde 2007).

Tamm 5: F bir cisim ve A da bir vektor uzay: olsun. (,): A X A - F doniistimii her

W1, Wy, W3 EAVeS EF lgln

i. ((1)1,0)1) = 0, <(D1, (.l)1> = O (=4 (1)1 = 9
i (W) + Wy, w3) = (wg, w3) + {wy, w3)
i, (fwq, wz) = §{wy, )

V. (W, wy) = (W, wq)

sartlarin1 saglhiyorsa (, ) dontisiimiine i¢ ¢arpim, (A, (, )) ikilisine de i¢ ¢arpim uzay1 denir. (, )
dontisiimii ile verilen bir A lineer uzayi, i¢ ¢arpim normu tarafindan tretilen || || = (,)

normuna gore tam ise bu uzaya Hilbert uzay1 denir. Her w4, w, € A i¢in
lw; + w,l1? = llog |17 + w2 lI* + 2(w1, )
lw; — w1 = llog [I* + [w,]I? = 2{w;, ;)
ve
(w1 + Wy, 01 — 02) = [lwg[I? = [, I?

esitlikleri saglanir (Soykan 2008).

Sabit Nokta, Ortak Sabit Nokta, Cift Sabit Nokta ve Alterne Nokta Kavram

Tanmm 6: A # @ ve T:A — A bir doniisiim olsun. Bu doniisiime tek degerli (single-
valued) doniisiim denir. Aksi belirtilmedik¢e doniisiimler tek degerli olarak kabul edilecektir.
T:A - 2" seklinde tanimlanan doniisiim ise gok degerli (multi-valued) doniisiim olarak

adlandirilir. Yani bir noktanin 7" altindaki goriintiisii, kiimeye karsilik gelir.



Ornek2:A = RveT:R - R,Tw = w? + 2w doniisiimii tek degerli bir doniisiim

iken 7: R — 2R doniisiimii
A
_ [0,5],(0 >0
{1,2},w <0
¢ok degerli bir doniistimdyir.

Tanmm 7: A # @ ve T: A - A doniistimii verilsin. w = T (w) esitligini saglayan w € A
noktasina 7" nin sabit noktasi denir ve F (") kiimesi ile 7" nin sabit noktalar1 gosterilir (Agarwal
et al. 2007).

Ornek 3: A = RveT:A > A, Tw = 8— wolsun.Tw = wyani 8 — w = w

dan bu doniisiimiin sabit noktast w = 4 tiir.

Ornek 4: A = R\{0} ve T: A = A bir déniisiim olmak iizere T (w) = i dontstimii i¢in

1 —
T(oo)=oo=>$=oo=>oo2=1=>oo=+1

bulunur ve F(T") = {—1,1} ile gosterilir.
Ornek 5: A = R ve T: A — A bir doniisiim olmak iizere 7' (w) = w® — 3w doniisiimii
i¢in
TwW=w>w-3v=0=>w-40=0>w=0ve w=F2
bulunur ve F(T) = {-2,0,2} ile gosterilir.

Tanim 8: A= @, T:A - Ave §: A - A doniisiimleri verilsin. Eger T (w) = S(w) =
w olacak sekilde bir w € A noktasi varsa bu w noktasina 7 ve § nin ortak sabit noktasi
(common fixed point) denir. T ve § nin biitiin ortak sabit noktalarinin kiimesi F (7)) N F(S) ile

gosterilir (Agarwal et al. 2007).

Ornek 6: A = RveT,85:A » A, Tw = w2 —4w+6 ve Sw = 2w — 3 olsun. Bu

durumda
TwW=0>w?—-40+6 = 0>’ -50+6=0>w=2,0=23
Sw=w=>2w—-3 =w0=>w=3
bulunur yani F(T) N F(S) = {3} diir.
Tanmm 9: A # @ ve T: A X A = A doniisiimii verilsin. Eger

T(wg, ;) = w; Ve T(wy, w1) = w,



olacak sekilde bir (w4, w,) € A X A ¢ifti varsa bu (w,, w,) noktas1 I doniistimiiniin ¢ift sabit
noktasi (coupled fixed point) olarak adlandirilir (Bhaskar 2006).

. 2
Ornek 7: T:RXR - R, T(wy,w,) = %3@2 doniisimii verilsin. Buradan

w? + 3w, w?
— =0 D0, =0 ——
3 1 2 173
ve
w3 + 3w, w3
- =0, D0 =W, ——
3 2 1 273

denklemleri elde edilir. Yukaridaki 1. denklemdeki w, yi, 2. denklemde yerine yazarsak

2

wi
w? \®1773

01 =0 =3 =T

elde edilir. Bu denklem sadelestirilirse

2
w% wi (’0‘1L
—— ) =2 —-2—+—
W1 3 = W71

olur. Buradan

ve

yazilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa
—wf+ 6w3 —18w? =0
elde edilir. Dolayisiyla (w4, w,) = (0,0) noktas1 bu doniisiimiin ¢ift sabit noktasidir.

Tanmm 10: A # @, C; ve C,, A in bostan farkli alt kiimeleri olsun. 73: C; = C, ve

T5: C; = C; doniistimleri verilsin. Eger

{7"1(0)’{) = w;
T2 (wz) = wy

denklem sistemini saglayan wj € C; Ve w3 € C, noktalari varsa bu noktalara sirasiyla 7; ve 7,

doniisiimlerinin alterne noktalar1 denir.



T;:C, = C, ve 75: C, —» C; doniisiimleri igin alterne noktalar kiimesi Alt(77,7;) olarak
gosterilir. Yani

Alt(73,73) = {(w1, w3) € €1 X G2 T1(w1) = w3 ve TH(wz) = wi} (1)

dir (Sahu 2014).

Ornek 8: Asagidaki denklem sistemini ele alalim.

{wl +w, =3 @)

w;—wy; =1
(2) deki denklemlerin belirttigi dogrularin kesisme noktast olan (w7,w3) ¢6ziimiini (1) de
verilen sekilde bulabiliriz. Burada gegen denklemleri
Ti(w) =3 —w; Ve HH(wy) =1+ w,
dontigsiimleriyle temsil edebiliriz. Bu dontisiimlerin alterne noktalari
Ti(w) =w; =3 —w; = w,
TH(wy) =w; = 1+ 0w, = wy

deklem sisteminin ¢oziimiinden (2,1) olarak elde edilir. Ayrica (2) denklem sisteminde yer alan
dogrularin kesisme noktasi olan (2,1), 7; ve T, doniisiimlerinin alterne noktalarina karsilik
gelir.

%], C, = [%, 1] ve 73,7,: A = A doniisiimlerini w € A

Ornek 9: A = [0,1], C, =[O0,
ve i = 1,2 i¢in J;w = 1 — w olarak tanimlayalim. 7,7;: C; = C; doniisimi 7,730 = T,(1 —
) = w olarak tanimlansin. Bu durumda, C; in her noktas1 7,7; in sabit noktasidir. Eger w] €

C, ve w3 € C, alterne noktalar ise, bu durumda wi + w3 = 1 dir. Gergekten de
Alt(7,73) = {(w7, w3) € C; X C: 0] + w3 =1}
dir (Sahu 2014).

Sonug: Ornek 9 dan (w}, w}) € Alt(7;,T3) noktasmin her zaman w, = 1 — w;, W €
[0,1/2]vew, = 1 — wq, wq € [1/2,1] dogru pargalarinin kesisme noktasi olmadigi sonucuna
varilir. Ornegin w; = 0ve wy = 1, 7; ve T, nin alterne noktalar1 olmasmna ragmen bunlara
karsilik gelen dogrularin kesisim noktas1 degildir.

Ornek 10: A; = A, = RY ve T3:A; = Ay, Ty: A, > A, déniisiimleri 77 (w;) = e®1 ve
T, (w,) = Inw, seklinde tanimlansin. Boylece 7,77: A; = A; ve [375: A, — A, dontisiimleri

kendi tizerine tanimli doniisiimlerdir. A; kiimesinin her noktas1 7;,7; doniisiimiiniin bir sabit



noktas1 iken A, kiimesinin her noktasi da 737, doniisiimiiniin bir sabit noktasidir. Boylece

(wq, w,), T; ve T, doniisiimlerinin alterne noktalaridir (Khan et al., 2023).

Yukarida alterne noktalar i¢in verilen tanim, ikiden fazla doniisiim i¢in asagidaki gibi

genellestirilmistir.

Tammm 11: A metrik uzay, @ # C,Cy, ..., Ch, C A ve T;:Cp - C,75:Cy =
Cs, ..., T Cp = C; dontistimleri verilsin. Eger w; € €y, w, € Cy, ..., 0, € €, olmak {izere
T (W) = 0y, H(wy) = w3, ..., T (wy) = w4 kosullar1 saglaniyorsa, bu noktalar 73,75, ..., T

doniistimlerinin alterne noktalar1 olarak adlandirilir (Sahu 2014).
Ornek 11: A= C, = C, = [0,1] ve 75, T,: A — A olarak tanimlansin. Tiw = 1 — w Ve

T, = w? olmak iizere her w € Aicin H,Tiw = (1 — w) = (1 — w)? ve 1 Hw = 7 (w?) =

1 - @ dir. Boylece w; = 22 ve w3 = ¥, 7; ve 7; nin alterne noktalaridir (Sahu 2014).

Alterne noktalar asagidaki grafikte gosterilmistir.

wgzl—wl

AlterneMoktalar = (0.3819660112501, 0.6180339887499)
0.6

0.4
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Sekil 1. 7; ve 7, doniistimlerin alterne noktalari

Ornek 12: A=C,=C,=[0,2] ve T;:A—> A ve Tp:A— A olarak tamimlansin.

T (w]) = 2 — w] ve I, (w]) = w] olmak iizere her w € A i¢in

(7 (@) =2 - w) = (2 - w}))



71 (72 (w1) = T1(w1) = (2 — w3)
dir. 7} (w]) = wj; ve T, (w3) = w] oldugundan w] = wj olur. Dolayisiyla
wi=2-wj220;=2>w;=1,w;=1
bulunur. Alt(7;, T,) = {(1,1)} ile gosterilir.

Tamm 12: A bos olmayan bir kiime ve 7: A — 22 ¢ok degerli doniisiimii verilsin. Eger

w € Tw ise w noktasina ¢ok degerli T doniisiimiiniin sabit noktas1 denir.
Ornek 13: T: [0, ) — 2R ¢ok degerli doniisiimii

([0, w), >0
T“)_{ (0}, w =0

seklinde tanimlansin. 0 € 770 oldugundan w = 0 noktas1 I donilisiimiiniin sabit noktasidir.

Tammm 13: A; ve A, iki metrik uzay, T:A, » 252 ve S:A, - 2% ¢ok degerli

dontigiimler olsun. Eger

{w’{ € S(w3)
w3 € T'(w})

sartt saglanmiyorsa (wj, w3) € A; X A, ¢iftine ¢ok degerli T ve § doniistimlerinin alterne

noktasi1 denir (Benterki 2024).

Ornek 14: A; ve A, metrik uzaylar, alisilmis metrik uzaylar olsun. 7: A; — 22, Tw =
[w,w+3] ve S:A, > 28,80 =[w—1,w+1] donisimleri verilsin. (w}, w}) = (1,2)

noktasini ele alalim.
I. 2 € T(1) midir?
T(1) =[1,4] olup 2 € [1,4].
ii. 1 € §(2) midir?
§(2) =[1,3]olup 1 € [1,3].
Dolayisiyla (w3, w3) = (1,2) noktas1 T ve § doniisiimlerinin alterne noktasidir.

Yukaridaki tanimdan hareketle buraya kadar verilen tanimlarla ilgili asagidaki 6zel

durumlar ifade edilebilir (Benterki 2024).
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Tablo 1. Sabit Nokta ve Alterne Noktalar Arasindaki Ozel Durumlar

A=A W] = W5 S =1d, w]; €ES(w]) § nin  sabit
noktasi
veya
§=T
S # 1dy {w’{ € S(w]) S veT ninortak
w; € T'(w3) sabit noktasi
veya
ST
w; # W} S=T {wiES(w’g) S(wy, wy) =
w; € S(w]

2 ( 1) 5(002)
dontistimiiniin
cift sabit noktas1

Temel doniisiim smiflar:
Tamm 14: (A, {) bir metrik uzay ve 7: A = A bir doniisiim olsun.
i. Herw;,w, €A igin
(T w1, Twz) < L{(wq, w3) 3)

olacak sekilde bir L > 0 sabiti varsa T ye Lipschitz doniisiim denir. (3) esitsizligine Lipschitz
sart1 ve bu sart1 saglayan en kiigiik L sayisina da Lipschitz sabiti denir.
ii.  Eger(3)esitsizligi 0 < L < 1 olmasi halinde saglaniyorsa T ye daraltan doniisiim denir.

ii. Her w;,w, € Ave w; # w, igin
{(Twy, Twy) < {(wy, wz)
ise T ye kesin daraltan doniistim denir.
iv. Herw,;,w, € Aigin
{(Twy, Twy) < (w1, wy)
ise T ye genislemeyen doniisiim denir (Agarwal et al. 2009).

Yukarida tanimlanan doniisiimler g6z Oniine alinarak asagidaki gerektirmeler

yazilabilir:
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Daraltan doniisim= Kesin daraltan dontisim= Genislemeyen doniisim= Lipschitz

doniisiim

Lipschitzian Dénisim

Genislemeyen dénlsim

Kesin daraltan dénusum

Daraltan déniisim

Sekil 2. Doniisiimler arasindaki baglanti

Tanim 15: C, A Banach uzayimin bos olmayan bir alt kiimesi ve [0, o) araliginda {a,}
dizisi i¢in a,, — 0 olsun. Ayrica 7': C — C taniml1 bir doniisiim alalim. Her w,, w, € C ve n €
N i¢in

I 7wy — T"w, IS Ly (Il 01 — 003 1 +ay) (4)

esitsizligi saglanacak sekilde L,, > 0 dizisi varsa T ye {a,,} ye gore hemen hemen Lipschitzian

doniisiim denir.

(4) saglandiginda L,, sabitinin alt sinirinin infimumu n(T™) ile gosterilir ve hemen

hemen Lipschitz sabiti olarak adlandirilir. Burada

Il T"w, — T, i

Il W1 — Wy Il +a,

n(T")zsup{ twq, Wy € C, w4 qtooz}

olmak {izere, hemen hemen Lipschitzian dontisiim, {(a,,n(7,,))} dizisi ile birlikte;

i. Vn€Niginn(T™) < 1 ise hemen hemen daraltandir,
ii. Vn € Niginn(T™) < 1 ise hemen hemen genislemeyendir,
iii. VneN igin 1{1_{{)10 n(@™m <1 ve n(T™) =1 ise hemen hemen asimptotik
genislemeyendir,
iv. Vn € Niginn(T") < L ise hemen hemen diizgiin L-Lipschitzian,
V. Vn€eNiginn(T™") <L < 1ise hemen hemen diizgiin L-daraltan,

olarak adlandirilir (Sahu 2005).

2014 yilinda Sahu hemen hemen doniistimlerin tanimindan esinlenerek asagidaki tanimi

ifade etmistir.
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Tamm 16: C, A Banach uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi ve [0, o) araliginda {a,}

dizisi i¢in a,, = 0 olacak sekilde her w,, w, € C ve her n € N igin
| S0 — Spos IS g — wy || +a,

kosulu saglaniyorsa {S,,} doniistimlerin dizisine [0, c0) araliginda {a,} dizisi ile birlikte hemen

hemen genislemeyen denir (Sahu 2014).

Tammim 17: A bir normlu uzay ve 7,8: A — A iki operator olsun. Her w € A igin
|Tw — Sw]|| < € olacak sekilde bir € > 0 sabiti varsa § ye T nin yaklasim operatorii denir
(Soltuz and Grosan, 2008).

Tamm 18: A bir metrik uzay ve 7: A - CB(A) c¢ok degerli doniistimii verilsin. Her
W1, Wy €E A 1(;111
I.

HT w1, Twy) < Ll|w; — wyl]

esitsizligi saglanacak sekilde L € (0,1] sabiti varsa T ye daraltan doniisiim;
ii.
HT w,Tw;) < Lljw; — o]
esitsizligi saglanacak sekilde L > 0 sabiti varsa T'ye Lipschitz doniisiim;
iii.
HTw,Tw;) < [[wg — o]
esitsizligi saglaniyorsa T ye genislemeyen doniisiim denir.

Tanim 19: H bir Hilbert uzayi ve 7: H = H bir doniisiim olsun. Her w,, w, € H i¢in

(W, —wy, Tw; —Twy) =0
esitsizligi saglaniyorsa I doniislimiine monoton doniislim;
ii.
(W1 — Wy, Ty — Twy) 2 nlw; — w,||?

esitsizligi eger 1 > 0 i¢in saglaniyorsa J"doniisiimiine giliclii monoton veya n-gii¢lii monoton

doniisiim;
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iii.
(W1 = w2, Tx = Twy) 2 nl|ITw; — Tw,ll?

esitsizligi eger n > 0 i¢in saglaniyorsa 7 doniisiimiine ters giiclii monoton doniisiim denir
(Hammad et al. 2020).
Metrik Projeksiyonu ve Varyasyonel Esitsizlikler

Tamim 20: C, H Hilbert uzayimnin bos kiimeden farkl: bir alt kiimesi ve w, € H olsun.
Eger her w; € C igin

[ Wy — Wq 1<l w3 — Wq Il

olacak sekilde bir w, € C noktasi varsa w, ye w in C iizerine metrik izdiisiimii denir ve Prw;
ile gosterilir. s = Prw; — w, vektoriine de w4 In C lizerine izdlisiim vektorii adi verilir. Eger
her w, € H igin Prw,; mevcut ve tek olarak tanimliysa bu durumda P;: H — C operatoriine (C

tizerine) metrik izdiisiim denir (Cegielski, 2012).

W,
I

Sekil 3. Metrik projeksiyon

Ornek 15: H = R?, € = {(wy, w,) € R%: w, = 0} ve w; = (4,5) olmak iizere verilen
w, noktasinin C dogrusu iizerine izdiisiimii C lzerindeki w; e en yakin nokta oldugundan

P.w; = (4,0) olur ve

lwy = Pew; I=y/(4—4)2+(5-0)>=5
w; In C ye olan metrik izdiisiimii bulunmus olur.

Teorem 1: C, H Hilbert uzayinin bos kiimeden farkli kapali ve konveks bir alt kiimesi
olsun. Her w; € H i¢in Prw; metrik projeksiyonu vardir ve tek bir sekilde belirlenmistir
(Cegielski, 2012).

Teorem 2: C, H Hilbert uzaymin bos kiimeden farkli konveks bir alt kiimesi, w; € H

Ve w, € C olsun. Asagidaki sartlar denktir:

i. PC(Dl :(1)2,

ii. Her w; € C igin (w; — w,, w3 — w,) < 0 (Cegielski, 2012).
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Yani yukaridaki teoremin ii. sart1 bize eger w; — w, ile w3 — w, vektorleri sifirdan farkl ise

bunlar arasindaki aginin g ye esit ya da biiyiik oldugunu soyler.

Sonugc: C, H Hilbert uzayinin bos kiimeden farkli kapali konveks bir alt kiimesi, 7: H —
H dontisiimii ve A € R olsun. Herhangi bir A > 0 i¢in 73 = I + A(T — I) seklinde tanimlanan
dontisiimiine gore F(P.T) = F(P.T;) esitligi vardir (Cegielski, 2012).

Tamm 21: C, R" Oklid uzayinin bos kiimeden farkli kapal1 ve konveks bir alt kiimesi

ve T: C — R" siirekli bir doniisiim olsun. Her x € C igin
Twj(w; —w]) =0
esitsizligini saglayan w] elemanlarmin bulunmasma sonlu boyutlu varyasyonel esitsizlik
problemi denir ve VI(C,T) ile gosterilir. Varyasyonel esitsizlik probleminin ¢oziim kiimesi ise
0 ile gosterilir (Stampacchia, 1964).
Yukarida tanim, Hilbert uzaylarinda asagidaki gibi ifade edilebilir:

Tamim 22: H bir Hilbert uzayi1 ve C ¢ H bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiime
olsun.T: C — H lineer olmayan operator olmak iizere varyasyonel esitsizlik problemi asagidaki
gibi ifade edilir:

Her v € C igin
<Tw,v—w;>=0 (5)

esitsizligini saglayan wj € C noktasinin bulunma problemidir ve VI(C,A) ile gosterilir.

Varyasyonel esitsizlik probleminin ¢oziim kiimesi ise 2(C, A) ile gosterilir. Yani V v € C igin
QC A ={w;eC:<Twj,v—w; >}=0
dir (Stampacchia 1964).

Ornek 16: C =[0,2] olmak iizere T:C —» R fonksiyonu Tw; = w? seklinde

tanimlansin. Bu durumda her w4 € [0,2] i¢in
Tol(w; —w)) = (w)*(w; —w]) =0
varyasyonel esitsizliginin ¢dziim kiimesi wj = 0 dir.

Ornek 17: C = [0,1] olmak iizere T: C - R fonksiyonu Tw; = —2w; + 3 seklinde

tanimlansin. Bu durumda her w, € [0,1] i¢in
Twi(w; —w1) = (—2w; +3)(0; —w1) =0

varyasyonel esitsizliginin ¢oziim kiimesi wj = 1 dir.
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Sabit nokta problemleri ve varyasyonel esitsizlik arasindaki iliski, izdiisim

operatoriinden faydalanilarak asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Teorem 3:1) C, H Hilbert uzayinin kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. Bu durumda
wj € C nin VI(C,T) varyasyonel esitsizlik probleminin bir ¢6zliimii olmasi i¢in gerek ve yeter

sart herhangi bir y > 0 igin x* mn P(I — yT): C — C doniisiimiiniin sabit noktasi olmasi yani
Pe(w; —yTwi) = 0]
olmasidir. Bu durumda wj € FixP-(I — yT) dir.

i) H bir Hilbert uzay1 ve 7: H = H gii¢lii monoton ve Lipschitz siirekli operator olsun. Boylece

varyasyonel esitzilik problemin (5) in tek bir w] € C ¢6ziimii vardir (Nagurney, 2002).

Bir¢ok yazar tarafindan genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalar1 iizerine varyasyonel
esitsizlik problemleri incelenmistir. Bu tiir problemler, hiyerarsik varyasyonel esitsizlik

problemi olarak adlandirilir ve su sekilde tanimlanir.

Tamim 23: H Hilbert uzayinin kapali, konveks ve bir alt kiimesi C olsun. §: C — C kendi
lizerine genislemeyen bir donilisim ve Fix(§), $’nin sabit noktalar1 kiimesini ifade etsin.
Ayrica, T: C — H lineer olmayan bir operatdr olarak tanimlansin. Hiyerarsik varyasyonel

esitsizlik problemi, her v € Fix(§) icin
(Tw',v—w)>0

esitsizligini saglayan w* € Fix(S) noktasinin bulunma problemidir (Eslamian et al 2024).

Varyasyonel esitsizlik probleminin ¢6ziim kiimesi C iizerinde aranirken, hiyerarsik
varyasyonel esitsizlik probleminin ¢6ziim kiimesi C nin alt kiimesi olan § doniisiimiiniin sabit
noktalar kiimesi Fix(S) lzerinde aranir. Bu durumda hiyerarsik varyasyonel esitsizlik
problemi, varyasyonel esitsizlik probleminin alt sinifi olarak kabul edilebilir. Ayrica
varyasyonel esitsizlik problemi daha genel oldugu i¢in metrik izdiisiim yontemleri ile
coziilebilirken hiyerarsik varyasyonel esitsizlik problemleri genislemeyen doniisiimlerin sabit

noktalar1 kullanilarak sabit nokta teoremleri ile ¢Oziilebilir.
Tamim 24: Bir f(-):C € A; » A, doniisimii w, € C noktasit ve T(-):A; = A,
dogrusal doniistimii verilsin. Ve > 0 i¢in w € C Ve |lw; — wg|| < & iken
If (w1) = f(wo) = T(w1 — wp)l < ellwg — woll

olacak bigimde § = §(e) > 0 sayist varsa f(-) donlisimine w, noktasinda Frechet
tirevlenebilir denir. Eger f( - ) doniisiimii C kiimesinin her noktasinda Frechet tiirevlenebilir

ise f(+) doniisiimiine C tizerinde Frechet tiirevlenebilir denir (Musayev 2000).
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Tamim 25: i) A bir normlu uzay ve {w,,} de bu uzayda bir dizi olsun. Her f € A’ igin

lim f(w,) = f(w) olacak sekilde bir w € A varsa {w,, } dizisi zay1f yakinsaktir denir ve w,, =
n—>oo
w seklinde gosterilir.

I1) A bir Banach uzayi, C, A in bos olmayan bir alt kiimesi ve T: C — A bir doniisiim olsun. Eger
C igindeki sinirli her {w,} dizisi w* € C ye zayif yakinsak ve Tw,, de 0 a kuvvetli yakinsak

iken Tw = 0 ise T doniisiimiine 0 da yar1 kapal1 doniisiim denir (Berinde 2006).

Tamim 26: A bir Banach uzay1, w; € A ve (w,,) dizisi w, elamanina zayif yakinsayan

bir dizi olmak iizere her w, € A — {w4} igin
hnn_l)io?f”(l)n —wll = lirrlr_l)glf”wn — wy||
ise A Banach uzayi Opial sartini sagliyor denir (Opial 1967).
Yukaridaki Opial sart1 asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

limsup||w,, — w|| < limsup||w,, — w,||.

n—oo n—-oo
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MATERYAL ve YONTEM

Sabit Nokta le Tlgili Teoremler

Asagida ifade edilen teoremler, hangi sartlar altinda sabit noktalarinin var ve tek oldugu

ile ilgili gerekli ve yeterli sartlar1 sunmaktadir.

Teorem 4: [wq, w;], R de kapali bir aralik ve T:[w;, w,] = [wq, w,] siirekli bir
doniisiim olsun. Bu durumda 7'(w*) = w* olacak sekilde en az bir w* € [wq, w,] sayisi

vardir (Agarwal et al. 2007).

Ispat: T(w;),T(w,) € [wy, w,] oldugu i¢in T(w;) = w; Ve T(w,) < w, dir.
DolayisiylaT(w1) — w1 = 0veT(w,) — w, < 0dir. Diger taraftan G(u) = T(u) — u
seklindeki fonksiyonu tanimlayalim. Bu G fonksiyon yine [w,, w,] araliginda siirekli olup
G(wy) < 0 < G(wq) dir. Ara deger teoreminden G(w*) = 0 olacak sekilde bir w* €

(w1, w,) vardir. Buradan G(w*) = T(w*) — " = 00lup T'(w*) = w*dir.

Teorem 5 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): C, R™ nin kompakt konveks alt kiimesi
olsun. Bu durumda, 7': C — C siirekli doniligiimii en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and
Kirk 2001).

Brouwer Sabit Nokta Teoremi sonsuz boyutlu Banach uzaylarinda gecerli degildir.

Teorem 6 (Schauder Sabit Nokta Teoremi): C, A Banach uzaymin C S A bostan farkli
kompakt konveks bir alt kiimesi ve T': C — C siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda 7" en az
bir sabit noktaya sahiptir (Schauder 1930).

Teorem 7 (Banach Sabit Nokta Teoremi): A tam metrik uzay ve 7: A — A daraltan

bir doniisiim olsun. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir (Banach 1922).

Tam olmayan metrik uzaylarda daraltan bir doniigiimiin sabit noktasi olmak zorunda
degildir. Ayrica tam metrik uzayda da daraltan olmayan bir doniigiimiin sabit noktas1 olmak

zorunda degildir.

Teorem 8: (A, {) tam metrik uzay1 ve n € N i¢in 7™ daraltan doniisiim olacak sekilde
bir 7': A = A doniisiimii verilsin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk
2001).

Teorem 9: A bir kompakt metrik uzay ve T: A — A kesin daraltan bir doniisiim olsun.

Bu durumda T bir tek w, sabit noktasina sahiptir. Ustelik her w € A igin,
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lim T"w = w,

n—oo

dir (Khamsi and Kirk 2001).

Cok degerli dontistimler (multivalued mappings) i¢in sabit nokta teorisi, kontrol
teorisi, optimizasyon, ekonomi ve diferansiyel igermeler (differential inclusions) gibi genis bir
uygulama yelpazesine sahip, matematigin temel dallarindan biridir. Bu alandaki ¢alismalar
tarihsel olarak Kakutani (1941)’nin, Brouwer Sabit Nokta Teoremi’ni ¢ok degerli doniisiimler
icin genellestirmesiyle baslamistir. Kakutani’nin bu c¢alismasi, ¢cok degerli doniisiimler
kuraminin gelismesinde oncii bir rol oynamistir. 1969 yilinda Nadler tarafindan metrik sabit
nokta teorisi alaninda gerceklestirilmistir. Nadler, Hausdorff metrigini kullanarak Banach'in
klasik daralma ilkesini ¢ok degerli dontisiimlere basarili bir sekilde uyarlamig ve tam metrik
uzayda ¢ok degerli daraltan bir doniisiimiin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu asagidaki gibi

ispatlamustir.

Teorem 10 (Nadler Sabit Nokta Teoremi): A tam metrik uzay ve T:A — 2% cok
degerli daraltan bir doniisiim olsun. Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir (Nadler 1969).

Yukaridaki calisma, ozellikle 19701 yillarda metrik sabit nokta teorisinin hizla
gelismesine yol agmustir. Assad ve Kirk (1972), Markin (1978) ve Reich (1979) gibi
matematikgiler, Nadler'in baglattig1 bu akimi takip ederek daralma tipi ¢ok degerli doniistimler

izerine kapsamli ¢aligmalar yapmislardir.

Teorem 11: A, ve A, vektor uzaylar verilsin. A; ve A, nin Kartezyen ¢arpimi A; X
Ay = {(wq1, wy): w1 €Ay, Wy €Ay} oOlsun. || .||, Ay lizerinde bir norm ve ||.||, ise A,

uzerinde bir norm olsun. O halde
| (w1, 0| = llw1lly + llw,]l,
bir normlu uzaydir (Soykan 2008).

Ispat: (0, w,), (w3, w,) € A; X A, Ve € F olsun.

i l(wg, 0)|l = llwqlly + [lwzll; =0 oldugunu gosterelim. |[.||; ve |.]l; norm
oldugundan ||w4||l; = 0 Ve ||[w;||; = 0 dir. Budurumda || (w,, w) || = llwq|l; + lwyll, =
0 saglanir.

ii. (wq,w,) = 0ise0zaman w; = 0 ve w, = 0 dir. Bu nedenle ||w;||; = 0 ve ||w,]|l, =0
ve boylece |[(wq, wy)|l =0 bulunur. Eger |[(wq, wy)]| =0 ise 0 zaman |w,|l; +
|wz]l, =0 ve |lwq]l; = |lwz]l; =0 dir. Bu nedenle w; = 0ve w, =0 ve bdylece
(w1, w,) = 0 elde edilir.

iii. ||CZ(001,0)2)|| = ||(a0)1,0(0)2)|| = ||a(01||1 + ”05032”2 = |a|”001”1 + |a|”002||2
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= la|(llwll; + llwzll2) = lalll(wy, w2)II.

iv. [[(wq, w2) + (w3, 0]l = [[(w1 + w3, 0w + 0 ) || = [[wg + w2l + [|wy + w4l
< lwglly + llwzlly + llwzllz + llwgllz = [[(wg, w) | + ([ (w2, wy)]l.
Norm sartlar1 saglandigindan |[(wq, w,)|l = llw4|l; + llw,|l, ifadesi A; X A, vektdr uzayi

uzerinde bir norm tanimlar.

Ornek 18: A, vektor uzay iizerinde bir norm || .||; ve A, vektdr uzay iizerinde bir
norm || .||, olsun. A; = A; X A, vektor uzay1 ||(wq, wy)|| = |lw1ll; + llw, ||, normuna sahip

olsun. Ayrica {(w,, wy)}, A; X A, iginde bir dizi olsun.

I.  {(wg, wyp)} dizisinin A; de (wq,w,) ye yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart {w,}
dizisinin A; de w; e ve {wy} dizisinin de A, de w, ye yakinsamasidir.
ii.  {(wy, wy)}dizisinin A5 de bir Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve yeter sart {w,, } dizisinin

A, de bir Cauchy dizisi ve {w;,} dizisinin A, de bir Cauchy dizisi olmasidir.
Coziim: £ > 0 olsun.

. (=) {(wy, wy)}, As iginde (w4, w,) ye yakinsasin. O zaman bazi N € N vardir 6yle ki
n = N igin
l(wp — 01, 0n — W)l = [[(wy, wr) — (w1, W) < €
dur. Boylece n > N igin
lw, — will; < llwp — wqlly + [Jwn — w2ll; = [(wy — w1, 0, — )| < €
ve
lon — w2z < llwp — wqll; + llon — w2z = [[(wy — 0wy, 0y —w)Il < €

bulunur. Sonug olarak {w,}, A; i¢inde w, e yakinsar ve {wy}, A, i¢inde w, ¢ yakinsar.

(&) {wy,}, A; iginde w; e yakinsasin ve {wy}, A, i¢inde w, e yakinsasin. O zaman her n > N;

i¢in

N ™

lloop — wqlly <
ve her n > N, igin

&
loh = wll, <

olacak sekilde Ny, N, € N vardir. Ny = max{N;, N,} olsun. O zaman n > N, i¢in
[l (wn, wn) = (01, W)l = [0y — w1, 0y — 0| = llwy — 1ll1 + llwy — w2l < €
oldugundan {(w,, wy)}, Az iginde (w4, w,) ye yakinsar.

ii. (=) {(wy, wy)}, As icinde bir Cauchy dizisi olsun. O zaman her m,n = N igin

[l (0 = 0, 05 = W)l = [[(05, 05) = (W, W)l < €
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olacak sekilde baz1 N € N vardir. Béylece her m,n > N igin

”(Dn - wm”l < ”(‘)n - wm”l + ”(‘);‘L - w;nllz = ”((‘)n — Wy, (l)‘;‘l, - (‘);n)” < ¢
ve

lon — opllz < llwp = ol + o, = wpllz = l[(wy — W, 0p —op)ll < €
bulunur. Sonug olarak {w,}, A; i¢inde bir Cauchy dizisidir ve {wy}, A, i¢inde bir Cauchy
dizisidir.
(<) {wy}, Ay iginde bir Cauchy dizisi ve {wy,}, A, i¢inde bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda
m,n = Nj icin

&
”(*)n - wm”l < E

vem,n = N, i¢in

lopy = @hully < =
Wy — W <=
n mill 2
olacak sekilde N;, N, € N vardir. Ny, = max{N;, N,} olsun. O zaman m,n = N, i¢in
| (wn, ) — (W, )l = [[(0y — 0, 0y — @il

= llowy = wplly + o, —wnll; <€

oldugundan {(w,,, wy)}, A3 ig¢inde bir Cauchy dizisidir.

Teorem 12: (A4, |l - 1l1) ve (Ay, || - 1I5) iki Banach uzay1 olsun. Bu durumda A5 = A4 X

A, vektor uzayr ||(wg, w)lla, = llwqll; + [[wz]l; normu ile birlikte bir Banach uzayidir
(Soykan 2008).
Ispat: A; = A; X A, uzaymm | (w1, w)la, = lw1]l; + [lw;]l; normlu uzay oldugu

yukaridaki drnekte gosterilmistir. A; ve A, normlu uzay iken A; de normlu uzaydir. A5 {in bir
Banach uzay1 oldugunu géstermek igin A5 iin tam oldugunu, yani A5 teki her Cauchy dizisinin

A5 i¢indeki bir noktaya yakinsadigini gosterelim.

As; = Ay X A, uzaymda rastgele bir {(w,, wy)} Cauchy dizisi alalm. Yukaridaki
ornegin ii) sikkindan {w,}, A; te , {w;,} de A, de bir Cauchy dizisidir. A; Banach uzay1
oldugundan {w,} A; te bir Cauchy dizisi oldugu i¢in, {w,} dizisi A; iginde bir w,; noktasina
yakinsar. Yani w,, = w; dir. Benzer sekilde w;, & w, dir. Boylece w, € A; ve w, € A, olan
bir (w4, w,) limiti bulunur. Bu (w4, w,) noktast Az = Ay X A, uzaymnin bir elemanidir.

Yukaridaki Ornegin i) sikkindan {w,} - w; ve {wp}— w, olmasi ancak ve ancak
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{(wy, wn)} = (w1, w,), Az de olmasini gerektirir. Dolayisiyla, A; de aldigimiz {(w,, wy)}
Cauchy dizisi, A5 de bulunan (w,, w,) noktasina yakinsar. A; uzayinda aldigimiz rastgele bir
Cauchy dizisinin, yine A5 uzayinda bir limite sahip oldugunu gosterdik. Bu, A3 uzayinin tam
oldugunu kanitlar. Dolayisiyla A3 hem normlu bir uzay hem de tam bir uzay oldugundan, A,

bir Banach uzayidir.

Lemmal:i €I ={1,2,...,m}olmak lizere §;: A - A genislemeyen doniisiimler olsun.

Bu durumda;

i w = (W, Wy, ..., W) € A, olmak lizere § = Y, w;S; konveks kombinasyonu
genislemeyendir.

ii. S =8,8m-1--91 Dbileske doniisiimii genislemeyendir. Ayrica, eger §;
doniisimlerinden en az biri daraltan ise S dontisiimii de daraltandir (Cegielski

2012).
Ispat: w,,w, EA ve §; genislemeyen doniisim olsun. Yani [|S;0; — S;w,|| <
a;||lw; — w,|| dir. Burada a; € (0,1] ve i € I dur.
i wE A, S =Yigw;S; Ve a = Y je;wja; olsun. Burada a € (0,1] oldugu agiktir.

Normun konveksliginden ve i € [ i¢in §; lerin genislemeyenliginden dolay1

1501 = Soall = || wi (Sieor = Sico2)

i€l

< z w; [[S;w1 — S0, |

L€l

<) wiaillo; - o

i€l

= aflw; — w,||
olur. Yani §, genislemeyen bir doniisiimdiir.
ii. A= ayuty_q -1 € (0,1] oldugundan
ISw; — Swyll = |87 Sm—1 - S1 W1 — SpSm—1 - S10;|| < allw; — wy]|

dir. Yani § = 8,,8,,-1 ...8; bileske doniisiimii genislemeyendir. Eger baz1 iy € I i¢in §;

daraltan yani a;, € (0,1] ise « € (0,1] olup § daraltandir.
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Alterne Nokta ile Tlgili Teoremler

Yukarida kuramsal temeller kisminda ifade edilen doniisiimlerin sabit noktalarini, ortak
sabit noktalarini, ¢ift sabit noktalarimi bulmak ve bu noktalar i¢in yakinsaklik sartlarim
incelemek {izere pek cok yazar tarafindan cok farkli algoritmalar (Picard, Mann, Ishikawa,
Noor, M-algoritmast vd.) ifade edilmistir. Bu algoritmalarin yakinsama hizlari, denklikleri,
karaliliklar1 farkli ¢alismalarda ele alinmistir. Bu algoritmalardan birisi de asagida ifade

edilmistir.
Picard-Mann Hybrid Algoritmasi (S-algoritmasi): A bir normlu uzay, C S A bos
olmayan konveks alt kiime, 77: C — C bir doniisiim ve w, € C keyfi bir nokta olmak iizere

{ Wpt1 = T(‘o;l (6)
Wy, = a0, + (1 —a,)Tw,, n=0,12,..

seklinde Khan ve Sahu tarafindan birbirinden bagimsiz olarak tanimlanmis ve Khan tarafindan
Picard-Mann hybrid (PMH) algoritmasi olarak adlandirilmistir. Ayrica Khan bu algoritmanin
daraltan doniisiimler i¢in Picard, Mann ve Ishikawa algoritmalarindan daha hizli yakinsadigini

gostermistir (Khan 2013).
Sahu, S-algoritma metodu fikrinden yola ¢ikarak, 7; ve 7, doniisiimlerinin alterne
noktalarini bulmak i¢in asagidaki gibi paralel S-algoritma metodunu tanitmistir (Sahu 2014).

Tamim 27: A Banach uzay, C; ve C, ise A’ nin bos olmayan, kapali ve konveks alt
kiimeleri olsun. 73: C; — C, ve 7,: C, — C; iki doniisiim olmak iizere herhangi bir (wg, wg) €

C1 X C; ve a € (0,1) i¢in paralel S-algoritmasi

Wpt1 = :Té[(l - an)w;’l + anTl(Dn] (7)
(*);1+1 =71 - an)(*)n + ang—éw;l]
seklinde tanimlanir (Sahu 2014).

Teorem 13: C; ve C,, A Banach uzaymin bostan farkli kapali, konveks alt kiimeleri ve
T:C, = C,,T5:C, = C; genislemeyen doniistimler olsun. Ayrica Alt(73,7,) # @ oldugunu

kabul edelim. Herhangi bir w; € C; i¢in tanimlanan normal S-algoritmasi
wn1 = HA[A = ap)w, + LT 0]
seklindedir. Burada a,, € (0,1) ve };-; @, (1 — a,,) = o dur. Boylece asagidakiler saglanir.

i.  {llw, — LT w,|l} dizisi 0 a yakinsar ve

1
lw, — T w II=0< >
" " VI, @ (1 —a;)
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esitligi vardir.

ii. {w,} algoritmasi " € Fix(7,7;) elemanmna zayif yakinsar. Burada (w*,J30") €
Alt(7,77) dir (Xu and Sahu 2021).

2021 yilinda Xu ve Sahu, iki genislemeyen 7;7: C; — C, ve T;: C, = C; operatdr ¢iftinin
alterne noktalarmi bulmak i¢in (7) algoritmasimi kullanmis ve asagidaki teoremi

ispatlamiglardir.

Teorem 14: C; ve C,, A Banach uzayinin bostan farkli kapali, konveks alt kiimeleri ve
T7::C; = C,,T,: C, = C; genislemeyen doniisiimler olsun. Ayrica Alt(73,7;) # @ oldugunu
kabul edelim. Herhangi bir (w,,w,) € C; X C, igin (7) tarafindan elde edilen {(w,, wy)}

algoritmasi verilsin. Bu durumda

i. {Il (0, wy) — (T, Tywy)Il.} dizisi 0 a yakinsar ve

1
Ieor, @n) = (z0m, Fiw)l. =0 <\/Z?=1 a;(1— ai)>

esitligi vardir.

ii. Tiw] = w5 ve T,w; = w] saglanacak sekilde {(w,, w,)} algoritmasi (wi, w3) €

C; X C, noktasina zayif yakinsar (Xu and Sahu, 2021).

Lemma 2: A tam metrik uzay, @ # C;,C5,...,Cy € A ve T3:C; = C,,75:C, =
Cs, ..., Iy: Cy — C; Lipschitz siirekli dontisimler olmak iizere sirasiyla bu doniisiimlerin

Lipschitz sabitleri Ly, Ly, ..., Ly olsun. O halde asagidaki sartlar saglanir.

I. InTn_1 ... T5T7: C; = C; Lipschitz stirekli bir dontisiim olup Lipschitz sabiti L L, ... Ly
dir.

ii. Eger LiL,..Ly <1 ve C; kapali ise o zaman TyTy_ ...757;: C; — C; bir daraltan
dontisim olur ve T;(w,) = wy, BH(wy) = w3, ..., Ty(wy) = w; kosulunu saglayan

(W1, Wy, ..., wy) € C; X Cy X ... X Cy elemani vardir (Sahu 2014).
N = 2 ve L;L, < 1 i¢in asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 15: A tam metrik uzay, C; ve C, ise A’ nin bostan farkli ve kapali alt kiimeleri
olsun. 7;: C; = C,, 75: C, = C; Lipschitz siirekli doniisiimler olmak tizere sirasiyla Lipschitz

sabitleri Ly, L, olsun ve L;L, < 1 kosulu saglansin. O halde asagidakiler saglanir.

I. ] Ve w;,J; veT, donisiimlerinin alterne noktalar1 olmak tizere (w3, w3) € C; X C,
olan tek bir noktaya sahiptir.

ii.  Herhangi bir w, € C; i¢in
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{ wy = T (wy)
Wpi1 = 7-'2(('0;’1)

seklinde tanimlanan {(w,, wy)} dizisi (w], w3) noktasina yakinsar (Sahu 2014).
ispat:

I. T,7;: C; = C; bir daraltan doniisiimdiir. Dolayisiyla 7,7; ' in w] € C; i¢in tek bir noktasi
vardir ve bu nokta 7,7; w] = w] 1saglar. Ayrica w3 € C, i¢in J;w] = w3 saglayan tek
bir w3 noktasi vardir. Boylece T,w; = w] olur. Bu nedenle 7; ve 7, doniisiimlerinin
alterne noktalar1 olan w] Ve w; igin tek bir (w3, w3) € C; X C, noktast mevcuttur.

i Picard algoritmasi tarafindan tanimlanan
Wpi1 = HT10,

{w, } dizisi w] a yakinsar. Ayrica w;,, = J;w, Ve Jyw] = w}; olacak sekilde tanimlanan

{wy,} dizisi, n - oo i¢in w3 a yakinsar.

Sonug olarak asagidaki Teorem 16 da 7;: C; — C, ve 7,: C, — C; daraltan doniisiimler

olmak zorunda degildir.

Teorem 16: A tam metrik uzay, @ + C;,C, c A, 737, ve T,T; daraltan doniisiimler
olmak tizere 73: C; = C,, 75: C, = C; doniistimleri verilsin. C; veya C, den herhangi biri kapali
olsun. O zaman, 7; ve T, doniisiimlerinin alterne noktalari olan wj Ve w3 igin tek bir (w3, w3) €

C; X C, noktasi vardir (Sahu 2014).
Teorem 16 dan hareketle Sahu, agsagidaki sonucu elde etmistir.

Teorem 17: C, A tam metrik uzaymn bos olmayan, kapali bir alt kiimesi olsun. 7: C = C
doniisiimii verilsin ve 72 daraltan bir dniisiim olsun. Bu taktirde w* € C i¢in Tw* = w* olan

tek bir w* noktas1 mevcuttur (Sahu 2014).

Teorem 18: A tam metrik uzay ve @ # C;,C, c A olsun. 7;: C;, = C, ve T,: C, — C;
Lipschitz siirekli iki doniisiim ve bunlarin Lipschitz sabitleri de L, L, olmak iizere L;L, < 1

kosulu saglansin. Bu durumda asagidaki sonuglari elde ederiz.

I. T :=7,7;:C; — C; doniisiimii daraltandir ve dolayisiyla (w3, w3) € C; X C, seklinde tek
bir noktas1 vardir. Burada w} ve w3, 7; ve T, doniisiimlerinin alterne noktalaridir.
ii. Herhangi bir w, € C; ve a € (0,1) i¢in S-algoritmasi tarafindan olusturulan C; deki
Wny1 = T[(1 — )wy + aT wy]
{w,} dizisi w] a yakinsar (Sahu 2014).
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Teorem 19: C; ve C,, A Banach uzayimin iki bos olmayan, kapali ve konveks alt kiimesi
olsun. 73: C; = C, ve T,: C, — C; iki Lipschitz siirekli dontisiim, L; < 1 ve L, < 1 Lipschitz
sabitleri olmak tizere L;L, < 1 sart1 saglansin. (7) tarafindan tanimlanan paralel S-algoritmasi
{(wp, 0n) Imeo dizisi, tek bir (w3, w3) € C; X C, noktasina gii¢lii yakinsar. Burada w] ve wj,

T, ve T, doniistimlerinin alterne noktalaridir (Sahu 2014).

Ispat: Teorem 15 e gore bir tek (w}, w3) € C; X C, noktas1 vardir. Burada w} ve w3 ,
T, ve 7, nin alterne noktalaridir.
Ar=max{L;(1 - (1 - Ly)@)),L,(1 = (1 = Ly)a))}

olsun. (7) den
lwpsr — @3l = IT1[(1 — @)wy, + aTz(0y)] = (D]

< L[ = )w, + aT;(wy)] — w1
< Li[(A = a)|lwn — w1l + @l T2 () — will]
= Li[(1 = a)llw, — w1l + a|T2(wn) = T2 (w)]
< Li[(1 = o) |lon — wil + Ly afloy — o]
yazilir. Benzer sekilde
lloonsy = @il < Lo[(1 — @)l — w3l + Lyallwn — wil]
bulunur. Taraf tarafa bu iki ifade toplanirsa
lwnt1 = 1] + [l0p41 = w3l < Lyi[(1 = @) ||, — wi]l + Ly alloy — w3
+Lo[(1 = a)Jwn = Y7l + Lia|oy — 0il]
S Li(1-(1 - L))o, — ]
+L (1= (1 = Ly a)|lw, — w;|
< Aoy = 01l + [Jwn = ws D).

Simdi A X A izerindeki || .||y normunu her (wq,w;) € AXA igin ||[(wq, wy)|[1 =
lw1]] + ||w,|| seklinde tanimlayalim. Burada A X A igin (4, || .||;) bir Banach uzayidir. Son

esitsizlikten
| (Wn+1, 0n11) — (01, 0)[l1 £ A [[(0n, wn) — (w1, @)1

elde edilir. 1 € (0,1) araliginda oldugundan
lim |(@n, ©h) = (@7, 03)ll; = 0
dir. Boylece
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lim [|w, — wi]] = lim |lo; — w2l =0
n—oo n—oo
yazilir. Dolayisiyla {w,} ve {w,} dizileri w] ve w3 a yakinsar.

Lemma 3: C; ve C,, A Banach uzaymin iki bos olmayan kapali alt kiimesi olsun. {S,,},
C, den C, ye taniml1 doniisiimlerin bir dizisi ve bu {S,, } dizisi, {a,,} dizisi i¢in [0, o) araliginda

hemen hemen genislemeyen olsun. Yani her w;, w, € C; ve hern € N igin
|Snw1 = Sp|| < |lw; — ws| + ay
dir. 73: C; » C, donlisiimii her w; € C; i¢in Ty wg = 7111_1:{)10 S, w3 seklinde tanimlansin. Boylece
T, doniisiimii genislemeyendir (Sahu 2014).
Lemma 4: {a,} dizisi a, = 0 ve 0, = 0 igin
any1 < way, + o,

esitsizligini saglasin. Burada lim ¢,, = 0 ve 0 < w < 1 dir. Bu durumda n = oo igin a,, = 0

n—-oo

dir (Sahu 2014).

Lemma 5: A diizgiin konveks Banach uzayiven > 1i¢in 0 < p < t,, < q < 1 olsun.

{a,} ve {b,}, A de iki dizi olmak {izere uygun bir s = 0 i¢in

limsup||a, || < s,limsup]||b,|| <s, lim ||[(1 — t,)b, + th,a,ll =s
n—-oo

n—-oo n—-oo

sartlar1 saglansin. Bu durumda lim ||b,, — a,|| = 0 dir (Schu 1991).
n—->oo

Lemma 6: {y,} gercel degerli bir dizi olsun ve ny € N herhangi bir say1 olsun, n > n,

saglayan tiim n ler i¢in
Yn+1 < (1= 0n)Vn + Onpn
saglansin. Burada a,, € (0,1) i¢in };5—; 6, = oo dir. Bu durumda
0 < lim supy, < limp,
n-c n-co
gecerlidir (Soltuz 2008).

Teorem 20: C; ve C,, A Banach uzayinin bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimeleri
olsun. {S,}, C; den C, ye tanimli déniisiimlerin bir dizisi ve bu {S,,} dizisi {a,, } dizisi ile birlikte

hemen hemen genislemeyen olsun. 7; doniisiimii, her w; € C; i¢in 73z = lim §,w; olmak
n—->oo

tizere C; den C, ye genislemeyendir. Ayrica T,: C, — C; L-Lipschitz daraltandir. Bu taktirde

asagidakiler saglanir.

I. J; ve T, doniisiimlerinin (w3, w3) € C; X C, olan tek bir noktasi vardir.
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ii. Her (wq,w,) € C; X C, igin

("‘);’l = Sp Wy
, 8
{wn+1 = THwy ( )

seklinde tanimlanan {(w,, wy)} dizisi (w3, w3) noktasna giiglii yakinsar.

iii. a € (0,1) ve herhangi bir (w;, w,) € C; X C, i¢in asagidaki gibi tanimlanan paralel S-

algoritma metodu

{wnﬂ = B[(1 — ap)wy, + aS,w,] 9)

Wni1 = Spl(1 — @)wy, + aTzop]
(w]i, w3) noktasina gii¢lii yakinsar (Sahu 2014).
Ispat:

i. Lemma 3 den 7;:C; —» C, doniisimii daraltandir. Ayrica 75,: C, = C; donlisimii de
daraltandir. Teorem 15 den wj ve w3, J; ve T, doniistimlerinin alterne noktalar1 olmak
tizere (w3, w3) € C; X C, olan tek bir noktaya sahiptir.

Ii. n € Nigin (8) denkleminden

llwn = w3l = [[8Sp(wn) = T (DI
< IS (wn) = Sp(wDl + [ISn(w1) — T3 (w1l
< lwp = 0ill + [ Sp(w1) =T(w) |l + ay (10)

elde edilir ve dolayistyla
| wni1 = 01l = IT(07) = ) < Lilwg — w|l

< Loy, — will + I8y (0]) = Th (0Dl + ay,
olur. n - oo igin |8, (w,) — T3 (w])|| + a, = 0 oldugundan ve Lemma 4 ten
lim [[w, — il =0
n-o
oldugu goriiliir. (10) dan 7111_{?031” = w; elde edilir.
iii. A:=1-(1-L)a olarak alalim. L,a € (0,1) oldugundan L < 1 — (1 — L)« yazilir.
(9) dan
lwns1 — 03l = IS2[(1 — @)op + aTowy] — T (@)
< ISn[(1 — @)oo, + aThwy] — Sp(wD)] + [ISn(0]) — T3 (@)l
< (A - @)oo, + afhwy] — 0f || + IS (w1) — T (D]l + an
S (A -l wy— 01 || +allTz(wy) — will + ISy (w]) = T (0Dl + an

= {1 =)l wp = 01 || + al|Tz(wn) = T2 ()| + IS (w1) = T (@D + ay
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S A -a)|l wy— o1 |l + Laflog = y*|| + [[Sn(01) = T (w)|l + a,
dir. Benzer sekilde
| wn+1 — 01l = 1T2[(1 = D) wy, + aSpwn] = T (w2)|
< LA = @)wy + as,w,] — w3l
< L[ = a)|lwy — 03| + al|Spw, — Twi][]
< L[(A - a)llwp — 03]l + a(lSp0n — Spoi|l + IShw; — TiwilD]
< L[ = a)llwy — 03l + a(llon, — will + [ISpw; — HiwilD) + a,]
< L[(A - a)lloy — w3l + allw, — 0fll + lISy0] — Tl + a]
bulunur. Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
| wpt1 — 011l + llope —will < (A =)l wp — 01 |
+Lallwy = 03| + [I8$p(w1) = (0Dl + an
+L[(1 — D llwn — w3l + alloy, — will + [|Spw; — Hwill + ax]
S[1 - -La]lloy = will + Ljlo; — w|]
+ 2(lISn01 — Tl + ay
< Al 0 — w1l + llop — w3])) + 2([|Spw; — Frwill + an) (11)

elde edilir. Burada (A X A, || .]];) bir Banach uzaydir. ||.||; normu Teorem 19 ispatinda

tanimlandigr sekildedir. Dolayisiyla (11) i agsagidaki sekilde yazabiliriz:
I 0p41, Wni1) = (@1, 0)]l1 < Al (wn, 03) = (01, 0)l1 + 2([I85 (1) = T (@) + az)
A € (0,1) oldugundan Lemma 4 ten
lim {| (0, wn) — (03, 02)[l; = 0

dir. Boylece

lim [jw, — o] = lim [lw, — w3l =0

n—oo n—oo
elde edilir. Dolayisiyla {w,} ve {wy} dizileri w] ve w3 a yakinsar.

Yukarida tanimlanan paralel algoritmalardan hareketle Maldar asagidaki gibi
Sintunavarat ve Pitea’nin (Sintunavarat ve Pitea, 2016) algoritmasini paralel olarak
tanimlayarak bu algoritmanin Lipschitz dontisiimlerin alterne noktalarma yakinsamasini

incelemistir (Maldar, 2022).
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Algoritma 1: C; ve C,, A metrik uzayinin bostan farkli alt kiimleri olsun. 73: C; — C,

ve 7,: C, — C; doniisiimleri verilsin. (w4, w,) € C; X C; igin

Wp+1 = (1 - an)TZZn + a,Hw, w;1+1 = (1 - an)jiun + a, T vy,
Zn = (1 - ﬁ‘n)(‘)‘;l + Ban Uy = (1 = Br) Wy + Brvy
Wp = (1 - Vn)(‘);l + ynJiwy Unp = (1 - )/n)(‘)n + YnJI2¥n

paralel algoritmasi tanimlansin. Burada {a,,}, {8..}, {v»} € [0,1] dir.

Maldar, Sintunavarat ve Pitea tarafindan tiretilen algoritma metodunun daha iyi bir
yakinsama hizina sahip oldugunu kanitlamistir. Yakinsama teoremleri ile ilgili asagidaki farkl

sonuglari elde etmistir.

Teorem 21: C; ve C,, A Banach uzayinin iki bos olmayan, kapali ve konveks alt kiimesi
olsun. 73: C; = C, ve 7,: C, = C; iki Lipschitz doniisiim, L, ve L, Lipschitz sabitleri olmak

tizere L L, < 1 sart1 saglansin. O halde asagidakiler saglanir;

I. Wp Ve wy, 77 ve T, donilisiimlerinin alterne noktalar1 olmak tizere (w;, w,) € C; X C, olan

tek bir noktaya sahiptir.
ii. Algoritma 1 tarafindan olusturulan {(w,,, wy)} dizisi (w,, w,) noktasina yakinsar ve
lwns1 — w1l < LiLal|wn — w4l
esitsizligi saglanir.
Ayrica Maldar, asagidaki paralel algoritmay1 tanimlayarak alterne noktalarla ilgili diger
sonuglari elde etmistir.
Algoritma 2: C; ve C,, A metrik uzaymin bostan farkli alt kiimleri olsun. 73: C; = C,

ve 75: C, — C; iki doniisiim olmak {izere (w4, w;) € C1 X C; igin

Wp41 = (1 - an)TZZn + a,How, (*);1+1 = (1 - an)-’]-iun + a, v,

Zp = (1- .Bn)(*)% + Brwp Uy = (1 = Br)wy + By
wy = T, Uy = Ty

tanimlansin. Burada {a,,}, {B»}, {rn} € [0,1] dir (Maldar 2022).

Eger Algoritma 1 de y,, = 1 alinirsa Algoritma 2 nin elde edilir.

Teorem 22: C; ve C,, A Banach uzaymin bostan farkli kapali alt kiimeleri olsun.
J1:C; = C,, T5: C; = €y Lipschitz dontistimler olmak iizere sirastyla Lipschitz sabitleri Ly, L,

olsun ve L, L, < 1 kosulu saglansin. O halde asagidakiler saglanir (Maldar, 2022).
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I. W, Ve w,, 77 ve T, donlisiimlerinin alterne noktalari olmak iizere (w4, w,) € C; X C,

olan tek bir noktaya sahiptir.

ii. Algoritma 2 tarafindan olusturulan {(w,, wy)} € C; X C, dizisi (w;, w,) noktasina
yakinsar (Maldar 2022).

Teorem 23: C; ve C, , A Banach uzaymin bostan farkli kapali alt kiimeleri olsun.
J1:C; = €, T5: C; = (4 Lipschitz dontistimler olmak tizere sirastyla Lipschitz sabitleri Ly, L,
olsun ve L; + L, < 1 kosulu saglansin. Algoritma 2 tarafindan olusturulan {(w,,, w;,)} dizisi
tek bir (w4, w,) nokasina giiglii bir sekilde yakinsar. Ayrica 77 ve 7, doniisiimlerinin alterne

noktalar1 sirasiyla w4 Ve w, noktalaridir (Maldar 2022).

Algoritma 3: A bir Banach uzay ve 7: A = A doniisiimii verilsin.

Wny1 = Ty
w, =Tz,
Zp =1 —ap)o, + a,Tw,
algoritmasi M-algoritmasi olarak tanimlanmistir (Ullah and Arshad, 2018). Burada {a,} €
[0,1] dir.

2023 yilinda Atalan tarafindan yukarida tanimlanan M-algoritmasindan hareketle
asagidaki paralel algoritma tanimlanarak bazi alterne noktalar i¢in yakinsama sonugclar1 elde
edilmistir.

Algoritma 4: C; ve C,, A Banach uzaymin bostan farkli ve konveks alt kiimeleri olsun.

J:C; = C, ve T,: C, = € iki donilisiim olmak iizere (w4, w,) € C1 X C, igin

_ ’ _
Wnt1 = :TéTlZn Wptq1 = Tlg-éun
Zy = Jowy U, = J1vy
Wp = (1 - an)w;l +a, w0, v, = (1 - an)(*)n + a, 0

olsun. Burada {a,,} € [0,1] dir (Atalan 2023).

Teorem 24: C; ve C,, A Banach uzaymin iki bos olmayan, kapali alt kiimesi olsun.
J1: €, = C, ve T,:C, — Cy iki Lipschitz doniisiim, L; ve L, Lipschitz sabitleri olmak iizere

L,L, < 1 sart1 saglansin. O halde asagidakiler saglanir;

I.  ; Ve w,, 77 ve T, doniistimlerinin alterne noktalar1 olmak tizere (wq, w,) €

C; X C, olan tek bir noktaya sahiptir.

ii. Algoritma 4 tarafindan olusturulan {(w,, w,)} dizisi (w,,w,) noktasina

yakinsar ve
lwnt1 — w1l < (L1L2)?[|wn — wy]]
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esitsizligi saglanir (Atalan 2023).

Teorem 25: C; ve C,, A Banach uzaymin bostan farkli kapali alt kiimeleri olsun.
J1:C; = €, T5: C; = (4 Lipschitz dontlistimler olmak tizere sirastyla Lipschitz sabitleri Ly, L,
olsun ve L;L, <1 kosulu saglansin. Bu durumda Algoritma 4 tarafindan olusturulan
{(w,, wy,)} dizisi 7 ve T, doniisiimlerinin alterne noktasi olan tek bir (w;, w,) nokasina gii¢lii

bir sekilde yakinsar. Ayrica

|(Wnt1, Wry1) = (@1, @) < Ly Lo || (wn, 07) — (w1, w)]l.
esitsizligi saglanir (Atalan 2023).
Teorem 26: C; ve C, , A Banach uzaymin bostan farkli kapali alt kiimeleri olsun.
J7::C; = C,, T5: C; = €4 Lipschitz dontlistimler olmak tizere sirastyla Lipschitz sabitleri Ly, L,
olsun ve L,L, < % kosulu saglansin. §; ve §, sirasiyla 73 ve 75 nin yaklagim operatorleri

olsunlar. {w,} ve {w;,} dizileri Algoritma 4 tarafindan tanimlanan diziler ve {a,} ve {b,}
dizileri de asagidaki gibi tanimlansin.

Ani1 = S281Cp bpi1 = $182kn

Ch = SZdTL le = Slhn

d,=1-a,)b, + a,81a, h,=0-a,)a,+ a,Sh,.

Burada {a,} € [0,1] dir. Ayrica her 9 € C; ve her o € C, igin ||[739 — 89| <& ve
|50 — S,0]| < &, esitsizlikleri saglanacak sekilde negatif olmayan &; Ve &, sabitleri var olsun.
Eger (w1, w,) € C; X C,, 77 Ve T, nin alterne noktas1 ve (a, b) € C; X C, de §; ve S, nin

alterne noktasi ise n — oo iken (a,, b,) = (a, b) olup

[l (w1, z) = (@, D)l = llwy — all + |lw; = bl|

- (14 LiLy + anliLy?)ey + (1 + LyLy + aply®Ly)e,
= 1—L,L,

esitsizligi gecerlidir (Atalan 2023).

Varyasyonel Esitsizlikler ile lgili Teoremler

Lemma 7: C; ve C, , A Banach uzayinin bostan farkli kapali konveks alt kiimeleri olsun.
J7::C; = €y, T,: C, = C; iki lineer olmayan operatdr, § ve 8 ise pozitif iki reel say1 olsun. Q =

[ — 67, veW =1 — 07, doniislimleri tanimlansin. Boylece asagidakiler denktir.
I. w] Ve w3, Pc,Q ve Pc, W nin alterne noktalaridir. Yani
Pe,(I = 871)(w71) = w3
P, (I = 673)(w3) = wy (12)
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dir.
ii.  (w],w3) € C; X C,, asagidaki varyasyonel esitsizligin bir ¢oztiimiidiir.

{(w"z‘ — Qwi,w; — w3) =0 her w; € C, igin
(w] — Ww3, 0y — i) =0 her w; € C; i¢in

esitsizlikleri saglanacak sekilde (w3, w3) € C; X C, noktasini bulmaktir (Zhao et al. 2018).

C, ve C3, A nin bos olmayan kapali konveks alt kiimeleri, F¢, : A - C,veFg : A -
C; operatorler olsun. AyricaJ;: C; = AveT, : C, — Alineer olmayan operatorler ve §,60 €

(0, 00) pozitif reel sayilar1 verilsin.

{FCZ (I - 67) (1) = w3 (13)

Fe,(I = 073)(w3) = wy
denklemi saglanacak sekilde (w3, w3) € C; X C, noktasini bulma problemi olan alterne

problemini gz Oniine alalim. (13) alterne nokta probleminin 6zel durumu asagida verilmistir.

Eger F¢, =P¢, Ve F¢, = Pc, almirsa, (13) sistemi Lemma 7 den asagidaki lineer olmayan

varyasyonel esitsizlikler sistemine denk olur.
Pe,(I = 671)(w71) = w3
Pe,(I = 07;)(w3) = wy
yani

(671 (w]) + w5 —w],w; —w3) =0, Vo, €C,
(0T, (w3) + 0] — w3, w; —w]) =0, Vo, €C, (14)

olacak sekilde (w3, w3) € C; X C, noktasinin bulunmasidir.

Yao, Liou ve Kang (Yao et al. 2013), C; = C, durumu igin diizgiin konveks ve 2-
diizgiin smooth Banach uzaylarinda varyasyonel esitsizlik sistemlerini incelemistir. Daha sonra
Zhao, Sahu ve Wen (Zhao et al. 2018), iki farkli C; ve C, kiimesini igeren genel varyasyonel
esitsizlik sistemlerini 2-diizgiin smooth Banach uzaylarinda ele alarak bu c¢aligmayi

genisletmistir.

2018 yilinda Xu ve Sahu, paralel normal S-algoritmasini kullanarak yukarida
tanimlanan genellestitilmis lineer olmayan varyasyonel esitsizlik probleminin ¢éziimi igin

asagidaki teoremi ispatlamislardir.

Teorem 27: C; ve C,, A Banach uzaymin bos olmayan, kapali, konveks alt kiimeler

olsun. 73: C; — A doniisiimii &7, ters gliclii monoton (inverse strong monoton), J5: C; = A
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doniigiimii ise &7, ters glicli monoton operatorler olsun. Ayrica § € (O,SL), 6 € (0, 61) ve
1 T2

Alt(Pc,(I — 671), Pc,(I — 673)) # @ oldugunu kabul edelim. Herhangi bir (wq, w;) € C; X C;
icin C; X C, de tammlanan {(w,, w;,)} paralel normal S-algoritmasi
{wn+1 = Pcl (1 - 67})[(1 - an)("‘);’l + anPCZ (1 - 87’1)0~)n]
Wpy1 = PCZ - 67‘1)[(1 —ap)w, + anpcl - 97‘2)(‘);1]
dir. Burada {a,}, (0, 1) araliginda olup X5, a,(1 — ;) = oo kosulu saglanir. Bu durumda
{(wy, wy,)} dizisi (14) varyasyonel esitsizliginin ¢oziimii olan (w}, w3) € C; X C, noktasina

zayif yakinsar (Zhao et al. 2018).

{Pcl (I -0Vg)w; = w, (15)

PCZ(I - 6Vf)(k)2 = Wwq

denklemini saglayan (w4, w,) € C; X C, problemini ele alalim. Burada C; ve C,, A Banach
uzayinin bos olmayan, kapali, konveks alt kiimeleri, f, g: A = R Frechet diferensiyellenebilir

konveks fonksiyonlar ve §, 6 € (0, o) pozitif reel sayilardir.

Teorem 28: C; ve C,, A Banach uzayinin bos olmayan, kapali, konveks alt kiimeleri ve

f>g:A — R Frechet diferensiyellenebilir konveks fonksiyonlar olsun. Burada Vf, Lg-Lipschitz

sirekli ve Vg, Lg-Lipschitz siirekli fonksiyonlardir. Ayrica & € (O,%), 6 € (0, Li) ve
g

Alt(Pc,(I — 8Vf),Pc,(I — 8Vg)) # @ oldugunu kabul edelim. Herhangi bir (w;, w;) € C; X

C, igin C; X C, de tammlanan {(w,, wy)} paralel normal S-algoritmasi

{wnﬂ = P, (I — 0V9)[(1 — ap)w) + anPe, (I — V) wy]
Wpyq = P, — 5Vf)[(1 — ap)w, + ayPe, (I — HVg)u);l]

diir. Burada {a,}, (0, 1) araliginda olup X5, a,(1 — ;) = oo kosulu saglanir. Bu durumda
{(w,, wy)} dizisi (15) sisteminin ¢oziimi olan (wj, w3) € C; X C, noktasina zayif yakinsar
(Zhao et al. 2018).
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu boéliimde, yukarida literatiir taramasinda dikkate aldigimiz ¢aligmalardan hareketle
bu tez kapsaminda asagidaki paralel algoritma metodu olusturulacak ve bazi temel teoremler

ispatlanacaktir.

Algoritma 5: C; ve C,, A normlu uzaymnin bostan farkli konveks alt kiimeleri olsun.
T:C, = C, ve T;: C, - C; dontisiimlerini alalim. (w4, w,) € C1 X C; igin
Wn1 = THop Wny1 = Ty

wy = T1Twy up = 5710y
wy = T1[(1 — apn)Twq + @, BT 0,] vp = [(1 — ap) o, + a1 T 07]

seklindeki {(w,,, wy)} paralel algoritmasi tanimlansin. Burada «,, € [0,1] dir (Can et al. 2024).

C1 X C, Kartezyen ¢arpim uzayinda verilen yukaridaki paralel algoritmanin C; deki

ifadesi

wy, = T%wy, (16)
w, =T[(1 — a,)Tw), + a,T?w,],n €N,

seklindedir. Asagidaki teoremi daha basit bir yolla ispatlamak i¢in bu algoritmay1 kullanacagiz

(Can et al. 2024).

Teorem 29: C;,C, # @ ve A Banach uzaymim konveks ve kapali alt kiimeleri olsun.
J:1:C; = Cyve T,: C, — C; iki Lipschitz doniisiim, L, ve L, bu doniistimlerin Lipschitz sabitleri

olmak iizere L, L, < 1 sart1 saglansin.

i. (w],w3) € C; X C, olacak sekilde tek bir nokta vardir ve buradaki w] ve w3, 73 ve T,

doniisiimlerinin alterne noktalaridir.

ii. Algoritma 5 tarafindan olusturulan {(w,,, wy,)} € C; X C, dizisi (w], w3) noktasina yakinsar
(Can et al. 2024).

Ispat: 77: C; - C, ve 7,: C, — C; iki Lipschitz déniisim ve L;L, < 1 oldugundan bu
dontistimlerin bileskesi olan T: = 7,73 : C; = €1 donlislimiiniin de daraltan bir doniisiim oldugu
aciktir. Bu ylizden (wj, w3) € C; X C, olacak sekilde tek bir nokta vardir ve buradaki
w] Ve wy, J; ve T, doniisiimlerinin alterne noktalaridir. Algoritma 5, (16) ve alterne noktalarin

tanimindan
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lwns1 = 01l = 17wy — will 17
= 12T wn = T3 w2l
< L[[Tiwn = w2l
= L[|Ti0y — T

< LyLy|log — ]

ve
lloogy = will = (|7 wn — i (18)
= [R5 wa = GT)wi|
< 1213 [lwy — o}
elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten ve L;L, < 1 den
W, — 01ll = 1711 — )T w, + anT20,] — oill (19)

= 1B — )T w, + €T w,] — T3l

< LT[ — ap)Twn + ;T ?w,] — w3l

= LolIT[(1 — an)Twp + anT?0,] — Tl

= L1, [(1 — ap)ITw, — 0ill + anl|T? 0, — oill]

= Lo L1 [(1 — ap) 15T 0 — T03 || + anll(T71) 0p, — (BT wi][]

< LyLy[(1 — an) Lz 1T 00 — w3l + anLo Le [[(T2T1) 0, — wi]l]

= Ly L1 [(1 — ap) L |y w0, — Tyo01 |l + @y Ly La || (T3T7) 0, — (T2T7) wi ]
< LoLy[(1 = an) Ly Ly llwy — 01l + an L3 L] llo, — il

= L3L3[(1 — an + ayLyLy) lw, — 01l]

= L3L1(1 — (1 — Lol ap) llo, — will]

yazilir. (17), (18) ve (19) dan

lwnsr — will < LpLy L3LALELE[1 — (1 = LoLy)ay]llwp, — wil
= L3L5[1 — (1 = LpLy) ay]llw, — wi|
< (LaLy)°llw, — wil
elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten

lloons1 — 011l < (LyL1)°llwy — il
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yazilir. Burada L,L; < 1 olup her iki tarafin limiti alinirsa

lim [lw, — wi|l =0

n—->0oo
bulunur. Ayrica 7; siirekli oldugundan w;, = J;w, = J;0] = w; dir. Boylece (w,, w;,) =
(w7, w3) yakinsakligi elde edilir.

Teorem 30: Cy, C, # @ ve A Banach uzaymin konveks ve kapali alt kiimeleri olsun.
J::C; = Cyve T,: C, = C; iki Lipschitz doniisiim, L, Ve L, bu doniistimlerin Lipschitz sabitleri
olmak tizere L, + L, < 1 sart1 saglansin. Bu durumda Algoritma 5 ile tanimlanan {(w,,, w;,)} €
C; X C, dizisi tek bir (wi, w3) noktasina kuvvetli bir sekilde yakinsar. Ayrica wj ve w}

noktalar1 7; ve T, doniisiimlerinin alterne noktalaridir (Can et al. 2024).

Ispat: Teorem 29 a gore C; X C, de tek bir (w}, w3) noktasi vardir ve bu w} ve w}
noktast 7; ve T, donisiimlerinin alterne noktalaridir. Algoritma 5 ve alterne noktalarin

tanimindan
lwnpsr — i |l = 120y — Tl (20)
< Lyl — o3l
ve
lwy — wall = [T Wy, — w;l (21)
= |7 Twn — 1001 ||
< Li||Twy — o |
= Li[|Town — Tzl
< LiLp|lwn, — |
elde edilir. Ayrica
W, — w3l = 17 [(1 — an)Tawy + anToT10p] — w;| (22)
= T1[(1 = a)ITwn — w3l + anl|T2T10, — Thosl
< LiLy(1 = ap)llon — w3l + ayly Lo llw, — will

yazilir. Ly +L, <1 ve L; ve L, pozitif reel sayilar oldugundan L; <1 ve L, <1 dir.
Dolayisiyla (20), (21) ve (22) esitsizlikleri birlestirilerek

lwns1 — 07 || < La[Ly Ly [|wn — w2|l] (23)
< Ly L3[Ly L, (1 — an)llwn — 03| + an Ly Lyllod, — wil]
< Ly[llog = 03| + [lw, — w1]]]
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elde edilir. Benzer sekilde, (20) ile (23) arasindaki islemler kullanilarak asagidaki esitsizlik de

yazilabilir:
lwpsr — 03l < L[llwy — 03 + llwn, — will]. (24)
(23) ve (24) den
[wnt1 = 01]| + [|0p41 — w3l < Af|lwy, — 0]l + [l — w;][] (25)

elde ederiz. Burada A = L; + L, < 1 dir. Simdi A X A iizerinde |I-]l normu her (w,, w;) € A X
Aigin ||(wq1, w2) ||« = |Joq]|| + [|w2]|| seklinde tanimlansin. Burada (A X A, |I-|l,) ifadesinin bir

Banach uzay1 oldugunu biliyoruz. A X A daki toplam normu kullanilirsa (25) esitsizligi
| (@nt1, 0n41) = (01, W) |lx < Al (0, 07) = (w1, W)l (26)
seklinde yazilabilir. Tiimevarim metodundan
| (@n+1, 0p41) = (01, W)l < A (w1, w2) — (w1, W)l (27)
bulunur. (27) deki esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa
lim {|(0n11, 0n41) = (W1, 02)[|. =0
elde edilir. Boylece
lim [l — | = lim [lo;, — @}l = 0
dir. Bu yiizden {w,,} ve {wy} dizileri sirasiyla w] Ve w3 noktalarina yakinsar.

Teorem 31: C;,C, # @ ve A Banach uzaymim konveks ve kapali alt kiimeleri olsun.
J1:C; —» C, ve T5:C, — C; iki Lipschitz doniisiim, L, ve L, Lipschitz sabitleri olmak {izere
Li+L, < 1 sart1 saglansin. §; ve S, sirasiyla 77 ve 7, nin yaklasik operatorleri olsun. Ayrica

Algoritma 5 tarafindan olusturulan {a,} ve {b,,} dizileri

Ane1 = Szky bpy1 = S1hy
le = 5152dn hn = Szcslkn (28)
dTL = 51 [(1 - an)San + anSZSlan] k'l’l = 52[(1 - an)Slan + ancslcgzbn]

seklinde tanimlansin. Burada a,, € [0,1] olup 8 € C, ve ¢ € C, i¢in ||T30 — S0 < & ve

|750 — 8,0 < &, olacak sekilde &; Ve &, sifirdan biiylik sabitlerinin oldugunu kabul edelim.
Eger (w1, w;) € C; X C, icin J; ve T, doniisiimlerinin alterne noktasi, (a, b) € C; X C, igin §;
ve §, doniisiimlerinin alterne noktasi ve n — oo i¢in (a,, b,) — (a, b) ise

28 + Li&y + 261 + 2¢,

L
I(1,02) = (@ DIl = llwy = all + flop = bl < ===

esitsizligi saglanir (Can et al. 2024).
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Ispat: Algoritma 5 ve (28) den

lont1 — aniall < |T2wy — Sokq|l (29)
< 17200 = Lknll + 12k, — Sawy I
< Lallon — knll + &
ve
lwy = knll < L1l|Town — S2dy|| (30)
< LillTown — Tadnll + 172d, — Sadall
< LiLyllwy — dyll + &
bulunur. (30) esitsizliginden
Iy, — dull < I7T2[(1 — an)Tr0p + [T wn] (1)

—81[(1 — ap)S2by + @y S 81ax]]ll

< Li{(1 — ap)[|[Twp — Sobpll + anl| T 0y — S281an1}

< Li{(1 — a)ITawn — T2bpll + 1726y, — Szball

+anL, (173w, — Tanll + 1T1a, — S1a,|l1}

< Ly[L(1 — ap)llwn — byll + &2 + anLaLyllwy — agll + &]

elde edilir. (29), (30) ve (31) den
lon+1 — aniall < La(LaLallwy —dpll + &) + &, (32)
< L3L4[L1 Ly (1 — ap) |y — byl + &,
tanlalyllon, — apll + 1] + & + &
< Ly[llwn = byll + llwn — apll + Logy + 2¢;]
bulunur. Benzer islemler yapilarak
lwns1 = bpsall < Ly[llooy — anll + llon — bll + Ligz + 2€4] (33)
oldugu goriiliir. (32) ve (33) den
(34)

lwni1 — gl + [0n41 = Ppyall < Lofllwy, = bpll + llw, — apll + Lyeg + 265]

+L1[”wn - an” + ”('01,1 - bn” + L1€2 + 281]
< (L + L) [llwn, — agll + [y = byll]

+L,e + Ligy + 2(e1 + &)
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yazilir. L € (0,1) i¢in 1 — L = L; + L, < 1 olmak {izere
lonts — aniall + llwnss = bpaall < (1 = L)[lloy — agll + lloy — byll (35)

+L[L2£1 + Lig; + 261 + 2&5]

L
dir. Burada
Yn = ”wn - an” + ”('0;’1 - bn”
o, =L€(0,1)
Lyeq + Ligy, + 261 + 26,
pn = L

olmak {iizere (35) esitsizliginin Lemma 6 nin sartlarini sagladigi goriiliir. Dolayisiyla

Lygq + L&y + 2&1 + 26,
A

0 < limsup[|lw, — a,|| + llwy, — by|l]] < lim sup
n—co n—oo

ise n = o i¢in (a,, b,) = (a, b) oldugunda

28 + L&y + 261 + 2¢,
1 — Ll - LZ

L
lw; —all + [[w, = b <
elde edilir.

Simdi ii¢ Lipschitz doniisiimiin alterne noktalar1 bulmak i¢in asagidaki algoritma

verilmistir.

Algoritma 6: C;, C, ve C3, A Banach uzayinin bostan farkli, konveks alt kiimeleri olsun.
Ayni zamanda 73: C; = C,, 75: C, = (5 ve J3: C3 = C; olmak {izere li¢ doniisiim tanimlansin.

Herhangi bir (w4, w,, w3) € C; X C, X C3 igin

( Wpy1 = BLTTwy,

Wp = (1- an — ,Bn)jéw;{ + anf]ég}(x);@ + L3570,
Wty = NTGTU,

Up = (1- ap — ﬁn)Tl(*)n + ang—ig—éw;{ + .Bng—ijég—éw;l
Wnyy = LN Tan

\a, = (1- ap — ﬁn)TZ(’O% + a, 50 0, + 'BnTfoijéu);{

algoritmasi tamimlansin. Burada {a,} ve {8,}, [0,1] araliginda taniml dizilerdir (Can et al.
2024).

Teorem 32: Cy, C5, C3 # @ ve A Banach uzayinin konveks ve kapali alt kiimeleri olsun.
Ayni zamanda 73: C; = C,, 75: C, = C3 ve J3: C3 — C olmak lizere sirasiyla Lipschitz sabitleri
Ly <1,L, <1velL; <1 olan ¢ Lipschitz doniisiim olsun ve L;L,L; < 1 sart1 saglansin. Bu

durumda, Algoritma 6 tarafindan C; X C, X C3 de olusturulan {(w,, wy,, wy,)} dizisi,
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(w1, w3, w3) € C; X C, X C3 seklinde tek bir noktaya giiclii yakinsar. Burada, w], w} Ve w}

sirasiyla 73, 75, ve T3 doniistimlerinin alterne noktalaridir (Can et al. 2024).

Ispat: Teorem 29 dan (w}, w3, w3) € C; X C, X C5 seklinde tek bir noktanin oldugunu
Ve wi, w; Ve w3 1n da sirasiyla 73, 7, ve J3 doniisiimlerinin alterne noktalar1 oldugunu

biliyoruz. Ayrica

(LyLyL3)?Bn + L5L,Ls(1 — ay — Br) + an(LyL;)%Ls,
pi=max| (LiLyL3)?Bp + L1l L3(1 — an — Bn) + anLy(L2L3)?,
(LyLyL3)?Bn + LiL3Ls(1 — ay — Br) + ay(L1L3)%L,

olsun. Algoritma 6 dan
lones — will = 1BRANL — an — B)Tawy + anT3T20n + fnT372T1w,] — wi]

< IBRAIA = ay — f)Tzwy + anT3THw, + fpT3TTi0n] — T3ws||
< LIR7 A — an — B)Tzwn + an 300 + BrnT372T10n] — wsil]
< LIRTAIA — an = Bp)Tawn + an 3200 + BrT372T100,] — Tr005l
< L3 Lo |17 [(1 = an — BTz + anT3T500 + BrT3T2T1w,] — w5l
< L3 Lo [I7:[(1 — an — Br)Tzwn + anT3Tz00 + Br 37371 0,] — Ty 01l
< L3Lp L4 |I[(1 = ap — B)Tawy + anT3T30p + T30 0,] — wi|
< L3LpL4||(1 = ay — B)Tzwy — will + llan T3 T2 05 — 01l
HBnT3 T2 T wn — wil|
< LzLaLi[|(1 = ay = Br) Tz 0y — Tzwsll + llan 3wy, — T3zl
HBn T3 T2 Tiwn — T3w3]|
< L3Ly Ly [(1 — an — Bu)Lsllwy — w3l + an L3 || T 0wy, — 03]
+BuLs3 || 727100 — w3][]
< L3Ly L [(1 — ap — Bu)Lsllon — will + an Lz | T0n — 05|
+BnLs || 72T 000 — T005][]
< L3Ly Ly [(1 — an — Br)Lslloy — 03]l + anLsLallw, — w3l
+BnL3L;||Tiw, — w3]l]
< L3LyLq[(1 — ap — Br)Lsllwy, — w3l + apLsL;||wy, — w3l

+,3nL3L2”T1(1)n - 710);”]
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< L3LpLq[(1 — an — Br)Lsllwn — w3l + anLs Lyl — wsl|
+BnLzLlyLy|lw, — will]
elde edilir. Benzer islemler yapilirsa
lwpsr — 03Il = 17721 — ay — Br)Tiw, + 71 T30p + BrT1 T3T3000] — w; ||
< LiL3Lo|l[(1 — an — Br)Tawn + an 1 T30y + BrT1T3T2000] — w3l
< LiL3L,[(1 — an — B 17100y — Tiwill + au |71 T30y — Tr 0]l
+BnllT1 7373007 — Ty ]
< LiL3Ly[(1 — ap — Bp) Ly llwy, — 1]l + ap Ly Ls|lwy — wsl]
+BnL1LsL;||l0n — o3 l]
ve
lwnir — w3l = 1HATA = an — B)Tawn + anToTiwn + BrT2T1 T30 ] — wsl|
< LyLy Lsl[(1 — oy — Bu)Tz00p + anToTi w0 + BrnTaT1 T30, ] — will
S L1y L3[(1 = an — Bl Town — 3] + @, 1727100, — w3l
+Bn T2 T3007 — w3ll]
= LyL1 L3[(1 — an = B 1 Tawn — T3] + anl| 7271000 — Tows3 |
+Bnll 2T T3005 — Tr05]l]
< LpLy L3[(1 — a — Br)Lalloy, — 03]l + apLo Ly ||, — ol
+BnLzLiLsllwn — wsll]
bulunur. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
lwni1 = 071l + l0p41 = w3l + llwyq — w3l (36)
< L3Lp Ly [(1 — ap — Br)lsllwy — wsll + anlslallwy — w3l + BrlslyLyllo, — will
+(1 = an = B)Lillw, — will + ayliLsllon — w3l + BrLiLsL,llwn — wyll
+(1 = ay — Bu)Lzlloy — w3l + anlaLyllw, — will + BnlyLy Ll — wsll]
= L3Lp Li{[(1 — @y — Br)Ls + anlils + BrlaLiLs]llwy — w3
+lanlsly + Brlilsly + (1 — ap — Br)L2]llon — w3
+[BnlsloLy + (1 — ap — )Ly + aypl;yLq]llwy — o]

< L3l Li{[(1 — ap, — Bn)Ls + apliLs + BrlyLq L]l — ozl
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+lanlsly + Bulilsly + (1 — ap — Br)L:]llwn — w3l
+[BulslzLy + (1 — ayn — Bp)ly + aylyLy]llw, — il
< pllon — will + pllwy — 03]l + pllwy — wsll

= u(llwn — w1l + llon — 03]l + llon — w3l

oldugu goriiliir. Simdi A X A X Afizerinde || (w1, W2, w3)||1 = [|w1]| + |[w2 ]| + ||ws]| normunu

tanimlayalim. Boylece (A X A X A, || . ||1) in bir Banach uzay1 oldugunu biliyoruz. (36) dan

[l (@nt1, Opt1, One1) = (01, 3, 03)[l1 < pll(Wn, W, wp) = (0], 03, W3)[|1
yazilir. Tiimevarim metodundan

| (@41, Op41, Op41) = (07, 03, w3)|[1 < p"|[(W1, W2, w3) = (0], W3, W3) |1
bulunur. Burada u € (0,1) oldugundan her iki tarafinin limiti alinirsa

Tlll_r}go | (Wnt1, Wry1, Wry1) — (01, 03, w3)|[; =0
elde edilir. Dolayisiyla
lim [y = w3l = lim lo} - w3 = lim [l - 03]l = 0

dir. Bu nedenle {w,}, {0y} ve {wy} dizileri sirasiyla w], w} Ve w3 noktalarina giiglii yakinsar.

Teorem 33: Cy, C,, C3 # @ ve A Banach uzayinin konveks ve kapali alt kiimeleri olsun.
Ayni zamanda 73: C; = C,, 75: C, — C3 ve J3: C3 — C; olmak iizere sirasiyla Lipschitz sabitleri
Ly, L, ve L; olan ii¢ Lipschitz doniisim olsun ve L; + L, + L3 <1 sart1 saglansin. Bu
durumda, Algoritma 6 tarafindan C; X C, X C3 de olusturulan {(w,, wy,, wy,)} dizisi,
(w1, w3, w3) € C; X C, X C3 seklinde tek bir noktaya giclii sekilde yakinsar. Burada,

w1, W5 Ve wj sirastyla 73, 75 ve 73 doniisiimlerinin alterne noktalaridir (Can et al. 2024).
Ispat: Teorem 32 in ispatindan
lwps1 — 01l < LaLa Ly [(1 — an — Br)Lzllwy — w3l + anLsLa |y — ;]
+BnLsL; Ly |0, — w1]l]

oldugunu biliyoruz. L,, L, ve L3 Lipschitz sabitleri, pozitif reel sayilar ve L; + L, + L3 <1
oldugundan L; < 1,L, < 1 ve L; < 1 dir. Dolayisiyla iistteki esitsizlikten

lwni1 = 01l < Laflloyn — w3l + llwn, — w3l + [jw, — will] 37)

yazilabilir. Benzer sekilde Teorem 32 in ispatindan
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lwhir = w3l < LiL3La[(1 = ay = Bp)Lallwn — w1l + apLiLsloy — wsll

+ fnLliLzL; oy, — w3]l]
ve

lwpe1 — w3l < LyLyL3[(1 — ay — Br)Lallwy — w3l + apLy Ly |0, — will

+ BnlzLiLsl|wy — w3ll]

dir. Buradan

lwhir — wall < Lp[llwn — w3l + [Jwn, — ws |l + ||y, — il (38)
ve
lwnr — w3l < Li[llon — wsll + [fon — w3l + [lo, — will] (39)

olur. (37), (38) ve (39) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa
lwnt1 — will + lloper — 02|l + llwyyy — wsl] (40)

< Ly + Ly + Ly)[llwn — w3l + [Jon — wi | + [, — oil]

elde edilir AXAXA dzerinde [|(wq,wy w3)|l1 = lloq]l + [lwz]| + [Jws]|] normunu

tanimlayalim. Boylece (A X A X A, || . ||;) bir Banach uzay1 oldugundan (40) da

[(@n41, Wpp1, Wr41) = (03, 03, 03Iy < (Ly + Ly + L3)||[(wy, 0p, 07) — (0], w3, w3)]l1
yazilir. Tiimevarim prensibinden

| (@41, Wpt1, Wr41) — (03, 03, 031 < (Ly + Ly + L3)"|[(01, 0z, w3) — (0], 03, w3)l1

bulunur. Burada L, + L, + L3 € (0,1) oldugundan her iki tarafinin limiti alinirsa
rlll_g}o [(Wnt1, Wry1, Wr41) — (03, 03, @3)|[; =0
elde edilir. Dolayisiyla {(w,, wy, wy)} dizisi, (0], w3, w3) € C; X C, X C3 noktasina yakinsar.

Teorem 34: Cy, C,, C3 # @ ve A Banach uzayinin konveks ve kapali alt kiimeleri olsun.

{S,} dizisi {a,} dizisi ile birlikte C; den C, ye tanimli neredeyse genislemeyen doniisiimlerin

bir dizisi olsun. Ayrica her w3 € C; i¢in Jjw; = lim §, w5 olmak iizere 77, C; den C, ye
n—-oo

tanimli bir doniisiim olsun. Benzer sekilde {R,,} dizisi {b,,} dizisi ile birlikte C, den C5 e tanimli

neredeyse genislemeyen doniigiimlerin bir dizisi olsun. Ayrica her w € C, igin Thw =

lim R,w, olmak iizere 75, C, den C; e tamimli bir doniisiim olarak verilsin. 73: C; = Cy,

n—oo
Lipschitz sabiti L olan daraltan doniisiim olsun. Bu durumda
I. Tek bir (w], w3, w3) € C; X C, X C3 noktasi vardir ve wj, w3, w3 noktalart 73, 7, ve T3

doniisiimlerinin alterne noktalaridir.
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ii. Herhangi bir (0], w3, w3) € C; X C, X C3 noktasi i¢in
Wnyq1 = T30p
w;, = R0y,
Wp = Sy

(41)

yontemiyle olusturulan {(w,,, wy, wy, )} dizisi (w3, w3, w3) noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar

(Can et al. 2024).

ispat:

i. Lemma 3 ten biz 7;: C; = C, ve T,: C, = C3 doniistimlerinin genislemeyen dontisiimler

oldugunu biliyoruz. Ayrica hipotezden T3: C; — C; doniisiimiiniin de daraltan bir doniisiim

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla Teorem 15 in i) sikkindan C; X C, X C3 igin tek bir

(w], 3, w3) noktast vardir ve wj, w; Ve w3 noktalari sirastyla 77, T, ve T3 doniisiimlerinin

alterne noktalaridir.

ii. (41) den
lwy — 03l = [I8x(wy) = T3 (0Dl
< 180 (@n) = Sp(wDIl + [ISn(01) — T3 ()|
< oy = w1l + [I8n(w01) = (DIl + an
olur ve

llwn = w3l = [[Rn(wr) = T2 (w3)l
< IR (wn) = Rp (@)l + 1Ry (w3) = T2 (w3l
< llwp — w2l + 1R (02) = T (w) |l + by

bulunur. Son olarak

lwnsr — will = ITBwy — Hwsl|
< L|lwy — wsl|
elde edilir. Yukaridaki esitsizlikler yerlerine yazilirsa
lwntr — will < Llllwy — w3l + [|Rp (w3) = T2 (02 + by

< Lllwn = will + I8z (w1) = T (0Dl + an

IRy (w3) = T2 (@)l + by]
bulunur. Burada n — oo i¢in

187 (01) = (0Dl + a, = 0

ve

”Rn(w;) - :Té((‘);)” + bn -0
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olur. Lemma 4 ten lim ||w, — wi|| = 0 limiti elde edilir. Eger (42) esitsizliginde limit alinirsa
n—->oo
lim ||w;, — w3|| = 0 olur. Benzer sekilde (43) esitsizliginde limit alinirsa lim [|w;, — w3|| = 0
n—oo n—-oo
yazilir. Boylece {(w,,, wy, wy)} dizisinin (w3, w3, w3) noktasina giiglii yakinsadigi goriiliir.
Yukaridaki temel sonuglarimizi dikkate alarak, uygun sartlar altinda lineer olmayan

varyasyonel esitsizliklerin ¢6ziimii i¢in bir uygulama sunacagiz. Bu amagla, Algoritma 5 i

asagida teoremdeki gibi yeniden diizenleyecegiz:

C, ve C3, A nin bos olmayan kapali konveks alt kiimeleri, F¢, : A - C,veFg : A -
C; lineer olmayan operatorler ve § ve 8 pozitif gercel sayilar olsun. Q = [ — 67, ve W =

I — 67, olarak tanmimlansin. O halde asagidakiler denktir:

T3:C, =» A ve T,: C, = A lineer olmayan operatorler ve §,6 € (0,00) olsun.

Asagidaki alterne nokta problemi goz oniine alinirsa C; X €, € Aigin
Fe,(I = 671)(w1) = w3
Fe,(I = 6T3)(w3) = w1 (45)

(w3, w3) elemani bulunur. Eger F =P, Ve F¢, = P, ise, (45) yerine Lemma 7 den asagidaki

lineer olmayan varyasyonel esitsizlikler sistemi yazilabilir. Her (w3, w3) € C; X C, igin

Pe,(I = 671) (1) = w;

Pe,(I = 073)(w2) = wy (46)
yani
(07 (w]) + 05 —w],w; —w3) =0, Vw, €C,
(0T, (w3) + 0] — w3, 0w —w]) =0, Yo, €C;
yazilir.

Teorem 28 gbz oOniline alindiginda, (46) sisteminin ¢oziimii, belirli sartlar altinda
Algoritma 5 kullanilarak hesaplanabilir. Bu dogrultuda, lineer olmayan varyasyonel esitsizlik

olan (46) nin ¢oztiimiinii Algoritma 5 i kullanilarak hesaplayabiliriz.

Teorem 35. C;,C, # @ ve A Banach uzayinin konveks ve kapali alt kiimeleri olsun.
J1: C; = A olmak iizere &y, ters giiglii monoton (inverse strong monoton), 75: C; — A olmak
2

lizere 87, ters giiclii monoton operatdrler olsun. Ayrica 6 € (0, 55, ), 0 € (0, é) ve Pc,(I —

871),Pc,(I — 6873)) # @ oldugunu kabul edelim. Herhangi bir (w;, w;) € C; X C; igin

Algoritma 5 tarafindan C; X C, de tanimlanan {(w,, w;,)} paralel algoritmasi
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( Wnpy1 = Pe, (I — 073)wy

wy = Pe,(I = 8T3)[Pe, (I — 6T)wy,]

v = P (1 — 571){ (1 = ap)Pe, (U — 6w,

\ 2 +anP61 (I - 97})[PCZ (I - 6:71)"071]

( Wty = Pe,(I = 6T)u,
y = Pe, (I = 0T,)[Pe, (I — 5T,)v,]

(1 - an)PCZ (I - 67‘1)(‘)n
+anPe, (I = 8T [P, (I — 0T) 03]

kvn = Pcl(I_HTZ){

dir. Burada {a,}, (0,1) araliginda olup X;—; @,(1 — a,) = o kosulu saglanir. O halde

{(w,, wy)} dizisi (46) varyasyonel esitsizligin ¢6ziimii olan (w], w3) noktasina zayif yakisar

(Can et al. 2024).
Ispat: I — 87, vel — 8T, nin & € (0, 51 yved € (0, 61) icin genislemeyen doniisiimler
T 75

olduklarini biliyoruz. Dolayisiyla bu teoremin ispati, Teorem 28 den elde edilir.

{Pcl(l —0Vg)w, = w; “7)

PCZ(I - 6Vf)(1)1 = Wy
denklemini saglayan (w,w,) € C; X C, problemini ele alalim. Burada C; ve C,, A Banach
uzayinin bos olmayan, kapali, konveks alt kiimeleri, f, g: A = R Frechet diferensiyellenebilir

konveks fonksiyonlar ve §,8 € (0, ) pozitif reel sayilardir.

Yukaridaki teoremden hareketle asagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 36: Cy, C, # @, A Banach uzayinin konveks ve kapali alt kiimeleri ve f, g: X —

R Frechet diferensiyellenebilir konveks fonksiyonlar olsun. Burada V£, Lg-Lipschitz siirekli

ve Vg, Lg-Lipschitz siirekli fonksiyonlardir. Ayrica § € (O,%),G € (0, i) ve Alt(Pc,(I —

8Vf),Pc,(I —6Vg)) # @ oldugunu kabul edelim. Herhangi bir (w,, w;) € C; X C; igin C; X

C, de tanimlanan {(w,, wy)} paralel algoritmasi

( Wp41 = PC1(I - evg)w;{
wy = Pe,(I — 8V [Pe, (I — 0V g)wy]
(1 —a )P, (I —0Vg)w),
w, = P (I — 8V |
\ n Cz( ) {+anPCl (1 - va)[P(;Z (I = 8Vf)w,]

( Whar = Pe, (I = 5Yf)uy
Wy = Py, (I — 09) [P, (I — 5Vf)v,]
(1 - an)PCZ (1 - 6Vf)wn
|7 = Pe, (I = OV9) {+anpcz (I = 8V [Pe, (I — OVg)w)]
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diir. Burada {a,}, (0,1) araliginda olup Y'5—; @,(1 — a,,) = o kosulu saglanir. Bu durumda

{(w,, wy)} dizisi (47) sisteminin ¢6ziimii olan (w3, w3) € C; X C, noktasina zayif yakinsar.
Tezin son kisminda ise yukarida tek degerli doniisiimler i¢in elde ettigimiz sonuglart,
cok degerli doniisiimler i¢in ispatlayacagiz.

Algoritma 7: A normlu bir uzay ve C;, C, kiimeleri A in bostan farkli konveks kapali alt
kiimeleri olsun. 77: C; = CB(C;) ve T,: C, = CB(C;) c¢ok degerli doniisiimlerini gbz oniline
alalim. Eger w] € T, (w3) ve w; € 71 (w]) ise w] Ve w; ye T3 ve T, ¢ok degerli doniisiimlerinin

alterne noktalar1 denir. Herhangi bir (w4, w,) € C; X C, noktasi igin

j— ! — !
{ Wpt1 = Ay Wpy1 = A
0~)1,1, = (1 - an)w;z + anbn Wy = (1 - an)wn + anbr,L

algoritmasini tanimlayalim. Burada a,, € T, wy,, a, € Tiwy, b, € Ty w, Ve b;, € T, wy, dir.

Lemma 8: A normlu bir uzay ve C, , C, kiimeleri A in bostan farkli konveks kapali alt
kiimeleri olsun. 73: C; —» CB(C,) ve 7;: C, = CB(Cy) cok degerli genislemeyen doniisiimler ve
wj, w; noktalart 73 ve 75 nin alterne noktalar1 olsun. Bu durumda Algoritma 7 tarafindan

tanimlanan {(w,, wy)} dizisi i¢in
lim ([lo, — 01l + [lw, — w3 )
n—-oo

limiti vardir.

Ispat: Hipotezdeki algoritma, doniisiimlerin 6zellikleri ve alterne nokta tanimindan

lwps1 — 01l = llan — will < H@Gwy, H07) < llog — wll
yazilir. Buradan
lwy — wa |l = (1 = ap)w; + ayb, — w5l

< (1 = ap)llon — wall + @by, — w;]
< (1 —apllop — will + anH(Trwn, Tr07)
< (1 —apllwn — ws |l + apllw, — wi]
olur. Dolayistyla
lonts — 0ill < (1 = ap)llop — 03]l + apllo, — oill (48)
dur. Benzer sekilde
lwpsr — w3l = llan — 03]l < HTwn, Tiw1) < [[wy, — wi]

ve
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lwn, — will = I(1 — ap)wn + ayby — will

< (1 - ap)lloy — will + ayllby — will

< (1 - ap)llw, — will + apH (T 0p, Hw3)

< (1 - apllo, — will + agllw, — w3l
olur. Boylece

lons: — w3l < (1 = ap)llwy — 01l + apllw, — w3l (49)
elde edilir. (48) ve (49) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa
lopts — 01l + llwgy — 03]l < lloy, — 01l + [lwy — w3l

olur. Burada {||w,, — wi|| + ||w;, — w3]||} dizisi monoton azalan ve alttan sinirl oldugundan

lim (flo, = w1l + llwn — w3 )
n—->oo

limiti vardir.

Lemma 9: C;,C, # @ ve A diizgiin konveks Banach uzayinin konveks ve kapali alt
kiimeleri olsun. 7;: C; = CB(C,) ve T,: C, = CB(C,) donisiimleri ¢ok degerli genislemeyen
doniistimler ve wj, w; noktalar1 73 ve T, nin alterne noktalar1 olsun. Algoritma 7 tarafindan

tanimlanan {(w,, wy)} dizisini alalim. Bu durumda
1im ¢ (@, To07) = 0 = lim ¢ (@), Trn)
dir.
Ispat: Lemma 8 den, 7111_{?0(”(“)” — w]) + (wy, — w3)|]) limitinin var oldugunu
biliyoruz. ¢ > 0 olmak iizere rllifgo(”(“)” — w]) + (0w, — w3)]]) = c olsun. Algoritma 7 den
lwy — ws | < [fwy — w2l + llo, — will
yazabiliriz. Buradan her iki tarafin limit supremumunu alirsak
lim sup|lw) — w3|| < ¢
n-co
olur. Yine Algoritma 7 den
W, — w1l < llwp, — will + [fwn — w3l
elde edilir. Tekrar her iki tarafin limit supremumu alinirsa
lim sup|lw,, — il < c
n-oo

olur. Ayrica
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llon — w3l < (1 — ap)lloy — will + apllo, — will
ve
Iwn — will < (1 — apllw, — will + @y llw, — w3l
esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa
llon — w3zl + llwy — will < lw, — 01l + llwn — w3l

bulunur. Yukaridaki esitsizlikten ve lim (||(w, — w]) + (05, — w3)||) = c limitinden
n—-oo

lim sup(floy — wzl + llwn —w1l) < ¢ (50)
olur. Ayrica
lonsr — will < lloy — w3l
ve
lope —will < llwy, — oill
oldugundan

lwnt1 — will + llope; — w2l < llop —ws ]l + llwy, — will
yazilir. Buradan
¢ < lim (Jloy — w3 + llwy, — wilD (51)
n—-oo
olur. (50) ve (51) den
lim (Jlwy — w3l + [lwy — wil) = ¢
n—-oo
dir. Yani
lim ([lwy, wy |l = lloy, w3ll) = ¢
n-oo

limiti elde edilir. Bu ise

rlll_r)glo(“(wn: w;{ - ((*);: w;)” = 1%1_{2)”[(1 - an)wn + anb{”u (1 - an)w;z + anbn] - ((*)’i' w;)”

lim ”(1 - an)wn + anb;L - (1);' (1 - an)w;L + anbn - (1)3”
n—-00

711_1;1;10”(1 - an)((’)n - ('0;) + an(b;l - (x);), (1 - an)(w;L - ('0;) + an(bn - (,0;)”

=c
olmasin1 gerektirir. Cok degerli doniistimiin 6zelliginden ve Algoritma 7 den

by — will < HIITz000, ;05| < lloy — w;ll
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ve
by — w2l < HI|Tiwp, Ty001 || < llwy — w3l
elde edilir. Yukaridaki esitsizliklerin her iki taraflari i¢in limsup alinirsa
lim supllb, — will < c
ve
lim supllb, — w3l < c
olur. Dolayisiyla
lim supll (o, o4) = (03,03 = ¢
oldugundan
lim supl|(by, by) — (w1, W)l = lim supll(bn, — @1), (by — w2)|
= lim sup(llbp — will + b, = w21
< lim sup(llwn — wall + o, —will) = ¢
dir. Bu ise

lim [[(1 = ap) (@, wn) + (b, bp) — (w1, w2)l

= lim [|[(1 = an)(wp — 1) + an(by — @1), (1 — an)(wp — w3) + an(by — W)l

=c
olmasim gerektirir. Lemma 5 kullanilirsa
lim | (@, 03) = (B )l = 0
elde edilir. (52) den
lim (lon, = byll + llon = bull) =0

yazilir. Buradan
((wn, g}w;’l) + {(('01,1, Tl(")n) < ”wn - b;l” + ”('01,1 - bn”

= 1im [ (@, T03) + (@5, T ,)] = 0
= lim {(wy, Twy) = lim {(wy, Tiw,) = 0
n—oo n—oo

olur. Boylece ispat tamamlanir.
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Yukaridaki Lemma 8 ve Lemma 9 dan hareketle asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug: C;, C, # @ ve A diizgiin konveks Banach uzayinin konveks ve kapali alt kiimeleri
olsun. 73: C; = CB(C,) ve T,:C, = CB(Cy) iki Lipschitz ¢ok degerli doniistim, L, ve L, bu
dontigiimlerin Lipschitz sabitleri olmak iizere L;+L, <1 sartt saglansin. Bu durumda
Algoritma 7 ile tanimlanan {(w,, w;,)} dizisi tek bir (w], w3) noktasina kuvvetli bir sekilde

yakinsar. Ayrica w; V€ w; noktalar1 7; ve T, doniisiimlerinin alterne noktalaridir.

Asagidaki teoremimizi ispatlamak i¢in 6nce alterne noktaya sahip dontisiimlerin 0 da yar1

kapaliligin tanimin1 ve bunlarla ilgili baz1 6zellikleri verecegiz.

Tamm 28: C # @, A Banach uzayinin bir alt kiimesi ve 7': C = A bir doniisiim olsun. C
igindeki smirli her {w,} ve {wy} dizisi sirasiyla w] € C ve w; € C ye zayif yakinsasin ve
|7 w, — 0yl ve ||Tw;, — w,|| dizileri de 0 a kuvvetli yakinsak olsun. Eger Tw] = wj) ve

Twj; = w] ise T doniisiimiine 0 da yar1 kapali doniisiim denir.

Sonuc: Yukaridaki tamm I — 72 déniisiimiiniin O da yar1 kapali olmasiyla es degerdir.

Clinkd,
Tw;=wy,veTw,=w; © ([ —THw, =0

dir. Yani 7': A = A bir doniistim olsun. w; € A in T nin bir alterne noktasi olmasi i¢in gerek ve

yeter sart (I — T7?)w; = 0 olmasidur.
Ispat: (=) w, = w; ve (I — T?)w,, = 0 oldugunu kabul edelim. Yani
lim [lo, — T 2wyl = 0
olsun. Tanim geregi T (w,) = wy, olacak sekilde A de bir {w;,} dizisi vardir. Bu durumda
T (wn) = T*(wp) = wy
yazabiliriz. w,, = w; ve T (w,) = wy oldugundan w;, = w, elde edilir. Varsayimimiza gore
lim 7wy = whll = 0ve lim |7}, = | = 0
dir. Alterne noktanin tanimindan
Twi=wy,veTw, = w;
yazilir. Bu da
T?’(w)=w; 2 -THw; =0

olmasin1 gerektirir. Dolayisiyla I — T2 déniisiimii 0 da yar1 kapalidir.
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(<) Simdi tersini kabul edelim. Yani I — 72 doniisiimii 0 da yar1 kapali olsun. w, = w; Ve

w;, — w, olacak sekilde dizilerini alalim. Ayrica

lim |70, — @yl = 0 ve lim |76}, - w,l = 0
oldugunu biliyoruz. Uggen esitsizliginden

172w = wpll < 1T 200, — Towpll + 17wy — 0yl
yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin n — oo limiti alinirsa

7li_rélo(l—ﬂ"z)oon =0
olur. I — 72 déniisiimiiniin 0 da yar1 kapaliligin tanimidan
I-THw; =0=T?w; = w,;
dir. w, = w; ve Tw, = w, olup limit alinirsa
Twi=wyveTw, = wq

bulunur. Yani (w;, w,) alterne noktadir.

Yukarida J° doniisiimii i¢in verilen bu yar1 kapalilik tanimi 73: Ay = A, ve Tt A, » A4

dontisiim ¢ifti i¢in de asagidaki gibi ifade edilebilir.

T:Ay = Ay, ve T:A, » A; doniisimler verilsin, (wq,w,) € Ay XA, T3 ve T

doniistimlerinin alterne noktasi olsun. Yani 73 w; = w, ve T,w, = w; dir. Buradan
NTHw, = wy ve HTiw; = 0y
yazilir.

Tanmm 29: A; ve A, Banach uzaylari, 73: A; = A, ve T5: A, = A, birer doniisiim
olsunlar. A; ve A, deki sinirli her {w,,} ve {wy,} dizisi sirasiyla w; € A; Ve w, € A, ye zayif
yakinsasin. Ayrica ||T3w, — wylla, Ve ||T205 — wyl4, dizileri de 0 a kuvvetli yakinsak olsun.

Eger TTw, = w, Ve l,w, = w; ise (73, T;) doniisiim ¢ifti 0 da yar1 kapalidir denir.
Not: Yukarida verilen tanim, asagidaki ifadelere denktir:
1) ,7: Ay = Ay donisiimii i¢in
Wy = 0y, [ = T wyllp, 0= (- HT)w, = 0.
i) 717,: A, =» A, doniisiimii igin

Wy = Wy, (I = 1) wplla, 2 0= (I —T173)w, = 0.
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Teorem 37: A, Opial sartin1 saglayan diizgiin konveks Banach uzay1 ve C;, C, kiimeleri
A nin bostan farkli konveks kapali alt kiimeleri olsun. 73:C; = CB(C,) ve 75:C, =
CB(C;) dontigiimleri ¢ok degerli genislemeyen doniisiimler ve w], wj noktalar1 73 ve 75 nin
alterne noktalar1 olsun. Algoritma 7 tarafindan tanimlanan {(w,,, w;,)} dizisini alalim. Eger I —
T, ve I —T,7; doniisimleri 0 da yar1 kapali ise boylece {(w,, wy)} dizisi 73 ve T,

doniisiimlerinin alterne noktasina zayif yakinsar.

Ispat: (w}, w}3) € C; X C,, T; ve T, déniisiimlerinin alterne noktasi osun. Lemma 8

den

lim (o, — il + o), — w3l
limitinin var oldugunu biliyoruz. Simdi biz C; X C, de {(w,,, wy)} dizisinin tek bir zayif alt
dizisel limitinin oldugunu gosterecegiz. w] Ve w3 noktalar sirasiyla {w,,} ve {wy,} dizilerinin
{u)ni} ve {w%i} alt dizilerinin zayif limitleri olsun. b,, € 7w, Ve b;, € T, w,, olmak {izere

Lemma 9 dan

lim (lon, = byll + flon = byll) = 0
oldugunu biliyoruz. I — 717, ve I — J,7; doniistimleri 0 da yart kapali oldugundan dolay1
Tiw] = w; ve Hw; = w] dir. Boylece (w], w3) € Alt(7;,T,) dir. Benzer sekilde w3 ve w3*
noktalari sirasiyla {w,,} ve {wy} dizilerinin {oon } ve {oo;@ } alt dizilerinin zayif limitleri olsun.

Ayni yontem kullanilarak (w3*, w3") € Alt(77,7,) bulunur. Simdi bu noktanin tek oldugunu

gosterelim. Tersini kabul edelim yani (w3, w3) # (wi*, w5") olsun. Opial sart1 kullanilirsa

lim (| (wy,, 0p) = (@7, @)D = lim ([|(0n, wp,) = (@3,

< Jim (i, 04 - o 03

= hm (II(wn, wy) — (01", w3

)

lim (”(oon ,oon]) — (07", w5

nj—

)

< lim (”(wn] u)n]) — (w3,

nj—
= Tlli_{go(ll(u)n, wy) — (w1, w3)I)

elde edilir. Bu ise bir ¢eliski belirtir. Yani (w3, w3) = (w]*, w3") dir. Dolayisiyla {(w,, wy)}

dizisi 7; ve T, dontisiimlerinin alterne noktasi olan (w7, w3) € C; X C, ye zayif yakinsar.
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SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, Banach uzayinin konveks ve kapali alt kiimeleri iizerinde 77: C; —

C, ve T,:C, —» C; gibi iki Lipschitz doniisiim i¢in tanimlanan paralel algoritmanin bu

doniistimlerin alterne noktalarmma yakinsamasi ile ilgili teoremler ispatlanmis ve bu

algoritmanin uygun sartlar altinda veri bagimliligi incelenmistir. Daha sonra yine Banach

uzayinin konveks ve kapali alt kiimeleri tizerinde 77:C; = C,, T5:C, = C3 ve T3:C5 - Cy

seklindeki iic Lipschitz doniisiim i¢in paralel algoritma tamimlanarak bu dizinin giigli

yakinsamasi ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir. Ayrica tanimlanan bu paralel

algoritmalarin varyasyonel esitsizlik sisteminin ¢6ziimiine yakinsadigina dair bir uygulama

verilmistir. Tezin son kisminda ise ¢ok degerli Lipschitz ve genislemeyen doniistimlerin alterne

noktalar1 i¢in literatiirde ilk defa paralel bir algoritma tanimlanarak olusturulan dizinin giiglii

ve zayif yakinsamasiyla ilgili bazi sonuglara yer verilmistir.

1)

2)

3)

4)

5)

Bu tez ¢alismasindaki sonuglar dikkate alinarak asagidaki 6neriler sunulmustur:

Sahu’nun 2014 yilinda metrik uzaylarda tanimladigi alterne nokta kavrami, kismi
metrik uzay, b~metrik uzay, fuzzy metrik uzay ve G-metrik uzaya uyarlanabilir ve hangi
kosullar altinda sonuclarin korundugu incelenebilir.

Alterne nokta ile ilgili teoremlerde gecen tamlik, daraltanlik ve siireklilik sartlar:
zayiflatilarak alterne nokta ile ilgili yeni sonuglar elde edilebilir.

Asagidaki gibi farkli algoritmalar tanimlanarak dizinin yakinsakligi, limitinin alterne
nokta olup olmadig1 incelenebilir;

Tiw,,ngift
Wnt1 = {Tzwn ,n tek
Tanimlanan farkli paralel algoritmalarin genellestirilmis varyasyonel esitsizliklerin
veya denge problemlerinin ¢6ziimiine yakinsamasi arastirilabilir.
Cok degerli doniistimlerin alterne noktalar1 i¢in farkli ve daha etkili algoritmalar
tanimlanip, bunlarin hangi sartlar altinda limitlerinin alterne nokta olacagi ve bunlarin

varyasyonel esitsizlik ve denge problemleri iizerine uygulamalar arastirilabilir.

55



KAYNAKLAR

Agarwal, R. P., O Regan, D., & Sahu, D. (2007). Iterative construction of fixed points of nearly
asymptotically nonexpansive mappings. Journal of Nonlinear and Convex Analysis,
8(1), 61.

Agarwal, R. P., O'Regan, D., & Sahu, D. R. (2009). Fixed point theory for Lipschitzian-type
mappings with applications (Vol. 6, p. 368). New York: Springer.

Assad, N., & Kirk, W. (1972). Fixed point theorems for set-valued mappings of contractive
type. Pacific Journal of Mathematics, 43(3), 553-562.

Atalan, S. M. Y. (2023). Data dependence result for a new iterative algorithm. In Conference
Proceedings of Science (Vol. 6, No. 1, pp. 168-172).

Aubin, J. P., & Frankowska, H. (1990). Set-valued. Analysis, Birkh4user, Boston, Basel, Berlin.

Banach. (1922). Sur les operations dans les ensembles abstrait et leur application aux equations.
Fund. Math, 133-181.

Berinde, V. (2006). Iterative approximation of fixed points. Berlin: Springer.

Bhaskar, T. G., & Lakshmikantham, V. (2006). Fixed point theorems in partially ordered metric
spaces and applications. Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 65(7),
1379-1393.

Browder, F. E. (1967). Construction of fixed points of nonlinear mappings in Hilbert spaces. J.
Math. Anal. Appl., 197-228.

Can, Y. B., Karaca, N. K., & Yildirim, I. (2024). Parallel iteration methods with application to
variational inequality problems. Romanian Journal of Mathematics and Computer
Science, 14 (2).

Cegielski, A. (2012). Iterative methods for fixed point problems in Hilbert spaces (Vol. 2057).
Springer.

Ekeland, I., & Temam, R. (1976). Convex analysis and variational problems, Studies in
Mathematics and its Applications. North-Holland, 47-48.

Eslamian, M., & Kamandi, A. (2024). Hierarchical variational inequality problem and split
common fixed point of averaged operators. Journal of Computational and Applied
Mathematics, 437, 115490.

Hammad, H. A., Rehman, H. U., & De la Sen, M. (2020). Advanced algorithms and common
solutions to variational inequalities. Symmetry, 12(7), 1198.

Huttenlocher, D. P., Klanderman, G. A., & Rucklidge, W. J. (2002). Comparing images using
the Hausdorff distance. IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine
Intelligence, 15(9), 850-863.

Ishikawa, S. (1974). Fixed points by a new iteration method. Proceedings of the American
Mathematical Society, 147-150.

Kakutani, S. (1941). A generalization of Brouwer’s fixed point theorem. Duke Math.
J. 8(3): 457-459.

56



Khamsi, M. A., & Kirk, W. A. (2011). An introduction to metric spaces and fixed point theory.
John Wiley & Sons.

Khan, A., Akram, M., & Dilshad, M. (2023). Approximation of iterative methods for altering
points problem with applications. Mathematical Modelling and Analysis, 118-145.

Kinderlehrer, D., & Stampacciha, G. (1980). An introduction to variational inequalities and
their applications. New York: Academic Press.

Krasnoselskij, M. A. (1955). Two remarks on the method of successive approximations. Uspehi
Mat. Nauk., 123-127.

Lions J. L. and Stampacchia, G. (1967). Variational inequalities. Communications on Pure and
Applied Mathematics, 493-519.

Maldar, S. (2022). New parallel fixed point algorithms and their application to a system of
variational inequalities. Symmetry 14(5), 1025.

Mann, W. R. (1953). Mean value methods in iteration. Proceedings of the American
Mathematical Society, 506-510.

Musayev, B., & Alp, M. (2000). Fonksiyonel Analiz. Balci yayinlari, 470.

Nadler Jr, S. B. (1969). Multi-valued contraction mappings. Pacific Journal of Mathematics,
30(2).

Nagurney, A. (2002). Variational Inequalities, Technical report. Isenberg School of
Management University of Massachusetts Amherst.

Opial, Z. (1967). Weak convergence of the sequence of successive approximations for
nonexpansive mappings. Bulletin of the American Mathematical Society, 73(4), 591-
597.

Petrusel, A., Petrusel, G., & Yao, J. C. (2020). Multi-valued graph contraction principle with
applications. Optimization, 69(7-8), 1541-1556.

Picard, E. (1890). Memoire sur la theorie des equations aux derivees partielles et la methode
des approximations successives. J. Math. Pures Appl., 145-210.

Sahu, D. R. (2005). Fixed points of demicontinuous nearly Lipschitzian mappings in Banach
spaces. Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae 46 (4), 653-666.

Sahu, D. R. (2014). Altering points and applications. Nonlinear Studies. 21(2), 349-365.

Sahu, D. R., Kang, S. M., & Kumar, A. (2017). Convergence analysis of parallel S-iteration
process for system of generalized variational inequalities. Journal of Function Spaces.
1-10.

Schauder, J. (1930). Der fixpunktsatz in funktionalraiimen. Studia Mathematica, 2(1), 171-180.

Schu, J. (1991). Weak and strong convergence to fixed points of asymptotically nonexpansive
mappings. Bulletin of the Australian Mathematical Society, 43(1), 153-159.

Sintunavarat, W., & Pitea, A. (2016). On a new iteration scheme for numerical reckoning fixed
points of Berinde mappings with convergence analysis. J. Nonlinear Sci. Appl, 2553-
2562.

Soltuz, S. M., & Grosan, T. (2008). Data dependence for Ishikawa iteration when dealing with
contractive-like operators. Fixed Point Theory and Applications, 2008(1), 242916.

Soykan, Y. (2008). Fonksiyonel analiz. Nobel Yayin Dagitim.

Stampacchia, G. (1964). Formes bilineaires coercitives sur les ensembles convexes. Comptes
Rendus Hebdomadaires Des Seances De L Academie Des Sciences.

57



Reich, S. (1979). Fixed point theorems for set-valued mappings. Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 69(2), 353-358.

Ullah, K., & Arshad, M. (2018). Numerical reckoning fixed points for Suzuki’s generalized
nonexpansive mappings via new iteration process. Filomat, 32(1), 187-196.

Verma, M., & Shukla, K. K. (2017). A new accelerated proximal technique for regression with
high-dimensional datasets. Knowledge and Information Systems, 423-438.

Yao, Y., Liou, Y. C., & Kang, S. M. (2013). Two-step projection methods for a system of
variational inequality problems in Banach spaces. Journal of Global Optimization,

55(4), 801-811.

Zhao, X., Sahu, D. R., & Wen, C. F. (2018). Iterative methods for system of variational
inclusions involving accretive operators and applications. Fixed Point Theory, 19(2),
801-822.

Zeidler, E. (1986). Nonlinear Functional Analysis and its Applications, I11: Variational Methods
and Applications. New York: Springer.

Xu, H. K., & Sahu, D. R. (2022). Parallel normal S-iteration methods with applications to
optimization problems. Numerical Functional Analysis and Optimization, 42(16), 1925-
1953.

58



OZGECMIS

Kisisel Bilgiler

Adi Soyadi:
Dogum tarihi:
Dogum Yeri:
Uyrugu:
Adres:

Tel:

E-mail:

Yasin Berkay CAN

Egitim

Lise:
Lisans:

Yiiksek lisans:

Mehmetgik Anadolu Lisesi
Atatiirk Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii

Atatiirk Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dal1

Yabanc Dil Bilgisi

Ingilizce:

Orta

Tezden Uretilmis Yaymlar

1. Can, Y. B., Karaca, N. K., & Yildirim, |. (2024). Parallel iteration
methods with application to variational inequality problems. Romanian
Journal of Mathematics and Computer Science, 14 (2).

59




