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YUKSEK LiSANS TEZI

RAINA TiPLIi KONVEKS FONKSIYONLAR UZERINE YENIi INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI
Merve COSKUN
Danmisman: Prof. Dr. Cetin YILDIZ

Amag: Bu calisgmada s — tipi konvekslik, Raina fonksiyon tanimi ve esitsizlik teorisinin
ozellikleri kullanilarak yeni esitsizlikler elde edilmesi amaglanmistir.

Yontem: Teorem ve sonuglar elde etmek amaciyla integraller i¢in iicgen esitsizligi, Holder,
Power-Mean, Holder-Iscan, Young, Jensen Integral Esitsizligi ve Gelistirilmis Power-Mean
Integral Esitsizligi kullanildi.

Bulgular: Raina fonksiyonu igeren yeni teoremler yazilmistir. Ayrica Raina tipli bir lemma ve
s — tipi konveks fonksiyon tanimi kullanilarak yeni teorem ve sonuglar elde edilmistir.

Sonug: Bu tezde elde edilen tiim teoremlere 6zel degerler verilip esitsizliklerle ilgili gesitli
sonuclar yazilmistir.
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ABSTRACT

MS THESIS
NEW INTEGRAL INEQUALITIES ON RAINA-TYPE CONVEX FUNCTION
Merve COSKUN
Supervisor: Prof. Dr. Cetin YILDIZ

Purpose: In this study, it is aimed to obtain new inequalities by using the s — type convexity
and Raina function with the properties of the inequality theory.

Method: Triangle inequality, Holder, Power-Mean, Holder-Iscan, Jensen, Young Inequalities
and Improved Power-Mean Inequality are used for integrals in order to obtain theorems and
results.

Findings: New theorems have been written about Raina function. In addition, new theorems
and results are obtained by using a lemma of Raina type and a definition of s — type convex
function.

Results: All the theorems obtained in this thesis are given special values and various results
about inequalities are written.
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GIRIS

Iki cokluk arasindaki farki bir degiskene bagli olarak ifade etmek ve bunlari kiyaslamak
icin kullanilan esitsizlikler matematiksel ifade olarak <,>,#,<,= sembolleri ile
gosterilmektedir. Reel analizde matematiksel esitsizliklerin temel amaci degeri tam olarak
belirlenemeyen fonksiyon ve ifadelerin sonuglarin1 daha iyi bildigimiz fonksiyon ve ifadelerle

siirlandirip karsilastirma yapmaktir.

Esitsizlikler kendine matematigin geometri, analiz, topoloji, lineer cebir, olasilik gibi
birgok alt disiplininde yer edinmistir. Bununla beraber fizik, miihendislik, mekanik gibi
alanlarda da birden fazla sorunun ¢6zlimii i¢in Onciiliik etmis, matematikte ve diger bir¢cok
alanda uygulama alan1 bulmustur. Yani sadece matematik i¢in degil ortak disiplinler i¢in de

gerekli temel kavramlardan biridir.

Esitsizlikler iizerine yapilan her ¢alismada kendinden 6nce yapilan ¢aligmalar referans
alinip yeni sonuglar elde edilerek esitsizlik kavram gelistirilip, genisletilmistir. Ozellikle de 21.
yiizyilin baglarina dogru matematiksel esitsizlikler alaninda ¢aligsmalar hizla gelismeye devam

etmistir.

Esitsizlik Teorisi’nin temelleri A. L. Cauchy (1785-1857), K. F. Gauss (1775-1855) ve
P. L. Chebyshev (1821-1894) tarafindan 18. ve 19. yilizyilda atilmaya baglanmistir. Esitsizlik
Teorisi alaninda 6nemli eserler yazilmistir. Bu eserler igerisinde en 6nemlisi Hardy, Polya ve
Littlewod tarafindan 1934 yilinda kaleme alinmis “Inequalities* isimli eserdir. Bu eser, bir¢ok
yeni esitsizlikler igeren ilk kaynak kitap olarak kabul edilir. Bu ¢alismay1 yine ilk kaynak
kitapla ayn1 ismi tagiyan E. F. Beckenbach ve R. Bellman'in 1961 yilinda kaleme aldiklari
"Inequalities" adl1 kitap takip etmektedir. Bunlarin yani sira P. Agarwal, G. V. Milovanovic, C.
P. Niculescu, C. E. M. Pearce, J. E. Pecaric, A. M. Fink, M. E. Ozdemir, 1. Iscan, S. S. Dragomir,
M. Z. Sarikaya, A. O. Akdemir ve E. Set gibi bilim insanlarinin esitsizlikler konusunda bir¢ok
calismasi literatiirde bulunmaktadir. Alan yazinda esitsizlik kavrami ile ilgili bir¢cok ¢alisma

yapilmis, yeni kitap ve makaleler yazilmistir.

Esitsizlik teorisiyle konveks fonksiyonlar yakindan iliskilidir ve 6nemli esitsizliklerin
cogu konveks fonksiyonlarin uygulamalarinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikmistir. Buna 6rnek
olarak Holder ve Minkowski esitsizlikleri verilebilir. Bu iki esitsizlikte Jensen esitsizliginin bir
sonucu olarak ortaya ¢ikmistir. Bu esitsizliklerin yani sira Hermite-Hadamard esitsizligi de
onemli bir yere sahiptir. Hermite-Hadamard esitsizligi 1881 yilinda Hermite tarafindan ifade

edilmistir. “Konvekslik” kavraminin ortaya ¢ikist da Hermite tarafindan Ekim 1881°de elde



edilen bir sonucun yaymlanmasiyla olmustur. 1905-1906 yillarinda konveks fonksiyonlar
J.L.W.V. Jensen tarafindan sistematik olarak ilk kez ele alinmistir. 1987 yilinda J.E. Pecari¢
tarafindan yazilan ve konveks fonksiyonlar igin esitsizlikleri igeren ilk kaynak Kitap ise 'Convex

Functions: Inequalities' isimli eserdir.

Esitsizlik teorisine son yillarda ivme kazandiran baska bir boyut ise kesirli tiirev ve
kesirli integral kavramlar1 olmustur. Konveks fonksiyonlar yardimiyla da ¢alisilmasi agisindan
oldukga dikkat ¢ekici ve hizli gelisme gosteren bu konu biiylik bir arastirmaci kitlesinin merak
ve ilgisini de iizerine ¢ekmekte oldukca basarili olmustur. Kesirli tiirev ve kesirli integral
kavramlar1 “tiirev ve integraller yalmizca tam sayilar i¢cin mi vardir?” diislincesinin
sorgulanmasi sonucu ortaya ¢cikmistir ve 17. yiizyilin baslarindan giiniimiize kadar Leibniz,
Euler, Abel, Liouville ve diger birgok matematikginin ¢alismalariyla gelisme géstermistir. Bu
alandaki ilk kapsamli ¢alisma S.G., Samko, A.A., Kilbas ve O.1., Marichev tarafindan yazilan
“Fractional Integrals and Derivatives Theory and Applications” adli eserdir. Kesirli integral
operatorleri bircok matematiksel teoride Onemli bir yere sahiptir. Kesirli integral
operatorlerinden en yaygin olarak kullanilani ise Reimann-Liouville integralidir. Reimann-
Liouville kesirli integral operatorleri, integral hesabinin genellestirilmis bir formu olup
fonksiyonlarin tiirevlerinin tamsayr olmayan derecelerini tanimlamak i¢in kullanilir. Bu
operatorlerin tarihgesi ise oldukc¢a zengindir. 19. ylizyilin baglarinda Reimann tarafindan
gelistirilen Reimann integrali kesirli integral ve tiirevlerin gelisimine zemin hazirlamistir.
Joseph Liouville’nin kesirli tirev ve integral konusunda ¢alismalari ise Reimann’in
caligmalarini genisleterek karmasik diizlemde tiirev ve integral kavramlarini gelistirmistir.20.
yiizy1l baslarinda matematikgilerin ¢alismalariyla kesirli integral operatdrleri daha genis bir
cercevede ele alinmaya bagslandi. Bunun disinda diger kesirli integral operatorleri arasinda
Caputa integrali ve Griinwald-Letnikov integrali 6rnek verilebilir. Bu operatorler ise kesirli
tirevlerle birlikte gesitli matematiksel modelleme problemlerinde ve miihendislikteki ¢esitli

uygulamalarda siklikla kullanilir.

Esitsizlik teorisinde bir¢ok calismaya alan acan Hermite- Hadamard esitsizligi de
karsimiza siklikla yeni formlarla ¢ikmaktadir. Mehmet Zeki Sarikaya ve arkadaglari Hermite-
Hadamard esitsizliginin kesirli integral operatorii iceren halini olusturan ilk isimlerdir. O
zamandan bu yana klasik esitsizliklerin ¢esitli kesirli operatorlerle elde edilmesine hem kesirli
integral hesab1 hem de konvekslikten elde edilen yontemlerin birlesimi kullanilmigtir. Devam
eden ¢aligmalardan ilham alinarak Reimann-Liouville kesirli integraller operatoriinii kullanarak
baz1 yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler olusturulmustur. Kendine literatiirde oldukga

genis bir yer edinen Reimann-Liouville kesirli integral operatorii klasik integrale kolaylikla



indirgenebildiginden alan yazinda da bir¢gok makaleye rastlamak miimkiindiir. Konveks
fonksiyonlar i¢in Reimann—Liouville integral operatorleri iceren Hermite-Hadamard tipli

esitsizlikler de sik¢a karsimiza ¢ikmaktadir.

Esitsizlik teorisinin her gegen giin genislemesi sonucu yeni fonksiyon siniflar1 kesfedilip
lizerine ¢alismalar yapilmaya baslanmistir. 2005 yilinda Raina tarafindan gelistirilen ve kendi
adi ile anilan yeni bir fonksiyon sinifinin ortaya atilmasi bu durumun smirsiz 6rneklerinden
sadece bir tanesidir. Raina tarafindan ortaya atilan bu yeni fonksiyon sinifi esitsizlik teorisinde
kendine oldukg¢a genis bir ¢alisma alani1 edinmistir. Boylelikle esitsizlik teorileri Raina
fonksiyonu ile iliskilendirilmeye baslanip birgok konvekslik ¢esidi iizerine matematikgiler
tarafinda yogun bir ilgi ile caligsmalar yapilmistir. Literatiirde yer alan ¢alismalar incelendiginde
Raina fonksiyonu igeren s-konvekslik, m-konvekslik, h-konvekslik, gii¢lii konveslik gibi birgok
konvekslik iizerine ¢aligmalara rastlamak miimkiindiir. Bu c¢aligmalarda Raina fonksiyonu
iceren bu konveksliklerin cebirsel 6zellikleri incelenip yeni esitsizlikler olusturulmustur.
Arastirmacilar literatiirde var olan konvekslik cesitleriyle ¢alismanin yani sira Raina
fonksiyonu barindiran yeni konvekslik tanimlamalari ile farkli esitsizlikler elde etme imkani

bulmustur.

Raina fonksiyonu igeren teoremler kullanilarak Reimann-Liouville kesirli integral
operatorii  aracilifiyla bazi Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler olusturulmustur. Raina
fonksiyonu iceren esitsizliklere gerekli 6zel degerlerle sinirlama yapildiginda Raina fonksiyon
iceren esitsizligin Reimann-Liouville kesirli integral operatorlii bir esitsizlige indirgendigi
kolaylikla gozlemlenebilir. Yine Reimnan-Liouville kesirli integraline indirgenen esitsizlik bir
adim daha smirlandirilarak klasik konvekslik igceren esitsizliklere doniisiir. Yani Riemann-
Liouville kesirli integrallerinin yeni bir genellestirmesi Raina tarafindan ortaya atilan fonksiyon
simifi olmustur. Son yillarda yapilan c¢alismalar dikkate alindiginda yazarlarin bu konular
tizerine olduk¢a yogunlastigi dikkat ¢ekmektedir. Literatiirde de birgok caligmada Kesirli
integral operatdrii iceren fonksiyonlar motivasyon kaynagi haline gelmistir. Bu yeni operatorler
yardimiyla da son zamanlarda Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson gibi esitsizlikleri

tizerine ¢alismalar yapilmistir.

Esitsizlik tarihinde klasik esitsizlikler alaninda konveks fonksiyonlar i¢in bir¢ok yeni
smif kesfedilmis ve gesitli operatorlerle uygulamalar gergeklestirilmistir. Bu tez ¢alismasi igin
de Raina tarafindan kesfedilen yeni bir fonksiyon sinifi ve bununla ilgili kesirli integral

operatorleri i¢in s — tipi konvekslik tizerine ¢esitli uygulamalar gelistirilmistir.

Bu tez ¢alismasinin ilk béliimiinde esitsizlik teorisinin tarihi gelisiminden, konvekslik

kavraminin esitsizlikler alaninda yeri, 6nemi ve kullanimi, ge¢cmisten giinlimiize kadar bu



alanda ¢alismalar yapmis ve alan yazinda yer alan bilim insanlarindan, Raina igeren fonksiyon
smifi ve Reimann-Liouville kesirli integral operator iliskisinden bahsedilmistir. Calismanin
ikinci bolimiinde konveks fonksiyonlarla ilgili tanim, teorem gibi genel ifadelere ve konveks
fonksiyonun geometrik olarak incelenmesine yer verilmistir. Ugiincii boliimde konveks
fonksiyonlar ic¢in temel esitsizliklerden ve Raina konveks fonksiyonlar i¢in daha 6nce elde
edilmis teoremlerden bahsedilmistir. Dordiinci bolimde literatiirde var olan lemmalar
kullanilarak Raina sinifini igeren s — tipi konveks fonksiyonlar ile ilgili Holder, Power-Mean,
Hoélder-Iscan, Gelistirilmis Power-Mean, Jensen ve Young Integral Esitsizlikleri kullanilarak
yeni esitsizlikler elde edilmistir. Olusturulan yeni integral esitsizliklerinin s =1, A1 =
a,0(0) =1, w=0 ved =a =106zel degerleri i¢in yeni sonuglara yer verilmistir .Tezin
besinci boliimiinde ise dordiincii boliimde elde edilen esitsizlikleri farkli lemma ve tanimlara

uygulayabilmek adina okuyucu i¢in 6nerilere yer verilmistir.



KURAMSAL TEMELLER

Tamm 1. (Konveks Kiime) : 7 lineer uzay, M € H ve 4,4 € M keyfi elemanlar

olduguna gore;

B=eHrH:I9=tA+ A-4)b6,t € [01]}c M
ise M kiimesine konveks kiime denir. Burada9d € Bised = £ A + (1 - £)4& ifadesindeki
# ve & nin katsayilar1 i¢in £ + (1 - £) = 1 ifadesi her konveks kiime igin gegerlidir. Bu
nedenle konveks kiime tanimindaki 1 - ¢+ = g yazilirsat + g = 1 sart1 saglanir. Geometrik
olarak incelendiginde B kiimesi ug¢ noktalar1 4 ve 4 olan dogru pargasini gostermektedir. Bu
durumda konveks kiime, asagida da goriildiigii tizere, bos olmayan ve herhangi iki noktasini

birlestiren dogru pargasini i¢inde bulunduran kiimedir (Bayraktar 2000).

Nig

Sekil 1. Konveks kiimeler

Tamm 2. (Konkav Kiime) : Bir kiime konveks kiime degil ise bu kiime konkav kiime

olarak ifade edilir.

Sekil 2. Konkav kiimeler

Tammm 3. (Konveks Fonksiyon) : I, R de bir arahk ¢: I - R ve 4,4 €1 olsun.
t € [0,1] ise,

A+ (1 -1)6) <teh)+ (1 —-1)p(H)



¢ konveks fonksiyon olarak ifade edilir (Pecari¢ et al.1992).
Burada # € (0,1) segilirse konveks fonksiyon tanimi
ph+ A -1)6) <te(h) + (1 —1)p(H)
haline gelir. Bu ¢ fonksiyonuna da kesin konveks fonksiyon adi verilir.

Ornek 1. ¢: I c R>R igin ¢(x) = |x| fonksiyonu I kiimesi iizerinde konveks bir

fonksiyondur.

Coziim 1. 4,6 €1 ve £ € [0,1] olmak lzere, ¢ fonksiyonunun konveks oldugunu

gostermek i¢in
pth+ (A -)6) <teh)+ (A —-t)p(b)
oldugu gosterilmelidir. Buna gore
p(th+ (A -1)6) = [th+ (1—1)b|
< |tA|+ |1 - 1)
=14l + (1 - 1)|4]
=1p(A) + (1 —1)p(6)
elde edilir. Buradan ¢ (x) = |x| fonksiyonunun I kiimesi {izerinde konveks oldugu goriiliir.

L)
L

“

Sekil 3. Konveks fonksiyon (¢ (x) = |x]| )




@(6)

to(h) + (1-1)p(4)

o(th + (1 —1)6)

@(h)

h th+(1—-6)6 &

Sekil 4. Konveks fonksiyonun geometrik yorumu

Sekil 4’ te bulunan konveks fonksiyonun geometrik olarak ifadesi soyledir:

£ nin @ fonksiyonu tizerinde aldig1 deger ¢(#), 4 nin ¢ fonksiyonu tizerinde aldig
deger (&) olmak tizere (/L, <p(h))ve (1%, (p(l?)) noktalarini birlestiren dogru pargasini
inceleyelim. Sekilde de goriildiigi gibi £4 + (1 — £)4 noktasinin ¢ fonksiyonu {izerinde
aldig1 deger aym £ degeri i¢in dogru lizerinde olusan degerden kiigiik veya esittir. Bu durumda

¢ fonksiyonu konveks olur.

Tamim 3. Eger ¢ fonksiyonu hem konveks hem de konkav fonksiyon ise ¢ ye afindir
(lineerdir) denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonu¢ 1. I c R igin bir ¢ fonksiyonunun I kiimesinde konveks bir fonksiyon

olabilmesi igin gerek ve yeter sart her £, 6 € I ve herp,q > 0 reel sayilari igin

(ph + qfr) - pp(h) + qp(£)
p+q / p+q

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

Tammm 4. (J-Konveks Fonksiyon): I © R olmak {izere ve her 4,4 € [ igin

o (ﬁ -; f*) L) -; P(£)

ifadesini saglayan ¢ fonksiyonuna I € R aralig1 tizerinde Jensen anlaminda konveks veya

J — konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Sonug 2. Her konveks fonksiyon ayni zamanda J—konveks fonksiyondur.



Tamm 5. (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her 4,6 € [ ve A # & igin

0 (% ; 1’) <P er P(£)

esitsizligi yaziliyor ise ¢ fonksiyonuna I € R aralig: tizerinde kesin | —konveks fonksiyon
denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 6. (Beta Fonksiyonu): 8: (0,00) = R ve her 4,46 > 0
1
B (4, &) =f th1 (1 - )b tde
0

bi¢iminde tanimlanir (Dragomir et al. 2000Db).
Beta fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:
Her 4,4 > 0 olmak iizere
1. (b)) =L, HR)
2. Blh+1,6)=——p(hb)

r(A)ree)
3. ,8(/1«, /6’) = W

Tamm 7. (Gama Fonksiyonu): T:(0,o) — R fonksiyonu
1
I'(x) =f t* le~tdt
0

bi¢iminde tanimlanir (Dragomir et al. 2000Db).
Gama fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:
k € Z* olmak tizere
1. IT'k) = (k—1)!
2.T(1) =1
3. T'(k +1) = kI'(k).

Tamim 8. (Riemann-Liouville Fractional integral): L € [4, 6] olsun. A >0,a > 0

icin Reimann Liouville integralleri

1 pe
506 = 75 L (x = D)% p(B)dt x> A



1 &
Jo—p(x) = mf (t —x)*Lp@)dt ,x < &

seklinde tanimlanir (Samko et al.1993). Burada I'(e) Gama fonksiyonudur.

Eger a = 1olmast halinde Reimann-Liouville Kkesirli integrali klasik integrale

indirgenir. Ayrica @ = 0 durumunda J9, @ (x) = Jo_p(x) = ¢(x) dir.

Sarikaya ve arkadaslar1 ¢alismalarinda Kesirli integraller i¢in Hermite-Hadamard tipli

esitsizlige gibi yer vermistir.

Teorem 1: ¢:[A, 4] — R, pozitif bir fonksiyon ve ¢ € L[A, 4] olsun .0 < A < &

olmak tizere ¢, [#, ] araliginda konveks fonksiyon ise bu durumda

h+ b r 1 h b
(557) = 5r e Usew () + J5pa) < 2202

esitsizligi gecerlidir (Sarikaya et al. 2013).

Asagidaki gibi tamimlanan, Riemann-Liouville Kkesirli integrallerinin yeni bir

genellestirmesi olan fonksiyon siifi 2005 yilinda Raina tarafindan olusturuldu.

o o(k)
k=0

burada ¢ = ¢(0),0(1),0(2),...,a(k) ve €1 >0,|x| <R (Raina 2005).

Bu yeni tanim ile Raina ve Agarwal asagida verilen kesirli integral operatdrlerini

sirastyla su sekilde tanimladi:

(]g;t,ﬁﬂwgo)(x) = LL (x — ’t)l_l 5,1 wx — £)ele®)dt, x> A,

yg
U2 5-m®) () = j (£ — 21T, Wit — 0Fle(O)dt, x < b,

g,A>0,w € R (Agarwal et.al. 2016).

Bu yeni operatorler yardimiyla son zamanlarda Hermite-Hadamard, Ostrowski ve
Simpson gibi esitsizlikler igin yeni birgok ¢alisma yapilmis ve bu calimalar gelecekte yapilacak

olan diger ¢alismalar i¢in ilham kaynag1 haline gelmistir.



Tammm 9. (Raina Konveks Fonksiyon): ¢:1 - R {izerinde asagidaki esitsizlik

saglaniyorsa Raina konveks fonksiyon denir:
p(th+ (1 —-1)8) < (6) +1F ) (p(A) — 9(6))

Burada V[4, 6] €I, £ € [0,1], [¢,A] ve 0 = 6(0),0(1),0(2), ...,a(k) pozitif gercek
sayilarin sinirli bir dizisidir (Butt et al. 2021).

Fo(o(h) — p(6)) = @(h) — @(&) olarak segilirse Raina konveks fonksiyon klasik

konveks fonksiyona doniisiir.
Tamm 10. ( P — Konveks Fonksiyon): ¢:1 € R—-> R, VA, 4 € I ve £ € [0,1] igin
A+ (1 -1)6) < p(h) + o(6)
sartin1 sagliyorsa ¢ fonksiyonuna P — konveks fonksiyon denir (Dragomir et al.1995).

Tamm 11. (Birinci Anlamda s — Konveks Fonksiyonlar) : ¢: Rt - R ve
0<s<1ligin
p(th+ (1 -0)6) <t5ph)+ (1 —£t5p(H)

sartim sagliyorsa ¢ fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. ¢ € K} ile
gosterilir (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamm 12. (ikinci Anlamda s — Konveks Fonksiyonlar): ¢: R* - R, VA, & € RT,
0 < s < 1 olmak iizere £ € [0,1],

p(th+ (1 —-)6) <t°p(h) + (1-1)p(8)

sartim sagliyorsa ¢ fonksiyonuna ikinci anlamda s — konveks fonksiyon denir. ¢ € K2 ile
gosterilir (Hudzik and Maligranda 1994).

Eger s = 1 secilirse ikinci anlamda s — konveks fonksiyonun klasik konveks fonksiyon

haline indirgendigi kolaylikla gortilebilir.

Ornek 2. s € (0,1) ve £, &, c € Rolsun. O zaman ¢: [0, ) — R fonksiyonu asagidaki
gibi tanimlanabilir (Hudzik and Maligranda 1994).

h t=0

q’(t)z{{&twc £>0

Bu sekilde tanimlanan ¢ fonksiyonu asagidaki durumlari saglar:
. #>0ve0<c<#hiseqpek?

. &#>0vec<O0iseqp & K2

10



Literatiirde kendine oldukg¢a genis bir ¢alisma alan1 edinen s — konveks fonksiyonlar
i¢cin bir¢ok tez ve makale yazilmis olup yeni esitsizlikler elde edilmistir. Son olarak kendine
Raina tip fonksiyonlar bagligi altinda calismalarda da yer edinmis olup kesirli integral

operatorleriyle farkl esitsizlikler elde edilmistir.

Tamm 13. (s — tipi Konveks Fonksiyon) : s € [0,1] olsun. ¢:1 - R, VA, 6 €I ve
t € [0,1] igin

pth+(A—-)6)<[1-s(Q—-1)] )+ (1A —st)p(b)
sagliyorsa s -tipi konveks fonksiyon denir (Rashid et al. 2020).
Ozel durumlar:

i. s =1 segilirse s — tipi konveks fonksiyon tanimi1 klasik konveks fonksiyon

tanimina doniisiir.

Ii. s = 0 segilirse s — tipi konveks fonksiyon tanim1 P — fonksiyon tanimina

dontstir.

Sonu¢ 3. Negatif olmayan her konveks fonksiyon ayni zamanda s —tipi konveks

fonksiyondur.
Teorem 2. (Uggen Esitsizligi): m, v reel sayilar igin

Im +v| < [m| + |vl,

|lm| = [v]| < Im - vl,

|lm| = ]| < Im +vl,
ve tiimevarim metoduyla

Imy + -+ my| < myl + -+ [my

esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovic et al. 1993).

Teorem 3. (Ucgen Esitsizliginin integral Formu): ¢ reel degerli ve [#, &] arahiginda

stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

yg
sj lpCOldx (A< 6)
o

f ﬁso(x)dx

ﬁ,

esitsizligi yazilir (Mitrinovic et al. 1993).

11



Teorem 4. @, [4, &] araliginda konveks ise
a. ¢, (A, &) araliginda siireklidir ve

b. ¢, [#, 4] arahginda simrlidir (Azpeitia 1994).

12



MATERYAL VE YONTEM

Konveks Fonksiyonlar I¢in Temel Esitsizlikler

Teorem 5. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R de bir aralik 4,6 € I olsun. A4 < &

olmak tizere ¢: I € R — R konveks bir fonksiyon ise

A+ b 1 [t o(h) + o(6)
"’( 2 )S&—hfh p()dx < 2

esitsizligi elde edilir (Pecari¢ et al. 1992).
Teorem 6. (Fejer Esitsizligi):p: [#4, &] — R, konveks, g: [#4, 6] = R integrallene-
bilir, negatif olmayan ve # ye gore simetrik fonksiyon ise,

N ¢ )+ o) *
o(5) = [ geoars [ P9y < L) [ gax

esitsizligi gecerlidir (Fejer 1906).
Eger g = 1 secilirse Fejer esitsizligi Hermite Hadamard esitsizligine indirgenmis olur.
Teorem 7. (Ostrowski Esitsizligi): ¢: I c [0,0) — R, I°{izerinde
diferansiyellenebilen bir fonksiyon, ¢' € L[4, & ] ve A, 4 € I i¢in A4 < & olsun. Eger
lp'(x)] < M ise

1 ¥id
_ <
P~ A q)(t)dt‘ <

M [(x—R)?+ (b —x)?
l&—h[ 2

esitsizligi yazilir (Ostrowski 1938).

Teorem 8. (Simpson Esitsizligi): ¢: [A,6] = R, (A, 4) lzerinde dordiinci
mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve || 9®|| = supyes,6)|@®| < oo olsun. Bu

durumda;

Erp(m LIONPHLELA] _&ihjj(p(x)dx

esitsizligi yazilir (Dragomir et al. 2000a).

1
— || @ —A)4
<7ga0l#@l.6 = A
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Teorem 9. (Holder Esitsizligi): p > 1 olmak iizere %+ i =1 olsun. ¢:[#, 6] - R

ve g: [, 4] — R de tanimli integrallenebilir iki fonksiyon olsun. ||, |g|? [#,&] araliginda
integrallenebilir fonksiyonlar ise bu durumda;

& & % & %
[ toeogoax < ( | |<o<x>|pdx) ( | |g<x)|qu)
A A A
esitsizligi yazilir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Cift katl integraller icin Holder esitsizligi ise

1

L ’ L o900 ldxdy < ( fh ’ fh &Iw(x)lpdxdyf ( f; f;m(xwxdy)a

seklinde ifade edilir.

Teorem 10. (Holder-Iscan Esitsizligi): p > 1 ve %-I—% = 1olsun. ¢ ve g, [A, 4]

aralig1 lizerinde tamimli ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |@|P ve |g|? [4,&] lizerinde

integrallenebilir ise,

b
f ()9 () ldx
s

1

<1 (f fyw—x)kp(x)lpdx)%(f &w—xng(x)de)q
b — N 5 5

1

& % & a
+(f (x—h)kp(x)lpdx) <f (x—h)|g(x)|ffdx>
N Vi

1

1
g ) yig a
< ( L I(p(x)l”dx>p ( L lg(x)lqu>q

esitsizligi gegerlidir (Iscan 2019).

Teorem 11. (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. ¢ ve g, [4, &] araliginda tanimli
ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.|¢| ve |g|9,[#4, 6] araliginda integrallenebilen

fonksiyon ise;

1

b & 1—% & E
f |<o(x)g(x>|dxs(f |<o<x)|dx) (f |go(x>||g<x>|qu)
N N o

esitsizligi yazilir (Mitrinovi¢ et al. 1993).
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Benzer sekilde cift katli integraller i¢in Power Mean esitsizligi ise

1

& b b b 1-1 b b 7
f f |<o<x)g<x)|dxdys<f f |<o(x)|dxdy> q([ f |<,,(x)||g(x)|qudy>"
h YA h YA h YA

seklinde ifade edilir.

Sonuc 4. Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power-Mean esitsizligi kullanilarak

daha iyi list sinirlar bulunmaktadir.

Teorem 12. (Gelistirilmis Power-Mean Integral Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. ¢ ve g
[#, 4] araliginda tanimli ve integrallenebilen fonksiyonlar olsun. || ve |¢]||gl9, [4, 6]

tizerinde integrallenebilir fonksiyonlar ise,

g
f ()9 (x)ldx
3

1 ¢ G (b 0
b — d & — aq
s (L< 0)lo () x) (L( lp(llg )| x>

<

1

q

& 1—% &
+ (f x —h)lq)(x)ldx) (j x —ﬁ)lqo(x)llg(x)lqu)
h o

esitsizligi elde edilir (Kadakal et al. 2019).

Teorem 13. (Young Esitsizligi): /4,6 negatif olmayan reel sayilar olmak {izere

p>1ve %+ % = 1 olsun. Bu durumda
1 1
N < —hP +—-461
p q

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlige Young Esitsizligi denir (Niculescu ve Persson 2006).

Esitsizligin ters ¢evrilmis hali ise
1 1
Mz;hp+51&q, 0<p<1 A,6>0

olur.

Matematiksel analizdeki en 6nemli esitsizliklerden olan Holder esitsizligi de Teorem 13

te bulunan Young esitsizligi kullanilarak elde edilmistir.

Teorem 14. (Jensen Esitsizligi): ¢: [, ] — R, konveks fonksiyon x; € [4, ],

i =1,2,..,nolsun. Budurumda };j-; a; = 1 ve a; > 0 ise

15



@ (i aﬂi) < i a;p(x;)

i=1 i=1
esitsizligi saglanir (Jensen 1905).

Teorem 15. (integraller icin Jensen Esitsizligi): ¢:1 = [A, 4] — R, konveks

fonksiyon h: I - (0,00) ve u = R* = [0, ) integrallenebilir fonksiyonlar olmak {iizere,

(ffh(t)u(t)dt> - [y h(®)pu®))dt
[y h(£)dt 1% ht)at

esitsizligi gecerlidir (Kufner et al.1977).

Kirmact 2004 yilinda konveks fonksiyonlarla ilgili yaptigi calismalar sonucunda

asagidaki teoremi elde etmistir.

Teorem 16. ¢:I° € R — R diferansiyallenebilen bir doniisim ve 4,4 € I°, A < &
olsun. Eger |¢’|, [#, 6] araliginda konveks ise

p(h) +9(8)

1 & (& —h)
2 _(&—h)fh

=—75 (o'W + 19 (6D

o (x)dx

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlige trapezoid esitsizligi denir (Kirmaci1 2004).

Sarikaya ve arkadaglar1 2013 yilinda yaptiklart ¢aligma ile Reimann-Liouville kesirli

integral operatdriinii kullanarak asagidaki teoremi elde etmistir.

Teorem 17. ¢: [A, 4] - R, (A, &) lizerinde tiirevi olan bir doniisiim ve £ < & olsun.
Eger |¢’|, [#, ] araliginda konveks ise bu durumda

‘(P(ﬁ) +o#) T+l

2 T 206 — )@ J& p(8) +JE_p(h)]

(6 —H)

1
sm<1 - =) ' W) +1¢' @]

esitsizligi gecerlidir (Sarikaya et al. 2013).

Raina Fonksiyonu Icin Elde Edilmis Sonuclar

Raina fonksiyonu iizerine literatiirde var olan teoremler ve elde edilmis sonuglar

asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 18. ¢: [A, 4] - R, fonksiyonu [#A,&] iizerinde konveks fonksiyon
f < & vee A >0 olsun. Budurumda
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h+ b 1 . .
(p( 2 ) 206 — RAFZ, (b — A (U2 a0 @) ) + U2 8-000) (A)]

PRACORRACS
- 2
esitsizligi elde edilir (Yaldiz and Sarikaya 2020).
Ispat: £ € [0,1] i¢in x = tA+ (1 — )6,y = (1 — £)A + 6 doniisimii ve ¢ nin

konveksligi kullanilirsa

(p(h+%):(p<x+y) L P+ 0O

2 2 2
Yani
h+ b
20(557) < plth+(1-08) + o((1 - A+ £5)
Bu esitsizlikte her iki taraf t’l_ng w6 — A)2t#] carpilip [0,1] araliginda integrali

alinirsa

A+ 6N (1

2¢ ( > ) f tP1F S (Wb — A)EtE]dt
0

< j tl‘l}"gl[w(& —A)tflo(th + (1 —2)6)dt
0

f tPAFZ Wl — A)EtElp((1 — O A + t6)dt
0

A(x) _ 0(0)6(1) ‘(x) = +o (k)

k
k=0TCaks ) x" kullanmilirsa

1
f U (Wb — R t]dE = F2y,, [w(b — A7),
0
j tPIFS Wb — A)tElp(th + (1 — £)6)dt
0

8- /L)/lj (& =) 1F w6 — x)%lp(x)dx

yazilir ve

flﬂ 1FZIw — A)Etelp((1 — A + t6)dt
0

(/y /,/)Af (x — )1 2w (x — A)E](x)dx
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h+ b 1 ’ .
2T§A+1[W(’gy - h)g](p( 2 ) = (1} _ /L)Ag:glﬂ[w(/y _ h)g] [(]s,/l,ﬁﬂw(p)([ﬂ + (]S,A,Zr‘;w‘p)(ﬁ’)]

elde edilir. £ € [0,1] i¢in ¢ nin konveksligi kullanilirsa
(A=A +t8)+ @(th+ (1 —1)6) < p(h) + ()
yazilir.

Bu egsitsizlikte her iki taraf #2471 e w6 — A)*t¥] carpilip [0,1] lizerinde integrali

alinirsa
fltl_l}"g,l[w({r — R tflp((1 — ) A + t6)dt
0
+ jltﬂ—lﬂ-‘g,l[w(ly —A)etelo(th + (1 — 1) 6)dt
0
1
< [p(h) +0(8)] | 1 [w(e - A elde
0
Boylece
1
G| U2 ®) ) + 02,4, ) ] < [o () + (BN F i [w(e - £)°]

esitsizligi ile ikinci esitsizlik de kanitlanmis olur.

Sonug¢ 5. Teoremde A = a,0(0) = 1,w = 0 doniisimii yapilirsa Teorem 1 deki

h+ b r 1 h b
(557) = 5s e UEeo(®) + g _p ) < LD

esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 6. Teoremde A = 1,6(0) = 1,w = 0 doniisiimii yapilirsa Teorem 5 teki

A+ b 1 (* o(h) + @(6)
"’( 2 )Sﬁ—hfh px)dx s —————

Hermite—Hadamard esitsizligi elde edilir.

Teorem 19. ¢:[4, 6] = R, (#,4) lizerinde tiirevi olan bir doniisim olsun. A4 < &,
g,A> 0. Eger |¢'|, [#, 6] araliginda konveks ise kesirli integraller igin,

p(A) + (&) 1

2 - 2(,6, _ /L)AT;‘,A+1[W(’6’ _ h)s] [(]g,/l,h"';w(p)(’&) + (]g)l,&_;w(p)(’h)]
T2 W( — R o (R + 1@ (6)]
< (& —-Ah) 7w — )] 5
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esitsizligi olusur (Yaldiz and Sarikaya 2020).

Burada

o1k = o (k) (1 _ 271”) .

Sonu¢ 7. Teoremde A= a,0(0) = 1,w = 0 doniisiimii yapilirsa Teorem 17 deKi

esitsizlik elde edilir.

Sonug 8. Teoremde A = a = 1,0(0) = 1, w = 0 doniisiimii yapilirsa Teorem 16 daki

esitsizlik elde edilir.

Teorem 20. ¢: [A, 4] = R, (A, 4) lizerinde tiirevi olan bir dontisim olsun. 4 < &,
gA1>0, we R Eger|¢'|?, [#,&] araliginda konveks ve g > 1 ise kesirli integraller igin,

p(A) + ¢(6) 1 . i
‘ 20— T (e — A [eanr ) ) (fe,a,z«—:wfp)(h)]|

gA+1

& —h) 02 )
S 2T§l+1[w(ﬁf — A)¢] £,l+1[W('5' — N)%]

1 1
(|<P'(h)|q + 3|<.0'(19)|q>a <3|<P'(/L)|q + |<.0'(ff)|q>a
p 8 + 8

esitsizligi olusur (Yaldiz and Sarikaya 2020).

Burada

1 1
o?(k) = a(k) (W)p (1 - z(sk%)p)p

Yaldiz ve Sarikaya 2020 yilinda yaptiklari calisma ile asagidaki sonuglari elde etmistir:
Sonug¢ 9. Teorem 20de A = a,0(0) = 1,w = 0 alinirsa

|<p(h> +o)  T(a+1)
2 206 — A)“

Ui (8) +J5_o(A)]

1

= . ; = (apl-l- 1)5 (1 B 2%1’)5

o <|<P'(ﬁ)|q + 3I<0'(4”f)lq>a N <3I<p'(ﬁ)lq + I<p'(ff)lq>a

8 8
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elde edilir.

Sonug 10. Sonu¢ 9da a = 1 alinirsa

|<p(4’b) +o(6)

1 yig
2 (- h)L "’(t)dt‘

=

1
<37 (-7)

1 1
<|<p'(h>|q + 3|<o'<fy>|q>a N <3|<p'<h)|q + |<p'w)|q>6

X

8 8

elde edilir.
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ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu boliimde literatiirde mevcut olan lemmalardan faydalanarak s — tipi konveks
fonksiyonlar igin yeni esitsizlikler elde edilmistir. Bu esitsizlikleri bulabilmek i¢in Raina
fonksiyon tanimi, s — tipi konveks fonksiyon tanimi ve 6zellikleri, Holder, Power-Mean,
Hoélder-Iscan, Gelistirilmis Power-Mean, Jensen ve Young Integral Esitsizlikleri kullanilmistir.
Olusturulan yeni integral esitsizliklerinin 6zel degerleri i¢in hem literatiirde var olan hem de

yeni sonuglar elde edilmistir.

Lemma 1. ¢: [A, 6] - R, (A,4) lizerinde tiirevi olan bir donilisim olsun 4 < &,
g,A>0,w € R.Eger ¢’ € L[4, #] ise bu durumda kesirli integraller igin

p(h) + () 1 . )
2 206~ WAFG w6 — A)] U232 @) () + UZn om0 ) ()]

(6 —Hh)
2 £/1+1 W('& ’h)

U (1= Wl — (A = O)le' (th + (1 — ) )dt

— f tAF 1 Wb — At (th + (1 — t)lv)dtl
0

esitligi olusur.

Burada

(0]

o(k)

k
L, T(ek +2) x

)L(x) — 0(0)0(1) ( )=

dir (Yaldiz and Sarikaya 2020).

Ispat: Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integrallerde kismi integrasyon metodu

uygulanirsa bu durumda

f (1= OAF Wb — A (L — £)¥]g! (EA + (1 — £)6)dt

1
~ [Py bt~ )T o+ (1= D))t
0

o(th + (1 —1)6)"

= A=) F Wb — A)* (1 = )] |
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f(1 TIFZ W — A)E(L — t)Ele(th + (1 — £)8)dt

p(th+ (1 —1)6)"

+EAF Wb — A)EEE] y— 0

_ﬁ EAVFT [w(b — A)etElp(th + (1 — £)6)dt

ispat tamamlanmis olur.

Teorem 21. ¢@:[A, 6] = R, (A,4&) lizerinde tiirevi olan bir doniisim ve 4 < &,
g,A1>0, w € R olsun. Eger |¢’|, [4, 4] aralifinda s — tipi konveks ise kesirli integraller i¢in,

() + () 1 i ]
2206~ WIFG Wb — A 021w @) (@) + UZn om0 ) ()]

T2 W( — R |9 (A + | (6)]

2F T, 1wl — A)7] 2

<@ -n)2-y5)

esitsizligi elde edilir.

Burada

ol (k) = o (k) (1 - 271”)
dir.

Ispat: ¢: [A, 6] > R fonksiyonu [#, £] iizerinde s — tipi konveks fonksiyon olmak
lizere £ < & ve L[A,&] olsun. Lemma 1 kullanilarak
p(Ah) + (&) 1
2 206 — A)? orr1 w6 — A)°]

(6 —#)
2 s/1+1 W('& ’h’)

(U0t ®)B) + (UZ26-w0) ()]

U (1= Wl — (A = O)¥le' (th + (1 — ) 6)dt

ft’l D1 Wb — A)Etele' (th + (1 — 1) 6)dt
0

yazilir. Raina fonksiyon tanimi kullanilirsa

p(h) +o(8) 1 B} )
2 T 206 — AT, Wb — A)F] (2044w @) () + UZs,6-w@) (A))]
(6 —h) o(k)wk (& — A)ex (1 e
T 2Fg Wb — A [Z T(ek+ 1+ 1) {fo [ =)+ — £+ 2" (A + (1 - t)l”r)dt}
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elde edilir. Mutlak deger 6zelligi ve |¢'| in s — tipi konveksligi kullanilarak

‘fp(h) + (&) 1

2 o 2(4 — /L)ATQ,M[WW — A)E] [(]ga,h’r;w‘/’)(&) + (jg,/l,/r;w(l’)(h)]|

3 6 —A) = a()wk (8 — A)k
= 2FT 1wl — A7 ; T(ek+ A+ 1)

1
X {f (1 =)+ — 254 [1 - s(1 = )" (A)] + (1 — St)lw'(ﬁ)l]dt}l

yazilir. Buradan,

‘fp(h) +¢(8) 1

2 - 2({,« — h’)lg:g)Hl[W([Y _ h)g] [(](Z/l,h*';w(p)(ﬂ') + (]g,/‘l,lv‘;ww)(ﬁ)]‘

5 6 — h) = o)Wk (8 — A)k
= 2FT Wb — A)F] ; T(ek+ A+ 1)

x { [l = et — 9] [1 - 51 = elg' B + (1 - 50l (@ 1t
0

+]1 [£5+4 — (1 = DT [1 = s(1 = O)Elp' (W) + (1 = sD) |’ (B)]]dt
z

b —n) o(k)wk( — A)*  2—35s
2F 2, 1wl — A)¢] kz; Fek+A+1) (k+1+1)

1
( 25k+A> [lo" (W] + lo"(6)]]
@) —h) < UOWEE = 1) (1 - 55)

T 2F W — A)F] Lt T(ek+A+1D)(ek+2+1)

o' (W) + 9" ()]

Q=) —h) oWl —A)* (1 - ZSLA)

T 2F Wl - AL I(ck + 1+ 2)

[’ + o' ()]

—)(b —A) O o w8 — A)*
(2 -s)( ) ZU()W( ) o' (W) + o' (5]

2T§l+1[w(& — A)E] o ek +A+2)

FlralWlt — )] |9 ()] + |9 (8)]

= -n)Q2-s )zygm[w(&—h)f] 2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 11. Teorem 21 de s = 1 alinirsa Teorem 19 daki
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ph) +o(8) 1

1 [(]ggﬁﬂw(/’)(ﬁ') + (]g/l,(r‘;w(p)(’h)]

2 206 — A)AFZ, 1 [w(b — R)E
o Folw(s = A1o' ()] + 1o (B)]
SRy e R 2

esitsizlik elde edilir.

Sonu¢ 12. Teorem21des =1, A = a,0(0) = 1 ve w = 0 alinirsa Teorem 17 deki

o b 1
|“"( Vo) Tt D e sy 42 o)

2 206 — A

(6 —4H)

< 1 ! (A (&
< ST (L) o @I+ 1o ()]

esitsizlik elde edilir.

Sonug¢ 13. Teorem 21 des = 1,4 =1,0(0) = 1 ve w = 0 alinirsa Teorem 16 daki

<

@(x)dx

A b I
o) + o( )_(&—h)fh (le" (A + lo'(&)])

b —h)
2 8

esitsizlik elde edilir.

Teorem 22. ¢: [A, 6] - R, (#,4) lizerinde tiirevi olan bir donilisim ve A < &,
g,A1>0, we R olsun. Eger |¢'|?, [#,46] araliginda s — tipi konveks ve p > 1 ise kesirli

integraller i¢in,

‘fﬂ(ﬁ) +¢(8) 1

2 - 2({,, _ /L)l g}Hl[W({V _ h)e] [(]g,/l,h*';wga)(ﬁ/) + (]g,/‘l,lv‘;wqg)(ﬁ)]‘

_ B = W) Fw(b — A)]

=T 2 T wlb — A

4 — 4 —3 2 4 —3 4 — a
< | (= Zigemir+ E22 ) + (L5 S)|¢'(ﬁ)|q+%l(p’(mlq)q‘
l_l_l:l_

q p

Burada

a?(k) = o (k) (mf (1~ z(lc%m)5
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Ispat: Teorem 21 e benzer olarak Lemma 1 uygulanarak

(1) + 9(8) ) ) 0
- 2 - B 26 — /L)ATUA_H[W(& — h)E] [(jf,l,fl'F;W(p)('&) + (]e,l,&_;w(p)(’h)]
b — N
zm( ey U (1= O F s W6 = A (1= )¢ (th + (1 = DB)dt

f tAF 1 Wb — At (th + (1 — ) B)dt
0

yazilir. Raina fonksiyon tanimi kullanilarak

p(h) +o(6) 1
2 2(6 — WAFZ, L [w(b — A)E]

[(]g/l,hﬂw(p)('&/) + (JZ1e-we) A)]

_ 6 —h) o a(k)wk (& — A)EK
2F0 W — A)E] kZO T'(ek+2A1+1)

{fl[(l — 1)k — et o (A + (1 — tw}dt}
0

elde edilir. Mutlak deger 6zelligi ve Holder esitsizligi ile

e +@(8) 1
2 26 — AAFZ,  [w(b — A)E]

(U220 + U2 ) W)

p & —h) z la(k)wk(& — h)Ek
T 2F 0w — A)F] F(ek+1+1)

X <] |(1 — £)sk+2 — tf’<+l|pdt>p (f lo'(tA + (1 — t)zv)lqclt)q
0 0

yazilir. Buradan,

p(A) + (&) 1 . ]
‘ T 206 RTE (e — Ay e ) (O F (fs.a.&-;w)(ﬁ)]‘

3 6 — A) = o)Wk (6 — A)k
= 2FT AWl — A)F] Z T(ek+ A+ 1)

) 1
1 p/ 1 a
X {<f2[(1 _ )ek+a ;tg"”l]pd’f) <f2|<p'(t4”b +(1- ﬁml(zdt)
[\ 0

+ (fll[tsk” -(1- t)gk”]pdt)p (fllkp’(m +1- t)l?)lth>q}]
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esitsizligi yazilir ve |¢@’|? in s — tipi konveksligi kullanilarak

P(A) + 9(4) 1 ) )
‘ 2 20— AYFGw(E — A)F] (U220 @) + (fe,a.&—;ww)(h)]|
& —4) N

Z o(k)wk(6 — A)k

<
= 2F7, . w(b — A)F] T(ek + A+ 1)

k=0

1

1 p/ 1 q
x ! ( [la - fe"“‘*]”df) ( [u=sa-olewi+a- st)lw'(mw)
0 0

1

1 ) 7 1 7
+ ( f1 [+t = (1 = )™ dt) < fl [1-sA-Dllg'WIT+ 1 - st)w'wth)
2

2

elde edilir. (A—B)?P < AP —B?, A > B > 0 ve p > 1 6zdesligi kullanilirsa

p(h) + o(£) 1 i ]
‘ T 206 TG (e — e e )8+ (fe.a.zv-;w«))(ﬁ)]‘
6 —h) -

Z a(k)w* (& — A)E

<
T 2F 0w — A)E] l'ek+1+1)

k=0

(/1 b/ G
x4 ( [ Ta—eyeenr f“"*””ldt) ( [u=sa-olewi+a- st)l(ﬂ’(fr)l"dt>
0 0

=

2 2

. <L1[t(5k+/1)p —(1- ’f)(skM)p]dt)p (fl[l — s =B (AT + (1 — St)lqol(&)lth)q}\

olur ve
(h) + (&) 1 o o
‘(p 2 u - 2(5’ _ h),lg:al_l_l[w(ﬁ, _ h)g] [(]s,/l,th;w(p)(&) + (js,/l,fv‘;w(p)(h)]|
- (ek+)p+1 %
- 6 —h) o(k)wk(& — p)ek [ —2. (7) 1
= 277, Wb — A)] Z Tek+A+1D) | (k+Dp+1  (ek+Dp+1

k=0
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4— 4-3 i (43 _ 7
468gwmw+(8”wwwfﬂ(8”www+( D)’
1 5 1 5
€ p 4
o —h) wwq&—hyw@wgfrﬁgrﬂ @—?ﬁﬁﬁ)
" 2P, wit — A L Tk + A+ D)

4— 4—13 q 4—-3 - a
468®WMW+( 2o @it) + (G2l wl g i)

~ 6 — A) o a2 (k) wk (& — h)k
2FZ W — A)E] kZO T(ek+21+1)

1 1
4- 4-3 @ ((4-3 4 - a
4@§ﬁwww+(ggwwa%(8@I%W+( D)’

b= A FI[w(b — A)]
B 2 Foalw(e — A)F]

4 — 4 — 2 4-13 - 7
46 2igwne+ E2 ) + (L2 + 22 Nmm@ﬂ

ispat tamamlanmais olur.

Burada

1

1 P
(fZ[(l _ /t,)(gk+)l)p _ t(8k+l)p]dt> — (
0

1

P
[t(£k+l)p - (1- ,L.)(sk+/1)p]dt>

[

N

1

1
= (@erry) (1-7wm)
\(ek+Dp +1 2(ek+Dp

dir.
Sonug¢ 14. Teorem 22 de s = 1 alinirsa Teorem 20 deki
p(h) + (&) 1 i
2 - 2(/6, _ ﬁ)lg:‘ﬂl_{ 1[W(/6’ _ h)g] [(]gl,%*';w(p)(/{}/) + (]&‘,Z.,{V_;W(p)(’h’)]
E A+
(& —h)

< 2F 7, Wl — A Flrmalw(b — A)7]
&
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X

<I<P'(ﬁ)|" + 3I<p’(1?)|q>a <3|<P'(h)|q + |<p(1?)|q>5
8 * 8

esitsizlik elde edilir.

Sonug¢ 15. Teorem 22 des = 1,4 = a,0(0) = 1 ve w = 0 alinirsa Sonu¢ 9 daki

‘fp(h) to) T(@+1)
2 206 — h)a

U0 () + 5o

1

1 1
<) ()

X

1 1
(Iw’(fb)lq + 3|<p'w>|q>ﬁ <3|<p'(h)|q ¥ |<p'<zv)|q>a
8 * 8

esitsizlik elde edilir.

Sonug 16. Sonug 15te @ = 1 alinirsa Sonug 10 daki

‘w(ﬁ) o) _ » g - L "Qp(t)dt|
<) (-5

X

<|q)'(h)|q + 3|<p'(19)|q>5 <3I§0’(fb)lq + Iw'(ﬂ)lq>5
8 * 8

elde edilir.

Teorem 23. ¢: [A, 6] - R, (A,4) lzerinde tiirevi olan bir doniisim ve 4 < &,
g1 >0, weR olsun. Eger |¢'|?, [#4,4] araliginda s — tipi konveks ve ¢ =1 ise kesirli
integraller i¢in,

ph) + 9(8) 1
2 206 — RAFT, Wb — R)E

(070009)) + (220 ) W]

- (& —#)
N ?gl+1[w(ﬁl - h)s]

1

6—5 6 —
C39 1y +u|¢,wq>q

s
X
48

gA+1

ﬂ3ww—mﬂ<
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- 6-4s) 6-25) i
+F 4wl — A)F] (TVP )| +T|<P (1’)|q>

gA+1

1

(6 — 25) (6 — 4s) I<p’(1&)IQ>q

! q
ol (T +

ET [ — A (

1

(6 —s) (6 — 55) Iw’(&)|q>q

! /ﬁ/ q
=l (I +

ET (b — A (

Burada

c=(ek+A)p

T =

i) = ok 1 1
o5(k) = o )((c+2)_2(c+1)>

S

S

o

(c+1) (c+2)

A _ c+1
94(k) = o (k) (c+ 1) C(c+ 2))
os5(k) = a(k) )

1 1 5
96k = o (k) (2(0 +1) (c+ 2)) '

Ispat: Teorem 22 ye benzer sekilde Lemma 1 ve Raina fonksiyon tanimindan

faydalanarak

p(R) + (&) 1 , ]
2 o 2({, — /L))‘?g/1+1[w(/{’)‘ _ h)g] [(]E,A,Iﬁ;wgo)(ﬁ/) + (]S,A,&_;w(p)(h)]
(6 —h) a(k)W*(6 — A)EF (1 - T
27wt — A)°] [Z ek + 2+ 1) {fo [(1 =)t — 2! (e + (1 - t)%)dt}

yazilir. Mutlak deger dzelligi ve Holder-Iscan esitsizligi kullanilarak

p(A) + 9(8) 1 o o
‘ 2206 — RIFL Wb — )] (Usne) ) + U 8’““””"))(%)”

3 & —A) = o (k)wh (6 — A)%K
T 2F 0w — A)E] Z F'(ek+A+1)
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1
q

X [(fl(l —)|(1 — 1)k — tfk+’1|”dt>p <f1(1 — o' (th+ (1 — t){y)Wdt)
0 0

1

+ (f (t—0)|(1 — £)sk+t — tf“ﬂ”dt)p (f (-0 A+ (1— t)l&)l%t)q
0 0

elde ediler. Buradan,

PUh) +p(8) 1 :
2 206 — RYAFZ, [t — A7

(U nen®) () + (fgl,&-w«p)w)]\

oo

- b —n) o()w* (& — A)Ek
T 2F 0w — A)F] z Fek+1+1)

k=0

1
P 1

(
oo (- mna-oora

1

1
q

QR

e —

1

1 p/ 1
+ (jz t[(1 — £)ek+A — tfk”]pdt) (jztl(p'(th + (s t)l”r)lth>
0 0

2

2

- 1

1 P 1 q

b I (fl (1-D)[ee*r - (1 - t)*”]”dt) ( LA -Dlg'(th+ (- t)z«)wdt) ‘
2

2

+ (Ll <t ) %) e t)gkﬂ]pdtf <f11 (t B %) lo'(th + (1 — tw)lthﬂ}
2

yazilir.(A — B)? < AP —BP, A> B > 0 ve p = 1 6zdesligi ile |¢'|?’in s — tipi konveksligi

kullanilarak
p(h) + @(6) 1 o o
‘ 2 - 206 — h)/ng,1+1[W(ﬁ' — h)g] [(]s,/l,/ﬁ;w(p)(&) + (]E,A,Kv‘;w(p)(h)]|

o)

- b —n) o(k)w*(& — A)Ek
T 2F 0w — A)F] Z F'(ek+A1+1)

[/ 1
5 [(Lz (% B t) [(1 — £)(ek+Dp _ t(sk+/1)p]dt>

k=0

1
P
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1
q

x ( [*G-e)n-sa-anewin+a- st)kp'w)wt)

1
p

N| =

t[(l _ t)(£k+ﬂ.)p _ t(sk-l—)[)p]dt)

+<f0

8 <f2f[1 —s(1=D]le' MW7+ (1 - St)|¢'(f*)|th>
0

1
P

1
_ (ek+M)p _ _ (ek+A)p
+(f1 1-1)[¢t (1-12) ]dt)
2
1
q

1
X < A=D1 -sA-D]le'WIT+ (1 - St)I<P'(f*)I"dt>

N[ =

1

1 1 14
+ (ﬁ (;L. _ E) [t(£k+ﬂ)p _ (1 _all t)(£k+/1)p]dt>
2

|

& —h) i c(W* (6 — A)*

1

g
(¢ =5) 11 =G = Dlg' AT+ 1 - st)|<p’(fr)l°’dt) ‘

Nll—\\

T 2FZ Wb — )] L T(ek+21+1)
1 1
1 1 \p[(6—5s) |, ( —5) 7

2 <(c+2)_2(c+1)> < ag oW+ Iq)(ﬂr)l‘?)

c+1 1

1
1 P
L (L 1
+< (2) 1! ><(6 4S)I (W7 + (425)I<p’(£r)|q>"

(c+1) (c+2)

1

GO -1 1 Vie-29 619
; ; ( o+ &2, (W)

(c+1) (c+2) 48
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1

1 1
+( 11 )p<(6_s)|<p’(ﬁ)|q+wl<p’(fr)|q>q

2(c+1) (c+2) 48 48
_ (& —Hh)
- Falwb — A)°]
| e otowiee —my (L LY .o B 1
8 z [ (ek S(iizl)) 2(C+1)) <( 48 2l (h)lq““( )I<p (l?)lq)q
k=0
N -
1—(=
o a(kyw (& — A)™ ( (c 2-22) " (c -|1- 2)> X
* Z T(ek+2A+1) ((6 ;845) lo’' (A7 + % |¢'(&)|Q>q
k=0
(1)C+1 3 1 . 5
_ a(k)wk (6 — ~)Ex c+D (c 2 1
+) Tk T2+ D) <(6 ;825) 0 (R + %l(p'(ﬂ*ﬂq)q
k=0
O'(k)Wk(/fr h)sk ( 1 _ 1 )% ) 1—|
6— — q
+Z [(ek +2,§C++1§) ) <( 485) lo'(A)]9 + ———= ( (zr)|q) J|
Buradan,
h) + p(b 1 . i
‘(p( ) 2 - 206 — )AFS,  [wb — )] (U234 ®) (6) + (]g,a,z«-;w<ﬂ)(ﬁ)]‘
< (& —4h)
T Flmlwlt = A)]
— 5g _
X [F 3w = A)°] <(6 18 ) lp' (W) + ——=— ( ) 173 (zv)I‘I)q
- 6—2 7
+ng;+1[ (& — A)f] (% |(P’(/L)|q + % |<P,(5V)|q>q
- 6—4 7
+F 71w — A)°] <(6 4825) lp' (A9 + ( 5 ) I<p’(£r)l">q
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(6—15) (6 — 5s) 7

+T:f+1[w(f’_h)e]< 18 |¢'(ﬁ)|q+T|¢'(ﬂ)|q>q

elde edilir. Ispat tamamlanmus olur.
Sonug 17. Teorem 23 te s = 1 alinirsa

p(h) + p(&) 1 i )
‘ 2 206 — RAFZ, w6 — A)E] [Uer a4 @) () + (]g,a,z«-;ww)(ﬁ)]‘

< (b —+h)
T Flalwll — A)F]

Q|

o 1 5
X | w8 = ¥ (25 10/ 1 + 19 (8)19)

Q-

0. 2 ! 4 !
FEZ LW = 2] (5 |0 (I + 219 (8)19)

Q|

. 4 2
HES W = 1) (5 |0 I + 219/ (8)19)

1
O £ 5 ! q 1 ! q E
HE w8 = ) (|0 (I + 219 (8)19)

elde edilir.

Sonug¢ 18. Teorem 23te s = 1,4 = a,0(0) = 1 ve w = 0 alinirsa

) + (b MNa+1
‘q)( ) o) 2(5;_ /J) Vg 0(6) + ]g_(p(/,,)]‘

1 1
1 1 /1, 5 q
((ap + 2) B 2(ap + 1)) (El(p SOl El(p (b)lq)

1

< (6 —A)x

. (%)ap+1 ) P (i )%

! 4 !
o s | (Gl @I+ gl @

1

1\@P+1 » L
Q-1 (10’1 + =o'l
(ap+ 1)  (ap+2) | \ag'? 48'?

+
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1

1
D @ra) G gl @)

elde edilir.

Sonug¢ 19. Teorem 23tes = 1,A=a = 1,0(0) = 1 ve w = 0 alinirsa

) b 1 &
‘fp( )errp( )_&—nfﬁ"’(t)dt‘

1

(510 I+l 1)’

Q=

<MW —-h)

((p 41- 2) 2(p1+ 1))

=l DI+ g @)17)’

p+1 1
< @+1)'kp+a>
p+1
< p+1) (p+2)>

1
2(p + 1) (p + 2))

SO DI+ 1 @)17)’

L

(el I+ 21’

S

elde edilir.

Teorem 24. ¢: [4, 6] - R, (&, &) lzerinde tirevlenebilen bir doniistim, @' € L[4, &]
ve A, 6 ELLA< L. e,2>0, weR olsun. |@'|9, [A,&] lizerinde s — tipi konveks ve

%+ % = 1,p > 1 ise kesirli integraller i¢in
p(A) + ¢(6) 1
‘ 2 2(5’ /L)’l A 1[W(ﬁ’ _ h)g] [(]g,/l,lfr;w(p)(&) + (]g/l,&_;w(p)(h)]
e+
- i)
= 2FZ, Wb — A)F]
2 2=sle’M)T+1o'(B)N7 _,
X E 5/1+1[ w(b —A)] + 2 £,A+1[W(& — A)*]
yazilir.
Burada
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770) = o k) (- Jlr P (1- 2i>

c=(k+Dp
dir.

Ispat: Teorem 21 e benzer olarak Lemma 1 ve Young esitsizligi kullanilarak

o(R) +9(6) 1 . )
‘ 2 20— AYFGw(E — A)F] (U220 @) + (fs,a.ﬂ—;ww)(h)]|

6 —A) i c()Wk (& — A)ek

T 2F w6 — A)%] P F(ek+1+1)

11 _ ek+1 _ pek+a|P 11 / _
X[(Lpl(l 1)k ek |dt>+<J0q|(p(t/L+(1 t)ﬁr)l%it)l

yazilir. Buradan,

B +0(8) 1 ) )
‘(p I 20 — AT Ty (6 — Ay [eantm®)(@) + (fe.a.&-;w«))(ﬁ)]‘
& —#) i o ()W (6 — f)k

r ZT&H[W({? — A)E] i l'ek+1+1)

1 1
12 Lz
X (d (1= £)str — ekt 2 P 4 af ' (e + (1~ twlth>
0 0

1 (! 1t
+ 5]1 [£ek+d — (1 — £)=k+4]P e + EL lo'(th + (1 — tw)wdt)]
1 1

2
elde edilir. |4, [4, 4] tizerinde s — tipi konveks ise

p(A) + (&) 1 . )
‘ 2 206 - AF W~ A)] (UZae0) (@) + (/s,a.&-;w)(ﬁ)]‘

6 — A) i ac()wk (& — A)k

B 2T§A+1[W(£" — R)¢] £ I'(ek+1+1)

1
12 12
_f [(1 _ t)£k+l _ ,t£k+/1]pdt + _f
pJo aJy

[1-s(=D]le'(WI? + (1 —st)l'(6)|dt

1

+ 1fl[t"f"” — (1 - )P dt + lf [1—s(1 -] (A9 + (1 —st)le'(6)|7dt
pi qJi
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olur. Burada (A —B)? < AP —BP, A > B > 0vep > 1 olmak {izere

‘fp(h) + (&) 1

2 206 — RYAFT, A [w(b — A)°] [(lga,w;w‘/))(f") + (21— we) (A)]

o)

- & —h) a(k)wk(& — A)Ek
=277, Wb — )] ). Mk + A+ D)

k=0

1 1
x Kl f [0 — )k — ks Dp] g 4= f 151 = Ollg' (AT + (1 - s)'(8)]9d¢
bJo aJo

p

1t 1! ]
+ (—fl [£ER+DP — (1 — £) (kP gt +5f1 [1-s(1-BD)]le' MW7+ 1 - st)l(p’(b)lth>
2 2 ]

o)

(& —h) Z o()wk(6 — A)k

T 2F Wl — AL Tk + A+ D
1/ 1 1\ 1/4-s) |, (4-3s) |,
<) (1 -2) + (e + == 1w en)
1/ 1 1\ 1/4-3s), , (4—3s)
+5(c+1)(1_?)+5( g 1P+ |<p(1&)|Q)]
~ 6 — h) > o (k)wk(8 — h)k
C2F 1w — A)F] RZO F(ek+1+1)
201 1y  2=s(e'WIT+1e'()D
-2 e
C )

2FZ Wb — A)F]

oWkl — A)K 2 (1-279\ o)Wk (6 — A)K 2 — 5 (lo' (A + |¢'(8)])
XLZO Tk + A+ 1) 5( cr1 )J’E Tek+1+1) g 2

B (& —h)
2FZ, 1w — A)?]

oo & 1-27°¢ ©
gz stlow (s - w* (T5T) L 275U +1¢' ()1 5 o(ow* (b — A)*
k=0

Pt [(ek+2+1) q 2 F(ek+2A+1)
yazilir ve
p(A) + @(8) 1 - .
‘ 2 206 - AFZ Wl — A)] (U2 450 0)8) + U 8’1"’“W"’)(m]|
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& —-h) 2 2—s|o' (M) + |o' (&)1
=277, b — R |p Fodu W& — A+ 2

orr1 Wb — A)F]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 20. Teorem 24 te s = 1 alinirsa

‘fp(h) + (&) 1

2 206~ AIF w6 — A (Ve pr0) (@) + (fé’,w;ww)(h)]|

- (& —4)
=278, W — )]

X 2 gA+1[W(£" - h)¢]

2 1" (M) + o' (6)]?
2 wo - a4

elde edilir.

Sonug 21. Teorem 24te s = 1,4 = a,0(0) = 1 ve w = 0 alinirsa

ph) +9(B)  T(@+1)
2 2(6 — n)e

%( aler 1) (1 2_ap> N 611 lp" (A)|1 er o’ (f*)l"l

U+ () +]2_<p(h)]|

-
2

elde edilir.

Sonu¢ 22. Teorem 24tes =1,A=a =1,0(0) = 1vew = 0 alinirsa

p(h) + o () 1 ¢
‘ 2 ‘w—@L¢“w4
(43* #) L' (MW)[7 + | ()11
I p+1 (1 219) T q 2

elde edilir.

Teorem 25. ¢: [4, 4] = R, (A, 4&) lizerinde tiirevi olan bir doniisiim olsun. 4 < &,
g1 >0, we R. Eger|¢'|?, [#, 4] arahginda s — tipi konveksve g = 1 ise kesirli
integraller i¢in,

oA +9(8) 1
2 206 — WAFZ [w(b — A)E]

[0 e09) () + (]ga,&—;w@(/"t)]‘

- (6 —4)
T 2F2, 1 [w(b — A)F]

[ s/1+1[W(£“ A)¥] + §z+1[W(fV—ﬁ)g]]
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yazilir.
Burada
a8(k) = o(k)y,(A, &, k, 5)
ad°(k) = a(k)y.(A, &k, s)

c=¢ck+1

)

D=

e (G

1-2"Y(C+2)-s@-273)(c+1) |,
X{( Cc+Dc+2) LSOl
1
277%(2cs +4c+4s -8+ 2" (c—5+2), q
c+D(c+2) o (&)lq) }

y2(4, &, k,5) = ((C%)% (1 r % )%>

« {(2_C_2(ch +4c+4s — 8+ 2t2(c — s+ 2))

CT D+ Aol

1-27(+2) —sA -2 +1) , \a
* c+D(c+2) "’)({’)Iq> }

Ispat: Teorem 21 e benzer olarak Lemma 1 uygulanarak

p(h) + (&) 1 . )
2 - 2({, _ /LVT&H[W(& _ /L)g] [(]e,/l,lﬁ;w(p)(&) + (]e,)l,{r‘;WQD)(/L)]

B 6 —h)
C2FZ, W — A)?]

1
U (1= Wl — (A = O)le' (th + (1 — ) 6)dt
0

1
— [P w6 — Ry e Ny o+ (1 - )8
0

yazilir. Raina fonksiyon tanimi1 kullanilarak

p(h) +9(4) 1 ] )
2 - 2({, _ h)ATgc,r/Hl[W(’{)’ _ ﬁ)g] [(je,l,lﬁ;w(p)([”) + (]s,l,l&‘;w(p)(’ﬁ)]

6 —h) [Z a(l)wk(6 — p)Ek

1
27:8/1+1 (w(6 — A)¢] F(ek+21+1) {fo [(1— )kt — e ] (th + (1 — t)fv)dt}
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elde edilir. Mutlak deger 6zelligi ve Power-Mean esitsizligi ile

p(h) + (4) 1 i )
‘ 2 T 206 — AT, Wb — A (U220 (8 + (]e,l,&_;w(p)(ﬁ)]‘

. @-m
= 2F7 Wb — A)F]

. 1
x {<f (1= ke - tf"”ldt)p < f 1= R o) g (4 (1~ tmlth>q}]
0 0

elde edilir. Buradan,

(k)W (6 — A)%k
z I'(ek+A1+1)

p(A) + @(6) 1 o o
‘ 2 - 2(/6’ _ 'h’)ATg,)Hl[W('& _ /ﬁ)g] [(je,l,/fr;w(p)(&) + (]S,A,{v_;w(p)(h)]|

3 6 —A) a()w* (& — h)
= 2F7, Wb — A)F] Z T(ek + A+ 1)

1
q

I ()
X j [(1—£)ek+A — gektd gy j [(1 — &)+ — ekt | (EA + (1 — £)6)|9dt
l 0 0

1 1
<f [£ek+2 — (1 - t)f"”]dt) (f [£5k+2 — (1 - t)f"”]lq)(m+(1—t)fr)|‘1dt>q}]
2

yazilir. Daha sonra |¢@'|? in s — tipi konveksligi kullanilirsa

p(A) + (&) 1 . )
‘ 2 206 - AF W~ A)] (UZae0) (@) + (/s,a.&-;w)(ﬁ)]‘

3 & —h) = o (k)wh (6 — A)%K
T 2F 0w — A)F] kZO lek+1+1)

1 p
e (jz[(l _ t)£k+l _ t€k+l]dt>
0

1
q

X (F[m — £)EFA — A1 — s(1 = D)]l' (A9 + (1 — st)l(p’(fr)lth>
0
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1

1 14
+ (J-l [,t.sk+/1 _ (1 _ /t‘)gk+’1]d/t‘>

2

1

1
X (f [£ek+2 — (1 — ) [1 —s(1 = O)]lo' (A9 + (1 — st)lw’(f*)l"dt)

N

oo

B & —AR) o(k)wk (& — A)ek
C2FZ, 1wt — A)?] Z T(ek+21+1)

1 1
1 \p/ 1\ /Q=2D(+2)—s(1-272)(c+1) |
X{((c+1) (1_?) >( (c+1)(c+2) P (A1
1

|go’(fr)|q)q

k=0

27°72(2cs +4c+4s — 8+ 22 (c —s + 2))
(c+1D(c+2)

S

lp" (A

; 1% 27¢72(2cs +4c+4s — 8+ 22 (c — s+ 2))
(‘?) < (c+1D(c+2)

(1—2"D(c+2) —s1—-2"D)(c+1), | 3
+ CEENCES) I<P(ff)l"> }

yazilir. Buradan,

‘fﬂ(ﬁ) +@(8) 1

2 - 2({, — h’)lfg/nl[w(& _ /L)g] [(]g,/l,h*';w(p)(ﬁ/) + (]sa,/l,lv‘;wqg)(’ﬁ)]‘

. -n
T 2F7 w8 — A)F]

(St (2 - )

1-2"Y(c+2)—-s(1-2"2(c+1)
% < c+Dc+2)

lp" (A

1
27¢72(2cs +4c+ 4s — 8+ 22 (c — s + 2)) q

q
+ C+DC+2) o w)'q)
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i K(p _ p\Ek 1
e () -2

)

27¢72(2cs +4c+4s — 8+ 22 (c — s+ 2))
(c+1D(c+2)

lp" (A

1

]

y {i c()wk (& — Ry, (L, &, k, ) .\ i c()wk (b — Ry, (A, & k, s)}

e, F'ek+1+1) e, l'ek+A+1)

(1-2""YD(c+2)—-s(1-2"?(c+1)
+ (c+1)(c+2)

|<P'(5)I">

B (& —h)
C2FZ w(s — A)?]

_ (’6' - ’h) o8 < o9 e
- 2T§A+1[W(17 - fb)s] [Tg’lﬂ[W(/& B /L) ] 4 :FE’AH[W(& B h) ]]
olusur ve
ph) + 9(6) 1 . .
‘ 2 y 26 — /L)ATsa,Aﬂ[W((? — A)E] [(]&ﬂ:’ﬁ:w(p)(&) i (]&/M'_:W(p)(h)]|

< G )]
= 2F7, Wb — h)

] |For Wb — )] + F O w(b — )]

esitsizligi elde edilir boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 23. Teorem 25 te s = 1 alinirsa

) + (&) 1 [
2 26 — WAFZ, L [w(b — A)F]

(U nen®) () + (ng,&-;wqo)w)]\

. @-m
=278, Wl — A)E

[Fonlws — ) + 72 w(e — A)°]]

dir.
Burada
o®(k) = a(k)y:(A, &k, 1)

(k) = o(k)y,(4, &k, 1)

41



y ((1 -2 Dc+2)—-1-2""2)(c+1)

c+Dc+2) o ()1

1
27¢7%(6c —4+ 2% (c+ 1), q
+ lp (1’)|q>

(c+D(c+2)
v.(L ek, 1) = <<C+L1) (1 B %)%)

<2_C_2 (6c — 4+ 2°*%(c + 1))

Q=

(c+D(c+2) LSOl
1
+(1—2 “D(c+2)—-(1-2"° 2)(c+1)|(p,([y)|q>q

(c+1)(c+2)

o8k) = a(k)y;(A, &k, 1)
a’(k) = o(k)y,(A, &k, 1)
dir.

Sonug¢ 24. Teorem 25te s = 1,4 = a,0(0) = 1 ve w = 0 alinirsa

o) +98) Tl+1) e
2 206 — pye Vh+?

(6) +J5-9(A)]

_ -
- 2

S

X

1 —a— —a—
(1 1)p<(1—2 Dae+2)—-(1-2 2)(C+1)|(p'(ﬁ)|q

2 (a+ D(a+2)

(7

277 2(6a — 4+ 22 (c+ 1)), %
+ @i D@+ 2) |l (f“)|q>

+( 1 )%(1_ 1)%(2‘“‘2(6a—4+2“+2(a+1))|(p,(h)|q

2¢ (a+1D(a+2)
(1-2"Y(a+2)—(1-2"%2)(a+1) i
* @+ D@a+2)

I<p'(19)l‘7>

elde edilir.

Sonug¢ 25. Teorem25tes = 1,A=a = 1,0(0) = 1 ve w = 0 alinirsa
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) b 1 &
‘(p( );w( )_ﬂ_hth)(t)dt‘
S(ff—zh)
(27)
1 1
o lo' (A7 + 5]’ (&)1 5+ 5l (W11 + @' (6)]7\a
12 12
elde edilir.

Teorem 26. ¢@: [A,4] = R, (A,4) lizerinde tiirevi olan bir doniisiim olsun. 4 < &,
gA1>0, we R Eger|¢'|%[A,&] arahiginda s — tipi konveksve g > 1 ise kesirli integraller

i¢in,
(h) + (&) 1 o o
? 2 ? - 2(,& — /L)’l gaz+1[W('& _ h)g] [(je,l,/ﬁ;w(p)(&) + (je,/l,zv‘;w(p)(h)]
< b —Hr)
T Falw = A)¢]
X [F20 Wb — A)E] + FIi, [w(b — A)°]
+FE Wb — )T +FTE, [w( — A)7]|
Burada
c=(ek+ 1)
dl%(k) = a(k)y;(A, &k, 5)
all(k) = o()y,(4, &k, 5)
al?2(k) = o(k)ys(4, &k, s)
d13(k) = a(k)ys(4, &k, 5)
ve
1 1\
s e ks) = ((c +2) 2(c+ 1))

2

<1 <4s. 2763 25 45.27¢2%2_5-2 s.27¢1_1
X

_ ’ q
c+3 c+2 + c+1 )I(p(ﬁ)l
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1

45.27¢72 —35s42 45.27°3 25 s.27l—s+1\ | g
+ - - l’(6)14
c+2 c+3 c+1

1
—27¢1 41 1 >5

(c+1) (c+2)

Y4(A; g, k} S) = (

y —Z_C_l-l-1+25.2_C_2—S—1+S—25.2_C_3 ()
c+1 c+2 c+3 ¢

1
25,273 —5 25.272-2s+1 (s—1)(2°1-1) a
— ’ q
+< c+3 c+2 + c+1 >|¢(5)|

1
—27¢" 141 1 >5

(c+1) _(c+2)

YS (A’l g, k; S

=
2t -1)(s—1) 25.27%2-2s+1 2s.27°3—-5)\ | :
X(( c+1 c+2 + c+3 sel

1

L2 292751 s —2s.27¢0 8" a
c+1 c+2 c+3 ¢

-1 1
Ve(he ko) = (Z(C +1) * (c+ 2))

S 1

1/4s.27¢72-35s42 45.27¢3_-2s5s s.2¢1_541 )
X|= — — lo’(A) 4
2 c+2 c+3 c+1

1
N 4s.2773 = 25 45.2-0—2—5—2+s.2-0—1—1 B q
c+3 c+2 c+1 ¢

dir.

Ispat. Teorem 25 in ispatina benzer olarak Lemma 1 ve Gelistirilmis Power-Mean
esitsizligi kullanilarak

p(h) + o(6) 1 i )
‘ 2 206 - PAFE) 1wl — A)%] [(]S'A’W;W(p)(&) + (]&/'W';W‘p)(h)]‘

o)

& —-n) Z o(k)wk (6 — A)Ek

<
T 2F 0w — A)F] o F'ek+A1+1)

1

X (j (1 _ ’t‘)l(l _ t)8k+’1 _ t8k+’1|dt>p
0
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X <f1(1 —)|(1 = ) — £k o' (A + (1 — ft)ﬁv)lth>q
0

+ (fl(t —0)|(1 — )&k — t€k+l|dt)p
0

1

1

x ( f (t = 01 = O — o' (th + (1 - tw)W)q}
0

yazilir. Buradan,

B 26 — /ﬁ)AT‘g,A+1[W('&’ — h)E] [(]glﬁ";w(p)(&) + (]g/l,lr:w(p)(h)]|

p(A) + o (6) 1
2
& — 1) > (k)W (6 — A)%k
=277, Wik — )] ).

i

“\I
2

+<L

N| =

i : i(fo% (% B t) [(1 _ f)EkHA ,tsk+)l]dt>p

t[(1-1)

X

|

X (fj G - t) [(1 =)kt — ekt | (th + (1 — t)fr)|th>

N

o F'(ek+1+1)

-

1
1 q

1
p

ek+A _ t£k+l]dt>

1 %]
(f “E[(1 - ) — £l (A + (1 - t)fv)l‘Idt> |
0

(jl (1 _ ’L’) [tsk+/1 _ (1 _ t)sk+)t]dt>p

11(1 = D[t — (1= )™+ |g" (o + (1 - t)fr)ﬁdt)q
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1
1 P

d

N“_\S

(t _ %) [£5+2 — (1 — t)sku]dt)

|

elde edilir. Daha sonra |¢'[|? in s — tipi konveksligi kullanilarak

1

Nb

1
(t _ %) [£5+2 — (1 — £)K+2] | o' (£ + (1 — ﬁﬁ)lth)ﬂ}

(£) + o(6) 1 i )
‘(p 2 - 206 — A)AFS,  [w(t — A)E] (U244 09)(6) + (]g,a,z«-;ww)(ﬁ)]‘
U C ). > o (k)W (6 — #)k
T 2F 1wl — A)F] ; T(ek+1+1)
>

(% _ t) [(1— £)e+A — tsk+l]dt>

1
q

[ G-e)[a-om - eo)1 - 51 - Ao/l + (1 - st>|<p'w>|th>
0

1
p

1
+ fzt[(l _ t)£k+l _ t8k+/1]dt
0
1
q

|
|

L
X (fzt[m — )R+ — ek [1 — s(1 — D)@' (AT + (1 — St)l<p'(fr)l"dt>
0

1

(ﬁl(l _ t) [t£k+/1 _ (1 _ t)8k+l]dt>p

2

1
q

X (fl (1 =)t — (1 =) )[1 - s(1 = D)]lp' (W) + (1 - St)lfp'(f*)lqdf)
1 1 %
+ . P [t8k+/1 _ (1 _ t)£k+l]dt>
nes
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1
q

X (Ll (’f - 1) [£542 — (1 — )+ 2][1 = s(1 - D)]9' (A + (1 — st)|q)'w)|w)

2
elde edilir ve
9(h) + p(b) 1 . )
‘ 2 20— AYFGw(E — A)F] (U220 @) + (fe,a.&—;ww)(h)]|

- (6 —#)
T FC Wt — A)E]

o)

- a()wW*(& — A)*y5 (A, &, k, s) o()w*(& — A)*y, (A, &, k, 5)
X +
> 2

F'(ek+A+1) ~ F'(ek+A+1)
. i c()Wk (6 — A)*ys (L, &k, 5) s i ac()wk (6 — A)*y. (L, & k, 5)
F'ek+A+1) l'ek+1+1)
k=0 k=0
(b —+4)

T F Wb — A

X [FI0 [w( — A)E] + FIL [w(b — A)E]

gA+1 gA+1

+FIE (Wb — A)F] +F3 Wb — £)7]]

&A+1 £A+1
esitsizligi yazilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Sonug 26. Teorem 26 da s = 1 alinirsa

() + (&) 1 [
2 206 — AAFZ, 1 [w(b — A)E]

(2 e ?)(8) + (131,0—;W<p)<h>]|

- (b —Hh)
T Foalw(l —A)F]

X [FI [w( — A)E] + FL [w(b — A)E]

gA+1 gA+1

+FZ W8 — R)F] +F5 w(b — A)]]

§A+1 gA+1
esitsizligi yazilir.

Burada

1
-1 1 )p

vs(he k1) = (2(c D e+ 2)
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y 1
2

(4.2_6_3 -2 4.27¢2-3 27¢1-1

! q
c+3 c+2 + c+1 >|(P(4”L)|

1

4.27¢°2—1 4,273 -2 27\ a
+ - - lp"(6)]

c+2 c+3 c+1

1
1 c+1 P

-(z) +1 1
(c+1)  (c+2)

]/4(1, g, k, 1) =

<(—2-C-1 +1 2.27¢2_2 1-22°¢3

! q
c+1 + c+2 + c+3 >|('D(h)|

1
227°3 -1 22721\ | a
+ - lp" (617

c+3 c+2

(%)C+1 b 1 1 5
(c+1) * (c+2)

y 2.27¢2%4—1 N 22763 —1 o' (A
c+2 c+3 ¢

N —Z_C_1+1_|_2.2_C_2—2_|_1—2.2_C_3 0/ (8)][1
c+1 c+2 c+3 ¢

Vs (A! g, k! 1) =

1
q

1
1 1)1)

Veld ek, 1) = (2((: ¥1) (c+2)

<1
X j—
2

(4. 27672 -1 4,27¢3-2 27¢1

_ ! q
c+2 c+3 c+1>|¢(ﬁ)|

1

N 4,27¢73_2 4.2‘C‘2—3+2‘C‘1—1 10/ (8)]1 q
c+3 c+2 c+1 ¢'(6)

esitlikleri dikkate alinir.

Sonug¢ 27. Teorem26da s = 1,4 = a,0(0) = 1 ve w = 0 alinirsa

) + (b MNa+1
‘qo( ) o) zéf— %)) US,0(6) + ]g_q,(m]‘

< -h)
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1
. ( 1 1 )5 1[(2*t -2 27-3 2o o ¢
@+2) 2@+1) \Z|\ " a+3 @+ 2 at+1 )¢

2-@_1 2-a-l_p p-a-1 q
+ ( - - ) |<p'(ff)|ql>

a+?2 a+3 a+1
1 1
1(Z+ 14
1—(7) 1 —27 4l -2 12 o (B[
(a+1) (a+2) a+1 a+2 a+3 ¢

1
2—0(—2 _ 1 2—0(—1 _ 1 5
— ’5, q
+( a+3 a+2 >|<p( )l

—_
5]
+
=

=

(7) -1 1 << 2-a-1_1 p-a-2_ 1> ;
+ + - + lo"(A) |4

(a+1) (a+2) a+2 a+3

a+1 a+2 a+3

1
+( 1 1 )5 1[/27*—1 2-@_p 2 a1 o
2@+ @+2) \2\"c+2 " c+3 c+1)?
1

27¢-1_2 2-@_3 p-a-1_1 'zyqa
+ a+3 B a+?2 + a+1 o' (6)]

1
—27@ 141 2% 1_2 1202 a
+ ( + + ) lp" ()17

elde edilir.

Sonug¢ 28. Teorem26da s =1,1=a =1,0(0) = 1 vew = 0 alinirsa

o(h) + p(& 1 &
‘() ()&hfh()l‘
1

(&) GLE) winre« (2w
+(§)%((1 )ig e + (o )|<p(4v)|q>%

1

(2 (2 yweor s (&) weon)
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1 1

H-5) [5G5) wwir+ (2) @]

elde edilir.
Teorem 27. @: [A,&] — R, (A4, &) lizerinde tiirevlenebilen bir doniisiim, ¢’ € L[4, &]
ven, b€l i <b.e,1>0, weRolsun. |¢'|?, [4, 6] lizerinde konkav ve g > 1 ise

p(h) + 9(8) 1
2 208 - AIF Wl — A)]

[0 401 0)(8) + (Jga,l,-;wgo)<m]|

b —h
= 1 ( ) 5/1+1[W(5“ oM

27 F g Wb — A)°]

<[l 50+ b 52

elde edilir.

Burada o2(k) Teorem 22 de oldugu gibi

1 1
o*(k) = o (k) (my (t =g

ifadesi dikkate alinmistir.

Ispat: Teorem 22 ye benzer olarak Lemma 1 ve Holder esitsizligi kullanilarak

p(h) + (&) 1
2 206 — A)? oar1 (Wb — A)¢]

U220)0) + (2260 ]

3 6 — A) > o (k)W (6 — A)eK
T 2F 0w — A)E] kz; l'ek+A+1)

1

X <j |(1— £)sk+t — tf’<+l|pdt>p <f lo'(tA + (1 — t)l&)lth>q
0 0

elde edilir. Daha sonra

oA +9(8) 1
2 206 — WAFZ [w(b — A)E]

[0 e09) () + (]ga,&—;w@(/"t)]‘

. 6 — Ah) 2 o)Wk (8 — A)k
2F 25 i lw(l — A)%] ’Z; I(ek+21+1)
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T =

N =
N =

!
X [(f [(1— )k — te"”]pdt lo'(th + (1 —£)6)|9dt
0 0

1
q

+ <f1 [£ek+A — (1 - t)sk”]pdt)p (L lo'(th + (1 — £)6)]4 dt)
2

2
yazilir.|@'|?, [#, 4] lizerinde konkav olup Jensen integral esitsizligi ile
1
2
f 0 (th + (1 — £)6)]9 dt
0
1 1 q

2 1 2
< jtodt o' | = j(th+(1—t)1&)
0 Jettar™°

1 q

= o zf(m+(1—tw)
0

q

_1| ,(/L+31&)
—219 3

bulunur. Benzer sekilde
1
jl lo'(th + (1 —£)6)|9dt
2

q

IA

1

1 1 2

£9dt ||’ f (th+ (1 —-1)6)

f% ) i vt
2

q

7
= o’ zf (th+ (1 - £)6)
0

B 1| ,(3h+fr)|q
—21P 1
elde edilir. Burada

1

<f11[tgk+)1 _ (1 _ ,t)£k+,1]27d¢_>p _ J‘ [(1 N ;L_)gk+/1 _ t£k+A]Pdt
2 0

1
p

N[
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1 1
~ (o) ()
" \(ek+Dp+1 2(ek+p )

‘fp(h) + (&) 1

2 o 2(4 — /L)ATQ,M[WW — A)E] [(]ga,h’r;w‘/’)(&) + (jg,/l,/r;w(l’)(h)]|

3 6 —A) 2 o (k)w (6 — A)K
= 2FT 1wl — )] ; T(ek + A+ 1)

1
) ()
(ek+MDp+1 2(ek+)p

Buradan,

1 1

Tl =)

1

(,(p <h + 3&>

|

‘fﬂ(f”b) + @(6) 1

2 I 2({,« — /L)/lg:'g/1+1[w(5, _al h)g] [(]::T,/LIL*';WQD)(&) + (]ea,/‘l,lv‘;w(P)(h)]‘

[o's) &£ 1 E 1 Y4
- & — ) Z a(lwk (& — A)™ ((ek ¥ Dp + 1) (1 - 2(£k+)l)p)
T 2F%, L [w(lt — A)E] I'(ek+21+1)

gA+1 k=0

<o () o (N

1
2a 4

e () o )

bulunur. Ispat tamamlanmis olur.
Sonug¢ 29. Teorem 27 de ,A = a,0(0) = 1 ve w = 0 alinirsa

PR +9(8)  T(a+1)
2 2(6 — )«

Uk+o (&) +J§f_<p(%)]‘

1

1
b-h) 1 \p 1\p
= 142 (ap+1) (1_2“?’)
24

<[ )+ b 5

elde edilir.

Sonug¢ 30. Teorem 27 de, A =a = 1,0(0) = 1 ve w = 0 alinirsa
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elde edilir.
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NS

<[ () (5

53



SONUC VE ONERILER

Bu tezde Raina fonksiyonlar i¢in s — tipi konvekslik tizerine Holder, Power-Mean,
Hoélder-Iscan, Gelistirilmis Power-Mean, Young Integral Esitsizlikleri kullanilarak yeni
teoremler olusturulmus ve 6zel degerler i¢in hem yeni hem de literatiirde olan sonuglar elde
edilmistir. Ayrica konkav fonksiyonlar i¢in de Jensen esitsizligi yardimiyla yeni teorem ve

sonuclara ulagilmistir.
Tanim 9 da verilen
pth+ (1 —1)6) < 9(6) +1tF(e(h) — ()

Raina konveks fonksiyon esitsizligine farkli integral esitsizlikleri uygulanarak Raina
fonksiyonu {izerine Yyeni teorem ve sonuglar elde edilip bulunan esitsizlikler ile tezde bulunan

esitsizlikler arasinda kiyaslama yapilabilir.

Ayni zamanda elde edilen teoremlerin ikinci tiirevleri iizerine de ¢alismalar
gerceklestirilebilir. Ikinci tiirevler {izerine okuyucuya ilham ve motivasyon kaynagi olmasi
acisindan Set tarafindan 2017 ve 2019 yillarinda yapilan ¢alismalarda bulunan Lemma 2 ve
Lemma 3 incelenebilir. Bu lemmalar farkli konvekslik cesitleri {izerine ¢alisma yapilmasi
acisindan okuyucuya farkli bir bakis acisi sunabilir. Elde edilen teorem ve sonuglar tezde yer

alan sonuglar ile karsilastirilabilir.

Lemma 2. ¢: [4, 6] - R, (A, &) lizerinde ikinci mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon
olsun (A < #). Ayrica ,A >0 ve w € R. Eger ¢" € L[#, 6] ise genellestirilmis kesirli

integraller i¢in

- PR+ o(8) 1 o o
s,l+1[W(’6’ - ’ﬁ) ] ? 2 Y - 2(/& _ /L)A [(js./l/r_;wgo)(h) + (]e,/l,lfr;w(p)(ﬁ/)]
6—h)? (1
_ % X ]O (£F, o Wb — A)°]

— tMIFZ LIw(l — A)EEE] Q" (tAh + (1 — 1))
+o"((1—t) A+ t6)]}dt.

esitligi olusur (Set et al. 2019).
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Lemma 3. ¢: [A, 4] - R, (#,4) lizerinde tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Eger

@' € LA, 6] ise genellestirilmis kesirli integral operatorleri igin

Lo(h,5w;])) = 206 — A [U22,6-w®) ) + U5 40 @) ()]
h+ b
— Foualw(s - A)lp (o)
Ly(h, b;w;]) =

_ 1
lyz—h { f k() (A + (1 — £)8)dt

0

1
~ | A= wB — D - 071 (A + (1 - )8)de
0
1
+ f tAF 1 Wb — At (th + (1 — t)l&)dt}
0

esitsizligi elde edilir.

Burada

1
Formw(b — A)], 0<t< >

—Fornlwl —-A)F],  0<t<1,

k(t) =

&A1 >0,w e R (Setetal. 2017).
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