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Bu tezde,L[u] = —D(T(x, y)Du) Eliptik operat6ru icin varyasyonel prensibi kumalla,

bu prensibe karlik gelecek Dirichlet, Neumann ve Kak sinir dger problemleri ele
alinmaktadir. ilk bolimde eliptik operatorler hakkinda genel biri ggveriimektedir.
Sonraki bolimde ilk olarak metrik uzaylar, vektdmaylari, Banach uzaylari, Lebesque
uzaylari, Hilbert uzaylari ve Sobolev uzaylarinonidya olan etkileri bélumler halinde
belirtiimektedir. ikinci olarak ise elastik zarin eningilmesi problemi icin kagnlik
gelen varyasyonel prensibinden Dirichlet, NeumaarKargik sinir dger problemleri
turetilmektedir. Son olarak incelenen problemin baoyutlu hali icin bir uygulama

yapilip, benzer problemler icin uygulanabilecekMaple programi verilmektedir.

2007, 99 Sayfa
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In this thesis, constituting the variational priplei for L[u] :—D(T(x, y)Du) elliptic

operator, Dirichlet, Neumann and Mixed boundaryuegbroblems, corresponding this
principle, have been considered. In the first chgpa general entrance about elliptic
operators has been given. In the following chaptestly the effects of metric spaces,
vector spaces, Banach spaces, Lebesque spacesitldpaces and Sobolev spaces to
the subject have been stated as sub chapters. dbgcfor the problem of transverse
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1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemler teorisi olduk¢a uzun ge¢cmge sahiptir. Bglangic 18.
yuzyllin ortalarinda D’Alembert, Euler ve Bernoudin titreyen telin denklemini
calismaya bglamalarina dayanmaktadir. 19. yuzyiligleagicinda Fourier tarafindan
Laplace ve Poisson denklemlerinin tanitiimasiylaemeatiksel fizikte yeni denklemler

ortaya cikarilarak genel teori(Green ve Gauss gotahteorisi) goranmgiar.

Cauchy uygulamalardan @ansiz olarak genel teoriyi tek faa deerlendiren
matematikcilerden biridir. Boylece kismi diferarsiydenklemler teorisinin ilk genel

teoremlerinden biri olan Cauchy-Kovalevskaya teareraya cikmgtir.

19. yuzyilin ikinci yarisinda analitik olmayan faikonlar matematikciler tarafindan
kabul edilince Genel Cauchy probleminde analitiknkisiyonlardan daha genel
fonksiyonlara gegi cabalari bgamistir. Hadamard bunungikar olmadgini kesfeden
ilk kisi olmustur. Dasllim teorisinin S. Sobolev ve L. Schwartz tarafinda
gelistiriimesiyle kismi diferansiyel denklemlerin geneékorisine yeniden canlilik
kazandirilmgtir. Dagihm teorisi kismi diferansiyel denklemler teoriden birgok boélge
icin ihtiya¢ duyulan ¢cagmalari kolaylatirmistir. Klasik ¢ézimlerin yani sira gdumsal
cbzimlerin de g6z 6nunde bulundurulmasi gegiinimuzde de cok iyi bilinen bir

gercektir.

Eliptik tipteki kismi diferansiyel denklemler Tikhov ve Samarski (Tikhonov and
Samarski 1963), Ladyzhenskaya (1985), Isakov (1,988 hateau (1989) gibi bilim

adamlarinin eserlerinde gtincel olarak ele algtimi

Son yillarda bu tirde 6zellikle nimerik gahalar hiz kazanmgtir. Han ve Reddy
benzer turdeki problemleri inceleyen galalar yapmgtir (Han and Reddy, 1999). 2001
yilinda Hasanov ve Muller eliptik operatorle kuruknparabolik problemler tzerine



namerik calgma yayinlamgtir. 2004 yilinda Sulya ve Yildiz eliptik problemler icin
kararllik deserlendirmesi tizerine bir caima yapmstir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Tanim 2.1 : A ve B bos olmayan iki kime ise
AxB={(ab): al Ave 1 B (2.1)
kimesineA ile B' nin kartezyen (dik) carpimi denir. Benzer olarak, A,,..., A

kiimelerinin kartezyen carpimi

AxAxx A ={(% %..., %) x0 A..., xO0 4 (2.2)
seklinde tanimlanirA = A, =---= A = A durumunda
AXA X x A=A A-.x A= A (2.3)

n tane

yazilir.

Tanim 2.2 : X ve Y bos olmayan iki kiime olsun.X xY’nin bos olmayan alt
kimesine X’den Y'ye bir bgnti denir. Xx X = X*’nin bos olmayan her alt

kiimesineX 'de ikili baginti denir.

Tanim 2.3 : X'den Y ye bir f bazintisi verildginde
{(b,a):(a b0 1 (2.4)
kimesi Y’'den X’e bir bagintidir ve bu bgintiya f ’'nin tersi adi verilir, ™ ile

gosterilir.

Tanim 2.4 : f, X 'de bir ikili baginti yani f 0 X x X = X* olsun.

1. 0ad X icin af aise f 'ye yansiyan

2. 0a,bO0 X icinaf b=bf aise f 'ye simetrik
3.0a,b,cd X icin (af bObf = af c ise f 'ye gegiken
4.0a,bOX icin (af bObf @)= a= kise f 'ye ters simetrik

baginti adi verilir.



Tanim 2.5: Yansiyan, simetrik ve gegien baintiya denklik bgintisi denir.

Tanim 2.6 : A, R’nin bir alt kimesi olsun. HexJ A igin x< M oluyorsaM OR

sayisinaA’ nin ust siniri,m< x oluyorsamOR sayisinaA’nin alt sinirt denir. A
kiimesine, Ust siniri varsa yukaridan sinirli, ialirsvarsa gagidan sinirli, hem st hem

de alt sinir1 varsa sinirl denir.

Eger A'nin M Ust sinin varsa Bka birgok daha ust sinirt vardir. Mesela herhangi
M'>M sayisi da bir tst sinirdir.

Tanim 2.7 : A, R'nin bir alt kimesi olsunM , A’nin bir st sinirt veA’nin diger

batin M" Ust sinirlart icinM <M’ oluyorsa M sayisina supremum, en kicuk Ust
sinir, denir.m, A nin bir alt sinirt veA nin diger butinm’ alt sinirlari icinm= i

oluyorsam sayisina infimum, en buyuk alt sinir, denirmén A ile gosterilir.

Tanim 2.8 : f, bas olmayan birX kimesi tzerinde bir denklik Bantisi olsun.x[0 X
icin

[X|={yOX:yf} (2.5)
kiimesine, temsilcisk olan denklik sinifi ve

X/ f={[x:x0 X (2.6)

kiime ailesine de denklik siniflari ailesi denir.

Tanim 2.9 : X veY bos olmayan iki kime ve
f :{(x, y): xO X ve yO \r} (2.7)
X xY iginde bir b&inti olsun. Eer

1. xOX icin yOY:(x yO f

2. (x %) (x )0 f= y=y



kosullari s&laniyorsa f'ye X'den Y'ye bir fonksiyon denir vef X - Y ile

gosterilir.

1. sarttaki x’ler f 'nin tanim kiimesini olgturur ve bu kUmdD( f) ile gosterilir.
{f(x)0Y:x0D( )} (2.8)
kiimesi ise dger kimesi qupR( f) ile gosterilir. Buna goref X - Y fonksiyonu

icin D(f)# X veyaR( f)#Y olabilir.

Bir f:X - Y fonksiyonu verildginde xOD( f) elemanina karlik gelen yOR( f)

elemaniy = f(x) ile gosterilir vex'’in f altindaki gérunttsi denir.

Tanim 2.10: Bir f : X - Y fonksiyonu verildginde
a. A0 D( f) olmak tzere

f(A)={yOR( f): x0 Aigin y= f{ ¥ (2.9)
kimesineA’nin f altindaki gortintist denir.

b. BOR( f) olmak tizere
f*(B)={x0D(f): f(YO B (2.10)

kiimesine deB’'nin f altindaki ters goruntusu denir.

Tanim 2.11 : f : X - Y bir fonksiyon ve Al X olsun. HerxO A igin f|A:A -Y

fonksiyonunaf 'nin A’ya kisitlamasi denir.



Tanim 2.12:Bir f: X - Y fonksiyonu verildginde

a) OydY icin f(x):y olacak sekilde en az birx[0X elemani varsa (veya
f(X)=Y ise), f fonksiyonuna drten(surjective) fonksiyon

b) x.,%0X icin f(x)="f(x)=x%x=x(a daxzx= f(x)z f(x)) ise f

fonksiyonuna birebir(infective) fonksiyon denir.

c) Birebir ve orten fonksiyona bijective fonksiydenir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Metrik uzaylar

Analizde bir¢cok problemi ¢aimanin en basi§ekli metrik uzaylardir. Bir metrik uzay
elemanlari arasinda uygun bir uzaklik notasyonwrimn noktalarin kiimesidir. Metrik
ya da uzaklik fonksiyonunu yakinsaklik, sureklilie kompaktlik gibi temel analiz

kavramlarini tanimlamada kullaniriz.

Tanim 3.1.1 : X bostan farkh bir kime olsun. X kimesinde bir metrik
d: Xx X - R seklinde

a.Ox,yOXicind(x y)=0ved(xy)=0= x=y

b. Ox,yO X icin d(x y)=d( ¥ %

c. Ox,y,z0 Xigin d(x y)< d( % 3+ d z y(Ucgen Kitsizligi)

Ozelliklerine sahip bir fonksiyondur. B(JX,d) ikilisine metrik uzay denir. Bir kime

Uzerinde birden fazla metrik tanimlanabilir.

Ornek 3.1.2 : R reel sayilar kimesil (%, y) =| x= yf uzaklik fonksiyonuyla bir metrik

uzaydir. Bu metgie mutlak dger metrik denir.

Ornek 3.1.3 : d(x y)=|x- )fz donisuimiinin N dogal sayilar kimesi tizerinde bir

metrik olup olmadiina bakalim.

x=1y=3ve z=2 igin Uggen gtsizliginin sglanip sglanmadgina bakalim.
d(1,3)=4>2=1 1==d(1,3+d( 2,B (3.1.1)

oldugundan ticgensésizligi saglanmaz. DolayisiyldN,d) metrik uzay dgildir.



Ornek 3.1.4: X =R" (veyaC“) olsun.

d: Xx X - R, q(x;):i_hg— Y| (3.1.2)

n 1/p
d i Xx X - R, dp(x9=(2|>§— y|"j , 1< Koo (3.1.3)
k=1

d.:XxX - R, d(xy)=max| x- ¥ :k12..h (3.1.4)

seklinde tanimlanan dogiimler X =R" (veya(C”) Uzerinde bir metriktir.

Ornek 3.1.5 : X bos olmayan bir kime veB(X)’ de X'den R'ye tanimli biituin

sinirl fonksiyonlarin kiimesi olsun.
d:B(X)xB(X) - R, d f,g=sug| {(})- d}|: 0} (315

seklinde tanimlid doniiimi B( X) kiuimesi tizerinde bir metriktir.

Ornek 3.1.6 : [a,b]D]R Uzerinde tanimh batin sdrekli fonksiyonlarin kigne
C([a b]) olsun. f,g0C([aH) igin

d.(f,9)= max{‘ f(t)-g(t)| 1] a, lj} (3.1.6)
seklinde tanimlanand, : C([a H)x C{[ a §) - R donisimi C([a,b]) tizerinde bir

metriktir.

K=R veya K=C olmak Uzere elemanlart K kimesinden olan

(%) =(X, %1.-es %....) SONSuz dizileriK” ile gésterelim.

I, ={(xn)D K :(x,) smlrll} (3.1.7)
c:{(x])D K”:(x,) yaklnsal} (3.1.8)
c0={(>g1)m KW:L@)FO} (3.1.9)

l ={(xn)DK°" :i|xk|p yakmsak} (3.1.10)

kimelerini tanimlayalim.



Omek 3.1.7 @ x=(x,),y=(y%)0L icin d,(x y)=suf|%- y| :kKIN} seklinde

tanimlanand_ : | x|

00

~ R doniumu |, tzerinde bir metriktir. Benzeekilde (c, d,)

ve (¢, d,) uzaylari da birer metrik uzaydir.

Ormnek 3.1.8 1 x=(x,), y=(y)O |, icin

d, (% y):(il&— xlpj (3.1.11)

seklinde tanimlanaml  : 1, I, -~ R dongUmul, Gzerinde bir metriktir.

Teorem 3.1.9:

a) p ile q, 1<p<om, l+—1:1 kosullarini sglayan iki saylr olmak Uzere
q

Dx=(>g1),y:(yn)DR“(<C“) icin

1/q

n n 1/p n
kZ:;|xkyk|s(kZ:‘1|xk|pJ (;mr‘} (Hélder Eitsizligi) (3.1.12)

b) 1< p<co olmak tzered x=(x,), y=( %)DR”(C”) icin

n 1/p n 1/p n 1/p
(ZIXﬁykl"j S(Zlﬂlpj +[2|yk|"j (MinkowskiEsitsizlgi) (3.1.13)
k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri dogrudur. p=q=2 durumunda Holder sésizligine Cauchy-Schwartz

esitsizligi de denir.

Teorem 3.1.10 :
a) p ile q, 1<p<om, l+—1:1 kosullarini sglayan iki sayl olmak Uzere
P q

Ox=(x,)01° ve y=(y,)O1%igin

00

o Up s o 1/q
2|xkyk|s(;|>q(|pj [z|yk|‘*j (Holder Bitsizlig)  (3.1.14)

k=1 =1 k=1
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b) 1< p<o olmak tzered x=(x,)O1° ve y=(y,)OI° icin

o 1/p w 1/p © 1/p
(lekwklpj S[ZI&I"] +(Z|yk|"j (Minkowski Esitsizlgi) (3.1.15)
k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri dogrudur.

Omek 3.1.11: f,g0C([a ) icin

b

di(f,9)=[|f(9-of g o (3.1.16)

seklinde tanimlanand,: C([a H)x ([ a §) — R donisumi C([a,b]) zerinde bir

metriktir.

Teorem 3.1.12 :

a) p ile g, 1<p<ow, l+E=1 kosullarini sglayan iki saylr olmak u(zere
q

Df,gDC([a, tj) icin

a

i‘f(s) 9(5)\d$@ (¥ d}f/pm 6 %Zq (Holder Bitsizlizgi) (3.1.17)

b) 1< p< olmak Uzerd]f,gDC([a, tj) icin

1/p

@f(s)*g( Q‘pd%l/:@ € d}up’f@ b)F %s (Minkowski Esitsizlg) (3.1.18)

esitsizlikleri dogrudur.

Ornek 3.1.13 :1< p<w olmak lzeref, g DC([ a, kj) icin

b

dp(f,g){ﬂ f(9-of 9’ d% (3.1.19)

seklinde tanimlanand : C([a, kj)x C([ a l}) -~ R dénumi C([a, b]) Uizerinde bir

metriktir.
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3.1.1. Metrik uzaylarda yakinsaklik, Cauchy dizisive tamlik

Tanim 3.1.1.1 :Bir (X,d) metrik uzayi, birx, 0 X noktasi ve pozitif birr sayisi

verilsin.
S(x%)={xax d x¥y<} (3.1.1.1)
S(Op)={x0 X d x¥s< } (3.1.1.2)
o, (%) ={x0X:d( % %)=} (3.1.1.3)

kiimelerine sirasiylax, merkezli ver vyaricaph agik yuvar, kapal yuvar ve yuvar

ylizeyi denir.S (%) acik yuvarinax, noktasininr komsulugu, So,(>g): S( ¥\ %}

kiimesine dex, noktasinin delinngir komsulugu denir.

Bir (X,d) metrik uzayr, AO X alt kimesi vex, 0 X noktas! verilsin. Ber Os >0

icin Sl()ﬁ) n A% U ise, x noktasinaA’nin bir limit noktasi denir.A kiimesinin butin
limit noktalarindan olgan A" kiimesi ile A’nin bilesimine A’nin kapangi adi verilir ve

Aile gosterilir. A=A ise A kimesineX 'de kapali kime adi verilir.

BO X ve xOB olsun. S, ( Y O B olacaksekilde bir £ >0 sayisi varsa’e B’nin bir

ic noktasi denir.B’nin i¢ noktalarinin kiimesind3 'nin ici denir ve B ile gosterilir.

B=B ise B kiimesineX 'de acik kiime denir.

Tanim 3.1.1.2 :(X,d) bir metrik uzay olmak tzerd N - X fonksiyonunaX 'de

bir dizi denir ve f (n) =(x,) ile gosterilir.
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Tanim 3.1.1.3 : (x,), (X,d) metrik uzay: icinde bir dizi vex,0 X olsun. Eer
limd(x, %)=0 ise, baka bir deisle, ezer Oe>0 icin n>n, oldugunda

n-o

d(x,, %) <& olacaksekilde n, ON varsa, (x,) dizisi x, elemanina yakinsiyor denir.

Tanim 3.1.1.4 :(X,d) bir metrik uzay veA, X'’in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
d(A) =sup{d(x,y) :xyJ A (3.1.1.4)
sayisinaA kimesinin capl denird(A) <oo ise A’ya X’de sinirli bir kime denirX

icindeki (x,) dizisinin terimlerinden olgan kiime X 'de sinirli ise(x,) dizisine X 'de

sinirli dizi adi verilir.

Teorem 3.1.1.5 :(x,), (X,d) metrik uzayi icinde bir dizi vex,00 X olsun. Eer
!]i[rcld(xq, %) =0 ise,

a) X, limiti tektir.

b) (x,) dizisi sinirlidr.

c) (x,) dizisinin her(xnk) alt dizisinin limiti de x,’dir.

Tanim 3.1.1.6 :(X,d)ve (Y, p) metrik uzaylar,f X - Y bir donigtim ve x,0 X
olsun. Ber Oe>0 ve OxOX icin d(x %)<d oldugunda ,o(f(x),f(x)))<£

olacaksekilde J = 5(5, XO) sayisi varsaf dongumu x, noktasinda sureklidir.

Bu tanimsdyle 6zetlenebilir.

f donitimi X kiumesininx, noktasinda sureklidi= Oe >0 igin D0 =0d(&,%) >0
vardir 6ylekiOx [ X i¢in
d(x%)<d=p( f(X, f(x))<e (3.1.1.5)
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olur.

Omek 3.1.1.7 : d(xy)=|x-y metrigine goére f(x)=1/x ile tanmli
f:(0,1 - R fonksiyonu(0,1) aralginda sureklidir.x,, (0,1 aralginda herhangi bir
nokta olsun.d sayisini nasil secegimnize karar vermek igir f (x)~ f(x,)| farkini

degerlendirelim.

1__1:|x—>g)|

‘f(x)—f(x))‘=; o T (3.1.1.6)
olup [x—x%|<d olursa
1) 1)

elde ederiz. Aragamiz 00 >0 saylis! icin < x,/2 sarti koysak|x—x|<d< x/2
olup —x,/2< x< 3%,/ 2 olaca&indan
5 _ 5 _25

‘f(x)— f()q))‘<a<xgxo xoz

(3.1.1.8)

bulunur. Boylece]f (x) - f()g)‘<2—f<£ olmas! igin d<e&x,”/2 olmalidir. Busart
X

J < x,/2 sartiyla celsmesin diyed = min{xo/z ,5)(02/2} olarak alirsak

x=x|<a=|f(X)- (%) <e (3.1.1.9)

olur.

Tanim 3.1.1.8 : (X,d)ve (Y,p) metrik uzaylar vef X - Y bir donitim olsun.
Eger Oe>0 ve Ox,yO X icin d(x y)<d oldusunda ,o(f(x), f(y))<£ olacak

sekilde 0 = 5(5) sayisi varsaf donimui X kimesinde dizgun sureklidir denir.
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Bu tanim ve tersi kisagéyle sdylenebilir.

f doniimu X kumesinde duizgun streklidie Og>0 icin 05 =9J(g)>0 vardir
oyleki [Ox,y X i¢in
d(xy)<d=p( (%, f(y))<e (3.1.1.10)

olur.

f donigimi X kimesinde duzgun surekli glielir = COe>0 icin 00=0(g)>0
vardir oyleki [x ,y[J X igin
d(xy)<d=p( (X, f(y))z€ (3.1.1.11)

olur.

Ornek 3.1.1.9 :d (% y) =| x= Y metrigine gére f (x) =1/x ile tanimli

f:(0,2) » R fonksiyonu(0,1) aralginda dizgun stirekli gedir. 5:% ve 06>0

. ) 1
sayisi icinn, = -L +1 bir tamsay! olmak Uzer,1) aralginin x=— ve y=

noktalari igin

11| 1 1
=\l = | - - <—=<o (3.1.1.12)
S R Y e

olmasina ramen

11 _
™ ;/‘_m (n+1)|=1>¢ (3.1.1.13)

| (x)=f(y)|=

olur. Béylece f (x) =1/x fonksiyonu(0,1) aralginda diizgiin stirekli gédir.

Ornek 3.1.1.10 : f(x) = ile tanimh f R — R fonksiyonu R de sureklidir fakat
diizgiin siirekli dgildir. [a,b] herhangi sinirli bir aralik isd |[a]b] fonksiyonu[a,b| de

dizgun sureklidir.
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Teorem 3.1.1.11 :R 'nin kapall ve sinirli alt kimesi Gzerinde surdidir fonksiyon bu

kiime Uzerinde duzgin sureklidir.

Tanim 3.1.1.12 :Bir (X,d) metrik uzayinda tanimhif X — R fonksiyonuna her
X, yO X igin
[ (x)=f(y)|<cCd(x Y (3.1.1.14)

olacaksekilde C =0 sayisi varsaX' de Lipschitz streklidir denir.

Her Lipschitz surekli fonksiyon dizgun sureklidakht tersi her zaman g degsildir.

Ornek 3.1.1.13 :Asagidaki sekilden goruldgi gibi [0,1] aralginda mutlak dger
metrigi ile f(x):x2 fonksiyonu Lipschitz sureklidir, fakat dizgiun sklreolan

g(x) =Jx fonksiyonu Lipschitz surekli ggdir. Clnku
9(x)-9(0)] _ . Vx

lim ‘ m — =oo (3.1.1.15)
0" [x=( x-0" X

olup herx, yO[0,] i¢in istenenC =0 sayisi bulunamaz.

L L N L L L N L
01 0z 0.3 04 0.5 08 07 0e 0e 1

Sekil 3.1.1.1 : [0,1] aralginda sureklilik ve Lipschitz streklilik 5rnekleri.
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f, [O]] de Lipschitz surekli ikem, 0 noktasinda Lipschitz surekli gklir. Af /Ax orani

keyfi kiigtik Ax icin [0,1] de her yerde sinirli ikenAg/Ax, x=0 civarinda KiigiikAx

Icin sinirsizdir.

f : X = R fonksiyonu Lipschitz sirekli bir fonksiyon i$énin Lipschitz sabitini

()= (y)

seklinde tanimlariz. Buna denk olarehjp( f ) , Lipschitzsartinin sglandgi en kiigciikC
sayisidir.

Lip(f)=inf{C: |f(x)= f(y)< Cd(x y her x y1 Xicir} (3.1.1.17)

Ornek 3.1.1.14 : f (x) =|¥ fonksiyonu igin

[F0)= T ()= =l o (31.1.18)

oldugundan Lipschitz sabiti 1 olur.

Tanim 3.1.1.15 : (X, d)ve (Y, p) metrik uzaylar vef X - Y bir fonksiyon olsun.
f: X - Y fonksiyonuna,x[J X noktasina yakinsayan hdr()gq, x) - 0 dizisi igin Y

de p(f(x,), f(X)) - 0 oluyorsa dizisel sureklidir denir.

Teorem 3.1.1.16 :(X,d)ve (Y, p) metrik uzaylar olsun.f X - Y fonksiyonunun

xO X noktasinda surekli olmasi igin gerek ve yetart x[O X noktasinda dizisel

surekli olmasidir.

Simdi reel bir dizi icin mutlak dger metrgine gore lim sup ve lim inf kavramlarini
inceleyelim. Once monoton diziyi ele alallnﬁxn) dizisine hern igin X <X,
oluyorsa monoton artan,x, = X.,, oluyorsa monoton azalan denir. Monoton dizi ise

monoton artan veya azalan diziye denir. Monotorararbir dizi supremumuna
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yaklnsa(buoo olabilir) ve monoton azalan bir dizi infimumuna

yakinsafbu <« olabilir).

Simdi  keyfi bir (xn) dizisini alalim. Bu dizinin ardik elemanlarini kesip
supremumlarini alarak yeni by, :sup{xk k= r} dizisi oluturalim. Artann ler icin

supremumlar daha kicguk kumeler Gzerinden aghndan (yn) dizisi monoton
azalandir. Boylece bu dizinin limiti vardir ve bonite (xn) dizisinin lim sup’u deyip

limsupx, ile gosterecgiz. Benzer olarak bu dizinin atgk elemanlarini kesip
infimumlarini alarak yeni bir dizi okuralim, bu dizi monoton artan olur. Bu dizinin

limitine (x,) dizisinin lim infi deyip liminf x, ile g6sterecgiz.

Tanim 3.1.1.17 :(x,) bir reel sayi dizisi olsun.

limsupx, =Jtrg[sup{><k k=1 |

(3.1.1.19)
liminf x, =lim [inf {x: k= 1} ]|
olur. Baka bir gosterim
limsupx, = lim X,, liminf x = lim x, (3.1.1.20)

seklindedir. sup{x k= = veya inf{x:k=r} =-o ise limsupx =o veya

liminf x = —co diyebiliriz.

Tanimdanliminf x, <limsup x, diyebiliriz, Ustelik(xn) dizisinin yakinsak olmasi icin

n-oo

gerek ve yetegart liminf x, =limsup x, olmasidir.

Ornek 3.1.1.18 :xn=(—1)n dizisi i¢in liminf x, =-1 ve limsupx, =1 olur. Bu

n-oo

degerler farkh oldgu icin dizinin limiti yoktur.
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Tanm 3.1.1.19 : f:X - R fonksiyonuna herxOX ve d(x,X - O icin

limsupf(x,)< f(x) oluyorsa yukaridan yari sureklidir denir.f X:- R

n-oo

fonksiyonuna hexO X ve d(x,,X) - 0 igin liminf f (x,)= f(x) oluyorsa gagidan

n- oo

yari sureklidir denir.

X

Sekil 3.1.1.2 : x noktasinda stirekli olmayan yukaridan yari suréklfionksiyonu

Tanim 3.1.1.20 :(x,), (X, d) metrik uzay! iginde bir dizi olsurile >0 icin n,m> n
oldugunda d(x,, X,) <€ olacaksekilde n, 0N varsa, (x,) dizisine X 'de Cauchy

dizisi adi verilir.

Omek 3.1.1.21 : f,g0 X = C([ a ) igin

b

di(f.9) =[] F(x)~ o % & (3.1.1.21)

a

seklinde tanimlanand,: Xx X - R donGumua igin (X,dl) 'in bir metrik uzay

oldugunu biliyoruz. C([~1,1]) icinde terimleri
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1
0.5 [
1
1

. 5l
-1 -1<x<-¥n ” I i
fn(x)= nx -1/n< x<¥ n
1 Yn<sx<1

Sekil 3.1.1.3 : C([-11]) iginde Cauchy dizisi olaff,) dizisi

seklinde tanimlanar( f,) dizisini géz 6nine alalim. Bu dizini@([~1,1]) 'de Cauchy

dizisi oldusunu gosterelim. Hen=1,2,... ve x0O[-1,1] igin

f,(x)|<1 oldugu agiktir.

m>n igin
1 Yn
dl(fn,fm):j f.(x)- fm(x)\dx:j (- £ )
2 o (3.1.1.22)
Yn Yn In 4
< [[f.(x)ldx+ [ | f.(Qdxs 2 de=
=In -¥n -¥n n

oldugundan lim d,( f,, f,) =0 olup (f,) dizisi C([~-1,1]) isinde Cauchy dizisidir.

n,m- oo

Teorem 3.1.1.22 Asagidaki 6nermeler dgrudur.

a) Metrik uzay icindeki yakinsak her dizi bir Caucthizisidir. (Reel sayilar icin bunun
tersi de d@rudur. )
b) Metrik uzay icindeki her Cauchy dizisi sinirlidir.

c) Bir (X,d) metrik uzayinda, bifx,) Cauchy dizisix0 X elemanina yakinsayan bir

(xnk) alt dizisine sahips(axn) dizisinin kendisi dex elemanina yakinsar.
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Ornek 3.1.1.23 :Reel sayilar kimesi tizerindi( x, y) =| x= y mutlak dger metrgine
gore {x} =logn dizisi n - o i¢in logn - « oldugundan yakinsak ggdir. Bu
dizinin elemanlari reel sayilar olgu icin bu dizi Cauchy dizisi de olamaz. Ustelik

N - o igin |xn+l—xn|=log(1+%j - 0 yazabiliriz. Bu 6rnek gosterir ki bir dizinin

ardsik terimlerinin birbirine yeteri kadar yakin olmasnun Cauchy dizisi olmasini

gerektirmez.

Teorem(Bolzano-Weierstrass) 3.1.1.24 R" de her sinirh dizi yakinsak bir alt diziye
sahiptir.

Tanim 3.1.1.25 :Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizi¥ icinde bir limite

sahipse bl(X, d) metrik uzayina tam metrik uzay adi verilir.

Ornek 3.1.1.26 : R kimesi mutlak dger metrgine gore tamdlr(xn), R icinde keyfi
bir Cauchy dizisi olsun. Metrik uzaydaki her Caudttigisi sinirli oldlgundan(xn)

sinirhdir. Bolzano-Weierstrass teoremi ggnee (xn) nin yakinsak bir(xnk) alt dizisi

vardir. lim

k - o0

an—x1:0 olsun. Bir Cauchy dizisinin yakinsak alt dizisinimiti o

Cauchy dizisinin de limiti olagandan lim |xn - >4 =0 olur. O haldeR tamdir.

Ornek 3.1.1.27 :R" kiimesi

n 1/p
d, ( y):(zm- W’j 1< peoo (3.1.1.23)
k=1
ve
d.(x y)=max{|x - y| 1 k=1,2,...} (3.1.1.24)

metriklerine gore tamdir.
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Ornek 3.1.1.28 :1_ kiimesi
d,(x ) :sup{| %=y ¢ M]N} (3.1.1.25)

metrigine gore tamdir. Ayni zamandakimesi de ayni mefie gore tamdir.

Ornek 3.1.1.29 : Q rasyonel sayilar kiime& (zerindeki

d(x y)=|x-y (3.1.1.26)
metrigine gére tam daldir. Q iginde terimleri x, :(1+—j ,n=12,.. olan (x,)

dizisini alalim. Bu dizi(@,d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir fakat bu dini

yakinsadgl e sayisiQ iginde deildir.

Ornek 3.1.1.30 :Her (a,b) agik aralgi R tizerindekid (X y) =|x- y metrigine gore

tam dgildir. (a,b) aralgi iginde terimleri x, :b—%,nzl,z,... olan (x,) dizisi

(R,d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir fakat bu dini yakinsadii b noktasi

(a,b) iginde deildir. Bunun yani sird[a, b], d) uzayr tamdir.

Ornek 3.1.1.31 :C([a, b]) uzayl

d.(f,g)= max{‘ f(t)-g(9) :t0[ a, tj} (3.1.1.27)

metrigine gore tamdir.

Omek 3.1.1.32 : C*([ab]) uzayi [ab] aralginda k. mertebeye kadar stirekli

diferansiyellenebilen fonksiyonlarin uzayi olsu, g 0 C¥ ([ a, tj) icin

d (1, d)=max{| 1- ¢+ maf| f- g} +-+ ma.H £9 - é@\} (3.1.1.28)

d(f.g)=

k
i=0
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biciminde tanimlanan d:C* ([a,tj)x d([ a t}) ~ R doénisimi bir metrik olup

(C" ([a b)), d) metrik uzay tamdir.

3.1.2. Metrik uzaylarda maksimum ve minimum

Kompakthk

Kompaktlik, analizin en 6nemli kavramlarindan hiridMetrik uzayda kompakt kiimeyi

tanimlamanin en basit yolu diziler vasitasiyla olur

Tanim 3.1.2.1 : X metrik uzayinin birK alt kimesine, ger K daki her dizi limiti

K 'da olan yakinsak bir alt diziye sahipse dizisetgakttir denir.
Metrik uzaylar icin kompaktlk ve dizisel kompaktldenktir.

Ornek 3.1.2.2 : R reel sayilar kiimesinin kendisi dizisel kompakgittér. Ornegin
(x,)=n dizisi yakinsak bir alt diziye sahip gilir, ciinkii R’de yakinsak dizinin

Cauchy dizisi olmasi gerekir, hen# n icin |x, - x |=1 olac&indan bu dizi Cauchy

dizisi olamaz.

Teorem(Heine-Borel) 3.1.2.3 :R"’nin bir alt kimesinin dizisel kompakt olmasi igin

gerek ve yetegart kapali ve sinirli olmasidir.

Teorem(Bolzano-Weierstrass) 3.1.2.4 R"’de her sinirh dizi yakinsak bir alt diziye

sahiptir.
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Tanim 3.1.2.5 :Bir X metrik uzayinin bir A alt kimesine, gr kapamny X 'de

kompakt ise prekompakt denir.

Bu tanim, A’'nin prekompakt olmasi icirA’daki her dizinin yakinsak bir diziye sahip
olmasi anlamina gelir. Bu dizinin limitininA’ya ait olmasi gerekmez. Kompakt
kimeler kapall oldgundan, bir kimenin kompakt olmasi icin kapali vekempakt

olmasi gerekir.

Ornek 3.1.2.6 : R" nin bir alt kimesinin prekompakt olmasi igin gerak yetersart

sinirli olmasidir.

Kompakt kiimelerde surekli fonksiyonlarin giizel dikédri vardir. Strekli fonksiyonlar
dizilerin yakinsakigini muhafaza ederler. Boylece surekli fonksiyordampaktlgl da

muhafaza ederler.

Teorem 3.1.2.7 :K bir kompakt metrik uzay ve& herhangi bir metrik uzay olmak

tizeref K - Y siirekli olsun. Bu taktirdef (K )'da kompakitir.

Maksimum ve minimum

Maksimum ve minimum problemleri uygulamalarda buiileme sahiptir. Orgin bir
cok fiziksel sistemde denge durumu, enerjiyi minmtagtirir veya entropiyi
maksimumlatirir. Optimallgtirme problemlerinde sistemin arzu edilen durumggun
aday fonksiyonunu minimumgarir. Bu problemlerin matematiksel formili reekddi
bir f fonksiyonunun bir X durum wuzayinda maksimajl@ilmesi veya
minimallestiriimesidir. Genelde metrik uzay olan durum uzagirher bir noktasi

sistemin muhtemel bir durumunu temsil edérnin X’ de maksimum ya da minimum

noktasinin varfi belirli olmayabilir hatta bdyle bir nokta olmayéb de. Asagidaki
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teorem maksimum ya da minimum noktanin \gricin gereklisartlari verir. Her ne

kadar busartlar temel olsa da bir¢cok uygulamada faydali @gatak kadar zordur.

Teorem 3.1.2.8 :K bir kompakt metrik uzay vd K — R surekli ve reel deerli bir
fonksiyon olsun. Bu taktirdef , K’'da sinirlidir ve maksimum ve minimum ghini

alir.

Ispat: f sirekli old@gundan f(K) goruntust de kompakttir. Boylece Heine-Borel

teoremine goref (K) sinirhdir. f 'nin infimuma sahip oldgunu ispatlamak yeter

¢clinkd bu—f nin supremuma sahip olmasiyla aynidir.sinirli oldygundan gagidan

sinirhidir ve f 'nin K’'daki m infimumu sonludur.

Problemlerde yakkak ¢ozumlerinin dizisini olgtururuz, bu dizilim f (x,) = m sartini

n- oo

sglayan (xn) minimallestirici  dizisidir. Yakinsak bir alt dizi elde etmekgin

kompaktlgl kullaniriz ve yakinsak dizinin limitinin problemizin ¢6zUmi oldgunu

gosteririz. Bu durumda limitf 'nin infimumunu aldg! noktadir.

4 2
Ornek 3.1.2.9 : f(x):xz—xz fonksiyonu [-2,2] aralginda surekli ve sinirlidir.

Fonksiyon minimumunw = 1 noktalarinda alir.

3 NG 3 3

x* X
Sekil 3.1.2.1: f (x) =TT fonksiyonu
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Minimallestirici dizi 6rnegi olarak (x,)=(-1)" dizisi alinabilir. Gercekten hen icin

f (x,)=inf f(x) olur. Bu minimallgtirici dizi yakinsak dgildir.

Bu o6rnekten goruldgii gibi kompaktlik f ’nin minimumunu aldgl noktanin teklgini

garanti etmez. Bircok muhtemel minimalieici dizi olabilir ve verilen bir
minimallestirici dizinin degisik limitlere yakinsayan alt dizileri olabilir. Bumla birlikte

f fonksiyonu minimumunu tek bir noktada aliyorsa menimallestirici dizi o noktaya

yakinsar.

Ornek 3.1.2.10 : f (x) =¢e* fonksiyonu kompakt olmayaf® kiimesinde strekli ve
asagidan sinirlidir. f 'nin R 'deki infimumu sifirdir amaf infimumunda dger almaz.
Minimallestirici dizi Ornegi olarak x, =n alinabilir. Minimallstirici dizi sonsuza

gittiginden yakinsak bir alt diziye sahip olamaz.

Teorem 3.1.2.11 :K bir kompakt metrik uzay olsunt. K - R yukaridan yari surekli
ise yukaridan sinirhdir ve supremumunu algeEf :K - R asagidan yari surekli ise

asagidan sinirlidir ve infimumunu alir.

Ornek 3.1.2.12 : f,g:[0,] ~ R fonksiyonlarini
X 0<x<1 X 0<x<1
f(x)= X) = 3.1.2.1
() {1 x=0 g() {—1 x=0 ( )
seklinde tanimlayalim.f fonksiyonu yukaridan yari sireklidirinfimum deseri sifir
olup minimum dgeri yoktur. Ayrica infimum dgerini hi¢cbir x noktasi i¢cin almazg

fonksiyonu aagidan yari sireklidirinfimum ve minimum dgeri -1 olup bu dgeri

x=0 icin alr.
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3.2. Vektor uzaylari

Tanim 3.2.1 : X bos olmayan bir kime v&K cismi R veya C olsun.
XXX o X, (%)) - %ty

3.2.1
SKxX 5 X, (X - ax ( )

dontmleri ile toplama ve carpmaslemlerini tanimlayalim. Herx y z[0 X ve

a, b0 K igin

X+ Y= Y+ X

x+(y+ ) =(x+ Y+ z

. Her xO X i¢in x+ 0= x ssitli gini saglayan bir tek @ X vardir.

. HerxO X igin x+(-x) =0 esitli gini saglayan bir tek-x0 X vardir.

.Herx X 1x=x

o 01 A W N P

ca(x+y)= axt+ ay

\]

. (a+b) x= ax+ by

. (ab) x=a( by

(o]

sartlari sglansin. Bu durumdaX’e K Uzerinde bir vektér uzayi(lineer uzay),
elemanlarina da vektér deniK =R alinirsa X e reel vektér uzayi,K =C alinirsa

kompleks vektdr uzayi denir.

Tanim 3.2.2 : O#M O X ise M ’'den alinan her sonlu sayidaki vektorin lineer

kombinasyonlarinin kiimesind 'nin gerdigi kiime denir veSpanM ile gosterilir.

Tanim 3.2.3 : X bir vektor uzayr veM ={x,x,,...,x} O X olsun. a, a,,...,a 0 K
olmak Uzereax +a,x+---+ @ % =0 sesitligi ancak ve ancaka, =a,=---=3§ =0
olmas! halinde gercekleniyorss, x,,...,%, vektorlerine lineer bamsiz, aksi taktirde

lineer b&imlidir denir.
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Tanim 3.2.4 : X bir vektor uzayl veM , X'in bos olmayan bir alt kiimesi olsurM

lineer b&imsiz ve X = SpanMise M 'ye X 'in bir tabani veya bazi denir.

Eger X vektdr uzayinin sonlu bir tabani vard@’e sonlu boyutlu bir vektor uzayi,
aksi taktirde sonsuz boyutlu bir vektér uzayr dedonlu boyutlu birX vektor

uzayinin tabanindaki vektoérlerin sayisiKdin boyutu denir veBoyX ile gosterilir.

Herhangi birD kimesi ve birX vektor uzayi verilsin. Tanim kime§ ve gorunti

kimesi X ’in bir alt kiimesi olan butin fonksiyonlar kiimesi
(f+9)(x)=f(X+9(X, (@ H)(N=a f( ¥, XD Dald kK (3.2.2)

cebirsel §lemleri altinda bir vektor uzayi aofturur ve E(D, X) ile gosterilir. Farkli

D kumeleri ve farkli X vektor uzaylar durumunda g#i E(D, X) vektor uzaylari

elde edilir.

Ornek 3.2.5 : D=R lzerinde tanimli, reel katsayili ve derecesi earibir m

sayisindan daha buyuk olmayan bitun cebirsel poliamalan olgan P, kiimesini g6z
onune alalim.

Op,q0 P, ve DallR icin p+qUP, ve apU P, (3.2.3)
oldugundan P, bir reel vektor uzayidir vaBoyP. = mt+1’ dir. Benzersekilde D =C

Uzerinde tanimli, kompleks katsayili ve derecesilere bir m sayisindan daha buyuk

olmayan butln cebirsel polinomlardanglo P, kiimesi bir kompleks vektor uzayidir.

Ormek 3.2.6 : D=[a,b] ve X =C([al]), [ab] uzerinde tanimli siirekli ve (3.2.2)
islemleri altinda reel bir vektdr uzayi gturan reel dgerli battin fonksiyonlarin kiimesi

olsun. Bu durumdaE([a, b. ([ a t})) = d[ a b.R) reel bir vektdr uzayidir. Benzer

sekilde C([a, o] ,C) kompleks vektdr uzayi tanimlanir.
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Simdi bazi 6nemli vektor uzaylarini inceleyelim.

Tanim 3.2.7 : Bir f:X - R fonksiyonunun dayaga f 'nin sifirdan farklh oldgu

kiimenin kapanridir. Yani

supd ={xOX :f(x)# @ (3.2.4)
seklindedir. supg kumesi X 'in kompakt bir alt kimesi isef 'ye kompakt dayanza

sahiptir denir.

C,(X) uzayi; X metrik uzay! tizerinde sinirli stirekli fonksiyontauzayidir.
CC(X) uzayi; X metrik uzayi tizerinde kompakt daygaasahip surekli fonksiyonlarin
uzayidir. C_(X) uzayr C,(X) uzaymin lineer alt uzayidir fakat kapali olmas

gerekmezC,( X) uzayi; C (X) uzayinin C,(X) uzayindaki kapasidir. C,(X)

uzayi sonsuzda sifir olan surekli fonksiyonlariaydir.

Surekli fonksiyonlardan oban bu vektér uzaylari arasindg@daki iliski vardir.
C(X)OG(X)DG(XO (X (3.2.5)

X kompakt metrik uzay ise bu vektor uzaylar denktir

Omek 3.28 : f:R - R, f(x)=x fonksiyonu C(R) uzayina ait olupC,(R)
uzayina ait dgldir. f (x)=1 fonksiyonuC, (R) uzayina ait olupC, (R) uzayina ait

degildir. f(x)=e> fonksiyonuC,(R) uzayina ait olupC, (R) uzayina ait dgldir.

=% |¥<1
f(x)—{ 0 X>1 (3.2.6)

C.(R) uzayina aittir.



29

—® 0 @ — 0 ®

. =0, (R) Cf1-xt k=1
£C,(R) f(x)_{ 0 |x|>1

—m 0 w —m ]

=C(R)

) eC, (R)
fix)=x? £C,(R) ( i

eC,(R) x)=e"
FE)=1 @) f(x)

Sekil 3.2.1 :Sdrekli fonksiyonlara 6rnek gosterimler
3.2.1 Normlu Vektor Uzaylari

Vektor uzayl acik bir cebirsel amacg olugee bu amacg lGzerinde Analizlezrasmak
istiyorsak onun Uzerinde bir uzunluk 6lcim tarzimga edilmesi gerekir. Bu, norm

denilen kavramin tanimlanmasiyla yapilir.

Tanim 3.2.1.1 : X bir K cismi tzerinde bir vektor uzayr olsufy]:X - R
dontsimi Ox,yd X ve DAOK igin
|20, [{=0 x=0

b. A% =[] (3.2.1.1)

. [x+ <[4+

ozelliklerini saliyorsa X Uzerinde norm adini alir ve bu durum(JX,||.||) ikilisine

normlu vektor uzayi denir. Bir vektoér uzayi Uzegrgirden fazla norm tanimlanabilir.

(X||||) bir normlu uzay olmak tizere

d:XxX R, d(xy)=]x ¥ (3.2.1.2)
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seklinde tanimlanan uzaklik fonksiyonunuX Uzerinde bir metrik oldgu kolayca
gorulebilir. Boylece her normlu uzaydan bir meuizay elde edilebilir.

Tanim 3.2.1.2 : (x,), (X.]|]]) normlu uzay: iginde bir dizi ve, 0 X olsun. Eer

lim [, =] =0 (3.2.1.3)

ise (xn) dizisi x, noktasina yakinsiyor denir. Normlu uzayda tani@tanbu

yakinsamaya norma gore yakinsama adi verilir.

Tanim 3.2.1.3 : (x,), (X||||) normlu uzayi icinde bir dizi olsun. Hes >0 igin
m,n>rn oldugunda |x, - x,| <& olacak sekilde &'a bagli bir n, dogal sayisi

bulunabiliyorsa(x,) dizisine bir Cauchy dizisidir denir.

Lemma 3.2.1.4 ‘Asagidaki 6énermeler dgrudur.

a. Normlu uzaydaki yakinsak her dizi bir Cauchyisidir.

b. Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi sinirhdir.

c. (X.[]) normlu uzayindaki bir(x,) Cauchy dizisix0 X noktasina yakinsayan bir

(xnk) alt dizisine sahips¢x,) dizisi dex noktasina yakinsas.

C([a b].R) vektér uzayl & p<eo olmak iizere

um (ﬂf \dX] (3.2.1.4)

normuna gore bir normlu uzaydir.

C([—l,]]) icinde terimleri



31

l
0.54 !
l

! a5
-1 -1<x<-¥n 1 i
fn(x): nx -1/n< x<¥ n
1 Yn<sx<1

Sekil 3.2.1.1 : fn(x) fonksiyonu

b
seklinde tanimlanad f,) dizisinin d, ( f, g) :H f(s)- o 3‘ d« metrigine gére Cauchy

a

dizisi oldusunu 6nceden ispatlagtik. Béylece bu dizinir(C([—l,]]) ] ||L1) uzayinda bir

Cauchy oldgunu soéyleyebiliriz. Bu dizinin bu normlu uzaydainltinin

1 -1<x<0 icin
f,(x)=sgnx={ 0  x= 0 igin (3.2.1.5)
-1 0<x<1 igin

fonksiyonu oldgunu gosterelim. Hen=1,2,... ve xO[-11] icin

f,(x)= f(x)|<2

oldugundan

1
1=, =

-1

£, (X) - fo(¥)|ds= jl\ (- 609 ols%1 (3.2.1.6)

n

olur. Buradanlim||f, - f,| =0 olacaindan (f,) dizisinin limiti f, fonksiyonudur.

f, fonksiyonu iseC([—l,]]) uzayinin elemani @ddir. Dolayisiyla C([—l,]]) uzayl

L,[-11 normuna gore tam gidir. #
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[a,b] aralginda sonlu sayida noktada sigramali siirekgztiahip her fonksiyon bir
{f.}OC([a b]) Cauchy dizisinin

]l =[] (x)|dx (3.2.1.7)

normuna goére limitidir. Bu bzellik[a, b] aralginda sonlu sayida noktada sonsuz

sureksizlge sahip fonksiyonlar icin de gecerlidir.

Omek 3.2.1.5 :C([0,2]) uzayindaki

. % XD{%,Z}
Jn xm[oﬂ

. (3.2.1.8)
n

2

Jx

dizisi L1[0,2] normuna goref, = fonksiyonuna yakinsar. Fakéy DC([O,Z]) ‘dir.

104

1
n O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Sekil 3.2.1.2 :C([0,2]) uzayindaki f_ dizisinin f, -1 fonksiyonuna yakinsamasi

Ix

Bunlardan da(C([a, b]) dp) 1< p<co metrik uzayinin tam olmagini goririz.

Tanim 3.2.1.6 : Bir (X,|]) normiu uzayindaki her Cauchy dizi¥i iginde bir limite

yakinsiyorsa bL(X||||) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzdiyvexilir.
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Ornek 3.2.1.7 : X =R" (veya(C”) vektor uzayi

a. ¥, = X_|x| (3.2.1.9)
i=1
1
b. ], ={le|‘°}p, 1< ps oo (3.2.1.10)
i=1
c.|x, = max{|>g| i=12,.. n} (3.2.1.11)

normlarina gore birer Banach uzayidir.

Ornek 3.2.1.8 :C([a b], K) vektdr uzay

ey = max{|f ()| :x0[ a,d} (3.2.1.12)
normuna gore bir Banach uzayidir. Bu normsup ile de tanimlanmasi bigeyi
degistirmeyecektir. Daha genel olarak kompakt metrik uzayinda tanimh strekli

fonksiyonlarlnC(K) uzay! supremum norma gére Banach uzayidir.

X kimesi kompakt dglse, surekli fonksiyonlar sinirsiz olabilegeden

I, :su;ﬂ (x)‘ ifadesi C( X) uzerinde bir norm tanimlamayabili€, ( X) uzayr X
xaX

Uzerinde sinirh sdrekli fonksiyonlarin uzay! ollgupremum norma gére Banach

uzaydir.

Ornek 3.2.1.9 : [a, b] aralginda kendisi ve birinci ttrevi surekli diferansiigebilen

fonksiyonlarinC* ([a, b]) uzay! supremum normuna gére Banach uzagildie Cunku

surekli diferansiyellenebilir fonksiyonlarin unifar limitinin  diferensiyellenebilir

olmasi gerekmez.
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Mesela

e+t 0s|>4s-1
f(x)=12 & . (3.2.1.13)
¥ —s[yst

fonksiyon dizisiCl([—l,J]) uzayinin elemanidir. Yani hem bu dizi hem de

-1 -1< XS—1
n
f.(x) =1 nx P (3.2.1.14)

n n
1 lsxsl

n

dizisi C*([~11])) uzayindadir.
1_
fiix)

k)
=

2 »n - 7 4

Sekil 3.2.1.3 : f, (x) ve f,(x)dizilerinin C*([~1,1]) uzayinin elemanlari olmasi

Bu dizinin supremum limiti f,(x)=|{ fonksiyonu olup bu limit igin

Iirr(1)|| f, = f]., = sup |f,(x) - f,(x)|= O olacay kolayca gorilir. Fakat bu fonksiyon

xJ-1.]

diferansiyellenemez.

Normu faklisekilde tanimlarsak, orggn
[ Flle: =1L+, (3.2.1.15)
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seklinde C* normu tanlmlarsakcl([a, b]) uzayl bu norma goére Banach uzayi olur.

Daha genel olarak = 0 bir tamsayi olmak iizer€' ([a, b]) vektér uzay!

[y =2 ]

(3.2.1.16)

Clah

normuna gore Banach uzayidir.

3.2.2.C(K) Uzayinin kompakt alt kiimeleri

Heine-Borel teoremiR"’'nin kapali ve sinirh bir alt kiimesinin kompaktdogunu
ispatlarkenR"'nin sonlu boyutlu olgunu kullanir. Sonsuz boyutlu uzaylarda kapahlik

ve sinirlhilik kompaktlik icin yeterli daldir. C(K) 'nin kompakt alt kiimelerini Arzela-

Ascoli teoremi tanimlar. Bu teorem denk streklikikimini kullanir.

Tanim 3.2.2.1 : F, (X,d) metrik uzayindan(Y,d) metrik uzayina tanimli
fonksiyonlarin bir ailesi olsun. Her x(O0X ve &£>0 igin d(x, y)<5 ifadesi

d( f(x), f(y))<£ ifadesini gerektirecekekilde butin f OF fonksiyonlari icin bir

0 >0 sayisi vars& ailesine denk sureklidir denir.

Bu tanimin temel noktag) sayisininf fonksiyonuna bgl olmayip x noktasina b

olabilecgidir. 0 sayisix noktasindan da ansiz secilebilirsd= ailesi diizgin denk

surekli olur.

Ornek 3.2.2.2 : xD[O,]] icin fn(x)=li surekli fonksiyonlarinin ailesini ele

+n%x?

alalim.
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Sekil 3.2.2.1 :x0[0,]] i¢in f,(x) :% siirekli fonksiyonlarinin ailesi
nx

52% olarak alalim. Keyfi bird sayisi veriIc@inde%<5 olacaksekilde uygun birk

dogal sayisi bulunabilir. Buna gore=0 ve y:% olarak alinirsa

d(xy)=

x|

<& oldugunda d( f, (x)- ,(y)) = d( £(0)- fk(%D =%=g

olur. Yani k. fonksiyon olan f, fonksiyonusarti bozar. Bu ylzden ele ayiniz

fonksiyon ailesi denk surekli dedir.

Teorem(Arzela-Ascoli) 3.2.2.3 : K bir kompakt metrik uzay olsurC(K) uzayinin

bir alt uzayinin kompakt olmasi igin gerek ve yat@t kapali, sinirli ve denk strekli

olmasidir.

Bir kime prekompakt ise kapamin kompakt oldgunu ve bir kiimenin kompakt

olmasi icin gerek ve yetgartin kapali ve prekompakt olmasi gergit biliyoruz.
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K kompakt bir metrik uzay vé1 >0 olmak tizereC(K) uzayinin

Fy ={ f : f, K 'da Lipschitz surekii ve Lipf )< M} (3.2.2.1)
alt kimesini ele alalimF,, kimesi denk sureklidir. Cinkéi>0 ve d =&/M alinirsa
her f OF, igin d(x y)<d ifadesi |f (x)~ f(y)| < ifadesini gerekirir.

F, kimesi kapalidir gunk{if,), C(K)’da f’ ye diizgiin yakinsayan bir dizi ise

Lip(f)=§gw

= su;{ fimL " (;()(; ];:)( y)q (3.2.2.2)

xzy | M=
< liminf {sup £ () f”(y)qs M

n—o Xy d(X, y)
olacgindan f limiti de F,, kiUmesine aittir. Sabit fonksiyonlgy, kumesine ait

oldugundan ve onlarin uniform normlari keyfi olarak ¢bkiyuk olacgindan F,
kimesi sinirh dgildir.

Sonug olarakF,, kimesi kompakt dgldir ama Arzela-Ascoli teoremine gorg,, 'nin

her kapali, sinirli alt kimesi kompakttir ¥ 'nin her sinirli alt kimesi prekompakttir.

Ornek 3.2.2.4 : Yukaridaki sekilde tanimlanny F,, kumesini ele alaim.x,, K
kompakt metrik uzayinda bir nokta olmak Uzere
B, ={ fOF,: f(x)=0} (3.2.2.3)

kiimesiC (K)’nin kompakt bir alt kiimesidir.

Cozum: B,, kumesi denk surekli olafr,, kimesinin alt kiimesidirB,, 'nin kompakt

oldugunu gostermek icin kapall ve sinirli offlunu géstermeliyiz.
Her f OB, i¢in

|| =sud f (x)= f (%)< M supx- x|< McapK) (3.2.2.3)
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olup, K kompakt oldgundan capi sonlu olagmdan B,, kimesi sinirhdir.B,, 'nin
kapall oldgunu gostermek igin bu kiimeden kefij dizisini aIahm(fn(xo) =0). Bu
dizinin yakinsadil elemarf olsun. Bu taktirde

f(%)=lm f,(x)=0 (3.2.2.4)
olacgindan f OB, olur. DolayisiylaB,, kapalidir. BoyleceB,, kUmesiC(K)'nln

kompakt bir alt kimesidir

Duzgin sinirh ttrevlere sahip surekli diferandigeébilir fonksiyonlarin bir ailesi denk
sureklidir. Bu aile ayrica sinirli olursa prekompakur. Bir fonksiyon ailesinin

turevlerine uygun normlarda konulacak sinir, ailgmiekompakt olgunu ima eder.

Ornek 3.2.2.5:C! ([O]]) [O]] aralgindaturevleriyle birlikte stirekli fonksiyonlarin
uzayi olsun.M >0 ve N >0 sabitleri icin F kiimesini

F={foc([o.d) =™, |]<N} (3.2.2.5)
seklinde digunirsek F kUmesiC([O,]]) uzayindaprekompakt olur. Bununla birlikte

surekli diferansiyellenebilir fonksiyonlarin dizglimitinin diferansiyellenebilir olmasi

gerekmediinden bu kiime kapali @idir. BoOylece F kimesi kompakt olamaz. Bu

kUmeninC([O,]]) uzayindaki kapasi
F={f0oc([od)]f|<M, Lip(f)<N] (3.2.2.6)

kompakt kiimesidir.
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3.2.3. Adi Diferansiyel Denklemler

Kompaktlik kavrami adi diferansiyel denklemlerinzgéninin variini ispatlamada

kullanilabilir.

= f(t
( )(_ ) (3.2.3.1)
baslangic dger probleminin ¢6ziminde genel (t,u) fonksiyonu ig¢in ¢6zUmuin
varhgini acik bir formul elde ederek ispatlayamayiz. @unyerine kompakthk

kavramindan faydalanabiliriz. Blangic dger problemini uygun yakiak anlamda

sglayan bir {u8:0<£<]} ailesi olyturabiliriz. Bu fonksiyonlar diferansiyel

denklemin yaklgtk ¢oztumleri oldgu igin turevleri dizgun sinirhdir ve Arzela-Ascoli
teoremine gore prekompakt bir kiime glururlar. Buradan da biy fonksiyonuna
dizgun yakinsayan yakl& ¢coztmlerin bir alt dizisi bulunabilir. Bu fonksiyonunun

da balangi¢ dger probleminin bir ¢ozimu olgu ispatlanabilir.

Tanim 3.2.3.1 : Asagidaki sartlari bir | aralginda s&layan ug(t) fonksiyonuna
(3.2.3.1) denkleminire yaklagik ¢c6zUmu denir.

a. u,(b)=u,

b. ug(t), | aralginda sonlu sayida noktasthda diferansiyellenebilen strekli bir
fonksiyondur.

c. u,(t) turevinin mevcut oldgu her noktadzfug(t)— f(t, ug(t))‘ <¢

Peano Varlik Teoremi 3.2.3.2 :f (t,u) fonksiyonu

ﬁ::{(t,u)DRz:tD[g,ib+4 , uJ[y- b y+ Q)} (3.2.3.2)

bélgesinde stirekli bir fonksiyonvl :=max | f ¢u} ve a=min{a,b/M} olsun.
(t,u)0Q

Bu taktirde (3.2.3.1) denkleminift,,t, +a] aralginda en az bir ¢ozumii vardir.
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Ispat: Bu teorem ispatlanlrke[to,to+a] aralgl m esit alt aralga bolunerek her bir
t St<t, aralgnda u(t)=u(t)+(t-t) f(t.u(t)) lineer fonksiyonu tanimlanir.

Boylece tum[t,,t,,] aralginda

(9= ug(n)+(t—t1:) f(tu(t) et (3.2.3.3)

U () (1) F(tmp U (b)) tmStSt,

surekli, parcali lineer fonksiyonu tanimlanir. Banksiyon icin ug(to) = U, oldugu ve
bu fonksiyonun t =t, noktalari d¢inda diferansiyellenebildi ve t <t<t,, icin
u(f=f(t.u(t)) oldugu gérulur. a =min{a,b/M} olarak secipu,(t) fonksiyonu
[to,to+a] aralginda tanimlayarak bu fonksiyonuﬁ sureklilik bdlgesinin dina
¢ikmasini  engellegi oluruz ve u,(t) fonksiyonu u-u,=M(t-t) ve
u-Uu, =-M(t-t)) dogrularinin arasinda kalir. Boyleeg (t) fonksiyonu

R={(tWOR: Ot t+a] , O] y- by+ b} (3.2.3.4)
dikdortgeninde kalir.

b F - — - - - - /

Byl — = = — — - T I ——— 2| £

ugmb - ---- - i

L i 4 In;-lfm:fgﬂx fu-l'_a

Sekil 3.2.3.1 :Peano Varlik Teoremi

R kompakt bir bolge oldgundan f fonksiyonu bu bdlgede dizgin sureklidir. Yani,

keyfi (s u),(tV)O F noktalar verildginde her £>0 igin |f(su)- f(tV)|<e
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oldugunda [s-{<d, [u-V<J olacak sekilde d=0J(g)>0 sayisi vardir.Simdi

olusturdugumuz u, (t) fonksiyonu icin

u, (t)- f(t, ug(t))‘ ifadesini inceleyelim.
tk <t <tk+1 |(;|n

0,(9- 1 (bu () =] F(t.u (1) - H(eu(0)+(-1) f(Lu(v) @235

olur. Ayrica

u () +(t=t) f(tou ()= u (b)) <] f(tou(t)) hs Mt (3.2.3.6)

olduzgundan h<d ,Mh<d secilirse f’'nin  duzgun sdrekligi kullanilarak

u, (t)- f(t, ug(t))‘sg bulunur. Béylece okturdusumuz u, (t) fonksiyonu (3.2.3.1)

denkleminin ¢ yaklasik ¢c6zimudur. Here sayisi icin busekilde oluturulmus uE(t)
fonksiyonlari Lipschitz sdreklidir ve Lipschitz sdbri M ile dizgin sinirhdir.
Boylece {u,} ailesi C([to,to+a]) sinifinda prekompakttir. Demek ki - o igin
&, - 0 sayllarina kauhk yukaridakisekilde kurulacak olaru, fonksiyonlari biru

fonksiyonuna dizgin yakinsafimdi bu u fonksiyonunun da ¢6zim olgunu
gosterelim.n=1,2,...icin

t

u, () =u (6)+[u (9 ds= u( g+ I[ (5 fosu )}

fo

+jf(s,ugn(s)) ds

(3.2.3.7)

t
olup n - oo icin limit alinirsau(t) = u(t0)+j f(s u 3) d: bulunur. Buradan
fo

[to,t, +a] icin u(t) = f(t u(t)) oldugu, yani limit fonksiyonun ¢8zim olgu
gorulire

Benzer ispaft, - a.t,] icin de yapilabilir.

Teorem(Gronwall Esitsizligi) 3.2.3.4 : u(t)=0 ve v(t)=0, 0<t<T aralginda

tanimlanmy surekli ve reel dgerli fonksiyonlar veu, =0 bir sabit oIsunID[O,T] icin
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u(t)s%+ju(s) \ § o ise t0[0,T] igin u(t)guoexp[jv(s) dsJ olur. Ozel olaraku, =0

to fo

ise u(t) =0 olur.

Picard-Lindelof Teoremi 3.2.3.5 : f (t,u) fonksiyonu

Q:={twOR: 1Ot t,+4d . ul[y-by+ b} (3.2.3.8)
bolgesinde  siurekli ve u desiskenine gore Lipschitz  surekli  olsun.

M:=max | f ¢u) vea=min{a,b/M} olsun. Bu taktirde (3.2.3.1) denkleminin

(t,u)0Q

[t,.t, + @] aralginda tek bir ¢ozumii vardsr.

COzumun tekfginin ispati icin u ve v fonksiyonunun iki ¢6zim oldiunu kabul

edelim. Bu iki fonksiyonun denklemini taraf  tarafa cikararak
u(t)—v(t):j'[f(su(s))— f(s(/)ﬂ ¢ yazip her iki tarafin mutlak deriyle
f
‘u(t)—v(t)‘sj" flsu9)- fs¥ ﬁ‘ c yazariz. w=|u-y dersek
f
wsﬂf(a u(9)- f(s{ P| ¢ buluruz. f, Lipschitz sirekli oldgundan
f

‘f (su(9)- f( s\ $)‘s [ ¢ )% ()s= L olur. Boylece WSjLW(S) ds yazilir.

Gronwall gitsizligindenw=0 veyau =v bulunur.
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3.2.4. Lebesque uzaylari

Tanim 3.2.4.1 :Q, R"'de bir bolge ve ¥ p<w olsun.C(Q) sinifinda

[1f ()" dQ<eo (3.2.4.1)

sartini sglayan fonksiyonlarin kimesirt, (Q) ile gosterelim. Bu kiimenin

1], o :[ﬂf (x)” dep (3.2.4.2)

normuna goére tamlamasi olan uzaly@(Q) Lebesque uzay! denir. Buradaki integral

Riemann anlamindaki integraldir.

L,(Q) uzayr C (Q) uzayinin tamlamasidir. Bunun anlani, (Q)uzayindaki
elemanlarinC, (Q) uzayindaki Cauchy dizilerinin denklik siniflardogudur.

C, (Q) uzayinda)|, normuna gére Cauchy dizisi demfk, (x)} OC (Q) dizisi icin

m,n - o iken ” fo = fm”L (@) :[J.

Q

fo(X) = (%) dep ~ 0 olmasi demektir. Ayrica

{f.(x} ve {g,(x)} dizilerinin denk olmasi demek n- o icin

=" =(J

Q

f.(9)=9.(%)|" QQJP ~. 0 olmasi anlamindadir.

L,(Q) uzayinin elemanlarini daha yakindan inceleyelim(x)OC (Q) ise

f(x)OL,(Q) oldugunu sdylemek tam olarak gai bir ifade dgildir. Ciinkd L, (Q)

uzayinin elemanlari fonksiyonlar gk fonksiyonlarin Cauchy dizilerinin denklik

siniflaridir. Bunun yaninda f (x)OC, (Q) ise Cauchy dizilerinin biri olarak
{f(x),f(x),...} dizisini alabilecgimiz bir denklik sinifinin var oldgunu

soyleyebiliriz. Bu denklik sinifini etiketlemek igiine f (x)'i kullaniriz.
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Omesin f(x)=00C, (Q) fonksiyonu igin (0,0,..) dizisini iceren denklik sinifina
sifir sinifidenir ve O ile etiketlenir. Fakat bu sinifta ga Cauchy dizileri de vardir.

Ornegin N =1 ve Q =(-2,2) alirsak surekli fonksiyonlarin

200
1-nx 0< x<1/n
f.(x)=41+nx -1/n< x<0
0  diger yerlerd:
2 1 L 2
Sekil 3.2.4.1:L,(Q) uzayinda denklik sinif
dizisi igin
1/n 1/p 2 1/p
f(x)| =|2|[1-ny"dx| = =0 3.2.4.3

olur. Béylece{ f, (x)} dizisi de (0,0.,..) dizisi ile ayni denklik sinifindadir. Bér bir

deykle {fn(x)} dizisi L,(Q) uzayinda O ile etiketlenm§ elemanin Cauchy

dizilerinden biridir.

{f,(x)} dizisinin noktasal limiti

IO\ |1 x=0
() =lim f”(x)_{o aksi taktirde (3.24.4)

fonksiyonudur. Bu fonksiyond., normunda yakinsayacak, (Q) uzayinda Cauchy

dizileri mevcuttur. Hemf (x)=0 fonksiyonuna hem def”(x) fonksiyonuna sifir
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sinifindan bir Cauchy dizisiskestirebilecegimizden, L,(Q) uzayr f'(x) fonksiyonu

ile f(x)=0 fonksiyonunu ayni gorir.

e sernil
I

Iz,

—PII

Stfir Smafi: € Q) uzaymnda 0.0
Cauchy dizlennden |_f1=fg,--..-

i denlclde sindi o :
olugan de E -

Sekil 3.2.4.2 : L (Q) uzayinin yapisi

Ornek 3.2.4.2 : N =1 ve Q=(0,1) alaim.{x} 0Q noktalar dizisi olmak tizerf|

normu

a X=X, k=1,2,.
f 2.4.
(x)=0ve g(x)= {O aksi taktirde (3245)

fonksiyonlarini ayirt edemez.

Tanim 3.2.4.3 :{ f, (x)} O C,(Q) dizisinen - o icin || - O oluyorsa sifir dizisi

denir.

Tanim 3.2.4.4 Bir f(x) fonksiyonu igin

f(x)=lim f,(x), x0Q (3.2.4.6)

n- oo

olacaksekilde { f, (x)} O C,(Q) bir sifir dizisi varsa buf (x) fonksiyonuna hemen
hemen her yerde (h.h.h) sifirdir denir.
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Diger bir deyjle h.h.h. f (x) =0 iseL,(Q) uzayinda sifir sinifinin elemanidir.

Q kumesinde h.h.h.f(x)-g(x)=0 ise f(x) ile g(x) fonksiyonlarinin hemen

hemen her yerde denk olduklarini séyleriz. Boylak®yonlar igin
|f-gl, =0 (3.2.4.7)

olur.

Boylece L, (Q) uzayini olgiim teorisini kullanmadan tanimlanolduk. L (Q)

uzayini C, (Q) uzayinin tamlamasi olarak tanimlamak ile olcunrisgd kullanarak

tanimlamak ayni anlama gelecektir. Ygptniz tanimlamadd? tzerindeki integralleri
Riemann anlaminda hesapladik. Oyle bélgeler v&idRiemann integrali kullanilamaz

ve Lebesque integrali gerekir. Fakat boyle boldelpratikte pek karlasiimaz.

Tanim 3.2.4.5 : Q Olculebilir bir kime ve p>1 olsun. Q kimesinde olculebilir,

hemen hemen her yerde (h.h.h) sonlu olanpvekuvvetten Lebesque anlaminda

integrallenebilen btin fonksiyonlarin kUmequ,i(Q) ile gosterelim.

Lp(Q) Uzerinde f ~g = h.h.nf =g biciminde tanimlanan- bagintisi bir denklik
bagintisidir. Dolayisiyla bu ganti L (Q) kiimesini denklik siniflarina ayirir. O halde

L, (Q) nin elemanlari] f] biciminde denklik siniflarndir.[(f] sinifi f fonksiyonuna

h.h.h git olan fonksiyonlar sinifidir.)

L,(Q) kimesif,gOL,(Q) vealOR olmak tizere

[f]+[g]=[f+g], d f]=]af] (3.2.4.8)

seklinde tanimlanan toplama ve skalerle carpgigarilerine gore birer vektor uzayidir.
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Teorem 3.2.4.6 :L(Q), 1< p<w vektor uzayif 0L (Q) igin

1, =l = 1 (9 2 3249

normuna gore bir Banach uzayidir.

Ornek 3.2.4.7 : v(x) = x* fonksiyonlarinin denklik sinifix0 1 =(0,1) igin ﬂ<%

oldugundal, (1) uzayinin elemani olur.

Teorem 3.2.4.8 :Q sinirli bir bolge ve ¥ p<g<o olsun. meQ:jl. d2 olmak
Q

lizere F (x) elemaniL,(Q) uzayinda bir denklik sinifi ise(yani bu denklikigindaki
elemanlarg. dereceden integrallenebilir is€)(x) 0 L, (Q) olur ve
IF]. =<(me)”™™| H, (3.2.4.10)

esitsizligi gecerlidir.

Tanim 3.2.4.9 : X normlu uzaylY normlu uzayinin bir alt kimesi ise ve’den Y 'ye
her x(O X icin Ix =x ile tanimlanmy operatdr strekli is¥ uzaylY uzayina gomular

denir ve X - Y ile gosterilir.

Bu tanima gorel sinirli bir bélge ise & p< g<o icin L, (Q) - L, (Q).

Sekil 3.2.4.3 :L,(Q) uzayi L, (Q) uzayina gémaliir.
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Tanim 3.2.4.10 : QO R Olgulebilir bir kime ve bu kime Uzerinde tanimfi
fonksiyonu igin Q tizerinde h.h.h|f (x)|< C olacaksekilde C=0 sabiti varsa f

fonksiyonu Q Uzerinde h.h.h. sinirhdir denir. Buitsizligi sgsglayan C=>0 sabit

sayllarinin en kigitine f fonksiyonunun esasli siniri denir ve

|fl_ =inf{C=0:hh.h.|f(x)< (3.2.4.11)
veya
|f]. =essug{ | ()| 00} (3.2.4.12)

biciminde yazilr.

Q uzerinde esash sinira sahip fonksiyonlarin kumes{Q) ile gésterilir. L, (Q)

uzay! da yukarida tanimlanan bir vektor uzayidir.

Ornek 3.2.4.11 : f (x) = xO L, (R) olur.

X xdQ

_ fonksiyonu L,, (R) uzayinin elemanidir
1 diger yerlerd

Ornek 3.2.4.12 : g(x) ={

ve h.h.h|g(x)|<1 olur. Bbylece”g(x)HLm =1 olur.

Sekil 3.2.4.4 :Ayni esasli sinira sahip ve g fonksiyonlari
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1

x xOR\Q fonksiyonu i(;in”g(x)ug =0 olUr.

Ornek 3.2.4.13 :g(x) :{
y NV 1.1 e
Teorem(Holder Esitsizligi) 3.2.4.14 : pveq, —+— =1 0zelliginde gengletiimis reel
P q

sayllar olsun.f 0L, (Q) ve g0 L, (Q) ise fgOL (Q) olur ve
[Itel <17l gl (3.2.4.13)
Q

esitsizligi vardir.

3. 3.i¢ carpim ve Hilbert uzaylari

Vektor cebrinde tanimlanan i¢ ¢carpim ve diklik kawtarinin sonsuz boyutlu normlu
uzaylara genelkgiriimesi Hilbert uzaylarini dgurur.

Tanim 3.3.1 : K :]R(veya(c) olmak tzereX bir vektdr uzay olsun.
(L) XxX - K (3.3.1)
donisumu gagidaki 6zelliklere sahip is¢.,.)’'ye X Uzerinde bir i¢ g;arpm(x,(.,.))

ikilisine de i¢ carpim uzay1(6n Hilbert uzayi) deni

1. HerxO X igin (x,X)=0 ve (x,x)=0= x=0

2. Herx,y0 X igin (x, y) =(

N

Y, X
3. Herx,yO X ve alK igin (ax y) = a( %
2)

=(x23+( vz

4. Herx y ,z0 X igin (x+y,

Ormek 3.3.2: x=(X,..., %) ve y:(yl,...,yn)DR“(veyaC“) icin
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(%)= % ¥, (veya( ESY ﬂj (3.3.2)

k=1 k=1

tanimiylaR" (veya(C”) bir ic carpim uzayidir.

Ornek 3.3.3: f,gDC([a,kj, K) icin
(f,g)=ff(x)ﬂd> (3.3.3)

tanimiylaC ([ a, b, K) bir i¢ arpim uzayidir. Bu uzayy, ([a,b], K) ile gosteririz.

Tanim 3.3.4 (X()) bir i¢ carpim uzayi ve<[d X olsun. x vektoriiniin normu

1| = (x x)ll2 (3.3.4)
olarak tanimlanir ve

[ y)| <A (3.3.5)
esitsizligi de Cauchy-Schwartzisizligi olarak bilinir.

Onerme 3.3.5 Bir (X()) ic carpim uzayi Uzerindeki norm hery[] X icin
[+ o+ x= " =2 4"+ 2 §° (3.3.6)

esitli gini saglar. Bu saitlik paralelkenar kurali olarak bilinir.

(X()) bir i¢ carpim uzay is y0 X igin

1/2

d(x y)=[xof=(x yx ¥

tanimiyla bu i¢ carpim uzay! bir metrik uzayidtter ic carpim uzayi bir normiu

(3.3.7)

uzaydir tersi genelde gau desildir. Bir normlu uzayin i¢ carpim uzayi olmasingi

gerek ve yetegart paralelkenar kuralinin ganmasidir.
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Ornek 3.3.6 :1< p<o vep# 2 olmak Uzere(R”,||.||L ) normlu uzayi i¢ carpim uzayl

degildir. Gergektenx=(1,1,0,0,.) y=( % 1,0,0,)0R" vektorleri igin
x+y=(2,0,0,0,.) x-y=(0,2,0,0,). (3.3.8)
olup ||x||p :||y||p =2"° | x+ )ﬂp = % )Hp: 2 oldusundan bu vektérler icin

paralelkenar kural8 = 4.2'? sartina dénigip p # 2 icin bu kural sglanmaz.

Tanim 3.3.7 : Bir (X()) ic carpim uzayl (3.3.4) normuna gbre tam ise yani

(X()) icindeki her Cauchy dizisi yakinsarsa bu i¢ carpmayina Hilbert uzayi

denir.

Omek 3.3.8 : (,,):l,xl, - K, (x,y):ixJk donigimi 1, Gzerinde bir ig

k=1

carpimdir ve bu i¢ ¢carpima gore bir Hilbert uzayidi

Ornek 3.3.9 : [2([a,b],K) uzayl Hilbert uzayr deldir. Cinki I:z([a,b],K)
uzayinda tanimlanan ic carpimin Ur;ﬁttﬁ.”L2 normuna g('jreC([a,b],|H|L2) uzayl tam

uzay deildir. [,([a,b],K) i¢ carpim uzayinin tamlamasi olan,[a,b] uzayr bir

Hilbert uzayidir.

Tanim 3.3.10 : (X()) bir i¢ carpim uzayl vex yO X olsun(x,y)=0 ise x
vektord y vektorine ortogonaldir(diktir) denir well y ile gosterilir. Benzegekilde
A BO X alt kimeleri verildginde eger [al A icin x [0 a ise x vektori A kiimesine
ortogonaldir denir ve& [ A ile gosterilir. Jald A ve ObB icin aldb ise A ve B

kimelerine ortogonal kimeler denir. BIAL X igin {XDX: x A} kimesi A

kiimesinin ortogonal tiimleyeni adini alir ¥¢ ile gosterilir.
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Bir (X||||) normlu uzayinda bixd X vektdriinin bg olmayanM O X alt kiimesine
olan uzakig
dist(x M) =inf{| x- yf: yO M (3.3.9)
olarak tanimlanir. ger
dist(x M) =] x- y| (3.3.10)

olacaksekilde y O M elemani varsay elemaninaM iginde x vektoriine en yakin

eleman denir.

M alt uzayi icinde (3.3.4)sili gini saglayan y* elemaninin vari ve tekligi 6nemli

bir problemdir.

X normlu bir uzay veM , X'’in sonlu boyutlu alt uzay! olsun. Bu durumda hdn X
icin (3.3.4) probleminin en az biy' M elemani vardir. Bu en yakin eleman tek

olmayabilir.

Teorem 3.3.11 :M, H Hilbert uzayinin bir kapali alt uzayr velOJH\ M olsun. Bu

durumdaM iginde x vektoriine en yakin tek bir eleman vardir.

Bu teoremdensagidaki sonuclar ortaya cikar.

a. dist(x M) =| x= = x yd Mdir.
b. Her xOH elemaniydM ve z[OM" olmak lizerex = y+ z seklinde tek tirli ifade

edilir.

Tanim 3.3.12 : (X()) bir ic carpim uzayr vel, X'in bir alt kiimesi olsun.

L ortogonal veOyOL igin ||y|=1 ise L’ye ortonormal bir kiime denir. O halde
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Xigindeki bir (xn) dizisinin ortonormal olmasi igin gerek ve yetart OnON igin

|%.] =1 ve On# m igin (x,, x,) =0 olmasidir.

Teorem 3.3.13 :H bir Hilbert uzay! vef , H Uzerinde bir surekli lineer fonksiyonel
olsun. Bu taktirde hek[O H icin
f(x)=(xY) (3.3.11)

olacaksekilde tek biryOH elemani vardir vé f | =||y| seklindedir.

3.3.1. Hilbert uzayinda zayif yakinsaklik

Bir H Hilbert uzayindaki bifx,) dizisi heryOH icin
Li['l(xn’ y)=(%x ) (3.3.1.1)
oluyorsax H elemanina zayif yakinsar. Zayif yakinsar) — x ile glg¢li yakinsama

da x, - x ile gosterilir. Gugli yakinsama zayif yakinsamggrektirirken tersi dgru

desildir.

Ornek 3.3.1.1 :H =1?(N) oldugunu kabul edelimg, =(0,...,0,1,0,.. ,} standart baz

vektorii olsun.y = (i, ,, ¥....) 0 F(N) herhangi bir eleman olmak tizefe,, y) =,

olacaktlr.Z|yk|2 yakinsak oldgundann - o icin y — 0 olmaldir. Yani
k=1

0=lim(e,, y)=(0, ) (3.3.1.2)
olacaktir. Boylecee, —0 olur. Diger yandan hen# m igin ||q1 - e;n|| =2 oldugundan

(e,) giicli yakinsamaz.

Zayif yakinsak bir dizinin sinirlgs asikar olmayan bir gercektir. Bu durum dizgun

sinirlilik teoreminin bir sonucudur.
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Teorem(Duzgun Sinirlihk) 3.3.1.2 Kabul edelim ki
{#,:X - C:nON} (3.3.1.3)

bir X Banach uzayinda hex[d X icin {¢n(x): nDN} kompleks sayilarinin kiimesi

sinirh olacaksekilde lineer fonksiyonellerin bir kiimesidir. Buktade {||¢n||:nDN}

sinirhidir.

Bu teorem lineer fonksiyonellerin bir ailesinin nagal dgerlerinin sinirlilginin

normlarinin sinirligint olusturdusunu ortaya koyar.

Teorem 3.3.1.3 :(xn), H Hilbert uzayinda bir dizi véd, H 'nin yogun bir alt kimesi
olsun. Bu taktirdex, — x gerek ve yetegart

a. [x,]|<M olacaksekilde M sabiti vardir.

b. Her yOD igin n - o iken (x,,y) - (% Y)

sartlarinin sglanmasidir.
Dizinin sinirhliginin zayif yakinsak@in salanmasi icin esas ol@unu su 0Ornek

gOsteriyor.

Ornek 3.3.1.4 : Onceki ('jrnektelz(N) uzayindaki standart baz elemanlarinin sinirh
(e,) dizisinin sifira zayif yakinsagini gérmituk.

ne, =(0,...,0,n,0,.. ,Q (3.3.1.4)
ile tanimli sinirsiz(ne,) dizisini ele alalim. Orngn x=(n‘3"‘):’:l dizisi 1%(N)

uzayina ait olugne,, ¥ = 1", n - o icin yakinsamaz.

Eger zayif yakinsak bir dizinin normlari zayif limitinormuna yakinsarsa bu taktirde

dizi guclu yakinsar.
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Teorem 3.3.1.5 :x, — X oIdugundaLirg”xn” =|X| oluyorsax, - x olur.

Ispat:

I = {7 =06=x %= =% %)-( % ¥-( xJ+( x)

=l =06 9 =0o) +[ 47

olup x, — X ise (X,,X) - (x X oldugundan ve|x,| - || kabultinden|x, —><1|2 -0

(3.3.1.5)

olacaktir. Bu dax, — x demektir.

Tanim 3.3.1.6 :Zayif limit noktalarini iceren kiimeye zayif kapllime denir.

Teorem 3.3.1.7 :Bir ic carpim uzayinda zayif kapal bir kime kagalama tersinin

dogru olmasi gerekmez.

Ornek 3.3.1.8 : H =L,(0,1) uzayini ele alahmS kiimesiniS={ xJ ,(0,) {| §=3

seklinde alalim. Acaba bu kiime zayif kapali midx?(t) =+2sinnzt dizisini ele

alalim.

1
.| =2[ sir? rrtdt= 1 (3.3.1.6)
0
oldugundan{x,} OS olur. Herhangi birf OL,(0,1) igin

(x,, f) =\/§j f (t) sinrvrtdt - O (3.3.1.7)

0

oldugundan x, —0 olur. Yani bu dizinin zayif limiti O fonksiyonuduO, S kiimesine

ait olmadgindan S zayif kapali dgildir.

Tanim 3.3.1.9 : X bir i¢ ¢arpim uzayl veS[] Xolsun. S’deki her dizi X 'de bir
elemana zayif yakinsayan bir alt diziye sahi&eiumesine zayif prekompakt kime

denir. Bu zayif limitS’nin elemani iseS kimesine zayif kompakt kiime denir.
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Teorem(Banach-Alaoglu) 3.3.1.10 :Bir Hilbert uzayinda kapali birim top zayif
kompakittir.

Bu teoremin énemli bir uygulama alani minimalieme problemleridir. Zayif kapali bir
K kiimesinde tanimli birf K - R fonksiyonunax, — x seklindeki her(x,) dizisi
Icin

f (x) <liminf f(x,) (3.3.1.8)

n- o

oluyorsa aagidan zayif yari sureklidir denir.

Teorem 3.3.1.11 Kabul edelim kif K — R bir Hilbert uzayinin zayif kapali, sinirli

bir K alt kimesinde tanimlisagidan zayif yari surekli bir fonksiyondur. Bu takakr

f asagidan sinirlidir ve infimumunu alir.

Sonsuz boyutlu bir uzayda gucli yakinsak dizilergek fazla sayida zayif yakinsak

dizi vardir. Dolayisiylaf fonksiyonu bu zayif yakinsak dizilerden birggoicin (3.3.4)

sartini sglayamaz. Bu ylzden zayif kapalilik veagidan zayif yari sureklilik gucli
olanlardan daha katartlardir. Zayif yar sirekligin veya kapaligin gucli yari

sureklilikten elde edilmesi icin yetgart konveksliktir.

Teorem 3.3.1.12 :Reel ya da kompleks bir lineer uzayin lir konveks kiimesinde

tanimh reel dgerli bir f :C - R fonksiyonunu ele alalim. Hex y[1C ve 0<t<1
icin

f(tx+(1-t) y) < tf(X)+(1-1) f(y) (3.3.1.9)
oluyorsa f konveks bir fonksiyondurx# y ve 0<t <1 igin

f(tx+(1-t) y) <tf (X) +(1-1) £(y) (3.3.1.10)

oluyorsa f kesin konveks bir fonksiyondur.
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Tanim 3.3.1.13 :
Y= AX, DA =1 (3.3.1.11)

olacak sekilde negatif olamayan{)ll,/lz,...,)ln} reel sayilari varsay vektorine

{%. %,..., %} vektorlerinin konveks bilémi denir.

Teorem(Mazur) 3.3.1.14 :Bir Hilbert uzayindax, — x ise y, - x olacak sekilde

{x,} dizisinin sonlu konveks kombinasyonlarinin pir,} dizisi vardir.

Bu teoremden gucli kapali konveks bir kimenin zkggfali oldgu sonucu cikar.

Teorem 3.3.1.15 : f:C - R fonksiyonunun bir Hilbert uzayinin gucli kapall,

konveks ve sinirliC alt kiimesinde tanimh guclisaidan yan surekli ve konveks bir

fonksiyon oldgunu kabul edelim. Bu taktirdé asagidan sinirhdir ve infimumunu alir.

Eger f kesin konveks ise minimum tektir.

Teorem 3.3.1.16 :f : H - R bir Hilbert uzayinda koersiv, giclgagidan yari strekli

ve konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde asagidan sinirlidir ve infimumunu alir.
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3.3.2. Sobolev Uzaylari

Sobolev uzaylari zayif turevleti, uzaylarina ait olan fonksiyonlarin Banach uzayidir

Once L°(Q) ile gosterilen lokall, uzaylarini tanimlayalim. Olgulebilen ve her
kompaktK O Q kimesiigin
[1f] dx<eo (3.3.2.1)

K
sartini sglayan fonksiyonlarin uzayll_";C(Q) ile gosterilir. Orngin % fonksiyonu
L'fc((O,l)) uzayinin elemani olup_l((O,l)) veya L°(R) uzayina ait dgldir. Her
1< p<o igin

L,(Q) DL (Q)DL*(Q) (3.3.2.2)

olur. BbyleceL'fc(Q) integrallenebilir fonksiyonlarin en ggnizaydir.

Tanim 3.3.2.1 :Bir ¢:Q - R fonksiyonuna her mertebeden surekli kismi tlrevier
sahip ise ve dayapa Q 'nin kompakt bir alt kiimesi ise test fonksiyonu nemf 'da

tanimli test fonksiyonlarinin kiimesi@y (Q) veya D(Q) ile gosteririz.

Tanim 3.3.2.2 :Test fonksiyonlarinin uzayinda tanimlagmeel dgerli fonksiyonlara

D(Q) Uzerinde fonksiyonel denig keyfi bir test fonksiyonu olmak tzere
L[d=0(a), Lld=[e(Ndx d=0(3. =0 }( } 33.23)

D(Q) uzerinde bazi fonksiyonellerdir.

Tanim 3.3.2.3 : D(Q) test fonksiyonlarinin uzayinda tanimlagnatrekli lineer

fonksiyoneleQ Uzerinde dalim denir ve D'(Q) ile gosterilir.
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@, D(Q)’da bir test fonksiyonu vel, Q tizerinde bir dgim olsun. ¢ Uzerinde

hareket eden J’nin degerini gosteren J[w] :<J,¢> notasyonlarini dastirerek
kullanac&iz ve J’nin hareketi diyecgiz. Her ne kadard, U 'daki noktalardan ziyade

D 'deki fonksiyonlar tzerinden ger alsa da dalimlari alsiimis noktasal dger alan

fonksiyonlarin genelkgiriimesi olarak dgtinebiliriz.

fOL*(Q) ve ¢OD(Q) igin J. [go]=§j2 f (X)p( X) dx tanimlayalim. Bu taktirde

J, 0D'(Q) olur.

Tanim 3.3.2.4 : Lokal integrallenebilir bir fonksiyonla turetilmidagihma reguler

dagihm bunun d¢indaki d&ilima singuler dgilim denir.

1 x=b

loc )
0 x<b olsun. Agikca H_OL (R)'dir ve

Ormek 3.3.25 : Hb(x):{

(00]
JH[qo]:ﬂj%Hbqodx:ijqo( X) dx reguler dgilimdir. Ho(x) fonksiyonu birim adim

fonksiyonudur.

Omek 3.3.26 : J[¢=¢(0)OD'(R) singiler dglmdir. Yani J lokal

integrallenebilir ~ bir  fonksiyonla  tUretilemez.  Yani Dq)DD(R) icin

J[4 =I{&5(x)¢)( x) dx=(0) olacaksekilde 6] L!LOC(]R) yoktur.

Bu gercge razmen OpOD(R) icin [ J(x)¢(x) dx=¢(0) olarak kabul edipd(x)
R

fonksiyonuna J dagilimina kagilik gelen genellgtirilmis fonksiyon denir. 5(x)

genellikle orjinde ygunlagsmis Dirac delta fonksiyonu olarak adlandirilir. Dadpanel
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olarak OpOD(R) icin J[¢]=¢(a) dagilimi Héé'(x—a)qo(x) dx=¢( 9 seklinde

yazilir ve x = a da y@gunlasmis Dirac delta fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tanim(Dagilimlarin Turevi) 3.3.2.7 : J,, lokal integrallenebilir f (x) fonksiyonuyla

turetilmis reguler dgihm olsun ve f’(x) tireviyle olyturulmus dasilimi ele alalim.

Bu dailimin hareketi
J (o T3 == -1 {9 )(dx:0+< ) > (3.3.2.4)
R R

ile belirlenir. J ., tlrevinin w(x) test fonksiyonundaki hareketinih, fonksiyonunun

f' f

-¢(x) uzerindeki hareketiyle ayni olgunu goriiriiz.

Tanim 3.3.2.8 :HerhangiJ O D'(R) igin, dJ/dx0 D(R) tiirevi ¢(x) test fonksiyonu
izerinde hareket ede%g[(d:\][—qp] seklinde bir dgilimdir. YaniOgOD(R) icin
X

(dy/ dxe{ §)=( J-¢( ¥ dir. Daha yuksek tiirevier

(a9 ok o >;>:(-])k< 139, *> (3.3.25)

seklindedir.

Ornek 3.3.2.9 :Lokal integrallenebilirHO(x) fonksiyonuyla turetilmy ‘]H dagihmini
(00]

dsanelim. (a3, /e 3)=( 3,0 §) =] -0( ¥ d yani
0

z_¢(X) dx=—g( x)‘izooo =¢(0) olur. Yani OgOD(R) igin <dJH/dx¢)( >§>:¢)(0)

olup (5(x),¢(x)) = ¢(0) oldugundandHo(x)/dx: 3( % olur.

Ornek 3.3.2.10 : f(x)=|¥, xOR fonksiyonunu ele alalim.
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<de/0|>;¢( *H 34 %:‘E il %Oki & )xeb;;%)x (3.3.2.6)

0 o0
:xw(x)|(_)oo - [ ¢(X) dx- >)|0 o ¥ dx- ¢)( k dx [ o X c
i o 0 (3.3.2.7)

= 1 sgr(xp() ix=( s} of %>

—00

olup f'(x) =sgn(x) olur.

x2+x x<1
Ornek 3.3.2.11:Siireksiz fakat lokal integrallenebilif (x) ={ = fonksiyonu
e x>1
icin
1
(o0 o) 3.903) =T [ B+ o k] ol )x @329
olup
1 1
— [ [x2+x|¢ PN dx=- 2+ >)¢(31 ot (2#0¢ k d(3.329)
1
==2p()+ [ (2x+ 1 g(x)dx
ve

;e%(x)d)@ &Y Ko +IJ~>95X¢()“
(3.3.2.10)

=51 -5] ¢ %3 o
1

yazilir. Buradan

0 ) =20+ T (3o ox Pel =5 P e
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(3.3.2.11)

A1) =(o(x-1) .x)  seklindedir.

yazilr. Burada f'(x)= N :
( ) 5o BXx x>1

N()=f(1-f(1) denirse df/dx=Af(1)d( x-]+ f( ¥ olur. Daha genel olarakf (),
X=X da sigramal sureksige sahip parcali diferensiyellenebilir bir fonksiyige

cfcb=nf| ) o e )+ 1( ¥ (3.3.2.12)

olur, buradaAf (xo): f(x0+)— f()b_) ve f'(x) Klasik tiirevdir.

-1 x<0

Ornek 3.3.2.12 : sgn(x): 0 x= C isaret fonksiyonunu ele alalim. Fonksiyon
1 x>0

x=0 noktasinda sigramall sureksgdi sahip oldgundan

o /a0 <[ {04)- 1(0JJe( ¥=2{ ¥ olur

Teorem 3.3.2.13:F D’ olsun. Bu taktirde herhangi mertebeden tirev ivagdni

OkON igin F(k) OD' olur.

Ornek 3.3.2.14 :5(X)D D' oldusundan delta fonksiyonunu da diferensiyelleyebiliriz

(9.9)

(0,~¢) =—(0,¢) =-¢(0) olup daha genel oIaraéé(k),qo> = (—1)k (u(k) (0)

olur.
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Tanim 3.3.2.15: f,gOL*(Q) fonksiyonlari herp OC? (Q) igin

| ggdx=(-1)" [ fo°p dx (3.3.2.13)

esitli gini sggliyorsa f 'nin a. mertebeden zayif kismi ttreg fonksiyonudur.

Tanim 3.3.2.16 :k pozitif bir tamsayl, € p<o ve Q, R"’'nin acik bir alt kimesi
olsun. Wx(Q), Sobolev uzayiO<|a|<k mertebeden biitiin zayif kismi tirevleri

0°f 0 Lp(Q) olan f :Q - R fonksiyonlarindan okur.

W (Q) uzerindeki norm & p<eo igin

1/p
[l :(OZ floef|" dx} (3.3.2.14)
<|a|<k
seklinde p=o igin
[ oy = Om%[ Xsuléq;a”f\] (3.3.2.15)

seklinde tanimlanir.p=2 hali karesel integrallenebilir fonksiyonlara &k gelip
W, (Q) = H*(Q) ile gosterilir veH* (Q) tizerindeki i¢ garpim

(f. 9 = 2 ja” o gdx (3.3.2.16)

Oslalk o

ile tanimlanir.

Simdi Q ’nin sinirinda sifir olan fonksiyonlarin Sobolevaymi tanimlayalim.

Tanim 3.3.2.17 :C(Q) uzayininW, (Q) normuna gore kapamW;(Q)=C(Q)

ile gosterilir.
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Cogu kez W) (Q) uzayini Q'nin 9Q sinirindak 1. mertebeye kadar turevleri sifir

olanW; (Q) fonksiyonlarinin uzay: olarak tanimlariz.

Negatif dereceli Sobolev uzaylari duallik kavranarkdllanilir.

Tanim 3.3.2.18 :k pozitif bir tamsayi, ¥ p<o ve p', p’nin Holder alenegi olsun.

-k "k . -k T .
W * Sobolev uzayW; uzayinin dual uzayidir. Yani, OW,* donuma

f-Wy R, frus(f,u) (3.3.2.17)

|l = sup<f—’u> (3.3.2.18)

ile tanimlariz.
3.3.3. Sobolev Uzaylarinin Bazi Ozellikleri

Bu oOzellikler; diuzgun fonksiyonlarla Sobolev fonksnlarina yaklgma (ygunluk
teoremleri), Sobolev fonksiyonlarinin surelgili ve integrallenebilmesi(gdbmme
teoremleri), kompaktlik sartlari(Rellich-Kondrachov teoremi) ve Sobolev
fonksiyonlarinin sinir dgerlerinin tanimi(iz teoremi) gibi 6zelliklerdir.

C(ﬁ) ile Q bolgesinde dizgun surekli fonksiyonlarin uzay@H(R”) ile X - o icin

sifira giden R"’de stirekli fonksiyonlarin uzayini temsil edgize ifade edecg@miz
teoremlerde iki tlr bolge kullangga ; Q=R" ve Q, R"’'nin 9dQ sinirina sahip
dizgun, sinirli ve acik bir alt kiimesk pozitif bir tamsayl ve & p<o olarak

alinacak.
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Teorem(Yogunluk) 3.3.3.1: C_ (]R“) uzaylwp"(R”) uzayinda ygundur. Q, R"'nin
acik bir alt kimesi is€; (Q) uzayI W, (Q) uzayinda ypundur. AyricaQ diizgtn bir

bolge iseC” (5) uzaylW(Q) uzayinda ypundur.+

Sobolev uzaylarinin en 6nemli 6zellikleri bir fonkanun turevlerinin integrallenebilme
Ozelliginden o fonksiyonun surekldi veya integrallenebilmesini aciklayan gémme

teoremleri ile verilir.

Teorem(Gomme) 3.3.3.2 : Q, R"’de dizgun, sinirh, acik bir bdlgep<n ve

C . 1 1 1
p, p’nin Sobolev glenegi yamF:—p——n olsun.

a. uOW;(R") iseulL; (R") olur. Yani
”u”Lp*(]R”) s C”D L“LP(]R”) (3.3.3.1)

olacaksekilde C=C( p, ) vardir.

b. uDW;(Q) velsqgs< p iseudL,(Q) olur. Yani

Jull o) = CllY

olacaksekilde C = C( p, nQ) vardir.

(3.3.3.2)

We(Q)

Teorem(Gomme) 3.3.3.3 : Q, R"’'de diizgln, sinirli, agik bir bélge ve< p<o
olsun.

a. uOW, (R") iseud G, (R") olur. Yani
”u”Lw(R”) < C”D q|Lp(Rn) (3.3.3.3)

olacaksekilde C=C( p, n) vardir.
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b. uDW,(Q) iseuDC(ﬁ) olur. Yani

Jull_ (e = Cl

(3.3.3.4)

Wa(2)

olacaksekilde C = C( p,Q) vardir.

c. kp> n iken uOW*" (Q) iseuDC' (5) olur.

Genel prensip olarak turevleri diizgin sinirh diamksiyonlarin kiimesi kompakttir. Bu

prensibin Sobolev uzaylari icin olan versiyonu ReHKondrachov teoremi olup
Wy (Q) uzayining< p igin L,(Q) uzayina kompakt olarak gomuiiglinti ifade eder.
Q bolgesinin sinirlilgl ve g’nun Sobolev genegi olanp dan kesin kiicuk olmasi

kompaktlik icin esastirg= p icin gomilme sureklidir fakat kompakt glklir.

Teorem(Rellich-Kondrachov) 3.3.3.4 :Q, R"'de duizgun, sinirli, acik bir bélge olsun.
a. lsp<nvelsq<p ise W,(Q) uzayindaki sinirli kiimelei,(Q) uzayinda
prekompakttir.

b. p>nise W;(Q) uzayindaki sinirli kUmeIe@(ﬁ) uzayinda prekompakittir.

c. kp<n ve 1l<g<np/(n-kp ise W, (Q) uzayindaki sinirh kimelerL,(Q)
uzayinda prekompakitir.

d. kp>nise W,f (Q) uzayindaki sinirli kUmeIe@(ﬁ) uzayinda prekompakittir.

Ozel olarak (u,)'nin |u

< C olacaksekilde W:(Q) uzayinda fonksiyon dizisi

Wo(2)
oldugunu kabul edelim. Bu durumdap<n ve 1sq<p ise (u)'nin L, (Q)
uzayinda gugcli yakinsayan bir alt dizisi vardor> n ise (uk) 'nin dizgun yakinsayan

bir alt dizisi vardir.
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Genel bir udL,(Q) fonksiyonu icin u|,, sinir dgerlerini atamanin anlamli yolu
yoktur. Duzgun bir bdlgenindQ sinirinin dlgimu  sifirdir vel, uzayindaki

fonksiyonlar sifir dlgimli kuimede farkli glerler alabilen denk fonksiyonlardir. Bu

durum Sobolev fonksiyonlari igin farklidiruOW; (Q) ise k—1/ p. dereceden kiigiik

veya @it dereceden tlrevler icin sinirgleri atanabilir. Bununla birlikté. dereceden

turevler sadecel, fonksiyonlari olduklari igin bu turevlerde siniregerleri

tanimlanamaz.

Teorem(iz) 3.3.35 : uOW;(Q)n C(ﬁ) ise yu=u, olacak sekilde

YW (Q) — WP (0Q) Uizerine sinirli lineer dogimii vardir.

Teorem(Poincare) 3.3.3.6 :Q sinirli bir bolge olmak lzere he,rDW; fonksiyonu
icin
|ull, = clod, (3:3.3.5)

esitsizligi gecerlidir.

Poincare gtsizligi sifirdan farkli sabit fonksiyonlar icin gegersilaceglndanwg uzayl

degil de W; uzay! alinmahdir.

Bu degerlendirmenin yararli bir sonucfdu|_  normununW.(Q) uzerinde denk bir
norm tanimlamasidirp = 2 oldugunda Hé(Q) Uzerinde bir i¢ ¢garpim olarak

(uv)=[0u(x) 0y ) o (3.3.3.6)

Q

ic carpimini alabiliriz.
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3.3.4 Poisson Denklemi

Laplace operatoru icin Dirichlet problemi
-Au=f, xOOQ

u(x)=0, x00Q (3.3.4.1)

seklindedir. Buradaf Q — R verilen bir fonksiyon(ya da gdim) ve Q, R" de

dizgun, sinirl, agik bir bolgedir.

Herhangi bir kismi diferansiyel denklemi incelerkgiiziimiin hangi fonksiyon uzayina
ait oldygunu belirlemek gerekir. (3.3.4.1) denkleminin Kag6zimi denklemi
noktasal olarak gdayan iki kez surekli diferansiyellenebilem fonksiyonudur. Zayif

¢6zim ise denklemi gdimsal anlamda Sdar.

Bir zayif ¢ozum tanimi ortaya ¢ikarmak igin fonksiyonunun klasik ¢6zim ol@unu

kabul edelim.¢ OC? (Q) herhangi bir test fonksiyonu olsun. (3.3.4.1) deminin ¢
ile carpilip kismi integrasyongramasiyla

J'Du(x).D¢(x) dx:J' f(Ne( Y} o (3.3.4.2)

bulunur. Tersineu, 0Q sinirinda sifir olan ve (3.3.4.2iti gini her ¢ test fonksiyonu

icin sgslayan dizgun bir fonksiyon ise o zaman (3.3.4.Dbfaminin klasik ¢6zimu

olur.

u ¢Ozuminuin ve ¢ test fonksiyonunun ayni uzaydan olmasini taleplimdeBu
taktirde Ou ved¢ karesel integrallenebilir olmahldir. Bu ylzden gtderi Hé(Q)
uzayinda aramak gerekig.0H, (Q) oldugu icin f OH™(Q) oldugu taktirde (3.3.4.2)

esitli ginin sg; tarafi anlamli olacaktir. Boylecgagidaki tanim ortaya cikar.
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Tanim 3.3.4.1 : f OH™(Q) dagiimi verildiginde ud Hg (Q) ise ve herg DHZ (Q)
icin

jDu.Dqﬁdx:( f,8) (3.3.4.3)

esitli gi sgglaniyorsau fonksiyonuna (3.3.4.1) probleminin zayif ¢bziminide

Karesel | :H,(Q) - R fonksiyonelini
| (u) :%“Duf dx—( f, U) (3.3.4.4)
Q

seklinde tanimlarsalk fonksiyonelini minimumlgtiran bir u fonksiyonunun (3.3.4.1)

probleminin zayif ¢6zimi olagagercei ortaya ¢ikar. Poisson denkleminin ¢ozimunu

bu sekilde arama varyasyonel metot olarak bilinir=0 sinirsarti ul] Hé(Q) sartiyla

ifade edilmstir.

Teorem 3.3.4.2 Her f OH™(Q) icin (3.3.4.1) probleminin tek bin 0 H;(Q) zayif
¢Ozumu vardir. Bu ¢6zum igin
Iul.. = C|| ], (3.3.4.5)

degerlendirmesi gecerlidir.

Bu teoremin ispati Riesz temsil teoremi kullanikargapilabilir. Bu teorem
-A:H;(Q) -~ H™(Q) doniumuniin bir Hilbert uzayr izomorfizmi olgunu gésterir,
Bu genel f OH™(Q) sa taraf fonksiyonu icin beklenebilecek en iyi regiile
durumudur. Bununla birliktef OH* diizgun ise eliptik regilerlik teorisi ¢dzimin

udH**? oldugunu ve

Jul

ez < C| U (3.3.4.6)

degerlendirmesinin gecerli oldwnu soyler.
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fOH*(Q) ise uOH¥?(Q) olduundan k>n/2 oldugunda Sobolev gomme

teoreminden H"*z(Q)DCZ(ﬁ) olacaktir. Boyleceu klasik ¢6zim olur. Ayrica

foce (5) iseudC” (5) olacaktir. f DC(E) iseul]C? (5) olmasi gerekmez.

Zayif ¢6zUmun varfiini ve teklgini ispatlamak icin Riesz temsil teoreminin
kullaniimasi daha Bka genel lineer kismi diferansiyel denklem difergak
denklemlere de gegletilebilir. Lineer bir denklemin

Au= f (3.3.4.7)

formunda yazildiini kabul edelim. Burada, H Hilbert uzayindan onurH™ dual

uzayina taniml sinirl lineer bir operatordir. $3oin denklemi durumunda =-A,
H=H;(Q) ve H =H™(Q) seklindeydi. (3.3.4.7) denklemininvOH test
fonksiyonuyla gleme tabi tutulmasi

a(uv)=(f,v (3.3.4.8)
zayif denklemini verir. Burada HxH - R,

a(u,v)=(Au v (3.3.4.9)
seklinde tanimlidir. Poisson denklemi durumunda

(Au, V) = j O ull vd» (3.3.4.10)
Q

seklindeydi.

Bu durumdaa pozitif, sinirli ve simetrik bilineer form ise

lul, =+/a(u u) (3.3.4.11)

enerji normu,H {zerindeki orijinal norma denktir ve Riesz tentsibremine gore her

f OH" icin (3.3.4.7) denkleminin tek bir zayif ¢ozimiraa.
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Eger a simetrik dgilse H Uzerinde bir i¢ ¢arpim tanimlayamaz ve Riesz temsi
teoremi direkt olarak kullanilamaz. Bunagm@en ¢OzUm igin benzer bir sonug¢ Lax-

Milgram lemmasiyla elde edilebilir.

3.4. L[u]:—D(T(x y)D u) Eliptik operatéri icin varyasyonel prensibi ve

Dirichlet, Neumann ve karisik sinir deger problemlerinin elde edilisi

Fiziksel bir sistemde olayi aciklayan denklemlgéirietmenin bir yolu uygun korunum
ifadelerini ve kagilik gelen yasalari durum gigkenleri cinsinden agiklamak ve boylece
diferansiyel denklem sistemini elde etmektikinci bir yaklgim sistem icin bir
varyasyonel prensip 6ne siurmektir. Bu yakiada genellikle durum dgskenleri
cinsinden sistemin enerjisiyle alakali skaler bagigken(fonksiyonel) karakterize
edilir. Bu durumda varyasyonel prensibi, sistemmergyi minimum yapan durum
degiskenini kabul edegg seklindedir. Bu yaklgam fiziksel sistemin davragini
yoneten denklemlerin formile edilmesinde bir azakgsilesi olur. Orneklerle bu

yaklasimi inceleyecgiz.

Elastik Zarin Enine Egilmesi: Duzlemde sert bir tabaka tzerine gerjlralastik bir
zar digunelim. Tabakanin, icerisinde bld bdlgesini iceren basit kapal bigre

olusturdusunu farz edelim. Bu durumdagie U bolgesinin sinirini okiurur. Serbest

halinde zar dizlemde yer alir. Zarin duzlemiréa sapmasmu(x, y) ile gosterirsek

serbest haldei =0 olur. Zarin f(x, y) ile tanimlanmy gu¢ ygunluguna sahip enine

bir yike maruz kal@ini farz edelim. Bu durumda gerilgnzarda bulunan potansiyel

enerji
E[u(x y)]:j(%T(x))DLDw ¢ xy ¢ x);) dxc (3.4.1)

ifadesiyle verilir. BuradaT(x, y) zardaki gerilmeyi temsil eden sinirli ve kesin ipbz

bir fonksiyondur. T(x y) fonksiyonunu parcal strekli vef (x,y) fonksiyonunu
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1

L,(U) da alirsak E[u], tanim kUmesiHl(U) Sobolev uzayinirH

5 (U) lineer alt

uzay! olan bir fonksiyoneldir(x, y)OAU igin u(x y)=0 sarti fonksiyonelin tanim

kiimesinde yer aImaktadqu(U) uzayina, buE[u] enerjisini sonlu yapam(x, y)
fonksiyonlarini icerdiindenenerji uzaydenir. Genel oIaraIL2 (U) da ki fonksiyonlar

sonlu enerjiye sahip @edirler ve bu ylzden zarin bozulma durumunu taammk icin

mumkin fonksiyonlar olamazlar. Verilen bif (x, y)O LZ(U) yiik fonksiyonu icin

u(xy) bozulma durum fonksiyonunuE[u] enerjisini minimum yaparak bulma

problemine varyasyonel prensibi denir. Yani,

OvO Hcl)(U) icin E[u] < E[\] olacaksekilde ul] Hé(U) (3.4.2)

bulma problemi varyasyonel prensibi olur.

Fiziksel olarak bu olay, elastik denge durumunda hditin muhtemelu sapma

durumlari arasmdarE[u] enerjisini minimum yapani sapma durum fonksiyotarak

kabul eder olarak aciklanir. Bunungiolugunu tartsmayip bunu bir dneri olarak kabul

ederiz.

Problemdea(uV)=[ T(x yOuw vixe ve Flu=[ux f(x Yz u)f, olmak tizere
U U

E[L]:—%a(uL)—FHJ yazilabilir. Acikca Hcl)(U) da a(u,v) bilineer, F[u] lineerdir.

Ustelik O<TOST( X )< I ise

(= 1700900 s 10 gl b= 11 Iyl Iy 049

ve |Flu]<| flolulo <l flollul; yazilabilir, buniar daH(l)(U) da a(u,v) ifadesinin

sinirl bilineer fonksiyonel veF[u] ifadesinin sinirli lineer fonksiyonel olgunu

gOsterir.
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.
Ustelk  OpOD(U) icin a(q),qo)zTO”Dﬂ%:TO|¢1122%||¢1|5 yazilir. Test

1

O(U) da ygun oldgundan bu dgerlendirme DuDHl(U) icin

fonksiyonlari H 0

dogrudur. Bdoylece sinirli bilineer olaal(u, v) ayni zamanda pozitiftir.

Lemma 3.4.1 :Kabul edelim kiH Hilbert uzay: tizerindea(u,v) pozitif, sinirli ve

simetrik bilineer form vé (u) sinirh lineer fonksiyonel olsun.
_1 . oL
a) E[u] =3 a(u U- H { fonksiyonelini minimumlgtirma

b) OvOH icin a(u,v)= F[\] yapanuOH elamanini bulma

problemlerini ele alalim. Bu durumda
i) uH elemaninin a) y1 ¢c6zmesi icin gerek yagmt b) yi cozmesidir.
i) H dab) yi ¢cozen en ¢ok bur elemani vardir.

iii) H da a) y1 ¢cbzen en az hir elemani vardir.

Bu lemma a(u, v) bilineer formunun simetrik olmasini gerektirir. 3&i diferansiyel

denklemler icin varlik teoremlerinde bu durum kalkedilemez bir kisittamadir. Buna
ragmen bu sonucun en 6nemli kismi formun simetrik a@adurumlarda yine dgru

ctkar. Bunu Lax-Milgram lemmasindan gorebiliriz.

Lemma(Lax-Milgram) 3.4.2 : a(u,v), H Hilbert uzay tizerinde sinirli, pozitif bir
bilineer formve F (u)smlrll lineer fonksiyonel olsun. Bu taktirdév H igin
a(u:,v)= F(V) (3.4.4)

olacaksekilde tek biru. C'H elemani vard.



74

1

Bu lemmaya g('jreHO

(U) Uzerinde E[u] fonksiyonelini minimum yapma problemi,
OvO Hé(U) icin a(uv=FH\ yapanuDl—%(U) elemanini bulma problemine denktir. Bu
esitlik u(x, y) fonksiyonunun D(d]D(U)DHé(U) icin
a(u@)= ] T(x YyOuwWedxdyx Egl=]e( xy ( x) dx (3.4.5)
U U

esitli gini sagladigl anlamina gelir. Kismi integrasyondan

JT(x y)Dudgdxdy= [ @ x YO undS|¢l. (T,x)y ud> (3.4.6)
U s U

olup, 0U da @=0oldugundan | ¢ CIT(x ) Our f{ x Y| ckdC ssitligi u(x, y) tarafindan
U

salanir. Bu aitlik U da dgilimsal anlamdellT (x, y)Ou+ f( % y) = 0 demektir. Test

1

fonksiyonlari HO

(U) uzayinda ygun oldiundan bu gtlik sadece test fonksiyonlari

1

Uzerinden dgil HO

(U) uzayindaki butin elemanlar Uzerinderglaair. Boylece bu
esitlik dagilmsal anlamdan daha gugcli quuDHcl)(U) olmasi, u fonksiyonunun

Hl(U) normunda test fonksiyonlarin dizisinin limiti olglu demektir, béylecéazi

anlamdaU bdlgesinin sinirindar fonksiyonu sifir olurilavetenu Hé(U) n C° (U)

olsaydi herxdoU igin u(x)=0 olurdu. Bdyle bir ilave bilgi olmazsa sinirsartini

genellgtiriimis anlamda s&ar denir.

1
0

1
0

U bolgesinde -OT.(x y)Ou= f( x )
oU sinirinda u=0

BoyleceOvO H- (U) icin a(u,v)= F[\] yapanuDOH;(U) eleman
(3.4.7)

probleminin dgihmsal ¢6zUmudur.
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Boylece problemi gagidaki sekillerde formullendirebiliriz.

Varyasyonel FormUI:DvDHé(U) icin E[u]< E[] olacak sekilde uD H(l)(U)
elemanini bulma

Zayif Formiil: v Hé(U) icin a(uv)=H yapanuDI—%(U) elemanini bulma

Guglt Formdl:

U bdlgesinde (X y) u (X » yapanu elemanini bulma
u

odU sinirinda =0

Bu gucli problemiL[u]:—D.T(x, y)Du eliptik operatori icin Dirichlet problemi

olarak tanimlariz.

Simdi DvDHl(U) icin E[u<H\ olacak sekilde uDHl(U) elemanini bulma

varyasyonel problemini ele alalim. Burada enerh'ﬁ% (U) kapali uzayi yerineHl(U)
uzayinda minimize edege. Fiziksel olarak bu, zaritd bdlgesinin sinirina yagpk
olmasartinin kaldiriimasi demektir. Buradal(u)g('jZUm uzay! bolgenin sinirina ait

bilgi vermez, sinirdaksartlar sonradan goérulir. Burada dE(u, v) ve F[u], yeni

H(U) ¢coziim uzayinda sinirlh olmak iizer[u :%a( u U= H | seklindedir. Yalniz

buradaa(u, v) 'nin pozitifli gi saglanmaz, ¢unk sabitlelHl(U) uzayinin elemanidir ve

herhangi bir C1 sabiti icin a(Cl, Cl):O olur. Bu sorunu kaldirmak igirHl(U)

uzayindaki fonksiyonlarin denklik sinifinin bolinzayini ﬁl(u) ile gOsterelim. Bu
yeni uzayda ayni denklik sinifina ait iki fonksiybirbirinden bir sabit kadar farklidir.

Boylece bu bdlum uzayindaki  Poincare normu:UDﬂl(U) icin

a(u,u)z B”D lﬂg = 'B| 4112>0 olur ve a(u, v) pozitif olur. Hl(U) uzayini I:I1(U)
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uzaylyla dgistirerek incelediimiz varyasyonel problemv(] I:|1(U) icin a(u,\b: F[\]

olacaksekilde uDFil(U) elemanini bulma varyasyonel problemine denk olur.

Simdi  bu  problemin  gicli  halini  gorelim. VO I:|1(U) icin

[T(xy)Oudvdxdy | ¢ x )y  x)y dx olup kismi integrasyon ile

U U
JT(xy)OuDvdxdy [ ¢ T x)3 Ju ndS| Ov (T, ud: (3.4.8)
U au U

yazilir. OncevDI:|1(U) elemaninin test fonksiyonu olmasi halini ele afaliTest
fonksiyonlari I:|1(U) uzayinda ygun desildirler ama bu uzayin alt uzayidirlar.

VDCEO(U)DFF'(U) igin [ T(x y)OuDvdxdy= [ v{ x )0 unds] Ov (T, 3y ud:
U i U

olup bu gitlik U da dgilimsal anlamdaLIT(x y)Ou= f( x y demektir. Ber vOI I:|1(U)

test fonksiyonu dalse

[T(x y)DuDvdxdy:j vl x)J undS| Ov (T,¥y ud (3.4.9)
U b U

esitligi ne zaman <Sdanacaktir? v test fonksiyonu iken (VDC(O:O(U)),

ij.T(x, y)D udxdy= 0 oldugunu biliyoruz. O haldev keyfi bir fonksiyon iken de
U

voc® () O I:|1(U)), [ vO.T(x y)Oudxdy= 0 olur ¢unku sinir sifir dlguimlu bir
U

kimedir ve integralin deerini desistirmez. Boylece geriye

a(uv)-F[\=[vI(x y0undso, 0 & ¢ YO H Y (3.4.10)

kalir. C°°(U),I:|1(U) da yaun oldgundan dU da genellgirimis anlamda

(T(x y)Ou).n=0 olur. Bdylece

i) DvDﬂl(U) icin E[u]< E\| olacaksekilde uDI:Il(U) elemanini
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iiy IVOF(U) igin a(u V)= A | olacaksekilde udf{U) elemanini
denk problemleri

U bélgesinde -OT.(x y)Ou= f( x )

dU sinirinda (T(x,y)Du) n=0 (3.4.11)

glcli  probleminin  varyasyonel ve zayif formdlleridi Bu gucli problemi

L[u] = —D.T( X, y)D u eliptik operatdri icin Neumann problemi olarakitalariz.

Dikkat edilirse Neumann singartlari ¢6zim uzayinin taniminda yer almadi prolslem
zayif ¢cozumunun gerekli bir sonucu olarak gorunBldyle sinirsartlarinadogal sinir
sartlari denir. Dirichlet sinirsartlarinda oldgu gibi ¢6zim uzayinin tanimiyla gkili
olarak verilen sinigartlarina dakararli sinir sartlari denir. Elastik zar probleminde
Neumann sinirsartlari, sinirda sarf edilmi kisitlayici gi¢ olmaggndan, zarin

kenarlarinin bélgenin ginda serbest hareket edehiidi gosterir.

1

Simdi HO(U) OV (U) O Hl(U) seklinde birV kimesini ele alamou sinin 9U, ve

0U2 seklinde iki ayri @rinin bilesiminden olgsun, yani oU :6U1D0U2 olsun.

1

O(U) ve Hl(U) uzaylarinin

Ustelik 6U1 ve 6U2 bos olmasin, yanV kesinlikle H

arasinda olsun. BoyleceV 6U1’de sifir olan sonsuz diferansiyellenebilir

fonksiyonlarinH 1(U ) —kapansini gostersinSimdi
OvOV icin E[u] < E[\ olacaksekilde uDV elemanini bulma

problemini inceleyelimV sifir olmayan sabit icermeyegaden V Uzerindeki norm,

Poincare normu tanimlar. dele(aiu, v) 'nin V Uzerinde pozitifigi gosterilmi olur.

Bdylece varyasyonel problem,

OvOV icin a(u,v) = F(v) olacaksekilde uCV elemanini bulma

zayif problemine dorgiir.
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Vv, C;° (U)  test  fonksiyonlarimi icerginden  vO Cé° (V) icin

[v[OT(x y)Ou+r f( % y]dxdy 0 oldusunu biliyoruz. vOC®(U) icin de
U

[V[OT(x y)Our f{ x ] dxdy 0 oldugunu soylemitik. Boylece
U

voc®(U)n{ou, dev=q icin

a(u\)—F[\}:j VI x YO undsC (3.4.12)

,
olur.

v, 0U,, de keyfi oldgundandu., de genellgirilmis anlamdaT(x y)Jun=0 olur.

Buradan

i) OvOV icin E[u] < E[\] olacaksekilde uCV elemanini bulma

iy OvOV igin a(u V) = V) olacaksekilde uDV elemanini bulma

denk problemleri

U bolgesinde -OT.(x y)Ou= f( x y
6U1 sinirnda u=20 (3.4.13)
oU,, sninnda T(x.yOure 0

glcli  probleminin  varyasyonel ve zayif formdlleridi Bu gucli problemi

L[u] = —D.T( X, y) [ u eliptik operatori igirkarisik problemolarak tanimlariz.

ZayIf Formuller
Asagidaki problemlerin ayni mesele icin alternatif farher oldusunu elde ettik.

1. OvO Hcl)(U) icin E[u] < E[\] olacaksekilde ul] Hé(U) elemanini bulma

2. DVDH%)(U) icin a(uV)=H yapanuDl—%(U) elemanini bulma

3. U b('jlgesind¢—D(T(x, y)Du): f( %y veoU snirindau=0 elemanini bulma
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Benzersekilde gagidakiler de alternatif formullerdir.

4. DvDﬁl(U) icin E[u]< E\| olacaksekilde uDFIl(U) elemanini bulma

5. v I:I1(U) icin a(u V) = A \| olacaksekilde uDFIl(U) elemanini bulma
6. U bblgesind«—D(T(x y)Du): f(xy ve oU $n|r|nda(T(x, y)Du).n:O

elemanini bulma

Ayni sekilde gagidakiler de alternatif formallerdir.

7. OvOV icin E[u] < E[ ] olacaksekilde uClV elemanini bulma
8. OvOV icin a(uV) = H V) olacaksekilde ulV elemanini bulma
9. U bolgesind -0(T(x y)Ou)= (%}, oV, smirndau=0 ve 8U, snirinda

(T(x y)Ou).n=0 elemanini bulma

3., 6. ve 9. problemlerde kismi diferansiyel denkl da&ilimsal anlamda ve sinir
sartlarini da noktasal anlamdan daha zayif olan lGaalletirilmemis anlamlarda

yorumluyoruz.

1. ,2. ve 3. problem Dirichlet probleminin varyaesgd zayif ve gucli formulleridir, 4.
,5. ve 6. problemler Neumann probleminin varyasyareeyif ve guclt formulleridir, 7.
,8. ve 9. problemler ise sinirin bir kisminda Ditet, diger kisminda ise Neumann
sartlarinin oldgu karsik sinir deger probleminin varyasyonel, zayif ve gucli

formulleridir.

Her U¢ halde de zayif ve varyasyonel problemlerktene gucli ¢6ziUmin der iki

cozumle alakasi, ger v = u(z,y) gQuclu bir ¢bzim ise ayni zamanda zayif ve

varyasyonel ¢ozium olgu fakat bunun tersinin giou olmadgidir.
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Lemma 3.4.2 tek bir zayif ve varyasyonel ¢cozumarigni ifade ederSimdi aklimiza

su soru gelebilir.

Acaba bir problem ne zaman bu U¢ formulasyonlaeifadilir? Bunun icinsu guclu
problemi ele alalim.
U bolgesinde L{u(x y)]= f(x )
oU sinirinda u= 0

(3.4.14)

olacaksekilde u = u (x,y) fonksiyonunu bulalim.

Llu(z,y)] = =V.(T (z,y) Vu) + ¢(z,y) Vu + b(z,y)u (3.4.15)

olsun. Burad& (z,y).Vu = ¢, (:z;,y)% + ¢, (w,y)% seklindedir.
z Y

Bu gucli probleme kanik gelen bir zayif formilasyon vardir fakat prebi

varyasyonel bir formulasyona sahipgdéir. Zayif formuli elde etmek icin denklemin
her iki tarafini keyfi bir v =v(x,y) € H,(U) fonksiyonuyla carpipU uzerinden
integralleyelim.

fv(m,y)[—V.(T(:E,y)Vu) +5(m,y).Vu+b(x,y)u]dU = ffvdU (3.4.16)

U

ve

— [[0(TVu)nds + [[TVuV0+ 18V + bun)dU = [ fodU (3.4.17)
oU U U

olur. v = v(z,y) € H, (U) igin sinir integral sifir olup

a(u,v) = f[TVu.VU + ve.Vu + buw]dU (3.4.18)

U

olmak uzere herve H, (U) icin a(u,v)= F(v) denklemini elde ederizo¢Vu
teriminden dolayia(u,v) bilineer formu simetrik dgldir. Yani a(u,v)# a(v u.
Simetrik olmayan bilineer formlar igin gradyemi(u, v)- F(V)’ ye sit olan karesel

fonksiyonel yoktur.
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Simetrik olmayan bilineer formlar igin varyasyoretmul olmamasina gmen
Liip) i -
D\/DHO(U) icin a(uV)=HV yapanuDI—%(U) elemanini bulma
zayif probleminin tek bir ¢ozimdi vardir. Hér(, y)DU icin katsayi fonksiyonlarinin

asagldakisartlari sgladigini kabul edelim.
0<T,<T(xy)<T
B

0<h,<b(xy)< (3.4.19)
c(x )< ¢
Oncea(u, V) bilineer formunun sinirl oldtunu gésterelimu, vl I-%(U) icin
o (u,0) < [|7Vu.V0 + eV + buv|dU
<T, ||Vu||||UVv|| + [NV ul| + [plaliol (3.4.20)

< (T, + ¢, + b, )liul vl

yazabiliriz. Bu, bilineer formuri—icl)(U)XHé(U)’ da sinirli oldgunu gdsterir. Sonra

a(u,u) > f[TVu.Vu +ue.Vu + bu’|dU
U

! (3.4.21)
> T, |Vuly ¢, [1Vulde + b, lul}
U
yazabiliriz. HerA BOR ve £ >0 igin
B Y B’
\/EA——J =eN - AB+—20 3.4.22
( 2\e 4e ( )
yazilabilecginden
2 1y 2
[luOy dxs g0y +—=] 4 (3.4.23)
Y 4
olur. Boylece
a(uu) > (T, = ce) [Vl + [bo — i—O]IIuIIZ (3.4.24)
g

elde edilir. Katsay! fonksiyonlarina konulacdk,h, > ¢ sarti dahilinde pozitif bira,

sabiti igin
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T -ce2a>0 ve q,—:—Oz a> (3.4.25)
E

olacaksekilde £ sabiti bulunabilir.

Boylece heruDl—%(U) icin

a(uu)z a lﬂf (3.4.26)

yazilabilir. BOylece simetrik olmayan bilineer forpozitif veya koersiv olur.

Yani, simetrik olmayana(u, v) bilineer formu Lax-Milgram lemmasinigartlarini
saglar. Ayrica herv H; (U) igin

Flv]=(f.v) (3.4.27)
sinirh lineer bir fonksiyonel oldiundan Lax-Milgram lemmasina gore hérflL, (U)

icin zayif problemin tek bir ¢ozimda vardir.

3.4.1. Yaklaim Metodlari

Baslangi¢ sinir dger problemlerinde analitik(gercek) ¢c6zimua bulmak igerekli olan
sartlar oldukca 6zeldir ve go durumda gercek ¢c6zimi bulmak mumkugilde. Bu

gibi durumlarda yapilacak tekey, problemin tek ¢dzime sahip olgcaz6zim
uzaylarinda 0zet metotlar anladiktan sonra problemm yaklagik bir ¢6zim
olusturmaktir. Sonlu fark metotlari analitik metotlarige yaramadii durumlarda
problemin ¢6zimine yakdmak icin kullanilacak metotlardan biridir. Bu méaot
turevleri fark oranlarina cevirir, boylece difergyed denklemlerle sinigartlari, cebirsel
denklem sistemlerine dogiir. Bu metotlar denklemlerin, cebirsel denklemesigerine

donistarialdigl tek yol deildir.
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Rayleigh-Ritz Metodu 3.4.1.1 : Rayleigh- Ritz metodu varyasyonel formalli

problemlere uygulanir.

OvOV icin E[u] < E[\ olacaksekilde uDV elemanini bulma

varyasyonel problemini giinelim. Buradal-%(u) OV (U) O HY(U) di. {(?L ..... wn} ,V

de lineer bgimsiz fonksiyonlar veM :spar{gzi %J olsun. Bu taktirde probleme

yaklasim olarak

DvOM OV igin E[UMJS H | olacaksekilde UM elemanini bulma

problemini alalim.M ye yaklgim alt uzayl, ¢ fonksiyonlarina ddest ya dasekil

fonksiyonlari denir. Un yaklaggik ¢cozumiuM kimesine aittir vegq((x) fonksiyonlari

N
M yi gerdginden u,, (x):kglq(gok(x) yazabiliriz. ¢,,....cy reel dgiskenleriyle

F(Cl ..... CN): E[UM} seklinde bir fonksiyon tanimlayabilir veF fonksiyonunu

minimumlgatirabiliriz. Bu varyasyonel problemde gerektidigibi M (zerinden

E[UM} yi minimumlgtirma etkisi gosterecektir. Boylecek =1,...,N icin

CN)= 0 yazariz. Buc c,, bilinmeyenli N lineer denklem sistemidir.

e N

E[u =1 a uy—( f y, seklindeki varyasyonel problemini ele alirsak

:la{ g c.o (X, g &q&(%}—[f g ?(q(( ))j (3.4.1.1)
2= k= k=1 2

N N N
:%jzﬂ(zlch(a((pj(g q((gj—kél?(( gy, @412
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yazilabilir. A, ((p(x)q;r((x)j: ki Fk:(f qq((x)) denirse bu gtlik
F( ) 1 § E A g F (3.4.1.3)
CyrennCyy | == C. - 4.1,
1 N 21_1k_1jck jk kzl(f(k
olarak yazilr. Tureve gecilirsk=1,...,N icin
F _y N N N
== A. A c—-F= A - F=0 3414
o 2,2 T E ARG TR 2 Gk ( )

bulunur. Eger a(u, v) bilineer formu pozitif ise A matrisi pozitif tanimhdir ve bu

sistemin tek bir ¢6zUmuU vardir. Bu sistemin gt‘)z[]du"mcl ..... °N ler bulunur ve

karsilik gelen u, , varyasyonel problemin ¢6zimu icin Rayleigh- Rigkiggimidir.

M

Galerkin Metodu 3.4.1.2 : Her baglangi¢c sinir dger problemi varyasyonel formile

sahip olmadiindan Rayleigh- Ritz prosediri her zaman uygula@mama

OvOV icin a(u V) =( f,\)Z: H V olacaksekilde uCV elemanini bulma

M =spar[¢i,...,gon} olsun.ulvI :

DvOM OV icin a(UM,\a = H | olacaksekilde UM elemanini bulma

probleminin ¢6zimi olsun. Bu problerk=12,..N icin a(U]w(‘f():F[(‘fJ olacak
seklldeuMDM elemanini bulma problemine denkiur Z q(;q( oldugundan

N N N
a{kéltm((x),qok]: F[gak} ve k=1,..,N igin jElbja(qu(X)’(ﬁj:jélAjkt} =k

bulunur. Bu sistem Rayleigh-Ritz yakimindaki sistemle aynidir. Rayleigh-Ritz
yaklasimi varyasyonel formule sahip problemler icin uygutken, Galerkin yakkami

varyasyonel formuli olsun veya olmasin zayif foer@ uygulanir. Varyasyonel
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formulin olmadg durumlarda[Ajk} matrisi simetrik dgildir, fakat a(u, v) bilineer

formu pozitif ise matris de pozitif tanimli olacaktbu yizden problemin tek ¢6zUmu
olacaktir.

Hl(U) Hilbert uzayi, ikinci mertebeden eliptik sinirgéde problemlerin ¢cozimiindg

sartlardan dolay! ¢c6zimun aranabilgicen iyi uzaydir.

» ikinci mertebeden eliptik sinir ger problemlerin ¢oziimleri daha kigiik uzaylarda

(H 2 (U )) elde edilemeyebilir.

. Hl(U) uzayindan daha biytk uzaylarda ¢ozumler fiziksdhra tgimayabilir.

Ornezin fonksiyonlar sonlu enerjiye sahip olamayabilir.

* Yaklasik ¢cozumleri olgturmak icin kullanilacak oIarHl(U)’nun sonlu boyutlu alt

uzaylarini olgturmak daha kolaydir. B 2 (V) veyaC(U) da daha zordur.

—0%u=EFE U da

u=0 dU da

probleminin zayif ¢c6zimu icin @esik formuller mimkandur.

a. Ultra-Duzgun Zayif Cozum:

vix=0 olacaksekilde u HZ (U) n HX(U) eleman

LY icin j(D2u+F 5

U

bulma

b. Zayif Cozum:

EVDI—%(U) icin [ DulDvdx= | Fvdb olacaksekilde uCJ H(l)(U)eIemanl bulma
U U
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c. Ultra Zayif Cozum:

SO nHIY) icin | (D2u+F

U

vdx=0 olacak sekilde ul] L2(U)eleman|

bulma

1

a) halinde artam icin HZ(U) nHy

(U) uzayina yaklgan yaklaik ¢6zim uzayinin
{Vn} ailesini  kurmaya zorlaninz. Bu durumtiﬁ(u)uzaylna yaklgan test

fonksiyonlarinin aiIes{Wn} olur. c¢) halinde durum terstill_2 (U) uzayina yaklgan,

1

yaklaslk ¢6zum uzayinin aiIes{Vn} olup, HZ(U)n H

(U) uzayina yakigan test

fonksiyonlarinin aiIesi{Wn} olur. b) halinde{Vn} :{Wn} olup bu aiIeIerHé(U)

uzayina yaklgr, cinkd ¢ozum uzay ile test fonksiyonlarinin yizaynidir. Bu uyum

problemdeki operatore yaklan acisindan simetrik ve pozitif tanimli matris leaimaya
sebep olur. Dher iki halde bu miimkiin gédir. Bu gergek veH?(U)n Hé(u) da

sonlu boyutlu uzaylarin dizisini $a etmekteki guclik b) halini problem icin optimal

zayIf formdl olarak nitelendirir.
3.4.2. Metodlarin Uygulanmasi

[O,L] aralgina yerlagtirilmis super elastik ve esnek bir teli ele alalim. Teti u

noktalarda sabitleyelim ve tele dikey bifr = f (x) kuvvetinin uygulandiini kabul

edelim.

Sekil 3.4.2.1 :Esnek tele her noktasindan kuvvet uygulanmasi
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Hooke lineer elastikiyet yasasi ve momentumun komun yasasix(0,L) igin

—(K(x)u’(x))': f(¥) denklemini verir. Buradau(x) telin x noktasindaki yer
degisimidir ve «(x)=k, >0 fonksiyonu telin fiziksel ozelliklerine kgdir. ilave
olarak bu olay elastik bir ortamda gercakiee telef ile ters yonde birA(x)u(X)

kuvveti etki eder. Bu haldd (x) > A, >0 ortamindzelliklerine bldir.

Bdylece problemin matematiksel modeli

WU +A) U A= T(F 00 ) g
u( p=u(L)= 0
seklindedir. Dg kuvvetin sadecex = L/2 noktasinda uygulangini kabul edersek telin

seklinin

Liz

Sekil 3.4.2.2 :Esnek telex=L/2 noktasindan kuvvet uygulanmasi

biciminde olacgl aciktir. Fakat bgekilde gdsterilen fonksiyonux = L/2 noktasinda

diferansiyellenemeyege aciktir. Halbuki problemin klasik gdzUm(D,L) aralginda

iki kez surekli diferansiyellenebilen ve bu arafiktdenklemi sglayan bir u(x)

fonksiyonudur. Bu halde incelegiimiz problemin klasik ¢éziminin olamaygca

aciktir. Bu durum bizi desik ¢6zim kavramlarini okilurmaya yoneltir.

Problemisu sekilde diginelim. f kuvveti x noktasindav(x) yer deisimine sebep

olursa f(x) kuvvetinin yaptgl is f(x)v(X) olup f tarafindan tum tel boyunca
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L
yapilan § If(x)v(x) dx ile hesaplanir. Aynisiemi problemin dier tarafina da
0

uygulayipv(0) = v( L) = 0 oldugunu g6z éniinde bulundurarak kismi integrasyonla
L L
I—(K(x)u'(x)) v % dX:J-K( Yu x4\ kd (3.4.2.2)
0 0

elde edilir. Bu glem —(Ku’)' +Au= f diferansiyel denklemini

Ik(x)u'(x)V(x)dxriA(MMydxi ()X« (3.4.2.3)

integral denklemine dostiirir. Bdylece problemin ¢6zimidnd bitin mdmkin
v(0)=v(L)=0 yer deisimleri i¢in yukaridaki eitligi saglayan u(0)=u(L)=0
seklindekiu:[0,L] - R fonksiyonu olarak diilnmeliyiz. Bu yaklamin bir avantajiu

fonksiyonunun sglamasi gerekersartlarin azalmasidir. Yine de problemde acik

olmayan iki husus vardir.

i. u fonksiyonu en az bir kez diferansiyellenebilmelidikat bu bir noktaya uygulanan

kuvvet icin mamkun daldir.

ii. Kuvvet x = L/ 2 noktasinda uygulanirsasx< L aralginda x# L/2 icin f (x) =0
L

olacazindan J'f (x)v(x) dx=0 olur. Bu durumdau(x)=0 fonksiyonu (3.4.2.1)
0

esitli gini saglar. Bu iseSekil 3.4.2.2" de gosterilen fiziksel duruma terseii

Karsilasilan sorunlarin dstesinden gelmek icin tek bir adt etki eden kuvvet
kavramiyla matematiksel olarak gahanin daha iyi bir yolunu bulmaliyizlk olarak
kuvveti x = L/2 noktasini iceren kicuk bir argh daitip

1/2¢, L/2-e<x<L/2+¢

f.(X)= 3.4.24
(%) { 0, diger yerlerde ( )

fonksiyonunu olgturalim.
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Sekil 3.4.2.3 :Tek noktada etki eden kuvvet fonksiyonungitiensal yaklgim

v yer deisimine sebep olarak bu kuvvetin yaptis

j. f, (X)v( %) dx= L/J%igé—g) d> (3.4.2.5)

olup, integraller icin ortalama ger teoremi kullanilarak. /2e<¢ <L [R¢ sayisl
icin

L L/2+e

[1.0v(x) dx= | Y gy (&) (3.4.2.6)

0 L/2-¢ 2‘9
olur. Bu mantikla, tekbirx, noktasinda uygulangkuvvet kavramini, belli fonksiyon
siniflarinda tanimlanmwve

I iV - <5X0,v> =v( %) (3.4.2.7)

kuraliyla sayilar treten bid, dongUmu olarak ele al@gimizda daha anlaml sonuglar

Uretebilecgimizi gorirtz. Bu sonuc galim teorisinin temelini olgturmustur.

Boylece (3.4.2.1) gtli ginin noktasal olarak gtanamadi durumlarda bu gli gin
dagihmsal anlamda gganabilecgini gormis oluruz. Tirevleri de dalimsal turev
olarak dgunursek (3.4.2.3)séli ginin sgzlanabilecgi aciktir.

Simdi problemi d&ilimsal anlamda okiurmaya cakalim. (3.4.2.3) stliginin sg

tarafinin anlamh olmasi icin Cauchy-Schwargi<ezligi geresi f,vl LQ(O,L) olmasi,

(3.4.2.3) aitli ginin sol tarafinin anlamli olmasi icik ve A sinirl olmak tzerau ve
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v fonksiyonlari ile bu fonksiyonlarin gdimsal tUrevIerinian(O,L) uzayindan olmasi
gerekir. Boylece problemin ¢éziimurtig (0,L) uzayindan aramaliyiz.
Hs(o.L)={ubOL(oL) wOL(oL) u(9d=uL)=0¢ (3.4.28)

kiimesinin |u H3:(||u||§+||U||§)l/2 normuyla bir Hilbert uzayr oldiunu biliyoruz.

D(0,L) test fonksiyonlarinin uzayininHg(0,L) uzaylnda||.||Hé—yogun olduzunu
biliyoruz. Buradan Dirac® fonksiyonu ull Hcl,(O,L) icin <5X0,u>:u(>g)) seklinde

surekli lineerd, :H5(0,L) - R formuna genietilebilir. f OL,(0,L) fonksiyonlarini

f:Hg(o,L)qR,qu,v):ff(x)v(x)d> (3.4.2.9)

0

seklinde bir tanimla Hé(O,L) uzayinda surekli lineer yapilar olarak dssigtiebiliriz.

Bu yeni digtinceyle inceleg@imiz problem icin yeni bir tanim ofturabiliriz.

Verilen lineer ve surekli birf : Hz (0,L) - R formu ve
aHyxH; - R (uV) - U\):IK( X k¥ K dxj/l( X(u)x(v)x  (3.4.2.10)

bilineer formunu olgturursak herv Hg(0,L) icin a(u,v)=( f, V) esitli gini saglayan

uOH;(0,L) fonksiyonuna (3.4.2.1) probleminin zayif ¢dzumiaide

3.4.3 Zayif Coziimlericin Niimerik Yaklasim

Ele aldgimiz problemin zayif ¢dzumuniiki; (0,L) uzayinda oldgunu biliyoruz. Bu

uzay sonsuz boyutlu bir uzaydir. Sonlu elemanlatodhenun temel fikri sonsuz boyutlu

Hé(O,L) uzayina h pozitif bir parametre olmak Uzereagidaki sartlari sglayan

uygun sonlu boyutltH, uzaylariyla yaklgmadir.
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i. H, OH;(0,L) olmaldir.
ii. H, uzayinda problem kolayca ¢ozulup ¢6zimu bulunmalidir.

iii. lim u~u,||=0olmahdir.

h-0
Boylece orijinal problemiru zayif ¢gozumunin numerily, yaklasimi elde edilebilir.
Simdi H, uzayi igin 6rnek bir olgum yazahm.

nON ve h=L/(n+1) olsun. Bu taktirdd0,L] aralg

[0,L]=U[c.G4]. ¢ =ih, O<i<n (3.4.3.1)
i=0
seklinde ayrtirillabilir. B derecesi 1 den kicukieolan polinomlar olmak tzere
H, ={v:[o.] - R sirekiv( 9=v(1)= 0y, OB (3432

olsun.H, O H;(0,L) oldugu agiktir. Ki<n igin

, G4 SXSGy, (3.4.3.3)

0, diger yerlerd

fonksiyonlarinin ailesH, uzayinin bir bazidir. Béyleckoyut(H, ) =n olur.

Sekil 3.4.3.1 : H, uzayindakig fonksiyonu
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Benzer sekillerde baka H, uzaylari da olgturulabilir. BOylece problemimizi her

v, O H, i¢in
()= [0 000 0 6 [A0K W ol e o1 p@aza

esitligi  saglanacak sekilde uh:ZU‘hq), fonksiyonunu  bulma  problemine

L
donigtarebiliriz. f OL,(0,L) ise(f,v,) :I f (x),( %) dxoldugu ve f fonksiyonu x,
0

noktasinda Diraed ise (f,v,)=v,(%) oldugu aciktir. (3.4.3.4) ifadesi her, OH,
icin sgslanacaksa her big icin sglanac&i ve tersine her bigg icin sglaniyorsaH,

vektor uzayi oldgundan her, [0 H, i¢in sglanacaini biliyoruz.

Im-r22 igin I% x)dx=0, J'qd g (N de=0 olacgin gbéz 6niinde

bulundurarak (3.4.3.4) ifadesindg yerine ¢ alirsak
K(x)(dgd+dg +.+ dd)d( ) e [A( X i+ Gt W)l X dx( )

i+ da) ) e A3 9 G e el o

(3.4.3.5)

Ot O%—— O

()il e [ k) e [ i) =]} Jo) ()
{0t [ ) 6 [ o) e[ Yow) S4=(

0

a(a.9) a(p.a)

ifadesini elde ederiz. Benzer olarak (3.4.3.4)éfsiddey, yerine g alirsak

ua(a,e)+ §a@.0)+ §de.0)=( L) (3.4.3.6)

olur. Busekilde devamla
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wa(a.q)+Lae.a)=( f.o)

ua(g.. @)+ wha(e,.e)

sistemi elde edilecektir.

Uygulama: L=1, x=1,A=C ve

(=0,,,@)=—¢(0.5) olacaktir.

n=2 olarak alinirseh=1/3 olur ve

_ Lk RN
Q= 1/3

0 2/3<x<1

temel fonksiyonlari bulunur.

(.o

f=-9,,

ve @ =

i+l

0+u*a(@,.9)+d a(g.9)+ u

49...9)

I
S

olarak

+0=( fg) (3.43.7)

alalim. Bu taktirde

1—M 1/3<x< 1

1/3 (3.4.3.8)
0 0<x<1/3
"
| | .
R

Sekil 3.4.3.2 :Temel fonksiyonlar ve dalimsal turevleri

Karsilik gelen sistem

ua(a.a)+wa(e.a)=( f.o)

1

wa(a.g)+ yae.e)=( o)

(3.4.3.9)
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olup
6 - ! -0.5
U= (3.4.3.10)
-3 6| u| [-05
olur ve[ u}, u? | =[~0.166~ 0.16p bulunur. Bdylece yaklak ozim

-0.5x O<x<1/3
u= -0.166 1/X x< 2/ (3.4.3.11)
0.5x- 0.5 2/FEX x< 1

olarak bulunur.

]
-0.021

-0.044
-0.069
-0.089
014
0124
-0.144
-0.167 u

Sekil 3.4.3.3 :n=2 icin yaklasik ¢cozum grafgi

n =3 olarak alinirseh=1/4 olur ve

Tl NPV PR Y
@= 1/4 » B= 1/4 ,
0 diger yerlerde 0 der yerlerd:
(3.4.3.12)
_ )-1x=3/4 2/4<x< 1
B= 1/4

0 diger yerlerde

temel fonksiyonlari bulunur.
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Karsilik gelen sistem

wa(a.aq)+ya(e.a)+ ¢ de.e)=( fo)

ua(g.¢)+wae.0)+ Gde.0)=( o) (3.4.3.13)
U a(@.¢)+ Ka(e.0)+t ¢ 4o.0)=( fo,

olup

8 -4 Oof|u 0
-4 8 -4||u|=|-1 (3.4.3.14)
0 -4 8||u 0

olur ve [uﬁ, u?, uf;] =[-0.125-- 0.25; 0.12! bulunur. Boylece yaklak ¢ozum

—0.5x O< x< 0.
= (3.4.3.15)

0.5x-0.5 0.&Xx< !

olarak bulunur.

b |

-0.0581

017

0.24

0.254

Sekil 3.4.3.4 :n=3 icin yaklaik ¢cozim grafgi

Daha buylk n degerleri icin islemler uzayacandan aagidaki Maple prosediri

sayesinde ¢6zum fonksiyonu kolayca elde edilebilir.
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> ms:=proc(n)

>L:=1:

> h:=L/(n+1):

> for i from O to n+1 do
> c[i]:=i*h:

> od:

> phi:=array(1..n):

> for k from 1 to n do

> phi[k]:=piecewise(x>=c[k-1] and x<=c[k+1],1-abs(x-c  [k])/h);
> tphi[k]:=piecewise(x>=c[k-1] and x<c[k],1/h,x>cl[k] and x<=c[k+1],-1/h);

> od:

> a:=proc(k,l)

> b:=int(k*l,x=0..L);

> end:

> A:=matrix(n,n):

> forifrom 1 to ndo

> for jfrom 1 to n do

> if (abs(i-j)>1) then A[i,j]:=0; else AJi,j]:=a(tphi
> 0d,;

> od,

> b:=array(1..n):

> for i from 1 to n do

> b[i]:=-evalf(subs(x=L/2,phi[i]));

> od:

> with(linalg):

> alpha:=linsolve(A,b):

> u:=sum(‘alphalk]*phi[k]’, 'k'=1..n):
> plot(u,x=0..L);

> end:

[i].tphi[i]) end if;
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3. bolimunde 6nce incelenen probleme esks éeleceksekilde metrik uzaylar,
vektor uzaylari, normlu vektor uzaylar, Lebesqueaylari, ic carpim ve Hilbert

uzaylari, Sobolev uzaylari ve Poisson denklemagtemstir.

Sonra elastik zarin eningibnesi problemi temel alinarak varyasyonel form luena

karsilik gelen zayif form gésterilngiir. Bu formlardanL[u] = —D(T(x, y)O u) eliptik

operatoru igin sirasityla Dirichlet, Neumann ve Ki&rsinir dger probleminin ¢ikarii
tartisiimistir. Boylece benzer problemlere de uygulanabilegakiasim metotlari olan

Rayleigh-Ritz Metodu, Galerkin Metodu ayri ayriehenmitir.

En son olarak da problemin tek boyutlu hali olaasgk bir telin esnemesi meselesi g6z
onunde bulundurulup problemin glhm teorisiyle ilgkisi ortaya konularak tanimlanan
fonksiyon uzayinda metotlarin nasil uygularadacelenmitir. incelenen tek boyutlu

problem icin bir Maple programi yazilgtir.
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5. SONUC

Bu tez eliptik bir operator icin ik turde sinir dger problemlerinin nasil
cikarilabilecgini ayrintili inceledgi icin diger calgmalara bir katki sd@amasi
bakimindan 6nem gamaktadir.incelenen fiziksel problemi ojturmada ve ¢ozmede
kullanilan tanim ve teoremlerin temel matematikselramlarla olan ikkisi ayrintili ve
olduk¢ca uygulamali bir bicimde sunulgtur. Ayrica tezde yazilan Maple programi
sayesinde benzer tirdeki tek boyutlu problemleniatib ¢cozimi kolay birsekilde

yapilabilmektedir.
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