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TESEKKUR
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OZET

YUKSEK LISANS TEZi
HEMIKONTRAKTIF VE DEMIKONTRAKTIF DONUSUMLERIN SINIFLARI
Hiilya ALTINOK
Damsman: Prof. Dr. isa YILDIRIM

Amag: Bu ¢alismada, hemikontraktif ve demikontraktif doniisiim tiirlerinin farkli siniflar1 ve
bu doniisiimlerin sonlu aileleri goz dniine alinarak bu doniisiim siniflari i¢in olusturulan farkl
iterasyon metotlarinin Hilbert uzaylarinda yakinsama analizi incelenmistir.

Yontem: Bu tezde yer alan teoremler, ilgili matematiksel yontemler ve lemmalar araciligiyla
ispatlanmustir.

Bulgular: Bu ¢alismada, hemikontraktif ve demikontraktif doniisiim tiirleri ve bunlarin farkl
siniflart tamtilmistir. Olusturdugumuz yeni iterasyon metotlarini kullanarak bu doniigiim
siniflart i¢in bazi yakinsama teoremleri ispatlanmistir. Ayrica Hilbert uzayda veya Banach
uzayda bilinen bir teoremin metrik uzaya genellestirmesi son derece 6nemli oldugundan bu
uzaylarda elde edilen sonuglarin metrik uzaydaki versiyonlar1 ifade edilmistir. Boylece elde
edilen yeni bulgular ve sonuclarla literatiire yeni bir bakis acis1 kazandirilmustir.

Sonu¢: Elde edilen bulgular ve literatiirdeki mevcut c¢alismalar dikkate alinarak, bu
caligmanin gelecekte hangi calismalara katki saglayabilecegi ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hemikontraktif ve demikontraktif doniisiim, sabit nokta, Hilbert uzay,
iterasyon yontemleri, Banach uzay

Temmuz 2025, 51 sayfa

Vi



ABSTRACT

MASTER'S THESIS
CLASSES OF HEMICONTRACTIVE AND DEMICONTRACTIVE MAPPINGS
Hiilya ALTINOK
Supervisor:Prof. Dr. isa YILDIRIM

Purpose: In this study, the convergence analysis of various iterative methods developed for
different classes of hemicontractive and demicontractive mappings, as well as finite families
of such mappings, has been examined in Hilbert spaces.

Method: The theorems in the thesis are proven using mathematical methods and lemmas.

Findings: In this study, hemicontractive and demicontractive types of mappings, along with
their various classes, have been introduced. By employing the newly developed iterative
methods, several convergence theorems for these classes of mappings have been proven.
Moreover, since generalizing a well-known theorem from Hilbert or Banach spaces to metric
spaces is of significant importance, the versions of the results obtained in these spaces have
been formulated for metric spaces as well. In this way, the new findings and results presented
in this study provide a fresh perspective to the existing literature.

Results: Based on the findings and the existing literature, this study shows which future
studies it may support.

Keywords: Hemicontractive and demicontractive mappings, fixed point, Hilbert space,
iterative methods, Banach space

July 2025, 51 pages
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KISALTMALAR VE SIMGELER DIiZiNi
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{f:[a,b] > RI [} 1f (0)IPdx < oo

: P’nin C tizerine metrik projeksiyonu
e () 22 xP < 0,1 < p < o}



GIRIS

Matematikte uzay kavrami belirli bir matematiksel yapiya sahip kiime olarak
tanimlanmustir. Antik Yunan matematiginde "uzay", giinliik yasamda gozlemlenen {i¢ boyutlu
gercekligin geometrik bir soyutlamasidir. MO 300 lii yillarda Oklid, uzayin dzellikleri igin
aksiyomlar vermis ve tim matematigi bu geometrik temeller {izerine kurmustur. Dolayisiyla
Oklid uzaylar, metrik uzaylar, normlu uzaylar, Hilbert uzaylar, Banach uzaylar ve hiperbolik

uzaylar gibi pek ¢ok uzay tiirii ¢esitli matematiksel ¢alismalarin temel tagi olmustur.

1902-1912 yillarinda wnlii matematik¢i David Hilbert, ilk olarak Hilbert uzayini
Fourier serileri ve integral denklemleri iizerine yaptig1 c¢alismasinda tanimlamustir.
Dolayisiyla Hilbert uzaylar, onlar1 integral denklemler baglaminda inceleyen David Hilbert'in

admi almistir. Hilbert uzaylarinin kesfi ile fonksiyonel analiz literatiire girmistir.

Stefan Banach'in adini tasiyan Onemli matematiksel kavramindan biri de Banach
uzayidir. Banach'in 1920 yilinda bitirilen ve 1922 yilinda yayinlanan tezinde, tam bir normlu
vektor uzay yani Banach uzay kavramini tanitmus, fonksiyonel analiz ve modern matematigin

temel yapi taglarindan birini atmustir.

Hiperbolik metrik uzaylarinin tanimini ilk veren matematik¢i Mikhail Gromov'dur.
1980'lerde, Gromov, hiperbolik metrik uzaylar (veya Gromov hiperbolik uzaylari) kavramini
gelistirmistir. Hiperbolik uzay genel anlamda, negatif egrilikli geometriye sahip bir uzaydir.
Yani, bu uzaylarda {icgenlerin i¢ acilar1 toplanu her zaman 180" den kiigiiktiir. Hiperbolik
uzaylarda da 2005 yilinda Kohlenbach tarafindan yapilan tanim, Geobel ve Kirk tarafindan
verilen hiperbolik uzay tanimina gore daha kisitli, Reich ve Shafrir tarafindan ortaya atilan
hiperbolik uzay tanimindan ise daha geneldir. Bu uzay sinifi; normlu uzaylari, Hilbert

uzaylari, Banach uzaylar1 gibi tiim yapilar1 i¢inde barindirir.

Matematigin tarihsel gelisimine ve literatiir taramalarina baktigimizda sabit nokta
teorisi ile ilgili ¢alismalar uzaylarin genellestirmeleri lizerinde yogunlasmaktadir. Yani sabit
nokta kavrami normlu uzaylardan Banach uzaylarina, metrik uzaylardan hiperbolik metrik
uzaylara kadar birgok matematiksel yapi tizerinde galisilmistir. Sabit nokta teorisi tizerindeki
caligmalarin ¢ok yaygin oldugu alanlardan birisi de doniisiimlerin genellestirmeleridir. Bu
doniisiimlerden bazilar1 daraltan, kesin daraltan, genislemeyen, quasi genislemeyen,

hemikontraktif, demikontraktif, asimptotik hemikontraktif, asimptotik demikontraktif



dontistimlerdir. Zaman igerisinde bu doniisiimlerin tamimlar1 farkli yazarlar tarafindan

verilmis ve sabit noktalari arastirilmstir.

Konuyla ilgili literatiir taramasi yapildiginda hemikontraktif ve demikontraktif
doniisiim kavramlarinin ilk olarak 1967 yilinda Tae-Hwa Kim tarafindan tanimlandig
goriilmektedir. Daha sonra bir¢ok yazar tarafindan bu kavramlarin farkh tiirleri elde edilmis

ve sabit noklart ile ilgili teoremler ispatlanmistir.

Bu tezde hemikontraktif, demikontraktif, ¢-hemikontraktif, asimptotik demikontraktif
doniistim tlirlerinin ve bunlarin sonlu aileleri i¢in olusturulan acik ve kapali iterasyon
metotlarinin  yakinsamasi iizerine gerekli kosullarin arastirllmasi amaclanmistir. Temel
lemmalar ve teoremler Hilbert uzaylarinda ispatlanacak olup, tezin son kisminda bulunan
sonu¢ boliimiinde Hilbert uzaylarindan daha genel olan tam hiperbolik uzaylarda bazi

sonuglar verilecektir.



KURAMSAL TEMELLER VE ILGILI ARASTIRMALAR

Uzaylarin Tanimi

Tanmm 1: X bir vektor uzayi ve || ||: X — R bir doniistim olsun. Her x,y € X ve her A

skaleri i¢in,

L lxll=0=x=90
i. Il = 14l

i e + oyl < llxll + Iyl
sartlar1 saglansin. Bu durumda (X, ||. ||) ikilisine normlu uzay denir (Maddox 1970).

Tanmm 2: Normlu uzayda alinan her Cauchy dizisi yine bu uzayda bir noktaya

yakinsak ise bu uzaya Banach uzay1 denir (Aktas 2017).

Ornek 1:R™ = {x = (x;,x5,...%,):x; € R, i =1,2,3,...n} kiimesi toplama, skalerle

carpma ilemlerine gore bir lineer uzaydir. ||x||,: R™ - R,

1

n 2

Ixll, = <Z|xi|2>
i=1

seklinde tamimlanan doniisim bir normdur. Ayrica bu norma gére R™ bir reel Banach

uzayidir.

Tanmm 3: X bir normlu uzay1 olsun. Her £ > 0 icin |[x|| < 1,|[yll < 1veher x,y € X

icin ||[x — y|| = & (yani x ve y arasindaki mesafe en az € kadar biiyiikse) oldugunda

1

“llx+yll<1-6

2
esitsizligini saglayan bir § > 0 sayisi varsa (X, ||.||) ikilisine diizgiin konveks uzay denir.
Eger normlu uzay tam ise bu uzaya diizgiin konveks Banach uzay1 denir (Berinde 2007).

Yukarida tanimda gecen ifade asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

X normlu uzayinin diizgiin konveks olmasi i¢in &

1
5(x, &) = infix|<1llyllslx—yllze {1 —3 llx + yll}

seklinde tanimlanan &: [0,2] — [0,1] fonksiyonunun her £ > 0 i¢in kesin artan olmasidir (Ball
etal. 1994).

Diizgiin konveks uzay, normlu uzay ve konvekslik kavramlarinin birlesiminin bir

halidir. Boyle uzaylar, 6zellikle fonksiyonel analiz ve optimizasyon teorisi alanlarinda son

3



derece 6nemlidir. Burada, & bir pozitif say1 olup, bu esitsizligin saglanmasi i¢in gerekli olan
bir diizgiinliik parametresidir. Bir normlu uzayda birim kiirede alinan vektorler arasindaki
mesafe bliylidiik¢e, toplamlarinin normunun belirli bir oranla kii¢lilmesini garanti eder. Yani,
vektorler arasindaki mesafe ne kadar biiyiikse, bu vektorlerin toplaminin normunun 1 den
daha kiiciik bir degere sikistirilmasi da o kadar giiclii olur. Kabaca soylemek gerekirse

diizgilin konveks uzaylarda birim yuvarlarin hig¢bir yeri diiz degildir.
Ornek 2: [P (1 < p < ) ve Hilbert uzaylari diizgiin konveks Banach uzaylardir.

Tanim 4: X normlu uzay verilsin. Eger her x,y € X i¢in

||1( + )||p<1|| 1P + Syl — = ||1( )||p
XY = XIS IVIE = | Y

esitsizligi saglanacak sekilde bir ¢ > 1 sabiti varsa X uzayma p —diizgiin konveks uzay denir
(2 < p < ) (Ball et al. 1994).

Tamm 5: X lineer uzayi lizerinde tamimlanan (., . ): XxX — R doniisiimii,

. Vx€eXicin(x,x)=>0ve(x,x)=0<=x=0,
ii. Vx,y €X icin, (x,y) = (y,x)
iii. Vx,y,z€ Xvea,b € Rigin, {(ax + by, z) = a{x, z) + b(y, z)
yukaridaki sartlar1 saglarsa (X, (.,.)) ikilisine i¢ carpim uzay: denir.

Tanmim 6: Tam i¢ ¢arpim uzayma Hilbert uzay1 denir (Berinde 2007).

Tanimdan anlagildig gibi bir i¢ carpim uzaymnin Hilbert uzay1 olmasi igin gerek ve
yeter sart bu uzayda tanimlanan her Cauchy dizisinin yakinsak olmasidir. Bu durumda her

Hilbert uzay1 ayn1 zamanda bir Banach uzayidir.

Ornek 3: (.,.):L,(C) X ,(C) > R, {(x,y) = X7 1 x, Y, doniisiimii [,(C) iizerinde
bir i¢ ¢arpim olup [, (C) de bir Hilbert uzayidir.

Hiperbolik uzay tanimi igin literatiirde farkli ifadeler olmasina ragmen (Kirk 1982,
Goebel and Kirk 1983, Goebel and Reich 1984, Kirk and Martinez-Yanez 1990, Reich and
Shafrir 1990, Kohlenbach 2005) bu tez galismasinda asagidaki gibi Kohlenbach (2005)

tarafindan verilen hiperbolik uzay tanimi dikkate alinacaktir.

Tammm 7: X bir metrik uzay ve her x,y,z,w € X ve a,p € [0,1] igin W: X X X X

[0,1] - X fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglarsa (X, d, W) tgliisiine hiperbolik uzay denir:

i d(z, W(x,y, @) <(l1 —a)d(z, x) + ad(z, y);
i. dW(x,y,a), W(x,y, B)) =la — Bl d(x, y);

4



. W, y,a)=W(y,x, 1 — ),
iv. d(W(x,z a), Wy, w, a))<(l—-a)d(x, y)+ ad(z, w) (Kohlenbach 2005).
Yukaridaki tanimin i. sartindan dolay1 her hiperbolik uzay bir konveks metrik uzaydir

fakat bu ifadenin tersi genelde dogru degildir.

Yukarida tanmimlarmi verdigimiz uzaylarin birbirlerini gerektirme durumlarmi

asagidaki sekilde gosterebiliriz.

Hiperbolik Uzay

Normlu Uzay

f¢ Carpim

Uzay1

Sekil 1. Uzaylarm Birbirine Gére Durumu

Tanim 8: X bir hiperbolik uzay olmak {izere her a € X, > 0 ve € > 0 i¢in,

1 1 1
5(7" g) = lnfd(a,x)sr,d(a,y)sr,d(x,y)zre {1 - ; d (a,ix @ Ey>} >0

ise X uzayina diizgiin konveks hiperbolik uzay denir (Fukhar-ud-Din and Khan 2021).

Tanmm 9: X metrik uzay: ve y: [a, b] —» X doniisiimii verilsin. Her x, y € [a, b] i¢in,

d(y(x),y(») = lx — yl

sartt saglaniyorsa y ya bir geodezik yol yada kisaca geodezik denir. Yani bir uzaydaki

geodezik yol, o uzayda alinan herhangi iki noktay1 birlestiren en kisa yoldur (Kirk 2003).

Tamm 10: X metrik uzayinda herhangi iki noktay1 birlestiren bir geodezik varsa bu

uzaya geodezik metrik uzay denir (Kirk 2003).
Tamm 11: X bir geodezik metrik uzay olsun. Her x,y,z € X ve y:[0,1] = X, y(0) =
x, y(1) = y geodezigi i¢in
dP(z,y(t)) < (1 - )dP(z,x) + tdP(z,y) — ct(1 — )dP(x,y), te€[0,1]

esitsizligi saglanacak sekilde 0 < ¢ < 1 sabiti varsa X metrik uzayna p-diizgiin konveks

metrik uzay denir. Burada 2 < p < oo dur (Ohta 2007).



Daha sonra Naor ve Silberman, 1 < p < o igin p-diizgiin konveks metrik uzayi

asagidaki gibi tammmlamiglardir.
Tanmm 12: X bir geodezik metrik uzayin p-diizgiin konveks metrik uzay olmasi i¢in <
her x,y,z € X ve t € [0,1] i¢in

dP(z,(1—t)x D ty) < (1 —t)dP(z,x) + tdP(z,y) — %t(l — t)dP(x,y)

esitsizliginin saglanmasidir (Naor and Silberman 2011).

Lemma 1: X bir p-diizgiin konveks geodezik metrik uzay ve X kiimesindeki her x ve y
noktalarini birlestiren tek bir geodezik varsa her p-diizgiin konveks geodezik metrik uzay, bir

tek geodeziktir (Puiwong and Saejung 2021).

Eger X tek bir geodezik uzay ise y, x ve y noktalarim birlestiren bir tek geodezik olmak

uzere
Y@ =0-)xDty

seklinde yazilir. Eger (X,d) bir p-diizgiin konveks ise bdylece sabit bir z € X i¢in dP(x, z)

fonksiyonu konvekstir.

Xu, calismalarinda yogun bir sekilde p-diizgiin konveks kavramimi kullanmistir (Xu

1991). Daha sonra, Khamsi ve Khan tarafindan p = 2 i¢in asagidaki tanim verilmistir.

Tamim 13: X bir hiperbolik uzay ve x,y,a € X,r > 0 ve € > 0 igin,

) 1 5 1 5 5 1 1
Y(r,e) = lnfd(a,x)sr,d(a,y)sr,d(x,y)zre {Ed (a,x) + Ed (a,y) —d (a’ Ex ) E.V)}

ifade edilsin. Eger

. Y(r,e)
cy = min

>0
r>0,e>0 T'ZSZ

ise X hiperbolik uzayina 2-diizgiin konveks uzay denir (Khamsi and Khan 2011).

Ornek 4: CAT(0) uzaylari, ¢y, =i icin bir 2-diizgiin konveks hiperbolik uzaydir.

Hilbert uzaylar, LP (veya [P) ve Sobolev uzaylar1 da birer 2-diizgiin konveks hiperbolik
uzaylardir (Khamsi and Khan 2011).

Doniisiimlerin Tanimi

Déniistimlerin taniminda da kullanacagimiz sabit noktanin tamimiyla bu kisma

baslayalim.



Tanim 14: X bostan farkli bir kiime ve T: X — X bir doniisiim olsun.
F(T)={x€eX:Tx = x}
kiimesine T doniisiimiiniin sabit noktalar kiimesi denir.

Ornek 5: X bir metrik uzay, X = R ve d de X iizerinde alisiimis metrik olsun. T: X —

X, Tx = x? + x — 1 doniisiimiiniin sabit noktalari
Tx=x=x*+x—-1=x
=x?=1
=x=%1
dir.
Tamim 15: X bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiimii her x, y € X ig¢in,
d(Tx,Ty) <d(x,y)
esitsizligini sagliyorsa T ye genislemeyen doniisiim denir.
Ornek 6: X bir metrik uzay X = R ve d(x,y) = |x — y| olsun. T: X — X doéniisiimii,

Tx = g + % seklinde tanimlansin. Bu durumda her x,y € X ve y # 0 igin,

1 -
AT, TR) = T - T = |2 +5- 2l = |2 2| = Ix 3y'

<d(x,y)

oldugundan T genislemeyen bir doniisiimdiir.
Tamim 16: X metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger f,,€ F(T) # @ ve her x
€ X icin
d(Tx, fp) < d(x, fp)
ise, T ye quasi geniglemeyen doniisiim denir (Petryshyn and Williamson 1973).

Sabit noktaya sahip olan genislemeyen bir doniisiim ayni1 zamanda quasi genislemeyen

bir doniisiimdiir fakat tersi dogru degildir.
Ornek 7: T = [0,2] - [0,2] doniisiimii,

0, X #F 2
T(x)={1 x =2

seklinde tanimlansm. x = 0 noktast Tx = x esitligini sagladigindan dolaytr T nin sabit
noktasidir. Her x € [0,2] igin,

d(Tx,0) = |Tx — 0] < |x — 0] = d(x,0)
7



oldugundan T quasi genislemeyen bir donlisimdiir. Fakat T doniisimii x = 2 noktasinda

siirekli olmadigindan genislemeyen bir dontisiim degildir.

Yukaridaki 6rnekten de anlasilacagi iizere her genislemeyen doniistim siirekli iken
quasi genislemeyen bir doniisiim siirekli olmak zorunda degildir. Bu tiir doniisiimler sadece

sabit noktalar kiimesi tizerinde siireklidir.
Tanmim 17: H bir Hilbert uzay1 ve T: H — H bir doniisiim olsun. Her x,y € H igin,
ITx = Tyll* < llx — ylI* + kllx —y — Tx + Ty||?

esitsizligi saglanacak sekilde bir k < 1 sabiti varsa T doéniisiimiine Browder-Petryshyn tipli
k-kesin sdzde-daraltan doniisiim denir. Yukaridaki esitsizlik k = 1 icin saglanirsa bu T

doniisiimiine sdzde-daraltan denir (Browder and Petryshyn 1966).
Ornek 8: T:[0,1] = R doniisiimii,

1 1
X ——, x €0,2)

1
-1, € (5,1
x x € (5, 1]

olarak verilsin. Burada T doniisiimii s6zde-daraltandir (Giirsag 2019).
Tamim 18: X bir reel normlu uzay ve T: X — X doniisiimii verilsin. V x, y € X i¢in,
llx =yl < (X +7)(x —y) —rk(Tx — Ty)ll

esitsizligi her r > 0 ve baz1 k> 1 icin saglaniyorsa bu doniisime giiclii sozde-daraltan
doniisiim denir (Osilike 1996).

Tanmim 19: C, X normlu lineer uzayinin bostan farkli bir alt kiimesi ve T: C — C bir
doniistim olsun. Her x,y € C igin,
ITx = TyllP < llx = ylIP + k|l = T)x — (I = T)yllP 1)

esitsizligi  saglanacak sekilde p > Ovek € [0,00) sabitleri varsa T doniisiimiine

genellestirilmis s6zde daraltan denir (Huang 2007).
Yukaridaki tanimda eger k = 0 alinirsa,
ITx = TyllP < llx = yll? = ITx = Tyl < llx = yll

elde edilir. Dolayisiyla T doniislimii genislemeyen bir donilisime karsilik gelir. Ayrica
yukaridaki tanimda gegen esitsizligin p = 2 igin Browder-Petryshyn tipli k-kesin sozde-

daraltan doniisiime karsilik geldigi agikca goriilmektedir.



Demikontraktif doniisiim siniflari, genislemeyen tip doniisimlerin en genel
siniflarindan birini olusturur. Maruster, Hicks ve Kubicek birbirlerinden bagimsiz olarak
demikontraktif ~ doniisim smiflarimin tanimlarini vermislerdir. 1977 yilinda  Hicks ve
Kubicek, asagida demikontraktif doniisim sinifinin tanimini vermistir. Diger yandan
Maruster, 1973 de R™ de ve 1977 de Hilbert uzaylarinda farkl: bir isimle ve farkli bir yolla
demikontraktif doniisiimlerin tanimimi vermistir (Maruster 1973, Maruster 1977, Hicks and
Kubicek 1977).

Tanmm 20: C,H Hilbert uzaymin konveks kapali bir alt kiimesi ve T : € — C bir
doniisiimii olsun. Ayrica F(T) # @ verilsin. Eger her f,, € F(T) ve x € C igin,

(x = Tx,x — f,,) 2 AlITx — x||? (2)
olacak sekilde bir A > 0 sabiti varsa T doniisiimii (4) sartin1 sagliyor denir (Maruster 1977).

Tanim 21: C, X normlu lineer uzaymin bir alt kiimesi ve T:C — C ye bir doniisiim

olsun. F(T) # @, her f, € F(T) ve x € C igin,
I = foll2 < e = £l + Kl = Txl? ©

olacak sekilde k € [0,1) bir sabit var ise bu doniisiime demikontraktif doniisim denir
(Maruster 1977, Hicks and Kubicek 1977).

Yukaridaki iki tanimdan ilki Maruster tarafindan ilk olarak verildigi i¢in ilk 6nce bu
tamima yer verilmistir. Sonraki yirmi yilda Profesér Chidume’nin 6grencisi olan Moore
tarafindan Hilbert uzaylarinda (2) ve (3) doniisiimlerin tanmimlarinin yapildigi ¢alismalar

gortilebilir. Burada
2 2
lx = £|I"+ kllx = Txll2 = ||Tx = £,||” = 2(x = Tx, x — £,) — (1 = k) llx — Tx||?

olup (3) den her f, € F(T) ve x € C igin

2 ) 2

lx = £+ kllx —TxlI2 = ||Tx — £||" =0
yazilir. (2) den her f,, € F(T) ve x € C igin
(x =Tx,x — f,) = AlITx — x]|?

esitsizligi A = 1;—k > 0 ile (3) esitsizligine denktir (Berinde 2023).

Ornek 9: X = Rve € =[0,1] c X alt kiimesi alinsin. T: C = C bir doniisimii,



IA

=

N
= W

1
Tx = 4
0,

W= O
IA
=
IA

seklinde tamimlansin. F(T) = {i} olup T doniisiimii bir demikontraktif doniistiimdiir

(Naimpally and Singh 1983).

2011 yilinda Maruster ve arkadaslar1 Hilbert uzaymda bu yeni doniisiim sinifi olan «

demikontraktif kavramini tanitmis ve bazi giiglii yakinsama teoremleri elde etmislerdir.
Tamm 22: C bostan farkli bir kiime, T: C — C ye bir dénlisiim olsun. Her x € C, f, €
F(T) igin,
I = afy "< lle = afy | + el = T2

esitsizligi saglanacak sckilde k € [0,1) ve a > 1 sabitleri varsa T doniisimiine a-

demikontraktif doniistim denir (Maruster 2011).
Eger T bir a-demikontraktif doniisiim ise o zaman af,, T nin bir sabit noktasidir.
Ciinkii
Irx = af,[I* < [lx = afy* + kllx — 72|12
= |[Taf, —apll” < laf, — ap |l + klaf, - Tap |
= raf, - apll’ < kllag, - Tag)|?
> (1-k)|Taf, —af,|*< 0

:>Ta:fp =afp

yazilir.
Her demikontraktif doniisim, @ = 1 ile bir a-demikontraktif doniisimdiir. Ancak tersi
dogru degildir.

Ornek10: X =Rve C = [0, %], X’in sinirh alt kiimesi T: € — C bir doniisiimii

2.5 (x —i),

<x

IA

Tx =

L L )
AN
NP XN

x_
1
Z;

IA

X

seklinde tanimlansin. k = 0.2 ve p = i ile T bir demikontraktif dontisimdiir. @ = 1.5 i¢in,

x — 2.5(x — ap), 0<x<ap
Tx = 1
{C(P, ap<x§;
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seklinde verilen T, a -demikontraktif doniisiim olur.

2015 yilinda Maruster ve Rus asagidaki kosullarla gii¢lii demikontraktif doniistimlerin

bir simifin1 tanitmastir.
Tanmim 23: C bostan farkli bir kiime, T: C — C bir doniisim olsun. F(T) # @ ve her
x € C,fp € F(T) i¢in,
e = < el = fll+ e = 7,

esitsizligi saglanacak sekilde a € (0,1), k € [0,1) sabitleri varsa T doniisiimiine giiglii

demikontraktif doniisiim denir (Maruster and Rus 2015).
Tanmm 24: C, X normlu lineer uzaymin bir alt kiimesi ve T:C — C bir doniisim
olsun. Her x € C ve f,, € F(T) igin,
2 2 )
ITx = K7 < |lx = £+ llx = Txll
esitsizligi saglanirsa T doniisiimiine hemikontraktif doniisiim denir.

Demikontraktif bir dontisimiin k = 1 i¢in hemikontraktif doniisimii verecegi agik

olarak goriilmektedir.
Tanim 25: C, X normlu bir lineer uzayinin bir alt kiimesi ve T:C — C bir doniisim
olsun. Her x € C ve f,, € F(T) # @ igin,
1 p p
I7x = 17 < llx = " + kellx = T @

esitsizligi  saglanacak  sekilde p > 0ve 6 € [0,00) sabitleri varsa T doniigiimiine

genellestirilmis hemikontraktif doniisiim denir (Huang 2007).

Osilike ve arkadaslar1 yakin zamanda a-hemikontraktif kavramini tanitmis ve Hilbert
uzayda Ishikawa iterasyon yontemini kullanarak bu doniisim sinifiyla ilgili bazi giiglii

yakinsama teoremlerini elde etmislerdir.

Tanmim 26: C, X Hilbert uzayinin bir alt kiimesi ve T: C — C bir doniisim olsun. Her

x €C, f, € F(T) igin,
I7x = afy | < llx = afp|I* + llx = Txlf?

esitsizligi saglanacak sekilde a > 1 sayist varsa T doniisiimiine a-hemikontraktif doniisim
denir (Osilike and Onah 2015).
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Her hemikontraktif doniisim a = 1 ile bir a-hemikontraktif doniisiimdiir. Ancak tersi
dogru degildir. Ayrica her a-demikontraktif doniisim ayni zamanda bir a-hemikontraktif

doniisimdiir. Fakat bunun da tersinin dogru olmasi gerekmez.
Ornek 11: X = Rve C = [1,4], X’in smrh alt kiimesi ve T: C = C doniisimii

Tx:{xz, 1<x<2
1, 2<x<4

seklinde tanimlansin. T dontisiimii, @ = 2 ile bir a-hemikontraktif dontisiimdiir.
Ornek 12: X =R ve C = (—,1) olarak alalm. T:C — C bir doniisim asagidaki
sekilde tanimlansin.

x
—  x€(-»o0]
x

Tx = 1_x

, € [0,1
—1. *€loD

Bu durumda T doniisimii hem hemikontraktif hem de @ > 1 i¢in a-hemikontraktif

donlisimdiir. Fakat T doniisimii ne demikontraktif ne de a-demikontraktif doniisiimdiir (
Osilike and Isiogugu 2005).

Tanim 27: C, X normlu lineer uzaymin bir alt kiimesi ve T: C — C bir doniisiim olsun.

Her x,y € C igin,
ITx = Tyll < Lllx — yl
esitsizligi L > 0 sayisi i¢in saglaniyorsa T doniisiimiine Lipschitzian doniisiim denir.
Yukarida tanimlanan doniisiim siniflariyla ilgili asagidaki sonuglar yazilabilir:

Q) Eger (1) ve (4) deki doniisiimlerde p = 1 ve k = 0 alinirsa sirasiyla genislemeyen
ve quasi-genislemeyen doniigiimler elde edilir.

(i) Eger X bir Hilbert uzayi ve p = 2 ve k € [0,1) alinirsa, (1) ve (4) deki doniisiimler
Browder ve Petryshyn tipi kesin sozde-daraltan ve demikontraktif doniisiimler
olur.

(iii)  Eger X bir Hilbert uzay1 ve p = 2 ve k = 1 alinirsa, (1) ve (4) deki doniistimler

sirasiyla sozde-daraltan ve hemikontraktif doniisiimler olur.

Yukarida tanmimlarmi verdigimiz doniisim siniflarinin aralarindaki iliskiyi asagidaki

sekilde gosterebiliriz.
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Genislemeyen = Quasi Genislemeyen

U U

Gigclii S6zde Daraltan = Demikontraktif = a-Demikontraktif
U U U

S6zde Daraltan = Hemikontraktif = a-Hemikontraktif
U U

Genellestirilmis Sozde = Genellestirilmis Hemikontraktif
Daraltan

Sekil 2. Dontisiimler arasindaki iligki

Tanim 28: C, X normlu uzayin bostan farkli bir alt kiimesi, T:C — C bir doniisiim

olsun. Hern € N, x € C ve f, € F(T) igin,
[77x = £lI? < an® [lx = £ I + kllx = T7xI?

esitsizligi saglanacak sekilde k € [0,1) sabiti ve }.;°_;(a, — 1) < oo sartin1 saglayan {a,} C

[1, 00) dizisi varsa T doniisiimiine asimptotik demikontraktif doniisiim denir (Qihou 1996).
Bu esitsizlikte k = 0 alinirsa T doniistimiine asimptotik quasi genislemeyen denir.

Tanim 29: C, X normlu uzayin bostan farkli bir alt kiimesi, T:C — C bir doniisiim

olsun. Her n € N, x € C ve f,, € F(T) igin,
IT%x = K17 < an [Jx = £ |17 + llx = Tx|I?

esitsizligi saglanacak sekilde Xo_;(a, — 1) < oo sartim saglayan {a,} c [1, ) dizisi varsa

T doniisimiine asimptotik hemikontraktif doniistim denir (Qihou 1996).

Tanim 30: C, X normlu uzayin bir alt kiimesi, T: C — C bir doniisiim olsun. Her n €

N ve x € C i¢in
IT™x =Tyl < Lllx — ylI

esitsizligi L > 0 sayist i¢in saglaniyorsa T doniisiimiine diizgiin L —Lipschitzian doniisiim

denir.

Tammm 31: H bir Hilbert uzay ve C de H’nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Her

z € C igin

ly —zll < llz — x|
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esitsizligi saglanacak sekilde bir y € C noktasi varsa y, x in C iizerine bir metrik projeksiyonu
olarak adlandirilir ve Ppx ile gosterilir. Eger her x € H igin P.x var ve tekse P.:H —» C

operatorii (C tizerinde) metrik projeksiyonu olarak isimlendirilir (Rudin 1991).

Tamim 32: (i) C, X normlu uzayin bir alt kiimesi, T: C — C bir doniisiim ve {x,,}, C de
bir dizi olsun. {x,} dizisi x e zayif ve {Tx,} dizisi de 0 a gii¢lii yakinsak iken Tx = 0 ise T

doniisiimii 0 da yari-kapalidir denir.

(if) €, X normlu uzayin bir alt kiimesi ve T:C — C bir doniisiim olsun. Eger C deki

herhangi bir simrl {x,,} dizisi i¢in lim, . ||x,, — Tx,|| = 0 olacak sekilde C de f, noktasina

yakinsayacak sekilde {x,,} dizisinin bir {xn]_} alt dizisi varsa T ye yari-kapali doniisiim denir.

Hilbert uzaylarda asimptotik demikontraktif ve asimptotik hemikontraktif
doniistimlerin smiflar1 1987 yilinda Liu tarafindan verilmistir. Liu, Schu’nun sonuclarin
genellestirmis  ve Hilbert uzaylarinda diizgiin L —Lipschitzian giiglii  asimptotik
demikontraktif donisiimler ve diizgiin L —Lipschitzian k-kesin giiglii asimptotik sozde
daraltan doniisiimler i¢in Mann iterasyon metodunu kullanarak bazi yakinsama sonuglari
ispatlamigtir.  Bununla birlikte, Osilike 1998’de Liu’nun sonuglarini daha genel p-diizgiin

konveks Banach uzaylarina genisletmistir.

Arastirmanin Onemi ve Gerekcesi

Bu c¢aligsmada, klasik Banach Sabit Nokta Teoremi’nin ifade edildigi daraltan doniisiim
siniflarinin  Gtesine gecilerek bu tiir donidsiimleri ve farkli genellestirmelerini kapsayan
hemikontraktif ve demikontraktif doniisiim tiirleri ve bunlarin farkli siniflar1 tanitilacak.
Olusturacagimiz yeni iterasyon metotlarin1 kullanarak bu doniisiim smiflar1 i¢in bazi
yakinsama teoremlerini ispatlayacagiz. Ayrica Hilbert uzayda veya Banach uzayda bilinen bir
teoremin metrik uzaya genellestirmesi son derece dnemli oldugundan bu uzaylarda elde edilen
sonuglarin metrik uzaydaki versiyonlar1 ifade edilecektir. Bdylece elde edilecek olan bulgular

ve sonuglarla literatiire yeni bir bakis acis1 kazandirilacaktir.

Tez Oneri Konusunun Enstitii ve Ana Bilim Dali Oncelikli Arastirma Alanlariyla iliskisi

Tez oOnerisi olarak ele aldigimiz  “Hemikontraktif ve Demikontraktif Dontisim

Siniflar1” Matematik bilim dalinda Sabit Nokta Teorisi alaniyla ilgilidir.
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MATERYAL VE METOD

Bu boliimde oncelikle agik (explicit) ve kapali (implicit) iterasyon metotlar ile ilgili
yapilan calismalara deginilecektir ve daha sonra calismamizin temel sonuglarini ispatlamak

icin kullanacagimiz yardimci teoremlere yer verilecektir.

Mann iterasyon metodu tizerinden agik ve kapali iterasyonlari agiklamaya ¢alisalim. X
bir normlu uzay ve C de X in bostan farkli konveks bir alt kiimesi olsun. T: C — C doniisiimii

Xo € C baslangi¢ noktas ve [0,1] arahigindaki {a,,} dizisi i¢in
(Agik) Mann iterasyon metodu:  x,4; = (1 — a,)x, + a,Tx,
Kapali Mann iterasyon metodu:  x,,; = (1 — a,)x, + @, Tx;41

seklinde tanimlamir. Birinci iterasyonumuzda n = 0 alindiginda x; = (1 — ag)xy + @oTx,
ifadesinden T doniisiimiinii, {a,} dizisini ve x, noktasini bildigimiz i¢in bu esitligin sag
tarafinda bilinen degerler yerine koyulup gerekli cebirsel islem yapilarak x; bulunur. Her n €
N i¢in bu islem devam ettirilerek {x,} dizisi olan Mann iterasyonu elde edilir. Yukaridaki
ikinci iterasyonda n = 0 alindiginda ise x; = (1 — @y)xy + ayTx; esitligini elde ederiz.
Burada x, baslangi¢ noktasindan hareketle x; degerini elde edebilmek i¢in bu denklemi
¢ozmemiz gerekiyor. Clinkii elde etmek istedigimiz x; degeri bu esitligin hem sol hem de sag
tarafinda yer almaktadir. Dolayisiyla birinci iterasyonda farkli olarak, kapali Mann iterasyonu
{x,,} dizisini elde edebilmek i¢in her adimda karsilasacagimiz denklemi ¢oziip iterasyonun bir

sonraki adimini bulmamiz gerekiyor.

Acik iterasyon metotlari
Genislemeyen doniisiimlerin sabit noktasini ¢alismak igin, 1966 yilinda Browder ve
Petryshyn tarafindan tanimlanan asimptotik regiilerlik kavramini tekrar hatirlayalim.

Tammm 33: Bir X Banach uzayi lizerinde tanimli T doniisiimii, eger her x € X i¢in
T™"1x — T™x — 0 seklinde X'te kuvvetli yakinsaksa, T doniisiimiine X iizerinde asimptotik

regiilerdir denir (Browder and Petryshyn 1966).

Krasnoselskij, eger T doniisimii genislemeyen bir doniisiim ise (ki bu durum, genel

olarak asimptotik regiilerligi saglamaz) A1 € [0,1] i¢in
T, := (1 — DI + T,

donitisiimiinii T ye gore ortali doniisiim olarak tanimlamustir. Bu durumda
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0] T, genislemeyen bir doniisimdyir;

(i) Fix(T) = Fix(Ty);

(i) T, asimptotik regiilerdir (Krasnoselskij 1955).

Sabit nokta teorisi agisindan bakildiginda, (ii) ve (iii) maddeleri, ortali doniisim T}
'nin, orijinal donilisiim T'den daha giiglii veya daha avantajli oldugunu gosterirken, (i) maddesi
ise her iki doniisiimiin de ayni sabit noktalara sahip oldugunu belirtir. Bu durum, iterasyon
yontemleri i¢in 6nemli bir fayda saglar. Orijinal donlisim T ’nin sabit noktasin1 dogrudan
bulmak zor olabilir, ama daha diizenli ve iyi 6zelliklere sahip olan T, doniisiimiinii kullanarak

bu sabit nokta yaklasik olarak bulunabilir.

Ornegin, sabit nokta kiimesi bos olmayan F(T) # @ bir genislemeyen T doniisiimii
icin, T'ye karsilik gelen Picard iterasyonu, yani {x,, = T"x}, genel olarak yakinsamaz; hatta
yakinsasa bile, limit noktast T'nin bir sabit noktas: olmayabilir. Buna karsilik, T;'ya karsilik
gelen Picard iterasyonu, yani {y, = Tj'x}, Krasnoselskij'nin makalesinde verilen tiirden

uygun varsayimlar altinda, T'nin bir sabit noktasina yakinsar.

Lemma 2: H bir Hilbert uzay1 ve C € H kapali ve konveks bir kiime olsun. Eger
T:C — C dontisimi k-demikontraktif ise, 0 zaman T’nin Krasnoselskij pertiirbasyonu olan
Ty, (1 + k/A — 1/2)-demikontraktif olur (Berinde 2023).

Ispat: Her x € C ve f, € F(T) i¢in
2 2 5
T2 = folI” < llxe = KlI” + kellx = TxI1?,
olacak sekilde k < 1 sabiti vardir. Yukaridaki esitsizlik her x € C ve f, € F(T) igin
k—1
(Tx —x,x — f,) < — llx — Tx||?,
ifadesini gerektirir. Dolayisiyla her x € C ve f,, € F(T) igin,
2 2 2
| T2 —fp” < [[A(Tx — x) + x —j%” =[x —fp” + 2MTx — x,x — f) + A?||Tx — x||?
<|lx = £ + (A% + 2k — DITx — x]I2
2 (A%42k-2
=[x = £ lI” + 2Dk — x|

olur. Bu ise, k,A € (0,1) ve 0<1+k/A—1/2 <1 oldugu igin Ty’nin (1 + k/A—1/2)-

demikontraktif oldugunu gosterir.
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Lemma 3: H reel bir Hilbert uzay1 ve C < H kapali ve konveks bir kiime olsun. Eger
T:C — C doniisimii k-demikontraktif ise, bu durumda keyfi A € (0,1 — k) igin, T; quasi-
genislemeyen bir doniisimdiir (Berinde 2023).

Ispat: Her x € C ve fp € F(T) igin, Lemma 2’nin ispatindan asagidaki esitsizlik

yazilabilir
A2+ 2k — Q)
IT2x = " = lle = 51" + =5 1Tax — II2.
Boylece, eger
A2+ 2k —21<0,

yani
A<1-—k,

ise, yukaridaki esitsizlikten x € C, f, € F(T) igin

2 2
ITox = o lI” = llx = £l
elde edilir. Dolayisiyla, T; quasi-genislemeyen bir dontistiimdiir.

Farkl1 doniisiim siniflarinin ifade edilmesi ile birlikte bu doniisiimlerin sabit noktasini
elde etmek icin dogal olarak farkli iterasyon metotlarina ihtiya¢ duyulmustur. Yani, daraltan
bir doniisiimiin sabit noktasina Picard iterasyonu yakinsarken genislemeyen bir doniisiimiin

sabit noktasina bu iterasyonun yakinsamasi gerekmez.

Demikontraktif doniisiimlerin tanimlarin1 birbirlerinden bagimsiz olarak ifade eden
Maruster, Hicks ve Kubicek Mann iterasyon metodunu kullanarak asagidaki teoremleri

ispatlamiglardir.
Teorem 1: C, bir Hilbert uzayin konveks, kapali alt kiimesi ve T: C = C donilisiimii;

i) F(T) # 0,

i) T, k katsayili demikontraktif bir dontigiim,

iii) Eger herhangi bir {x,,} dizisi x e zayif ve {(I — T)x,,} dizisi 0 a giiclii yakinsak
iken (I — T)x = 0 dr.

sartlar1 saglansin. Boylece a,, = ave 0 < a < 1 — k olmak tizere
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{ x1 €C,
Xn1 = (1 —a)xy, + a,Tx,, n=>1

(5)

seklinde tanimlanan {x,} dizisi T’nin sabit noktasina zayif yakinsar (Hicks and Kubicek
1977).

Teorem 2: C, bir Hilbert uzayin konveks, kapali alt kiimesi ve T:C — C lineer
olmayan bir doniisiim olsun. Ayrica T doniisiimii (A) sartin1 saglasin ve [ — T doniisiimii 0 da
yar1 kapali olsun. Bu durumda 0 < a < a, < b < 24 olmak {izere (5) tarafindan tanimlanan
iterasyon metodu C kiimesinde yer alir ve {x,} dizisi T ’nin sabit noktasina zayif yakinsar

(Maruster 1977).

2023 yilinda Berinde, yukarida ifade edilen Teorem 1 ve Teorem 2 yi birlestirerek

asagidaki sonucu ispatlamustir.

Teorem 3: C, bir Hilbert uzayin konveks, kapali alt kiimesi ve T:C — C lineer
olmayan bir demikontraktif doniisiim olsun. Ayrica [ — T doniisiimii yar1 kapali oldugunu
kabul edelim. Bu durumda 0 <a<b <1 ve a, € [a b] olmak iizere (5) tarafindan

tanimlanan iterasyon metodu T 'nin sabit noktasina zayif yakinsar (Berinde 2023).

Ayrica yazar bazi ek sartlar altinda Hilbert uzaylarda aynmi doniistim sinifi igin (5)
iterasyon metodunun gii¢lii yakinsamasimi gostermistir. Daha sonra Chidume, Hilbert
uzaylarinda i¢ carpim yerine dual ¢ifti kullanarak Banach uzaylarinda da demikontraktif

doniistimlerin sinifini ifade etmis ve calismistir (Chidume 1986).

Son yirmi yilda pek cok arastirmaci Lipchitz sézde-daraltan doniisiimlerin sabit
noktalarina yaklagsmak i¢in Mann iterasyon metodunu kullanmislardir. Hilbert uzaylarinda
elde edilen sonuglar daha genel Banach uzaylarina genellestirilmistir (Schu 1991, Xu and
Roach 1992, Chidume 1987, Chidume 1994, Chidume 1998, Chidume and Moore 1999,
Chidume and Osilike 1995, Chidume and Mutangadura 2001, Cho et al. 2010).

1974 yilinda Ishikawa, Mann iterasyonundan daha genel olan ve uygun sartlar altinda

T doniistimiiniin sabit noktasina yakinsayan bir iterasyon metodu ifade etti.

Teorem 4: C, bir Hilbert uzayin konveks, kompakt alt kiimesi ve T: C = C Lipschitz
sozde-daraltan doniisiim olsun. x, € C baslangi¢ noktasi verilsin. Ayrica {a,} ve {B,} dizileri
i¢in;

) 0<app,<1,

i) lim 8, =0

n—-oco
iii) ?lo=1 Apfn = o,

sartlar1 saglansin. Boylece
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X € C,
Xn41 = ATy + 1- an)xn' (6)
Yn = BnTxy + 1- ﬁn)xn;

seklinde tanimlanan {x,} dizisi T’nin sabit noktasina gii¢lii yakinsar.

Rhoades asagidaki 6rnegi doniistimler arasindaki kapsama igin vermistir (Rhoades

1976).

Ornek 12: X = Rve C = [0,1] olmak iizere T:C — C doniisimii

2\2
Tx=(1—x3)

seklinde tanimlansin. T doniisiimii Lipschitz degildir. Dolayisiyla genislemeyen bir doniisiim
de degildir (Schu 1991). Fakat T doniisiimii s6zde-daraltan bir doniisimdiir (Xu and Roach
1992).

1990 yilinda Qihou, yukaridaki teoremi Lipschitz hemikontraktif doniisiimlerin

sinifina genisletmis ve asagidaki sonucu ispatlamistir.

Teorem 5: C, bir Hilbert uzayin konveks, kompakt alt kiimesi ve T:C — C siirekli bir
hemikontraktif doniisiim olsun. T’nin sabit noktalarinin sayisinin sonlu oldugunu varsayalim.
Bu durumda Teorem 4 de verilen Ishikawa iterasyon metodu {x,} , T’ nin sabit noktasina
yakmsar (Qihou 1990).

1997 yilinda Xu, hatali Mann ve hatali Ishikawa iterasyon metotlarindan hareketle
burada kullanilan sartlara gore daha anlamli olan asagidaki Xu’ya gore hatali Mann ve hatali

Iskikawa iterasyon metotlarini ifade etmistir.

C, bir X normlu uzayinin bostan farkli alt kiimesi ve T:C — C bir doniisim olsun.

Boylece {u,} ve {v,}, C de smirh diziler ve a,, + B, + ¥ = @ + By + ¥n = 1 olmak tizere

{ x, €C, 7)
Xpi1 = Xy + BnTx, +ypu,, n=1

algoritmasina Xu’ya gore hatali Mann,

x, €C,
{xn+1 = ApXn + BnTYn + Ynln, (8)
Yn = ar’lxn + ,Br’LTxn + ]/TIIUTU

algoritmasina ise Xu’ya gore hatali Iskikawa iterasyon metodu denir.

1999 yilinda Chidume ve Moore, Hilbert uzaylarinda siirekli hemikontraktif

doniistimlerin sabit noktasina (8) iterasyon metodunun yakinsadigini gostermislerdir.
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Yukaridaki iterasyon metotlarindan esinlenerek Owojori tarafindan tanimlanan

asagidaki algoritmalar tanimlanmaistir:

( x, €C,
) Xns1 = AnXpy + BnTYn + Valn, )
Yn = AnXp + BTz, + Ypvn,
\ Zp = Ay X + B TZn + Vi Wy,
x, €C,
) Xn+1 = AnXy + BpTVn + VaSxy, (10)
Yn = nXn + BTz + Yy,

\ z, = anx, + Br Tz, + Vi Wy,

(9) daki iterasyon metodu siirekli hemikontraktif T doniisiimiiniin sabit noktasini, (10) daki
iterasyon metodu ise diizgiin siirekli hemikontraktif T ve S doniisiimlerinin sabit noktasini

bulmak i¢in kullanilmistir.
Kapali iterasyon metotlar:

2007 yilinda Rafiq, reel Hilbert uzaylarinda hemikontraktif dontisiimler igin (11) deki

gibi Mann tipi kapali iterasyon yontemini ifade etmis ve asagidaki sonucu ispatlamustir.

Bu iterasyon semasi;

{xlszC, (11)

Xp=0pXp1+ 1 —a)Tx,, n=>1
seklinde tanimlanmustir (Rafig 2007).

Teorem 6: C, reel Hilbert uzay1 H’nin kompakt, konveks bir alt kiimesi ve T:C — C
bir hemikontraktif doniisiim olsun. [0,1] kapali araliginda yer alan {a,} dizisi baz1 § €
(0,1) i¢in {a,} c [, 1 — &] sartim1 saglasin. Herhangi x; € C i¢in (11) ile tanimlanan {x,,}
dizisi T’nin sabit noktasina gii¢lii bir sekilde yakimsar (Rafiq 2007).

Daha sonra Song, reel Banach uzaylarda siirekli s6zde-daraltan doniistimlerin sabit

noktasina (10) iterasyon yonteminin gii¢lii yakinsamasin1 ispatlamistir (Song 2007).

Teorem 7: C, reel Hilbert uzayr H’nin kapali, konveks bir alt kiimesi ve T:C — C
sabit noktalar kiimesi bos kiimeden farkli bir demikontraktif doniisiim olsun. Ayrica I — T
doniisiimii 0 da yari-kapali ve baz1 @ > 1 igin T doniisimii a-demikontraktif olsun. [0,1]
kapal araliginda yer alan {a,} dizisi baz1 § € (0,1) i¢in {a,} c [§,1 — &] sartim1 saglasin.
Herhangi x; € C igin (11) ile tammlanan {x,} dizisi T ’nin sabit noktasina giiglii bir sekilde
yakinsar (Das and Diwan 2018).
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2013 yilinda Hussain ve arkadaslar1 asagidaki iterasyon semasini kullanarak siirekli

hemikontraktif doniistimlerin bir ailesi i¢in yakinsama sonucu elde etmislerdir.

{ X9 €EC 12)

Xn = VnXpo1 + 21%y 84, Tixy

Teorem 8: C, H Hilbert uzaymin kompakt, konveks bir alt kiimesi ve i = 1,2, ...,m

icin T;: C — C siirekli hemikontraktif doniisiimlerin bir ailesi olsun. {y,}, {5}1} dizileri [0,1]
araliginda bulunmak {izere bazi € € (0,1) i¢in {y,}, {6,‘1} clel—¢] ve y+ XM, 8L =1
olsun. O zaman keyfi x, € C i¢in (12) ile tamimlanan {x,} dizisi, N2, F(T;) # @

kiimesindeki ortak sabit noktaya gii¢lii bir sekilde yakisar (Hussain et al. 2013).

2018 yilinda Diwan ve arkadaslar1 yukarida tanimlanan (12) iterasyonunu kullanarak
Hilbert uzaylarinda siirekli a-demikontraktif doniistimlerin ailesi i¢in asagidaki sonucu elde

etmislerdir.

Teorem 9: C, H Hilbert uzayinin kompakt, konveks bir alt kiimesi ve i = 1,2,...,m
icin Tj: C — C siirekli a-demikontraktif doniisiimlerin bir ailesi olsun. {y,,}, {6}1} dizileri [0,1]
araliginda bulunmak {izere bazi € € (0,1) i¢in {y,}, {6,‘1} cle,1—¢] ve y + 21,6 =1
olsun. O zaman keyfi xy € C i¢in (12) ile tamimlanan {x,} dizisi, NZ,F(T;) # @

kiimesindeki ortak sabit noktaya gii¢lii bir sekilde yakimsar (Diwan, Das and Dashputre 2018).

2022 yilinda da Joseph ve arkadaslari, Diwan ve arkadaslari tarafindan hemikontraktif
ve a-demikontraktif doniisiim siniflart igin elde edilen sonuglar1 genellestirerek daha genel bir

sinif olan a-hemikontraktif doniisiimler tizerine asagidaki sonucu ispatlamiglardir.

Teorem 10: C, H Hilbert uzaymin kompakt, konveks bir alt kiimesi ve i = 1,2, ..., m
icin T;: C — C siirekli a-hemikontraktif doniisiimlerin bir ailesi olsun. {y,,}, {6;1} dizileri [0,1]
araliginda bulunmak iizere bazi € € (0,1) igin {y,},{6}} c[e,1—¢] ve y, + X2, 6L =1
olsun. O zaman keyfi x, € C igin (12) ile tanimlanan {x,} dizisi, NZ, F(T;)) # @
kiimesindeki ortak sabit noktaya gii¢lii bir sekilde yakmsar (Joseph et al. 2022).

Teorem 11: C, H Hilbert uzaymin kompakt, konveks bir alt kiimesi ve i = 1,2, ..., m
icin T;: C — C siirekli a-hemikontraktif doniisiimlerin bir ailesi olsun. {y,,}, {6,11} dizileri [0,1]
araliginda bulunmak {izere bazi € € (0,1) i¢in {y,}, {6,‘1} cle,1—¢] ve y + 21,6 =1
olsun. Ayrica Py: H = K bir projeksiyon operatorii olmak tizere

{ Xg€C 13)

Xn = Py (Vnxn-1 + 2:11 511'1Tixn)
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ile tammlanan {x,} dizisi, N, F(T;) # @ kiimesindeki ortak sabit noktaya giiclii bir sekilde
yakimsar (Joseph et al. 2022).

Asimptotik doniisiimler icin kullanilan iterasyonlar

1996 yilinda Qihou, asimptotik demikontraktif doniisimlerin siniflart i¢in asagidaki

yakinsama teoremini ispatladi.

Teorem 12: C, H Hilbert uzaymin kapali, sinirli ve konveks bir alt kiimesi ve T:C —
C tamamen siirekli, diizgiin L-Lipschitzian asimptotik demikontraktif doniisiim olsun. Burada
{a,} dizisi, a, € [1,+»), Y2 (a2 —1) <+ ve baz1 € >0 igin e<a,<1—-k—c¢
sartlarin1 saglasin. Bu durumda

{ Xg €C

Xne1 = (1 —a)x, + @, T"x, (14)

ile tanimlanan {x,,} dizisi, T nin sabit noktasina giiglii bir sekilde yakimsar (Qihou 1996).

Osilike, asimptotik demikontraktif doniistimlerin sinifi igin Qihou’nun sonuglarini daha
genel g-diizgiin smooth Banach uzaylarina (1 < q < o) genellestirmistir (Osilike 1998).
Osilike ve Aniagbosor, Osilike’nin C kiimesi iizerinde koymus oldugu smirhilik sartinin
diistirelebilecegini ispatlamislardir (Osilike and Aniagbosor 2001). Moore ve Nnoli ise
diizgiin L- Lipschitzian ve asimptotik demikontraktif bir doniisiimiin sabit noktasina gerekli
ve yeterli sartlar altinda Mann iterasyonunun gii¢lii yakinsamasini1 gostermislerdir (Moore and

Nnoli 2005).
C, bir X normlu uzayinin bostan farkli alt kiimesi ve T: C — C bir doniisiim olsun.

Boylece {u,} ve {v,}, C de smirh diziler ve a,, + B, + ¥n = @ + By + ¥n = 1 olmak iizere

{ x1 €C,
Xn+1 = ApXp + ﬁnTnxn + iy, nz=1

hatal1 Mann,

x, €C,
Xn41 = OpXp + .BnTnyn + YnUn,

Yn = anXp + BaT"%n + Y,
hatali Iskikawa iterasyon metotlar1 kullanilarak pek c¢ok yazar cesitli arastirmalar
yapmuslardir. Igbokwe, Banach uzaylarinda tanimli tamamen siirekli, diizgiin L-Lipschitzian
asimptotik demikontraktif doniisiimiin sabit noktasina yukarida tanimlanan hatali Ishikawa
iterasyonunun yakinsadigimi gostermistir (Igbokwe 2002). Daha sonra Cho ve arkadaslari

2002 yilinda, Igbowke’nin teoremlerindeki sartlarini genellestirerek normlu uzaylarda,

22



diizgiin L-Lipschitzian asimptotik demikontraktif doniisiimler ve siirekli demikontraktif
doniistimlerin sabit noktalari i¢cin hatali Mann ve hatali Ishikawa iterasyon metotlarini

kullanarak bazi yakinsama sonuglar1 vermislerdir (Cho et al. 2002).

Hilbert uzaylarinda veya normlu uzaylarda yapilan bu calismalar, daha genel uzay

olan hiperbolik uzaylara genellestirilmistir. Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 hiperbolik

uzaylarda
x1 €EC,
{xnﬂ =1-a)x,®a,T"x,, n=1 (15)
ve
x, €C,
X1 = (1 — ap)x,@anTyy, (16)

Yo = (1 = Br)xn®BnT " xp,
seklinde ifade edilir. Burada 0 < a, <1ve 0 < g, < 1dir.

Fukhar-ud-Din ve Khan, 2021 yilinda diizgin L-Lipschitzian ve asimptotik
demikontraktif doniisimler ile diizgiin L- Lipschitzian ve asimptotik hemikontraktif
doniistimler igin 2-diizgiin konveks hiperbolik uzaylarda (15) ve (16) iterasyon metotlarini
kullanarak gii¢lii yakinsama teoremleri ispatlamislardir. Yazarlarin bu ¢alismalart bu konu ile
ilgili yapilan ve yukarida da bahsedilen normlu uzaylarda, Banach uzaylarinda ve Hilbert

uzaylarindaki ¢aligmalari genellestirmektedir (Fukhar-ud-Din and Khan 2021).

Yukarida literatlir taramasinda yazarlarin sonuglarini ispatlamak icin kullandiklari
lemmalar ve bizim de teoremlerimizi ispatlarken kullanacagimiz temel lemmalar asagida

ifade edilmistir.

Lemma 4: {p,,} ve {0,,} nin negatif olmayan iki say1 dizisi oldugunu varsayalim. Her

n = N, i¢in,
Pn+1 S Pnt 0p
olsun. Bu durumda,

i. Eger) 0, < o iselim p, vardur.
ii. Eger )0, <o ve {p,}'nin sifira yakinsayan bir alt dizileri varsa o zaman
lim p,, = 0’dir (Tan, Xu 1993).

Lemma 5: H bir Hilbert uzay ve her x,y € H, 2 € [0,1] i¢in

(1 = Dx + AylI2 = (1 = Dlixll* + Allyll? = 22 = Dllx — yll?
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0zdesligi gegerlidir (Ishikawa 1974).

Asagidaki lemma, yukaridaki lemmada x,y € H vektorleri i¢in gecerli olan 6zdesligin

i =1,2,...,molmak iizere m + 1 tane vektore genellestirilmis halidir.

Lemma 6: H bir Hilbert uzay1, a, 8 € [0,1], i = 1,2,...,m ve a + X1, B = 1 olsun.

Bu durumda her x,x; € Hvei = 1,2, ..., m igin,

m m
ax+zﬁix _a||x||2+zﬁl||x||2 Zaﬁillxi—xllz
i=1 i=1
Zﬁ Bl -
i,j=1
i#j

Ozdesligi gegerlidir (Hussain et al. 2013).
Ispat: Keyfix; € Hvei = 1,2,...,m icin,

lex 12 + 2 z Re (x;, ;). 17

1,j=1
i%j

m

2%

esitligi yazilabilir. Asagidakileri g6z oniinde bulunduralim:

m 2 m m 2
ax+Zﬁixi = (1—zﬁi>x+zﬁixi (18)
i=1 i= i=1
= ‘x+z,3 (x; — x)
= IIxII2+Zﬁ” i — I +zZﬁ Re(x; — x,x)
m
+2 Z B! B Re{x; — x, x; — x).
ij=1
i#j
Heri =1,2,...,m igin,
2Re(x; — x,%) = llx;|1? = llx; — x|I% — |lx]|? (19)
ve
2 2 2
2Re(x; — x,x; — x) = —||x: - Xj” + [l — x]|* + ”xj — x| (20)

elde edilir. (19) ve (20)’yi (18) denkleminde yerine koydugumuzda asagidakini elde ederiz:
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2

m
ax + Z B x;
i=1

= allxll? + ) Blll? = Y B =l = B (1= Bl - P
i=1 i=1

i,j=1
i£j
m
i pj 2 2
+ ) B (Il = %112 + [l |
=1
i#j
m m m m
, .. 2 , .
=alldli2+ Y Bl = > BB - x| —Z(l —Zﬁ’)ﬁl I = x|
i=1 i,j=1 i=1 i=1
i#j
m m m
, , i 2 ,
= allxliz+ ) gl = D" g pilxi= )" = ) apillx - %I
i=1 i,j=1 i=1
i+j

Boylece ispat tamamlanmus olur.

Lemma 7: X reel normlu lineer uzay olsun. Bu durumda V x,y € E ve j(x +y) €

J(x + y) i¢in
lx + ¥11 < llxll? + 2¢y, (x + )
esitsizligi gegerli olur (Chidume and Nnoli 2002).

Lemma 8: X uzayi, 2-diizgiin konveks hiperbolik uzay olsun. Her u,x,y € X ve 1 €
[0,1] i¢in

d(u, 2x®(1 — 1)y)?
< Adw,x)?+ (1 —)dw,y)? — 4cyymin{A?, (1 — 1)?}d(x,y)?

esitsizligi gecerlidir (Dehaish et al. 2013).
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimiin ilk kisminda kapali iterasyon metotlar1 yardimiyla hemikontraktif ve

demikontraktif doniisiimler igin bazi sonuglar verilecektir.

Teorem 13: C, H Hilbert uzayinin konveks ve kompakt alt kiimesi, T, S: C — C birer
sirekli hemikontraktif doniisimler olsun. {a,},{B8,} ve {y,} dizilerinin & € (0,1) igin
{an}, {Bn}, v} < [e,1 — €] sartim1 saglayacak sekilde birer reel dizi olduklarini varsayalim.

Herhangi x; € C i¢in {x,,} dizisini asagidaki sekilde tanimlayalim.

{xlzxeC, (21)

Xn = AnXp—q T BnTxn + VuSxy
Bu durumda {x,,} dizisi, T ve S’nin sabit noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar.

Ispat: f, € (F(T) N F(S)) alahm. Yukaridaki (21) numarali {x,,} dizisini ve Lemma

5’1 kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz.

”xn - fp”2 = ”anxn—l + BnTxpn + YnSxy — fp”z
= ”an(xn—l - fp) + Bn(Txn - /‘%,) s Vn(an - fi))”z

= an”xn—l 4 prZ + :Bn”Txn o fpllz + yn”an - ﬁ)”z
- anﬂn”xn—l G Txn”2 BE anyn”xn—l - anllz

= Bu¥allTxn — Sxnll? . (22)

T ve S birer hemikontraktif doniisiimler oldugu icin asagidaki esitsizlikler gegerlidir.

170 = 17 < M1fy = 2all” + len = T 12 (23)
52 = £l < 1fy = xall” + 11, = Sicli? (24)

(22) numarali esitsizligin i¢ine (23) ve (24) numaral esitsizlikleri yerlestirirsek,

”fp - xnllz S an”xn—l - fp”2 + Bn [”xn - fp”2 + ”xn - Txn”Z]

¥ [l = fll* + Mty = Sxall2] = @nBalicns — Ty |1

— apVullXn_1 — Sxul1> = Bn¥nlITx, — SxylI? (25)
bulunur. Ayrica ||Tx,, — x,||? ifadesinden,
ITx, — xpl12 = lanxpn_1 + BnTXn + ¥nSxy — Txp|I?

= llatn (-1 = Txp) + ¥n (S — Txp)I?

< apllacn_g = Txgll? + ¥llSxy — Txgl1? = anynllxn_y — Sxull? (26)
elde edilir. Simdi de ||x,, — Sx,,||?> normundan,
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I, = Sx, |12 = Nl xp—q + BT Xy + ¥ Sx,, — Sx,ll?
= ”an(xn—l = Sx,) + .Bn(Txn - an) + Vn(Sx, — an)llz

< apllSx, — xp_1 12 + BullTxy, — Sxpll? — anBnllxn_1 — Tx,ll? (27)

esitsizligi yazilir. Bu esitsizliklerden (25)’in igerisine (26) ve (27)’yi yerlestirirsek,

1o = xall” < @nllfy = xncall” + Ballfy = xll”
+ Bulanllxn_1 — Txpll? + vl (Sxn = Txull? — an¥nllxn-1 — Sxnll?]
+ )’n“xn - fpllz
+ Yalanllxn-1 — Sxnll? + BallTxy — Sxull? — anBullxn-1 — Txnll?]
= anPullxn-1 — Txnll* = an¥nllan-q — Sxpll? = BuyallTan — Syl (28)
olur. Yukaridaki esitsizligin en sade hali su sekildedir:
1o = %l < 1y = %ncall” = Bavalllens = Toall? + 1ty = S 1]

Bn¥n

an

+ ”Txn - anHZ (29)

S ve T, diizgiin siirekli doniisiimler oldugundan ||Tx,, — Sx,||? < M sartim saglayan

M € R sayist vardir. Dolayisiyla bu esitsizligi kullanilirsak,
2 2 2 21 , Bn¥n
”fp - xn” = ”f;) - xn—l” = BrVulllXn—1 = Txpll* + llxp_q — Sx ] + a_nM (30)

seklinde yazabiliriz.

Bazi €€ (0,1) igin {a,},{Bn},{rn} © 6,1 —¢] dizilerini kullanarak asagidaki

esitsizligi elde ederiz:

||, — ]2,”2 < ||%ns —j‘;[,”2 —&?[Nlxp_g — Txpll? + llxpq — Sx,|I%] + eM. (31)
Buradan,
e2[l12tn—q — Tanll? + 1xn_1 — Sxal12] < |lxnes = £lI° = llxn = £oll* + eM (32)

yazilir. Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafin toplami alinirsa,
2 2 2 2
e (s =Tl + o = 551°) < D (s = £ l" =l = fII°) +em

Jj=1 j=1
= |lxo = £, |I" + &M (33)
elde edilir. Buradan,
2 (%2 - T )|* + s - sx%) < oo (34)
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seklinde yazabiliriz. Bu ise
1im (s = Toll? + g — Sxal17) = 0
limitini gerektirir. Dolayisiyla,
lim [y =Tl = 0, lim [l = Sxpl? = 0 (35)
olup (26) ve (27) esitsizliklerinden,
Lim llxy = TxnlI? = 0, lim [lx, — Sxp||* = 0
limitleri elde edilir.
(31), (32) ve Lemma 4’ten asagidaki limiti elde ederiz,
lxn = £l = 0.
Budan — o iken x, — f, anlamina gelir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 14: H,C kiimeleri ve T,S:C —» H doniisimleri Teorem 13’teki gibi
tammlansin. {a,}, {8} ve {y.}, [0,1] araliginda tamiml bir reel say1 dizileri olsun. Bu diziler
€ € (0,1) olmak tizere {a,}, {Bn}, {¥n} < [&,1 — €] kosulunu saglasin. P.: H - C, H uzayinin

C’ye olan izdiisiim operatérii olsun. O halde asagidaki sekilde tanimlanan {x,,} dizisi,
Xn = Pe(anXn-1 + BnTxn + ¥nSxy)
T ve S dontistimlerinin ortak sabit noktalarina kuvvetli yakinsar.

Ispat: P, genislemeyen bir doniisiim ve C kiimesi de H’ nin Chebyshev bir alt kiimesi

oldugundan P, tek degerli bir déniisiimdiir. Dolayistyla asagidaki esitsizlik elde edilir:
I = oI = |Pe(@ntn_s + BuTon + vaSx) = Pef ||

< ”(ann_l + BnTxy + VnSx, — fp”2

= llanCenos = £5) + Ba(Totn = £5) + v (S0 = £)II”

= an”xn—l - fp”2 + ﬁn”Txn - fp”z + )/n”an - fi)”z - anﬁn”xn—l - Txn”2 -

anyn”xn—l - an”z - ,Bnyn”Txn - anllz

Bu da su anlama gelir:

”xn - fi?”z =< ”xn—l - f%)”z - Bnyn[”xn—l - Txnllz + “xn—l - anllz]
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C U (T(C) U S(C)) kiimesi kompakttir ve bu nedenle {||x,, — Tx,||} ve {|lx,, — Sx, ||} dizileri
stmirhdir. Ispatin kalan kismi1 Teorem 13’iin ispatinda oldugu gibi devam eder ve bdylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 15: H,C ve T, S Teorem 13’deki gibi tammlansin. {a,},{B,} ve {y,}, [0,1]
araliginda tanimli bir reel say1 dizileri olsun. Bu diziler ¢ € (0,1) olmak {izere
{an,}, {Bn}, {vn) € 6,1 — €] kosulunu saglasin. Eger T veS doniisimlerinden biri yari-
kompakt ise (21) ile tanimlanan {x,} dizisi, T ve S doniisiimlerinin ortak sabit noktalarina

kuvvetli yakinsar.
Ispat: Teorem 13’ten

lim ||x, — Tx,||? =0 ve lim||x, — Sx,||? =0
n—->0o n—>0co

limitleri vardir. T doniislimiiniin yari-kompakt oldugunu kabul edelim. Bu durumda yari-
kompaktligin tammundan {x,,} dizisinin f, noktasina yakinsayacak sekilde {xnj} alt dizisi

vardir. Boylece
I =Tl = tim [, T | =0

dir. Bu ise f, € (F(T) N F(S)) olmasim gerektirir. O halde Teorem 13’ten lim B —fp”
n—-oo

limiti vardir. Yani (21) ile tamimlanan {x,} dizisi, T veS doniisimlerinin ortak sabit

noktalarina kuvvetli yakinsar.

Teorem 16: H bir Hilbert uzay; C, H’nin kapali, konveks ve simirli bir alt kiimesi
olsun. T,S:C — C donlisimlerinin ortak sabit noktalar kiimesi bos kiimeden farkli olmak
tizere (F(T)NF(S) # @) diizgiin siirekli ve demikontraktif doniisimler olsun. Ayrica
T ve S’nin « > 1 i¢in birer a-demikontraktif doniisiim olduklarini kabul edelim. Keyfi x; € C
baslangi¢ noktasi i¢in {x,,} dizisi (21)’deki gibi tamimlansin. Burada {«,,}, {8,}, {r,} € [0,1]
dizileri a, + B, +y, =1 ve bazi €€ (0,1) i¢in {a,}, {Bn}, {rn} ©le,1 — €] kosulunu

saglasin. Bu durumda {x,,} dizisi T’nin sabit noktasina gii¢lii yakinsar.

Ispat: af, € (F(T) N F(S)) alalim. Yukaridaki (21) numarali {x,} dizisini ve Lemma

5’1 kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz.

||xn — afp ||2 = ||anxn_1 + L Txn + VnSx, — ozfp”2 (36)
= ”an(xn—l - afp) + ﬁn(Txn - afp) + )/n(an - 0‘]%)”2
= an”xn—l - “139”2 + :Bn”Txn - aﬁf)”z + Vn”an —afy ”2

- anﬁn”xn—l - Txnllz - anyn”xn—l - anllz - ﬁnYn”Txn - anllz
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T ve S birer a-demikontraktif doniistimler oldugu igin
2 2
T3, — afy||” < |lxn — afy||” + kllx, — Txpll2, k€ (0,1) (37)

||an—afp||2 < ||xn—aj§,||2 + kllx, — Sx,ll2, ke (0,1) (38)
esitsizlikleri gecerlidir. (36) numarali esitsizligin i¢ine (37) ve (38) numarali esitsizlikleri
yerlestirirsek,

lxn = afoll” < @nllxn-s = afo[I” + Ba |l = aflI” + Kllzn = Txal1?]
+ o [ln = afyll” + Kl — Sxall2] = @nBalltn-s — T2 (39)
— an¥nllXn_1 — Sxall?> = BuyullToxn — Sxnll?
olur. Simdi ||Tx,, — x,,||? ifadesinden,

ITx,, — x,11? = lapxy—1 + BT Xy + ¥nSxy — Txy ||
— ”an(xn—l - Txn) + ,Bn(Txn - Txn) + Yn(sxn o Txn)llz (40)

< an”Txn = xn—lllz 24 anlsxn r— Txnllz 2 an)/n”xn—l - an”Z
yazilir. Simdi de ||x,, — Sx,||2 normundan,

2, — Sxull2 = llapxn—1 + BrTxn + ¥nSx, — SxplI? (41)
= ”an(xn—l —Sx,) + .Bn(Txn - an) + Y (Sxy, — an)llz

< anllxn-1 = SxulI? + Bull Ty — Sxnll? — anBnllxn-1 — Txnll?
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizliklerden (39)’un igerisine (40) ve (41)’1 yerlestirirsek,
(B “fpllz e O‘fpnz + Bnllxn — %”2
+ kBulanllxn_1 = Txpll? + vullSxy — Txpll? — anynllxn_1 — Sx, %]
Falltn = afy[|” + krnlanllzns = Sxall® + BallTotn = Sxall2 = anBullxn-s = Txyll]
—apPBllxn-1 — Txyll? (42)

olur. Yukaridaki esitsizligin sade hali,

”xn - afi)llz < ”xn—l - a/%”z - lgn(l — k(1 - Vn))“xn—l - Txnllz

2kB,y,
— ¥ (1= k(1 = B))llxn_y — Sxull2 + % ITx, — SxplI? (43)

n
dir.

S ve T, smurh kiime olan X iizerinde diizgiin siirekli oldugundan ||Tx,, — Sx,||? <

M < oo olmak sartiyla pozitif reel bir M sayis1 vardir. Dolayisiyla bu esitsizligi kullanilirsak,
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Ixn = afyll* < lxner — @fyl|* = Bu(1 = k(@ = 1)) Iy — T lI2
ZkﬁnYn

n

- ]/n(]. —k(1- ﬁn))”xn—l - anllz + M

seklinde yazabiliriz.

Bazi ¢ € (0,1) i¢in {@,,}, {Bn}, {vn} < [€,1 — €] dizilerini kullanarak

ln = afy|I* < [tnos = afy[I* = £(1 = (1 = )ty = T2
— (1= k(1= &)llxp_1 — Sxpll? + 2keM.

esitsizligini elde ederiz. Buradan,
3(1 - k(l - 8))“xn—1 - Txnllz + 8(1 - k(l - 8))||Xn_1 - an”2
< ||xn_1 — afp”2 - ||xn - crfp”2 + 2keM

yazilir. Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafin toplami alinirsa,

e(1—-k(1- 8))2 (”xj—l =T + gy - ij”z)
j=1
2 2
<> (o= apll* = llx = afy ") + 2keem
j=1

= ||x0 — af%,”z + 2keM
elde edilir. Buradan,
co 2 2
j=1 (”xj—l = T ||" + [laj-1 = S| ) <
seklinde yazabiliriz.

Bu ise
rlli_r)lgo(”an — Txpll? + llxp_1 — Sx,11*) = 0
olmasini gerektirir. Dolayisiyla,
%i_rgo”x"_l —Tx,l*=0 rgiir;ollxn_l — Sxpll? =0
olup (40) ve (41) nolu esitsizliklerinden,
lim [l =Ty lI* =0, lim Jlac, = SxplI* = 0
limitleri elde edilir.

(45), (46) ve Lemma 4’ten asagidaki limiti elde ederiz,
31

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)



len = afyll = 0.
Budan — ooiken x, - af, anlamina gelir. Dolayistyla ispat tamamlanmis olur.

Asagida hemikontraktif doniistimlerin sonlu iki ailesi i¢in bazi teoremler ve sonuglar

verilecektir.

Teorem 17: C, H Hilbert uzaymin kompakt ve konveks bir alt kiimesi ve i = 1,2, ..., k
igin T;, S;: C — C siirekli hemikontraktif doniisiimlerin birer aileleri olsun. {a,},{Bi}, {ri} €
[0,1] dizileri bazi €€ (0,1) vei=12,..,k icin {a,},{Bi}{ri}cle1—¢] ve a,+

1 BL + Yk | yi = 1 sartlarimi saglayan dizileri verilsin. Herhangi x; € C icin, {x,,} dizisi
{x = OpXpn- 1+Z 1ﬁnTx +Zl 1)/n (50)

seklinde tammlansmn. Bu durumda {x,} dizisi, ﬂﬁ‘zl(F (T)NF (Sl-)) # @ kimesinin bir

elemanina gii¢lii yakinsar.
Ispat: f, € N (F(T) N F(SY)) alalim. T;ve S;, i = 1,2, ...,k birer hemikontraktif
doniisiim olduklari i¢in

1Tixn = £l < 1fy — %nll” + ll2n — TialI? (51)

2 2
IS = Kol < o= 2all” + N = SixalI? (52)
esitsizlikleri gegerlidir. (50)’deki {x,,} dizisini ve Lemma 6’y1 kullanarak

2

2
e = o1l =

k k
ApXp-1 + Z :Brll Tixn + Z Vrl; Sixn - ];9
i=1 i=1

k k
nCons = fy) + ) Bl (Titn = fy) + )i (Sxn = fy)
i=1 i=1

k k
= an“ﬁ’ - xn—1”2 + Zﬂrll ”Tixn - fp”z + Zyrll “Sixn - ]%”2
i=1 i=1

k k
= @B Tty = a2 = Y i ISt = a2
i=1 i=1
k k
= D B ) v Tt = Sxall?
i=1 i=1
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k k
< an“ﬁ’ - xn—1||2 + Zﬂrll ”fp_Tixnllz + Zyrlz ”ﬁl_ Sixn”Z
i=1 i=1

k k

- z anﬁriz ”xn—l - Tixnllz - Z anyril ”xn—l - Sixnllz (53)

i=1 i=1

esitsizligini yazabiliriz. (51) ve (52) nolu esitsizlikleri (53)’te kullanirsak,

k k
1y = xall” < allfy = xneall*+ D Billfy = xall” + ) Bl = Tixy?
i=1 i=1

k k k
, 2 . ,
£ il = xall” + D o = Sl = ) Bl Tt = oo
i=1 i=1 1

i:
k

= i ISt = ¥ all?

i=1

elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin en sade hali,

k k
anlltn = foll” < @nlltny = £ I° + D Bty = Texall? + ) il = Sieal?
i=1 i=1

k k

= @B tnes = Tixall? = Y i Iotns = Siall? (54)

i=1 i=1
seklindedir. Ayrica,

2

”Tixn - xnllz =

k k
HnXn—1 + Z :Brll Tixn + Z YTL;, Sixn - Tixn
i=1 i=1

2

k k
Un (xn—l - Tixn) + Z ﬁrll (Tixn - Tixn) + Z Vril (Sixn - Tixn)
i=1 i=1

k k
= aplltn s = Tkl + ) B e = Tixall? + )" ¥ 1152 = Tol?

i=1 =1
k k
- Z anﬁriz ”xn—l - Tixnllz - Z anYril ”xn—l - Sixnllz
k k
= D B Y VTt = Sall?

ve
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k

Tin = ull2 < ctnlltns = Toenll? + )" ¥ 1S = Tl
i=1

k
= @t nog = Sixall? (55)

i=1

esitsizlikleri saglanir. Dolayistyla ayni islemleri ||S;x,, — x,,||? normuna da uygularsak,

k
1S = X0l < @ylltn -y = Sixall? + ) RIS, = Texall
i=1
k

= @uf ncs = T2 (56)

i=1
esitsizligini elde etmis oluruz.

(55) ve (56) nolu esitsizlikleri (54)’{in icerisine yerlestirdigimizde

k k
nlltn = foI° < anllns = flI° + D Bl [@nlltn-s = Texall + D yi 1S, = Texall?
i=1 i=1

k k
- Z anyril ”xn—l r Sixnllz] + Z Vril [an”xn—l - Sixn”2
i=1 i=1
k k
£ B NSt = Toxnl? = ) Bl Ty = 17
i=1 i=1
k k
- z anﬁ% ”Tixn - xn—1”2 - Z anyrl; ”xn—l - Sixn”2
i=1 i=1

elde ederiz. Gerekli islemleri yaptigimizda,

k k
an“xn - fpllz = an”xn—l - fp||2 - <z Brllz Vril 0511) (”Tixn - xn—1”2 + ”Sixn - xn—1”2)
i=1 i=1

k k
+2) BE D KlITor, — Speal? (57)
i=1 i=1
olur. Son olarak,
k k
= lI” < llnms = I - (Z B y:;) (It = X112 + 1S X 11%)
i=1 i=1

+ 2 Z§c=1 .Bvlq é{=1 Vril

an

1Sixn — Tixnll?
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esitsizligini elde ederiz.

S ve T, X iizerinde diizgiin siirekli oldugundan ||S;x,, — Tix,||> < M < o olmak

sartiyla pozitif reel bir M sayis1 vardir. Dolayisiyla yukaridaki esitsizlikten,

k k
1o =2all” < 1fy = 2acall” - (Z ﬁ’%ZVﬁ) (ltn—1 = Tixall? + s = Sizall?)

n 2 Z{'(=1 ﬁf; {'(=1 Vi
a‘l’l

M (58)

elde edilir.

Boylece, (58) ve hipotezdeki {a,,}, {8}, {1} < [e,1 — €] kosulu kullanilirsa

k k
Iy = xall” < 1fy = xacall” = &2 (zlmxn =l 4 ) lSi— xn—1||2> +26M
i=1 i=1

elde edilir. Dolayisiyla,

(N T2 — X lI? + X120 — 21 l12) < xns = £olI7 = 12 = £|I° + 26M (59)

olur. Boylece, her i = 1,2, ..., k i¢in,

2 2 2 2
e Z”xj—l - Tl + Z”xj—l = Sol|” | < z (-1 = 51" = Iz = 5 1I%)
j=1 j=1 j=1
= [lxo — £, ]I° (60)
yazilir. Buradan her i = 1,2, ..., k i¢in
2T — i) < o0 ve 2 IS =z < o0 (61)
serileri yazilir. Budaher i = 1,2, ...,k i¢in
lim ”xn—l - Tixn” =0 lim ”xn—l - Sixn” =0
n—-oo n—oo
olmasinmi gerektirir. Ayricaher i = 1,2, ...,k igin
lim ||T;x, —x,ll =0 lim ||S;x, — x,l| =0
n—-oo n—-»oo

yazilir. C’nin kompakt bir kiime olmast, {x,,} dizisinin N¥*_,(F(T;) N F(S;)) = fp ortak sabit
noktasina yakinsayan bir {xnj} alt dizisinin var oldugunu gosterir. Bu da ﬂ{-‘zl(F (T) N

F(S i))’nin tiim sabit noktalar1 i¢in gegerli oldugundan,
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k k
1o = xall” < 1y = xaesll* - 62 (znxn_l ~ Tl + ) 1t — sl-xnnZ)
i=1 i=1

seklinde yazabiliriz.

Lemma 4 ve (61)’1 gbz 6niinde bulundurarak,
tim [, — £l = 0
olur. Budan — oo iken x, — f, anlamina gelir. Dolayisiyla ispat tamamlanmus olur.

Teorem 18: C, H kiimeleri ve T;,S;: C -» H doniisimleri Teorem 17°deki gibi
tammlansin.  {a,}, {,8,"1}, {y,‘l} € [0,1] dizileri bazn €€ (0,1) vei=12, ..,k igcin
{a 3 {Bi) (i} cle1—¢e]l ve ap+T Bi+2 vt =1 sartlanm saglayan dizileri

verilsin. Eger P;: H — C, H’nin C lizerine bir izdiisiim operatorii ise

k k
Xn = Pe(apxn_1 + z ﬂrll Tix, + Z Vril Sixn)
i=1 i=1

seklinde tamimlanan {x,} dizisi, ﬂ{-‘zl(F (T)NF (Si)) # @ kiimesinin bir elemanina giiglii

yakinsar.

Ispat: P, genislemeyen bir doniisiim ve C kiimesi de H’nin Chebyshev bir alt kiimesi

oldugundan P, tek degerli bir doniisiimdiir. Bu nedenle asagidaki esitsizligi elde edebiliriz:

k k 2
”fp - xnllz = ||Pc(anxn—1 + Z Br Tixy + Z Vi Sixy) — Pcfy
i=1 i=1
k k 2
= [|@nXn-1 + Z :8711 Tixn + Z Vﬁ Sixn - fi)
i=1 i=1

2

k k
= ‘ anCins = fp) + ) B (Totn = )+ ) 74 Sin = f)
i=1 i=1

k k
< allfy = xnaall” + D BTt = I+ D v llsixn = £l
i=1 i=1

k k

= B Tt = sl = Y i IS — a2

i=1 i=1

Buradan,
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k k
e A e P A (Z B y;;) (Tt = ol + 1S = s I)

i=1  i=1
k i vk i
n 2 Zi:lﬁrll i=1Vn

an

||Sixn — Tl-xnllz

elde edilir. € U (T(C) U S(C)) kiimesi kompakttir ve bu nedenle {|[x, — T;x,|l} ve {llx, —
S;xp ||} dizileri sinirhdir. Ispatin kalan kismi1 Teorem 17°nin ispatinda oldugu gibi devam eder.

Dolayistyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 17 ve Teorem 18’de siirekli hemikontraktif i¢in verilen sonuglar siirekli a-
hemikontraktif doniisiimler i¢in de verilebilir. Ispat yontemleri benzer oldugundan bu

teoremler asagida ispatsiz olarak ifade edilecektir.

Teorem 19: C, H Hilbert uzayinin kompakt ve konveks bir alt kiimesi ve i = 1,2, ...,k
icin  T;,S8;:C > C siirekli  a-hemikontraktif doniisiimlerin  birer aileleri  olsun.
{an} {BL} (i} € [0,1] dizileri baz1 e€(0,1) vei=12, ...k icin {a,}{Bi} {3} c
[e,1—¢] ve a, + XK, BL + 3Kyt =1 sartlarim saglayan dizileri verilsin. Bu durumda
(50) tarafindan tammlanan {x,} dizisi, ﬂi;l(F (TH)NF (Sl-)) # @ kiimesinin bir elemanina

giiclii yakinsar.

Teorem 20: C, H kimeleri ve T;,S;:C —» H doniisiimleri Teorem 19°daki gibi
tammlansin.  {a,}, {,[)’,il}, {y,ﬁ} € [0,1] dizileri bazn €€ (0,1) vei=12, ..,k igin
{a ) {Bi} (i} cle1—¢e] ve ap+T Bi+3X% yi =1 sartlanm saglayan dizileri
verilsin. Ayrica P.:H — C, H’nin C lizerine bir izdiisim operatorii olsun. Teorem 18’deki
gibi tammlanan {x,} dizisi, ﬂé‘zl(F (TH)NF (.S'l-)) # @ kiimesinin bir elemanina giigli
yakinsar.

Teorem 21: C, H ve T;,S$;:C—>C, i =1,2,...,k ifadeleri Teorem 19’daki gibi
tammlansin.  {a,}, {,8,"1}, {y,ll} € [0,1] dizileri bazn €€ (0,1) vei=12, ..,k igcin
{a ) {Bi) (i} cle1—¢e] ve ap+T Bi+3 vt =1 sartlanm saglayan dizileri
verilsin. Ayrica T; veya S; doniisiim ailelerinden en az bir doniisiimiin yari-kompakt oldugunu
kabul edelim. Bu durumda (50) tarafindan tamimlanan {x,} dizisi, ﬂ{-‘zl(F (TH)nF (Si)) =0
klimesinin bir elemanina gii¢lii yakinsar.

Bu boliimiin son kisminda ise Banach uzaylarinda asimptotik demikontraktif doniisiim

siniflartyla ilgili bazi teoremler ve ispatlar verilecektir.

Lemma 9: X reel bir Banach uzayi, C kiimesi X’ nin konveks alt kiimesi ve T,S:C —

C dontigiimleri diizgiin L-Lipschitzian asimptotik demikontraktif doniisiimler olsun. Burada
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{k,} € [1,00) dizisi, limk,=1 ve o (ki—1) <o sartim  saglasm.

n—-oco
Ayrica {a,},{b,} ve {c,} dizileri a,, + b,, + ¢, = 1 olmak {iizere asagidaki sartlar1 saglayan

[0,1] araligindaki reel diziler olsun.

i) =1 bi <00, X7 i < o0, X1 bpcy < 0o,

i) ne1 by =0, Y7 ¢, = oo,
Keyfi x; € C igin {x,} dizisi

{Xns1 = apxn + b Ty + ¢, S™xp (62)
seklinde tanimlansin. Bu durumda
linrr_l)igfllxn — Tx,ll = linn_l)io{)lfllxn —Sxull=0

dir.

Ispat: Lemma 7 ve (62) kullamlirsa,
s = foll* = |1 = bn = €)xn + T + 5™ = fo||°
= [|(tn = ) + BalT™ = 20) + € (™t — )|
< |lxn = £olI° + 2 < bp(T™xn — %) + €0 (S0 — %), j (nian — ) >

= ”xn - fi)”z —2by < Xp41— Tnxn+1rj(xn+1 - fp) > —2¢y
< Xp+1— S”xn+1,j(xn+1 - fp) > +2by < Xpyq — Tnxn+1»j(xn+1 - fp)
> 420, < Xpy1 — Snxn+1»j(xn+1 - fp) > +2by, <T™xp — xn:j(xn+1 - fp)

> +2¢, < S"x, — xn,j(an,1 - fp) >

= ”xn - fp ”2 — 2by < Xp41 — Tnxn+1'j(xn+1 - fi)) > —2¢y
< Xn+1— Snxn+1'j(xn+1 - fp) > +2bn < Xpt1 — xnlj(xn+1 - fi)) > +2bn
< Tnxn - Tnxn+1'j(xn+1 - fp) > +2Cn < Xp41— xn;j(xn+1 - fp) > +2Cn

< S™xp = 8" %41, (Xnsr — f) > (63)
elde edilir. Buradan
Xpe1 — Xn = n(8™x — x) + b (T™xp, — x3)

seklinde yazilir. Yukaridaki ifadeyi, Tanim 28 ve (63)’ii kullanirsak
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15, = xnsall” < M1fy = xall” = ba( = ) l1xns1 = TMnsa 12 + by (2 = DIy = x|’
— a1 = )1 = S 12 + cn (k2 = Dl — foI° + 262
< T = % j (a1 = fp) > +2bnCn < S™%p = X j (X1 = f)
> +2b, T"x,, — T”xn+1,j(9cn+1 - fp) > +2cp,by, < TMxp, — xn,j(xn+1 - fp)
> +2¢2 < S™xp — X, j(Xna1 — f) > +2¢n < Sy — S%n41, i (Xnt1 — f)
>
< xn = £olI” = b1 = ) lxnar = Tt l2 + b (k3 = D|lxpss = £l
— a1 = sy — S™xneall? + cu(kZ = Dl|xnss — £
+ 2bZNT ™ = xnlll|xnss = £l + 2bpenllS™xn = xpllllxnss = £
+ 26, 1T = T %1 | Xn1 = fo | + 2¢nbnll T2 = Xull[| X041 = |
+ 2¢21IS™xn — xullllfyy = e |

+ 20, 18™ x5 — S™ X lll|fyy = X (64)
elde edilir. T ve S, L-Lipschitzian doniisiim olduklarindan,
1T = xnll < ||y = T + (|5 — x|
< Lf|fy = xall + 1 = all
= @+ D|fp = x| (65)
ve
1572 = xnll < ||fp = S™ | + (|, = 20l
< Llfy = xall + (1, = xal
=1+ Df — x| (66)
seklinde yazabiliriz.
(65) ve (66) nolu esitsizlikleri (64)’iin icerisinde kullanirsak,
st = HollI* < 1y = 2all” = ba(t = I)lxnss = T 112 = cp(L = ) l1nsg — S 12
+ (1= a)kE = Dllxars = Sl + 263 + DIy = xallllnas =
+ 2bpen (L + DIfy = xalllltnss = £l + 26alIT™x0 = Txn 1 [ 2ns1 = £l

+ 2cpbp (1 + L)”fp - xn” ”xn+1 - ﬁo” +2c7(1+ L)”xn - fp” ”xn+1 - ﬁo”
+ 2¢c, |IS™x,, — .‘>“"xn+1||||xn+1 — fp” (67)
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elde ederiz.

len = foll < 1+ [l = £II°
oldugundan,
xns1 = foll < @nllfy = xall + Ball T2 = £l + call ™20 = £ (68)
< aullfy = xnll + bulllfy = xall + eulllfy — xa
= (an + byl + cu DIy, — x|
yazilir. Simdi, (68)’1 (67)’de kullanirsak,
lxtnss = £l < 1 = xall” = Bu = k) llxpss = TMpia 12 = ca (1 = k)Ml gy — S™ X 12
+ (1 — a) (k2 — D(ay + (1 — a)L|x, = £ ||
+262(1 + L) (an + (1 = a)L)||xn = £, |
+ 2bpc, (1 + L)(a, + (1 — ay)L)||x, — f,,||2
+ 2byLllxy = XpaallllXnss = fo
+ 2¢,bn(1 + L) (ay + (1 = a) L) || = £|°
+2c2(1 + L)(a, + (1 — ap)L)||x, — fp”2
+ 2, Llxy = Xl tnes = £l (69)
elde ederiz. (62) nolu iterasyon metodundan,
I = xpall < bullT™xn — xull + cpllS™xn — x4l
< by (1 + L||xn — foll + cu (1 + L) [l = £ |
=(1-a)@A+D|x,— 5| (70)

yazilir. Buradan hareketle (69) ve (70) nolu esitsizlikler kullanilirsa,
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lner = £lI* < M1y = xall” = Bat = Ol = Tl = €0 (1 = IO sz = S 1
+ (1= a)(kE = D(an + A = a)D = £
+2b2(1+ L) (a + L1 — @) |lxn = £l
+ 2bpc, (1 + L) (a, + L(1 — a)||xp — f;,”z
+2b,L(1 — a) (1 + L) (an + (1 — a)D)|lxn = I
+ 20,by (1 + L) (an + (1 — a)D|xn = £ ||
+2c2(1+ L) (ay + (1 — a)L)|xn = £|I°
+ 126, (1 — a) (1 + L)@y + (1 — @)L ||x = £ ||” (71)
olur. Yukaridaki (71) nolu esitsizligini ||xn —fp ||2 ortak parantezine alirsak,
lensr = 517 < A+ 8Dlxn = foll” = ba( = D lnss = Tpa 1
— (1 = I llxpss — S™xna4ll? (72)
elde etmis oluruz. Ayrica §,, ifadesinin agilimimdan
8, = (1 —ap) (k2 — D(ay + LA - a,)) + 2b2(1 + L) (ay, + L(1 — a,))
+ 2bnc,(1 + L) (an + (1 — a,)L) + 2b,L(1 — a,)(1 + L) (a, + L(1 — ay,))
+ 2¢,b, (1 + L) (a, + (1 — ap)L) + 2¢2(1 + L) (a, + L(1 — ay,))
+2¢,L(1 —a,)(1+ L)(an +L(1— an))

=(a,+ (1 —-a)L)[(1—a,)(k?2—1)+ 2b2(1 + L)] + 2b,,c,(1 + L)
+2b,(1—a,)L(1+ L) + 2¢,b,(1 + L) + 2c¢2(1 + L)
+2¢,(1 —a,)L(1+L)
< L[(k2—1)+2b2(1 + L) + 4c,b,(1 + L) + 2c2(1 + L)
+2L(1+ L)1 —a,)?]
ve 2 (k%2 —1) < o oldugundan, Yo, 8, < o elde edilir. Dolayisiyla (72)’den sunu

yazabiliriz:
nes = £lI° < 4+ 82l = £

< 1+ 6) 1+ 80l — £

n

<| Ja+lr—pl <o

=1
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Bu nedenle {”xn —fp ||} dizisi siirhdir. Yani vn € N igin ||, — fp | < M olmak sartiyla

pozitif bir M reel sayisi vardir. O zaman (72) ifadesini,
s = foll” < Mfy = xall” + 8aM2 = bo (1 = )l = T a1
= cn(1 = B)llxp4q = ST l? (73)
seklinde yazabiliriz. Buradan,
bn(1 = I llxp41 — T4 112 + cn (1 = B llxp41 — ST x4 I
< flow = lI° = lnes = £1I° + m26,
olur. Yukaridaki esitsizlikten

n

n
(1 - k) (b]”T]xH_l - Xj+1||2 + Cj||Sij+1 - x]-+1||2) < ||x1 —]%”2 + zMz(sn < 0
Jj=1 j=1

olur. Buradan,

oo
bn”Tnxn+1 - xn+1”2 <o
n=1
ve
(0]
Z CullS™Xp41 — Xpaqll* < 0
n=1
seklinde yazariz. (ii). sarttan,
liminfllx, 41 — Txp4all = 0
n—-co
ve
liminf[x, 41 — Sxp44ll = 0
n—0o

olur. Hipotezdeki iterasyon metodundan
101 — T 41112 = |(1 = b,, — )%y, + b, T"x,, + ¢, S™x,, — T™x 44|12
= |lx, — T™xp, + by (T™x, — x,) + T, — T 41 + ¢, (ST, — x)|? (74)

esitligi yazilabilir. Herhangi u,v € B i¢in, x = u + v ve y = —v olarak Lemma 7 de bunlar

yerine konulursa,
llw + vl > llull® + 2(v, j(w)) (75)
elde edilir.
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(74) ve (75)’den de,
IT™%n41 — Xnaall? = 1T — 2,12

+2(b,,(T™xp, — xp) + T"xyy — T™xp4q + (S % — %), j 0y — T™xy))
esitsizligi gelir. Bu nedenle,

IT™xn =212 < IIT ™20 41— X044 112

+ 2||b, (T™x,, — x,) + T"x;, — T™x g + €, (S™x — )2, — T™x,, ||

< xpe1 — T l1? + 2(byllx,, — T, |l + 1T %, — T x40 || +

Cn”Snxn - xn”)”xn - Tnxn”

< Nxper = T01 1% + 2(byllx, — T, || + Lb, || T, — x|

+ Lcg|IS™x,, — x|l + cllS™x, — D, — T, |

< lxp4q — Tnxn+1”2

+2(1+ L) |lxn = £, | [(Bn (1 + LT ™y, — xpll + ¢, (1 + LIS™x, — 2,4 1]

< llxnes = Txn4all?
+ 20+ Dxn = flllBn @ + L)? [l = | + ca (@ + L[| = £ ]
elde edilir. ||x, — £, || < M oldugundan,
lotn = T™x,l17 < Nlxpyq = T4 12 + 2M (1 + L) [(bn(1 + L)*M + ¢ (1 + L)?M]
< lxpe1 — T™xp4 1|1 + 2b,M?(1 + L)3 + 2¢,M?(1 + L)3 (76)
sonucuna variriz.
fim b =0, Jim e = 0

ve

liminf|[x, 41 — T"xp440l = 0
n—0o

oldugundan (76) nolu denklemden,

liminfl||x, — T™x,|| =0
n—oo
olur.
Benzer islemler S doniistimii i¢in yapilirsa,
121 — S™x 4112 = [|(1 = by, — c)xy + by T %y + € S™xp — S %041 112

= |lxy, — S™xp, + by (T™x,, — ) + S™x;, — S Xppq + € (S™x, — x)||?
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(75) denkleminden,
||xn+1 - Tnxn+1”2 = ”xn - SnanZ
+2(b, (T"x;, — xp) + S™x;, — S™Xpy1 + (S %, — x), j (X, — S™ X))

elde edilir. Buradan hareketle,
llxn, — S™x, 1% < llotpss — S™xn 4412

+ 2||b, (T™x,, — x,) + S™x,, — S™xpy1 + (8™ xp, — x )%, — S™ x5, |1

< lxpe1 — S™x41 1% + 2(byllxy, — T, |l + 11S™x, — S™ x4 1 | +
Cn”Snxn - xn”)”xn - S‘I‘an”

< lxpe1 — St xpi1 1?2 + 2(byllx, — T x|l + Lb,|I1S™x,, — x|

+ L |IT™ %, — x|l + ¢ llS™ %, — 2, D [1x, — S™ x|

< ”xn+1 - Snxn+1”2
+2(1 + L)|lxn — £ 1L+ L) (By + e IT™x, — x|l + (byy
+ Cn)(l + L)”Snxn — xn”]

< lxper — S™xpaall?

+2(1+ Dlxn = fll[0n + )@ + L2 |ln = fol| +

+ ) (1 + L[ = ]
esitsizligi yazilir. ||xn - j%” < M oldugundan,
2 = S™xpll? < llotngq = S™xpyall? +2(1 + L)M

[(by, + ¢, )(1 4+ L)*M + (b, + ¢,)(1 + L)?>M]

< e — S™xnpq 12 4+ 2(by, + ) (X + L)*M? + 2(by, + ¢,)(1 + L)>M? (78)

sonucuna variriz. Hipotezin sartlarindan lim b, = 0, lim ¢, = 0 ise rlll_r}(}o (by, + c¢,) = 0 olur.

1
n—-oo n—-oo

liminfl||x,,;; — S™x,4+1]| = 0 oldugundan (77) nolu denklemden,

n—oo
liminfl||x,, — S™x,|| =0
n—->oo
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 22: X reel bir Banach uzayi, C kiimesi X’ nin konveks alt kiimesi ve T,S: C —
C dontisiimleri diizgiin L-Lipschitzian asimptotik demikontraktif doniisiimler olsun. Burada

{k,} € [1, ) dizisi, lim k, =1 ve Y, (kZ — 1) < oo sartimi saglasin. Ayrica Lemma 9°da
n—-oco

tammlandig1 sekilde {a,},{b,}, {c,} de [0,1] araliginda reel diziler verilsin. Bu kosullar
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altinda keyfi x; € C i¢in {x,,} dizisi (62)’de tanimlandig1 gibi olsun. Bu durumda {x,,} dizisi

T ve S dontistimlerinin ortak sabit noktalarina kuvvetli yakinsar.
Ispat: Lemma 9’a gore,
liminfl||x,, — T™x,|| = 0 ve liminf||x,, — S™x,|l =0
n—oo n—-oo

dir. Bu ise {x,,} dizinin {x,, } seklinde bir alt dizisinin oldugu ve

lim ”xnj —Txnj| =0 ve lim ”xnj _an,-” =0

j—ooo j—ooo
limitlerinin var oldugu anlamina gelir. {xnj} dizisi sinirlt oldugundan, T ve S de tamamen
stiirekli oldugundan {Txnj} ve {anj} dizilerinin kuvvetli yakinsayan {Txnjk}, {anjk} alt

dizileri vardir. Bu durumda {xnjk} dizisi de kuvvetli yakinsar. Varsayalim ki,

lim x,. =f,.
k—oo an fi’

Bu durumda

’11_)1’1(}0 Txnjk = Tfp ve ’11_1;1‘;10 anjk = Sfi)
dir. Ayrica,

i [, 7, [ =1~ 75l =0
ve

i [, 500, = I 5l =0

olur. Bu da demektir ki £, € (F(T) N F(S)) yani f,, ,T ve S’nin ortak sabit noktasidir.
Denklem (73)’den,
2 2 2
s = Holl” < llxn = £ll" + M8,
esitsizligi elde edilir. Buradan da Lemma 3’e gore,
tim [, — £, = 0

elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasindan elde edilen sonuglar1 {i¢ kisima ayiracak olursak; birinci kisimda,
Hilbert uzaylarinda iki siirekli hemikontraktif dontisiimiin ve iki diizgiin sirekli a-
demikontraktif doniisiimiin ortak sabit noktasina yakinsamak i¢in kapali iterasyon metodu

ifade edilmis ve uygun sartlar altinda baz1 yakinsama teoremleri ispatlanmaistir.

Tezin ikinci kisminda; Hilbert uzaylarinda iki siirekli hemikontraktif sonlu doniisim
ailesinin ve iki slirekli a-demikontraktif sonlu doniisiim ailesinin ortak sabit noktalar1 igin
birinci kisimda verilen kapali iterasyon metodu kullanilarak bazi yakinsama sonuglar

ispatlanmustir.

Tezin son kisminda ise Banach uzaylarinda iki diizgiin L-Lipschitzian asimptotik
demikontraktif doniistimlerin ortak sabit noktasini bulmak i¢in ag¢ik bir iterasyon metodu ifade

edilmis ve gerekli kosullar altinda bazi ispatlar yapilmistir.

Bu elde edilen sonuglardan hareketle, okurlar ve arastirmacilar i¢in asagidaki oneriler

yapilmustir:

1) Yukarida tezin ti¢ kisminda da elde edilen bulgular, Hilbert uzaylar ve Banach
uzaylarindan daha genel olan geodezik metrik uzaylara veya hiperbolik metrik
uzaylara genellestirilebilir.

2) 2007 yiinda Huang’in yaptigi genellestirilmis hemikontraktif doniisiim
tanimindan hareketle genellestirilmis a-demikontraktif doniisiim tanimi1 yapilip p-
diizgiin konveks geodezik metrik uzaylarda yakinsama sonuglari incelenebilir.

3) 2-diizgiin konveks hiperbolik uzaylarda diizgiin L-Lipschitzian asimptotik
demikontraktif ve diizglin L-Lipschitzian asimptotik hemikontraktif doniisiimler
icin asagidaki ifade edilen iterasyon metotlarinin yakinsamalart Lemma 3 ve
Lemma 7 kullanilarak gosterilebilir:

{ x1 €C,
Xnp1 = (1= ap = B)xXn@an T x, @B, S"x,, n 21

ve

x,  €C,
Xn+1 = (1- an)TnanaanSnYn;
Yo = (1 = Bp)x, @B, T xy,.

Burada0 < a, <1ve 0 <, <1dir.
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4) Genellestirilmis hemikontraktif doniisiim tanimindan hareketle, genellestirilmis
asimptotik hemikontraktif ve demikontraktif doniisim tanimlar1 yapilip p-diizgiin
konveks geodezik metrik uzaylarda bu doniisiimlerin sabit noktalar1 incelenebilir.

5) Materyal ve metot boliimiinde de bahsedildigi gibi, bulgular kisminda ispatlanan
sonuglar veya yukarida Onerilen arastirmalar hatali iterasyon metotlar1 igin

incelenebilir.
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