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teoremleri elde edilecektir.

Yontem: Tezdeki teoremler, literatiir taramasi yapilarak ispat edilmistir.

Bulgular: Bu tez ¢alismasinda ilk olarak kuvvetsel daraltan ve zayif kuvvetsel daraltan
tipi doniistimlerin tanim1 verilecektir ve b — metrik uzaylarda bazi sabit nokta
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisinde nihai amaglar, doniisiim siniflarin1 genisletmek ve bu
doniistim smiflarinin  sabit noktalarinin incelendigi uzaylar1 genellestirmektir.
Ozellikle déniisiim siniflarmi genisletmek icin Berinde (2004), zayif daraltan
dontistimleri smiflandirmis ve bu doniistimlerin sabit noktalarinin varligin1 tam

metrik uzaylarda gostermistir.

Karapinar (2018), Karapmnar et al. (2018a) ve Karapmnar et al. (2018b)
kuvvetsel daraltan notasyonlu yeni daraltan doniligimii tanimlamistir. Metrik ve
kismi metrik uzaylarda bu doniisiimlerin sabit noktalarini incelemistir. Ayrica

kuvvetsel tipi daraltan doniisiimlerin birgok genellemesini tanitmistir.

Yukaridaki galigmalardan yola ¢ikarak Roy and Saha (2021), zayif daraltan
doniistimiiniin yeni tanimini ve zayif kuvvetsel daraltan doniisiimleri tanitmis ve bu
dontigiimlerin sabit noktalarmin varligin1 Picard iterasyonu kullanarak b —metrik
uzaylarda ispatlamiglardir. Ayrica zayif kuvvetsel daraltan ve kuvvetsel daraltan
dontigimleri  arasindaki iliskileri agiklayan Ornekler vererek homotopik

doniisiimlerde bu sabit nokta teoremlerinin uygulamasini yapmiglardir.

Panja and Roy (2021) ise metrik uzaylara alternatif zayif kuvvetsel Berinde
tipi daraltan doniisimii tanimlamistir. Bu doniisiimii kullanarak kuvvetsel daraltan
dontigiimleri topolojik olarak incelemislerdir. Kuvvetsel doniistimlerin, Ciri’c-quasi

daraltan doniisiimiiniin 6zel bir hali oldugunu ispatlamislardir.

Literatiirde bircok farkli uzay genellemesi vardir. Bunlardan birisi metrik
uzaylarin daha genel hali olan b —metrik uzaylardir. Bakhtin (1989), b —metrik uzay
kavramini tanimlamistir ve Banach daralma prensibinin bu uzayda saglandigini ispat

etmistir. Bir diger metrik uzay genellemesi ise konveks metrik uzaylardir.



Takahashi (1970), metrik uzaylarda konvekslik kavramini tanimlamig ve

genislemeyen doniisiimler i¢in bazi sabit nokta teoremlerini ispatlamistir.

2022 yilinda Yildirim, Picard iterasyonu disinda farkli iterasyon metotlari
kullanilarak da kuvvetsel daraltan doniisiimlerin sabit noktalarinin incelenebilecegine
dair bir ¢alisma yapmustir. Yazar, ¢alismasinda konveks metrik uzaylarda kuvvetsel
Kannan daraltan, kuvvetsel Reich—Rus—Ciri'c daraltan tipi ve kuvvetsel Hardy ve
Rogers daraltan tipi doniisim smiflarinin sabit noktalarini incelemis ve Mann

iterasyonun bu doniisiimlerin sabit noktalarina yakinsadigin1 gostermistir (Yildirim

2022).

Chen et al. (2020), konveks b —metrik uzayin tanimini yapmiglar ve Mann
iterasyonu metodunu bu uzayda genisletmislerdir. Ayrica konveks b — metrik

uzaylarda Kannan ve daraltan dontisiim siiflarinin sabit noktalarini incelemislerdir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Homotopi teorisi ve kuvvetsel daraltan dontisiimlerle ilgili tanimlar, bu
dontigiimlerin sabit nokta teoremleri ve bu doniistimlerin birbiriyle iliskisini
aciklayan orneklerle ilgili literatiir calismalar i¢in Berinde (2004), Berinde (2007),
Karapinar (2018), Karapmar et al. (2018a), Karapinar et al. (2018b), Errai et al.
(2020), Roy and Saha (2021) ve Gaba et al. (2021) kaynaklar1 kullanilmistir. Diger
taraftan kuvvetsel daraltan doniisiimlerin konveks uzaylarda Mann iterasyonu
kullanilarak incelenmesi ile ilgili teoremler igin, Takahashi (1970), Kim et al. (2006),
Khan and Ahmed (2010), Liu et al. (2010), Yildirim and Khan (2012), Gunduz ve
Akbulut (2013), Chen et al. (2020), Yildirim (2022) ve Yildirim ve Sahin (2022)

kaynaklar1 referans alinmigtir.

1.2. Arastirmanin Amaci

Bu c¢alismada, mevcut literatiirdeki kuvvetsel daraltan ve zayif kuvvetsel
daraltan doniisiimler incelenecektir. Zayif kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan
donlisim smifi tanitilacaktir. Picard iterasyon metodu kullanilarak b — metrik

uzaylarda zayif kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan doniisiim sinifi igin sabit nokta



teoremleri elde edilecektir. Ayn1 zamanda Kkuvvetsel daraltan ve zayif kuvvetsel
daraltan doniisiimler arasindaki iliskiler 6rneklerle gosterilecektir. Daha sonra zayif
kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan doniisiimiiniin homotopi teorisinin uygulamasi
verilecektir. Son olarak konveks b —metrik uzaylarda Mann iterasyonu metodu
kullanilarak kuvvetsel Kannan daraltan, kuvvetsel Reich—Rus—Ciri’c daraltan tipi ve
kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan dontisiim siniflari igin sabit nokta teoremleri elde
edilecektir. Bu amagla kurumsal temeller adli béliimde, temel tanim ve kavramlara

yer verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde kullanacagimiz uzay tanimlari, donilisim tanimlart ve

dontigiimlerin arasindaki baglantilar, bu baglantilari iceren bazi 6rnekler verilecektir.

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde metrik uzay cesitlerinden bahsedilecektir. Bu tez calismasinda
doniistimlerin sabit noktalarini incelemek i¢in kullanilacak b —metrik uzay, konveks

metrik uzay, konveks b —metrik ve kismi metrik uzay tanitilmastir.

Tanmm 2.1.1. € bos olmayan bir kiime ve F: C X C herhangi bir doniisiim olsun. Eger
F{ = { olacak sekilde bir ¢ € C varsa, bu ¢ noktasina F doniisiimiin sabit noktasi
denir. F{ = ¢ denkleminin ¢6ziimii veya ¢oziimleri F nin sabit noktalaridir. F nin

biitiin sabit noktalarinin kiimesi Fix(F) ile gosterilir (Berinde 2007).

Tamm 2.1.2. (C, p) metrik uzay ve w:C X C X [0,1] = C bir doniisiim olsun. Eger
herr,{,n € Cve u € [0,1] i¢in,
p(r,w(@mp) < pp(r, ) + (1 —wWp(r,n)

esitsizligi saglaniyorsa, w doniisiimiine C iizerinde bir konveks yap1 ve w konveks
yapist ile birlikte C ye konveks metrik uzay denir. Bu uzay1 gostermek icin (C, p, w)

notasyonu kullanilir (Takahashi 1970).

Ornek 2.1.3. C = R olsun ve her {,n € C i¢in p({,n) = |{ — 1| olacak sekilde bir
p: C X C — [0,0) metrik fonksiyonu tanimlansin. Kabul edelim ki w: C X C X {%} -
C doniisiimii agagidaki gibidir:

+
w(,m; 1) =CT77

O zaman (C, p, w), bir konveks metrik uzaydir.



Tanim 2.1.4. C bostan farkli bir kiime ve s = 1 olmak iizere bir reel say1 olsun. Eger

asagidaki sartlar saglaniyorsa p: C X C — R doniisiimiine b —metrik denir:
B1) p(¢,n) =0,

B2) p(¢,m) =0={=n,

B3) p(¢,m) = p®,9),

B4) p(q,r) < s[p(¢,n) + p(n,r)] (Bakhtin 1989).

b — metrik uzaylar, metrik uzaylarin daha genel halidir. Eger s =1 alinirsa

b —metrik uzaylarin ayn1 zamanda metrik uzaylar oldugu goriiliir.

Ornek 2.1.5. (C,p) bir metrik uzay ve [ > 1 olmak iizere, p(¢,n) = [d({, 7]
olsun. s = 271 igin p déniisiimiiniin bir b —metrik oldugunu gdsterelim. Tanim 2.1.4

teki B1, B2) ve B3) durumlarmin saglandigi agiktir. Eger 1 <l < oo ve f({) =

" ise fonksiyonunun konveks olmasindan dolayi (aTer)l < %(al + b") saglanir. Bu

durumda (a + b)' < 27! (' + b') elde edilir. Boylece her {7, € C igin

p@m = (d@,m) < (d¢ ) +dr, )’
< 27Y(d@, M) + (drm)']

=21 (p(,7) + p(r, 1))

oldugundan s = 271 ile B4) esitsizligi de saglanir (Huang et al. 2017).

Ornek 2.1.6. C = R reel sayilar kiimesi ve p(¢,n) = |{ — n| bir alisilmis bir metrik
olsun. p(¢,n) = [d(¢,n)]? doniisiimii s = 2371 katsayil bir b — metriktir. Fakat
R de bir metrik degildir. Cilinkii verilen donlisiim, tggen esitsizligini

saglamamaktadir.



Tanim 2.1.7. C bos olmayan bir kiime ve p: C X C — [0, ») bir doniisiim olsun. Her

¢,n,7 € C igin
P1){ =n < p(, ) =pln) =pm.n),
P2) p(¢,9) < p(&,m),

P3) p(¢, ) = p(n,9).

P4) p(¢,m) < p({, 1) + p(r,m) — p(r, 1),

sartlar1 saglaniyorsa (C, p) ikilisine kismi metrik uzay denir (Matthew 1994). P1) ve
P2) ozelliginden dolay1 p({,n) = 0 ise { = n dir. Fakat, { = n iken p({,n) =0
olmak zorunda degildir (Matthew 1994). Dolayisiyla, her kismi metrik bir metrik
degildir.

Ornek 2.1.8. p: [0,©) X [0,0) — [0,), p({,n) = max{{,n} olarak tanimlanan
doniistim bir kismi metriktir fakat metrik degildir (Matthew 1994). Tanimlanan
doniisiimiin P1), P2) ve P3) sartlarini sagladigi agiktir. Simdi ise P4) sartinin

saglandigini gosterelim.

(i) {(=n=rise { <{+n—roldugu agiktir.
(i) {=r=nise { <{+r—roldugu agiktir.
(i) n=>=¢=rise n <{+n—roldugu agiktir.
(iv) n=r=cise n <r+n—roldugu agiktir.
(v) r={=nise{ <r+r—roldugu agiktir.

(vij r=n=Cise { <r+r—r oldugu agiktir. Dolayisiyla p({,n) = max{{,n}

doniisiimii bir kismi metriktir.

Tanmmm 2.1.9. (C, p) bir b —metrik uzay olsun. C kiimesindeki herhangi bir {{_ }

dizisinin:



(@) yakinsak olmasi ig¢in gerek yeter sart { € C olacak sekilde n = 4o
iken p(n, ¢) = 0 olmasidir. Bu durumda lim ¢, = ¢ dir.

n—oo

(b) Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek yeter sart n,m — +ooiken p({y, Gn) = 0
olmasidir (Bayraktar 2017).

Tamm 2.1.10. (C, p) bir b — metrik uzay olsun. Eger D, C kiimesinin bostan farkli
bir alt kiimesi ise D (D kiimesinin kapanisi), D kiimesindeki biitiin dizilerin

yakinsadigi noktalar kiimesidir (Bayraktar 2017).

D= {( € C: D kiimesinde lim {, = { olacak sekilde bir { } dizisi Val‘dll'.}
n—oo

Tamm 2.1.11. (C, p) bir b — metrik uzay olsun. D c C olacak sekilde, herhangi bir
alt kiimenin kapali olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart { € D olacak sekilde
D kiimesinden alman her bir {¢ n} dizisinin bir ¢ elamanina yakinsamasidir (Bayraktar

2017).

Tamm 2.1.12. (C, p) b —metrik uzaymin tam olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart C

deki her {¢,,} Cauchy dizisinin yakinsak olmasidir (Bayraktar 2017).

Tanmm 2.1.13. (C, pp) bir b —metrik uzay, s > 1 ve u = [0,1] aralig1 verilsin. Ayrica
w:C X C X [0,1] = C doniisiimii bu metrik uzay tizerinde konveks bir yap1 olsun.
Yani, herr € C ve ({,n; u) € C X C X [0,1] igin

po(r,w(ms 1)) < ppp () + (1 = wWpp (1)

esitsizligi saglansin. Bu durumda (C, p,, w) tgliisii bir konveks b —metrik uzayidir
(Chen et al. 2020).

Ornek 2.1.14. C =R"™ ve her { = (¢1.82..¢n) EC Ve n = (MM, Mn) € C igin
p, &M = (Tiq|d, — ni|2) olsun. (C, pp) ikilisi s = 2 katsayili bir b —metrik uzaydir.

Her {,n € C i¢ginw: C X C X [0,1] — C doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin:



w(,m;p) = ud + (1 —wn.

Her r,{,n € C igin,

po(rw(Gms0) = ) = (WGt = pme)?
< = Gl + (1=l = mD)?
i=1

< ) (=57 + (= 2 Gi=1)?)
i=1

+2u(L — @) Tealri — Gl I — m)

< ) (G- 5% + (1= W Gi=n)?
i=1

+u(1 = @yl = G2+ —nil?)
= ppp(r,{) + (1 — wpy(r,n)

olur. Boylece (C,p,, w) bir konveks b — metrik uzaydir (Chen et al. 2020).

Ornek 2.1.15. C = R ve her {,n € C i¢in p,(¢,n) = |{ — 1%, 1 > 1 olacak sekilde
p,: € X C — [0,0) doniigtimi tanimlayalim. Ag¢iktir ki (C, pp), s = 2171 katsayili bir

b —metrik uzaydir. w: C X C X {%} — C doniistimii asagidaki gibi tanimlanirsa,

¢+n

w({,n;u) = >

herr,{,n € C i¢in,

pu(r,w(g,m; 1) = |r - F%”l

+
2 2

_|r—( r—n|’

<2727 = g2 =l



=27 r = ¢t + Ir — 1Y
= upp(r, O+ (1 — wpp(r,m)

olur. Bu ytizden (C, py,, w) bir konveks b —metrik uzaydir (Chen et al. 2020).

Kismi Metrik
Uzaylar

Metrik Uzaylar b —Metrik Uzaylar

v

Konveks Metrik Konveks b — Metrik
Uzaylar Uzaylar

v

Sekil 2.1. Uzaylar Arasinda Baglantilar

2.2. Bazi Doniisiim Siniflar:

Tanim 2.2.1. F: C — C bir doniisiim olsun. Her {,n € C \ Fix(F) igin,

p(F¢, Fn) < Ap(¢,n) + Kp(n, F{)

olacak sekilde 4 € [0,1) ve K > 0 sayilar1 varsa F ye zayif daraltan doniisiim denir.
Yukaridaki esitsizlikte K = 0 alinirsa, daraltan doniisiim elde edilir. Bu sebeple zay1f

daraltan doniisiimler birgok daraltan doniisiimlerin daha genel halidir (Berinde 2004).

Tamim 2.2.2. (C, p) bir metrik uzay ve F: C — C bir doniisiim olsun. Her {,n € C \
Fix(F) icin
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p(F¢,Fn) < Ap(S, FOIs [p(n, Fm)]**

olacak sekilde A € [0,1) ve & € (0,1) sayilar1 varsa F ye kuvvetsel Kannan daraltan

dontigiimii denir (Karapinar 2018).

Tamim 2.2.3. (C, p) bir metrik uzay ve F: C = C bir doniisiim olsun. Her {,n € C \
Fix(F) igin,

p(F$,Fn) < ApCmE[p© FOI [p(n, Fn)]* =47

olacak sekilde A € [0,1) ve &, 0 € (0,1) sayilar1 varsa F ye kuvvetsel Reich—-Rus—

Ciri’c daraltan tipi doniisiimii denir (Karapinar et al. 2018a).

Tamim 2.2.4. (C, p) bir metrik uzay ve F: C — C bir doniisiim olsun. Her {,n € C \
Fix(F) icin,

1
p(F¢,Fn) < ApQmIE e FOI o, FITI5 (p(n, FO) + p (G, F)]' =677

olacak sekilde A€ (0,1);¢,0,7€(0,1) ve €+ 0+ 7<1 sayilann varsa F ye

kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan doniisiimii denir (Karapinar et al. 2018b).

Tamm 2.2.5. (C, p) bir metrik uzay ve F: C — C bir doniisim olsun. Her {,n € C'\
Fix(F) igin,

p(F¢,Fn) < Ap({,n) + Kp({, Fn)p(n, F{)

olacak sekilde A € [0,1) ve K > 0 sayilart varsa bu doniisime o6zel tipli zayif
daraltan doniisiim denir (Roy and Saha 2021).

Tamim 2.2.6. (C, p) bir b —metrik uzay ve F: C — C bir doniisiim olsun. Her {,n €
C \ Fix(F) i¢in,

p(Fg,Fn) < Ap(¢,n) + K[p(m, FOIY [p({, Fn)]®

olacak sekilde A € (Oé), ¥,6 >0 ve K > 0 sayilar1 varsa F ye zayif kuvvetsel

daraltan doniisiim denir (Roy and Saha 2021).
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Yukaridaki tanimda K = 0 alinirsa daraltan doniisiim elde edilir. Buradan

herhangi bir daraltan doniisiimiin zayif kuvvetsel daraltan doniisiim oldugu anlasilir.

Ornek 2.2.7. C = [0,4] © R olsun ve metrik fonksiyonu ise mutlak deger metrigi ile

tanimlansin. F: C = C doniisimii

(0, 0<(<2
Ff‘{zt, 2<7<4

yukaridaki gibi tanimlanirsa A = 1/3,y = § = 1 ve K = 1 katsayilari i¢in doniisiim

saglanir. { = 0 ve ¢ = 4 noktalari, bu doniisiimiin sabit noktalar1 oldugu asikardir.
Ormnek 2.2.7 yi gdstermek igin doniisiimii ii¢ farkli durumda inceleyecegiz:

(i) Eger {,n € [0,2] ise donilisiimiin saglandig1 agiktir.

(ii)) Eger {,n € (2,4] ise yine doniisiim saglanir.

(iii) Kabul edelim ki (€][0,2] ve ne (24 ve A= Ap({,n) olsun.

Tanim 2.2.6 dan

p(F,Fn) < A+K[p(n, FOI"[p(g, Fn)]®
4=A+K[p(n0)]p(¢.H]

<A+ 1[p(4,0)][p(0,4)]
= A+16

olup F doniigiimii zay1f kuvvetsel daraltan doniisiim sartin1 saglar.

Tamim 2.2.8. (C, p) bir b —metrik uzay ve F: C — C bir doniisiim olsun. Her {,n €
C \ Fix(F) i¢in;

p(F¢, Fn) < Ap (S, FOVE[p(n, FI* =5 + K[p(n, FOIY [p(¢, F)]®

olacak sekilde A € (O,i),f €(0,1);y,6 >0 ve K =0 sayilar1 varsa F ye zayif

kuvvetsel Kannan daraltan doniisiim denir.
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Yukaridaki tamimda K = 0 alimirsa kuvvetsel Kannan daraltan doniisiim elde
edilir. Buradan herhangi bir kuvvetsel Kannan daraltan doniisiimiin, zayif kuvvetsel

Kannan daraltan tipi bir doniisiim oldugu anlasilir (Roy and Saha 2021).

Ornek 2.2.9. C = [0,3] € R olsun ve metrik uzay ise mutlak deger metrigi ile

verilsin. F: C - C dontsimii

(0, 0<¢<1
Fg‘{:s, 1<¢<3

olarak tanimlansin. F doniisimi A =& =1/2,y =8 = 1ve K = 5i¢in Tanim 2.2.8
i saglar. Fakat F déniisiimii { = 1 ve n = 2 i¢in Tamim 2.2.2 yi saglamaz. ilk énce F

doniisiimiiniin bir zayif kuvvetsel Kannan daraltan dontisiimii oldugunu gosterelim:
(i) Eger ¢,n € [0,1] ise doniisiimiin saglandigi agiktir.

(if) Eger {,n € (1,3] ise yine doniisiim saglanir.

(iii) Kabul edelim ki ¢ € [0,1] ven € (1,3] ve A = A[p({, FO1s [p(m, F1)]*~¢ olsun.

Tanim 2.2.8 den;

p(F, Fn) <A+K[p(n, FOIY[p(S, F)]°
elde edilir. Ornekteki katsayilar yerine yazilirsa;

p(F{,Fn) < A+ 5[p(m, 0)]'[p(S,3)]*
3=A+5[p(3,0)][p(0,3)]
< A+ 45

olur. Simdi ise bu doniisiimiin kuvvetsel Kannan daraltan doniisiimiinii saglamadigini

gosterecegiz. { = 1ven = 2 igin Tanim 2.2.2 den
p(F1,F2) < Alp(1, FD¥[p(2, F2)]*~¢

elde ederiz. Ornekteki katsayilarin degeri esitsizlikte yerine yazilirsa

1 1 1
3 <3p(10)2p(23):
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1
2

elde edilir. Bu ise bir zitlik belirtir. Bu yiizden F dontisiimii kuvvetsel Kannan

daraltan doniisiimiinii saglamaz.

Tamm 2.2.10. (C, p) bir b —metrik uzay ve F: C — C bir doniisiim olsun. Her {,n €
C \ Fix(F) i¢in,

p(FC,Fn) < ApCmE[pC FO [p(n, FDI*477 + K[p(m, FOI [p(S, Fn)]®

olacak sekilde 1 € (0, %), §€(0,1),0€[01);y,6 >0veK > 0 sayilar1 varsa F ye

zayif kuvvetsel Reich—Rus—Ciri'c tipi daraltan donisiim denir. K = 0 alinirsa
kuvvetsel Reich—Rus—Ciri’c daraltan tipi doniisiim elde edilir. Buradan herhangi bir
kuvvetsel Reich—Rus-Ciri'c daraltan tipi donisiimiin, zayif kuvvetsel daraltan

Reich—Rus—Ciri’c tipi doniisiim oldugu anlasilir (Roy and Saha 2021).

Ornek 2.2.11. (C =N, p) alisilmis bir metrik uzay olsun. F:C — C doniisiimii

asagidaki gibi tanimlanirsa,

(¢, { =23,5 ise
5, (=4 ise
F($) =1 % { (# 4) ciftise
+1
kT, ¢ (# 3,5) tek ise

F dontisimi A =3/7,§=1/2=0, y=2=4§ ve K =10 igin zayif kuvvetsel
Reich—Rus—Ciri’c daraltan tipi doniisiimiinii saglarken { = 2 ve n = 4 i¢in kuvvetsel
Reich—Rus—Ciri’c daraltan tipi doniistimiinii saglamaz. Bu 6rnegi gostermek igin {i¢

durumda inceleyecegiz:

(i) Kabul edelim ki ¢ ve 5 cift ve A = A[p({, M1 [p (¢, FO1° [p(m, Fn)]*~¢~7 olsun.

p(5:5)sa+100(n) o(c3)

esitsizliginin dogru oldugu agikir.
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(ii) Kabul edelim ki ¢ ve n tek say1 ve A = A[p(¢, )¢ [p(¢, FO1° [p(n, Fp)]t=%-°

olsun.

(+1 77+1) ( {+1)2 ( n+1>2
R I R L
p( B <A+10p(n, > p(< >

esitsizliginin dogru oldugunu agiktir.

(iii) Kabul edelim ki ¢ ¢ift, n tek say1 ve

A= Ap@Cm [P, FOI[pm, F)]*~¢77 olsun.

(5 5) s s 100 (03) o (157

esitsizliginin dogru oldugu aciktir.

Boylece zayif kuvvetsel Reich—Rus—Ciri’c daraltan tipi doniisiim saglanir.
Simdi ise bu doniigiimiin kuvvetsel Reich daraltan tipi doniisiimiinii saglamadigini

gosterelim. { = 2ven = 4 igin

3 1 1
p(F2,F4) <= p(24)2p(2,F2)2p(4, F4)°

3 1 1
=—-22,12.1°
Z 2, ]2
3vV2

e

dir. Bu durum zitlik belirtir (Roy and Saha 2021).



Daraltan Doniisiim

Kuvvetsel Kannan
Daraltan Doniisiim

Kuvvetsel Reich-Rus—
Ciri"c Daraltan Donfisiim

— .
—
—_

Kuvvetsel Hardy ve
Rogers Daraltan Doniisiim

Zayif Kuvvetsel
Daraltan Doniistim

Zayif Kuvvetsel Kannan
Daraltan Doniistim

Zayif Kuvvetsel Reich—
Rus—Ciric Daraltan
Déniisiim

Zayif Kuvvetsel Hardy ve
Rogers Daraltan Déniisiim

Sekil 2.2. Doniistimler Aras1 Baglantilar
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3.MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde arastirma bulgular1 kismindaki kuvvetsel daraltan doniistimlerin,
sabit noktalarina yakinsamak i¢in gerekli olan iterasyon metotlarina ve teoremlere
yer verilmistir.

3.1. iterasyon Yontemleri

Yapilan caligmalarda genel olarak iterasyon metotlarinin doniisiimlerin sabit
noktasina yakinsama durumu incelenmis ve farkli uzaylar i¢in farkli iterasyon
yontemleri kullanilmistir. Oncelikle yakimsama ile ilgili kavramlar verilecek, daha

sonrasinda farkli iterasyon yontemlerinden bahsedilecektir.

Tanim 3.1.1. (C, p) bir metrik uzay ve {¢_}, C de bir dizi olsun. Eger,
lim p(¢,,,{) = 0
olacak sekilde bir { € C varsa bu ¢, dizisi ¢ ye yakinsar denir. Bu durum kisaca
(¢

ile gosterilir. Burada ¢ ye {¢,,} dizisinin limiti denir (Bayraktar 2017).

Teorem 3.1.2. (C, p) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde, (C, p) de yakinsak bir dizi
sinirl ve limiti tektir (Bayraktar 2017).

Ispat: ¢ — ¢ olsun. Bu takdirde £ = 1 i¢in n > n, oldugunda p({,,{) < 1 olacak
sekilde bir n, sayis1 vardir.
a = max{p({y, ), ., p({ny §), 1)

olsun. Bu takdirde her n € N i¢in p({,,{) < a dir. Boylece her nve m igin
P(nslm) < p(6n, Q) + p({m, () < 2a dur. O halde {¢} simrhdur.
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Yakinsak bir dizinin limitinin tek oldugunu goéstermek igin {, > ve {, —1n

oldugunu kabul edelim. Boylece

0<p¢n) <pl&)+p{n)>0+0=0

dir. Metrigin birinci aksiyomundan dolay1 { = n dir (Bayraktar 2017). Bu teoremin

ispat1 sabit nokta teoremleri i¢in biiyiik bir 6nem arz etmektedir.

Tamm 3.1.3. C herhangi bir kiime ve F:C — C kendi iizerine bir doniisiim olsun.
Herhangi bir ¢ € C i¢in F°(Q) = ¢ ve F"({) = F(F"({)) bi¢iminde tanimlanan
F™({) ye {nin F altindaki n. iterasyonu denir.

Herhangi bir { € C i¢in

¢, =F(, _,= Fn(O n=1)

ifadesine, baslangig degeri {,, olan ardisik terimler dizisi denir. Ayrica baslangig

noktasi ¢, olan Picard iterasyonu olarak da bilinir (Picard 1890).

Kendi lizerine tanimlanan bir F doniisiimii i¢in asagidaki ifadelerin saglandigi

agiktir:

1) F donlisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi Fix(F) olarak gosterilirse her n €
N" i¢in Fix(F) c Fix(F™) dir.

2) Her n € N" i¢in Fix(F™) = {{} ise Fix(F) = {¢} dir. Fix(F™) nin eleman sayisi
birden fazla ise (1) in tersi genelde dogru degildir (Berinde 2007).

Ornek 3.1.4. F:{1,2,3,4,5} > {1,2,3,4,5} doniisimii icin F(1) =5, F(2) = 4,
F(3) =3, F(4) =2 ve F(5) =1 seklinde tammlansm. Bu durumda Fix(F?) =
{1, 2,3,4,5} olmasmna karsin Fix(F) = {3} olur.

Metrik ve b —metrik uzaylarda doniisiimlerin sabit noktasina yakinsamak igin
genellikle Picard iterasyonu kullanilir. Bu uzaylar konveks yap1 ihtiva etmediginden

Mann, Ishikawa, Noor gibi iterasyon metotlarinin yakinsamasi incelenemez. Eger
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calistlan metrik uzay konveks ise bu taktirde farkli iterasyon metotlarinin
yakinsamalar incelenebilir. Simdi konveks metrik uzayda Mann iterasyon semasinin
tamimini verecegiz. Mann tarafindan 1953 yilinda kurulmus ve Banach daralma
ilkesini saglamayan doniisiimlerin sabit noktalarini elde etmek i¢in kullanilmstir.
Rhoades (1974), ¢alismasiyla herhangi bir kapali ve sinirli araliktan yine bu araliga
tanimli bir doniislim i¢in Mann iterasyonunun bu doniisiimiin bir sabit noktasina
yakinsadigin1 gostermistir. Chen ve arkadaslart konveks metrik uzaylarda Mann
iterasyonunu kullanarak bazi sabit nokta teoremleri ifade etmis ve ispatlamiglardir
(Chen et al. 2020).

Tammm 3.1.5. (C, p,w) bir konveks metrik uzay ve F:C — C kendi iizerine bir

doniisiim olsun. Konveks metrik uzaylarda Mann iterasyon semasi asagidaki gibidir:
¢, € Cvep, €I olmak lizere
{n+1 = W(zn' F(n; ,Lln),Tl =1

seklindedir. Bu iterasyon normlu uzaylarda

seklinde tanimlanir (Mann 1953). . = 1 i¢in Picard iterasyonuna indirgenir.

Ornek 3.1.6. C = R* U {0} olsun. F =§ ve { € C olmak tizere F: C — C tanimh

bir doniisiim tanimlansin. u,_ . = —ve {, = 1 ise Mann iterasyonu F doniisiimiiniin

sabit noktasi olan { = 0 noktasina yakinsar.
{, € C\ {0} olarak segilsin.

(= 1S T A=y D FC
veF{ = éesitlikleri kullanirsa;

Co = M1 Gy + (L=, )F,

(n-1
5 )

= Un-1Cpn-1 + (1- .un—l)(
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1 4
= Zn—l(g +§.un_1)
elde edilir. Boylece {, = ,_, (s +s#,_,) oldugundan
1.4
(n—l = Zn—Z(g +§'un—2)’
1.4 1.4
(n—Z = gn_g(g +§/,Ln_3), cees (1 = (0(5 +§‘Ll0)
elde ederiz.
Hern € Niginu,_, = %0 oldugundan
7" 1,7
(n=G3) $p Ve F&n =-(50)"00

n — wigin, {, - 0 € Cve F{, - 0 € C bulunur. 0, F déniisiimiiniin sabit noktas1

oldugundan Mann iterasyonu, bu doniisiimiin sabit noktasina yakinsar (Chen et al.
2020).
3.2. Metrik ve Konveks Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri
Teorem 3.2.1. (C, p) bir tam kismi metrik uzay ve F: C — C kuvvetsel Reich—-Rus—
Ciri’c daraltan tipi doniisiim ise her {,n € C \ Fix(F)igin,

p(FS, Fn) < Alp(G,mE e, FOI[p(n, F)]* =577

olacak sekilde A2 € [0,1), &, 0 € (0,1)sayilar1 vardir. F dontisiimii C kiimesinde bir
sabit noktaya sahiptir (Karapinar et al. 2018a).

Ornek 3.2.2.C =1{1,3,4,7} ve p({,n) = max{{,n} olsun. Dolayisiyla (C,p) bir

kismi metrik uzaydir. Burada
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p¢m) 1 3 4 /
1 1 3 4 7
3 3 3 4 7
4 4 4 4 7
7 7 7 7 7

1347

13 13) olacak sekilde bir F doniisiimii

C kiimesinde kendi tizerine tanimh F :(

tanimlayalim. A = 1—70 , € =% ve o =§ secilsin. ¢,n € C\ Fix(F) i¢in ({,n) €
{(4,7), (7,4), (4,4), (7,7)}. Boylece asagidaki durumlarda gegerli olur:
Durum11:¢ =1n=4i¢in

p(F¢,Fn) =1 <42 = Alp, M [p(S, FOI [p(n, Fm)]*~¢7°.
Durum?2:¢ =n =7 i¢in

p(F¢,Fn) =3 < 74 = Ap(,mMI*[p(S, FO1 [p(n, Fm)]* 4.
Durum3:{ =4ven =7igin

p(F(,Fn) = 3 < A71794°
= ApCmVEpQ FOI [p(, F)]* =577

Yani yukaridaki teoremin sartlar1 saglanir ve F doniisiimii sabit noktaya sahiptir

(Karapinar et al. 2018a).

Teorem 3.2.3. (C, p) bir tam metrik uzay ve F, kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan
tipi donlistim ise F doniisiimii C kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir (Karapinar et

al. 2018h).
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Teorem 3.2.4. (C,p) bir tam kismi metrik uzay ve F:C — C kuvvetsel Hardy ve

Rogers daraltan tipi doniisiim ise her {,n € C \ Fix(F) i¢in

1
p(F¢, Fn) < ApQmIE e FON ot FITI5 (p(n, FO) + p (G, F)]' =477

olacak sekilde A € [0,1);¢,0,7 € (0,1) sayilar1 vardir. Burada é + 0 + 7 <1 dir.
Dolayisiyla F doniisiimii € kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir (Karapinar et al.
2018Db).

Ornek 3.25.C={1, 2, 3, 4, 5}ve p({,) = | —nlolsun. 2=2, £ =1 o=1

2
ve T =% katsayilar1 segilsin. Burada F: C — C doniisiimii, yukarida tanimlanan

kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan tipi doniisiim sartin1 saglar. Dolayisiyla F

doniistimii 0 ve 1 sabit noktalarina sahiptir (Karapimnar et al. 2018b).

Teorem 3.2.6. (C, pp,w), s > 1 katsayili bir tam konveks b —metrik uzay olsun.

F:C — C doniisiimii daraltan bir dontisiim ise her {,n € C \ Fix(F) i¢in,

pp(FG, Fn) < App (¢, 1)

olacak sekilde A € [0,1) sayis1 vardir. p,({y, F{y) = M < oo olmak tizere {, € C
secelim ve her n € N i¢in 0 < p,_; < 1 olmak iizere {, =w({,_,F{ _;m, ;)

Z-1
S

7 .
-1 ise F

dizisi tanimlansin. Eger, her n € N igin As* <1 ve 0 < p,_; <

dontisimii C de tek bir sabit noktaya sahiptir (Chen et al. 2020).

Teorem 3.2.7. (C,pp,w), s > 1 katsayili bir tam konveks b — metrik uzay
olsun. F:C —» C doniisimii Kannan daraltan doniisimii ise her {,n € C\
Fix(F) igin,

pp(FS, Fn) < Al(pp (¢, FO) + pp(m, F)]

olacak sekilde A € [0, %) sayist vardir. p,({y, F{y) = M < o olacak sekilde {, € C

secelim ve her n € Nigin 0 < pu,_; <1ve pu,_, € (0, ﬁ] olmak ftizere {, =
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w({ _,F{ _;;p,_,)dizisi tanimlansin. Eger, her n € Nigin A € [O,L] ise F

452

dontisimii C de tek bir sabit noktaya sahiptir (Chen et al. 2020).

Ornek 3.2.8. C=R *U{0} olsun ve F:C - C ye doniisimii asagidaki gibi

tanimlansin.

( 0, eger (€ lO,?)

Ff=41 Eﬂ))
>

L— eger (€
Her {,n € C ve p,({,n) = ({ —n)? icinw: C X C X [0,1] - C doniisiimii ise

Z)

w(,mp) = pd + (1 —wn
seklinde olsun. {, baslangi¢c degeri ve u,_, = 4—15 iken ¢, = w({p—1, Fn—1; Un-1)

dizisini alinsin. Eger 1 = ﬁ ise F tek bir sabit noktaya sahiptir (Chen et al. 2020).

Teorem 3.2.9. (C, p) bir tam b —metrik uzay ve F:C — C zayif kuvvetsel daraltan

bir doéniisiim olsun. F doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir (Roy and Saha 2021).

Teorem 3.2.10. (C, p) bir tam b —metrik uzay ve F: C — C zayif kuvvetsel Kannan

bir doniisiim olsun. F doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir (Roy and Saha 2021).

Teorem 3.2.11. (C, p) bir tam b —metrik uzay ve F:C — C zayif kuvvetsel Reich—

Rus—Ciri’c daraltan tipi bir doniisiim olsun. F doniisimii bir sabit noktaya sahiptir
(Roy and Saha 2021).

Teorem 3.2.12. w konveks yapisi ile (C,p,w) tam konveks metrik uzay
olsun. F:C — C kuvvetsel Kannan daraltan tipi doniisim ise her {,n € C\
Fix(F) igin,

p(F¢,Fn) < Alp(C, FO¥ [p(m, Fm]*~*
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olacak sekilde A € [0,1) sayis1 vardir. Hern € N veb € Rt i¢in0 <,y < b <
1 olmak tizere { =w({ ,,F{ _;p, _,) dizisi tammlayalm. Eger her n € N igin
b+ A <1 ise F doniisimii C de bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica bu sabit nokta
Mann iterasyonu yardimiyla elde edilebilir (Y1ildirim 2022).

Teorem 3.2.13. w konveks yapist ile (C,p,w) tam konveks metrik uzay
olsun. F: C — C kuvvetsel Reich—Rus—Ciri’c daraltan tipi doniisiim ise her {,n € C \
Fix(F) i¢in,

p(F¢,Fn) < AlpCm[p (S, FOI° [p(m, F)]*~4°
olacak sekilde A € (0,1], &, 0 € (0,1), sayilart vardir. 0 < p,,_; < b < 1 olmak {izere

. 5 .. 2 .
{, = w((n_l,F{n_l; ,un_l) dizisi tanimlayalim. Eger her n € N i¢in it < 1lise
F dontigiimii € de bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica bu sabit nokta Mann iterasyonu

yardimiyla elde edilebilir (Yildirim 2022).

Teorem 3.2.14. w konveks yapist ile (C,p,w) tam konveks metrik uzay
olsun. F: C — C kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan tipi doniisiim ise her {,n € C \
Fix(F) igin,

1
p(FS, Fn) < Ao mE[p (G, FOI [p(n, FI"[5 (0@, FO) + p (G, F)' =470

olacak sekilde A € (0,1);¢,0,7 € (0,1) sayilar1 vardir. 0 < u,,_; < b < 1 olmak

uzere ¢, = W({n_l,FCn_l; ,un_l) dizisi tanimlayalim. Eger her n € N icin <

_r
(1-p)r~¢
1 ise F dontisimii C de bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica bu sabit nokta Mann

iterasyonu yardimiyla elde edilebilir (Y1ldirim 2022).
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3.3. Homotopi Teorisi

Tamim 3.3.1. C, Y iki topolojik uzay ve R, S: C — Y iki siirekli doniisiim olsun. R den
S ye bir homotopi, H: C X [0,1] = Y olacak sekilde bir siirekli fonksiyondur. Oyle Ki
her{ € Cvet € [0,1] c Rigin, H({,0) = R({) ve H({,1) = S({) dir. Burada R ve
S homotopik doniisiimler olarak adlandirilir (Roy and Saha 2021).

Teorem 3.3.2. (C,p) bir tam metrik uzay ve U,C nin bir agik alt kiimesi

olsun. H: U x [0,1] = Y operatdrii asagidaki sartlar1 saglasin:

(i) Her { €dU (oU,C de Unun smirimt belirtir.) ve her bir t € [0,1] igin { #
H({,¢t) dir.

(i) Her {,n € U veherbirt € [0,1], 1 € (0,1) ve K,y > 0 igin,

p(HE, O, H(n,8)) < 2p(C,n) + K[p(n, HE, NI [p(S, Hn, 1))]
dir.
(i) g: [0,1] » R tamml bir fonksiyon vardir, dyle ki;

p(H(,t),H({,5)) < [g(®) — g(s)]

her bir t,s € [0,1] ve her { € U igin yukaridaki esitsizlik saglanr.

_ 1-A2
(V) sup¢ peg tefo] ,D(C, H(n, t)) < (T)y

Bu durumda H(.,0) doniisiimiiniin bir sabit noktasi olabilmesi i¢in gerek ve yeter

sart H(.,1) doniistimiiniin bir sabit noktasinin olmasidir (Roy and Saha 2021).
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t € B(tg,6(6)) c A

{ € B((UIT) ve P((H({; t)! ((}) =T

H:mx B(t,,8(e)) — m

Sekil 3.1. H(., t) donlistimiiniin sekli
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde tezin orijinal kismimi olusturan ¢alismalara yer verilecektir. ilk
olarak zayif kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan doniisiim simnifi tanitilacaktir. Picard
iterasyon metodu kullanilarak b —metrik uzaylarda zayif kuvvetsel Hardy ve Rogers
daraltan doniisiim sinifi igin sabit nokta teoremleri elde edilecektir. Ayn1 zamanda
kuvvetsel daraltan ve zayif kuvvetsel daraltan doniistimleri arasindaki iliskiler

orneklerle gosterilecektir.

4.1. Zayif Kuvvetsel Hardy ve Rogers Daraltan Doniisiimii
Tammm 4.1.1. (C, p) bir b —metrik uzay ve F: C — C bir doniisiim olsun. Her {,n €
C \ Fix(F) igin,

p(F¢, Fn) < Alp(¢, ME[p (S, FOI [o(n, F)]*

x [ (p(, F{) + p(¢, Fn)] =570

+K[p(m FOI [p(, Fm)]° (3.1)

olacak sekilde 1 € (O, ﬁ) ;€,0,1€(0,1); y,6 > 0ve K = 0 sayilar1 varsa F ye

S 1-7

zay1f kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan doniisiimii denir.

Sonu¢ 4.1.2. (i) Eger (3.1) de K = 0 alirsak kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan

doniisiimii elde ederiz.

(i) Eger (3.1) de ¢ + 0 + t = 1 alinirsa zayif kuvvetsel daraltan Reich—Rus—Ciri’c

tipi doniisiimiinii elde ederiz.

Teorem 4.1.3. (C, p) bir tam b —metrik uzay ve F: C — C bir zayif kuvvetsel Hardy

ve Rogers daraltan doniisiimii olsun. F doniisiimii C de bir sabit noktaya sahiptir.
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Ispat: ¢, = F™({,) olacak sekilde {¢,} bir Picard iterasyonu alalim ve {, € C, bu
dizinin baslangi¢ noktasi olsun. Eger bazi n € N i¢in {,, = ;41 alirsak {,, F nin bir
sabit noktasi oldugunu elde ederiz. Bu yiizden her n = 0 igin {;, # {,,+1 oldugunu

kabul edelim. Tanim (3.1) ve Picard iterasyonundan
pCnrrs Gn) = P(FGn, Finr)
< AP G Gn-1)¥ [0 FE)1 [0 (G, Fén-)I™ (3.2)
X [5 (0 (G Féne1) + pner, FG ) 67077
+K [0 (G F&)T [0 (G Fén=1)1°
= AP G En-1)1¥ [P G FG)1? [0 G, Fén )"
X [5 (p(Gn1, FG )80
< Ao s S0 [0 FE)1% [0 G Fén—1)]®
x 55 (0(G_1.8) + PG Gy DI
elde ederiz.

Simdi, kabul edelim ki bazi n = 1 i¢in p((,,—1, () < p(Cny $ns1)- Boylece,

%(p(Zn—l,(n) +P(Cns Cn1)) < P(Gns Cntn)
olur. (3.2) deki esitsizligi kullanarak,
[p(Gns1, GI]" < sA[P(Sns Sn-1)]*
yazariz.
sA < 1 oldugundan
[0(Gnr1, $I]" < [P (G Sn-1)]” 3.3)

elde edilir. (3.3) deki esitsizlik zithk igerir. Yani, elimizde her n > 1 igin

0(G Cnv1) < p(Cn (u—q) vardir. Bu yiizden, {p({,—1,{,)} bir artmayan dizidir.
Her n > 1 igin,

~(P(Gn-1.80) + P Gne1)) < P(Gnrs Cu). (3.4)
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olur. Tanim (3.1) deki esitsizlikten
p(G1 %) = p(Fo, F&1) < Alp(Go, S0 [0 (o FE)I° [P (G, FETF

X [ (0G0, Fé1) + p(Gu, &) 670"
+K [p(So, FEOT [p(Ga, F4)1°

= Mo, ST [p G0, S0 [0 (G, S
X [ (p (G0, &) 470

< Ao, I [pGo, S0 [0 (G G2
x s[5 (0(%081) + PGy, G470

elde edilir.

(3.4) i kullanarak yukaridaki esitsizlikten,

P61, 52) < Ao, SD1E [P (G0, S [ (1, E)17s[p (o, )1 477 7°

olur bu ise

[p($1, 81T < () [p(Go, ST

esitsizligini gerektirir. Buradan

(01 32) < (AS)=p(Lo,Go)

< As7p({0, )

1

dir.s >1ve A€ (0, ) oldugudan yukaridaki esitsizlik yazilabilir. Her r > 1

1
51+_1—T

i¢in,
PG Cnar) < S[Pp(Cn Cuvr) + P(Gnrrs Snar)]
< sA"s77p (8o, 81) + 50 1 )
< sA"577p(80,61) + 52 Gnets Sns2) + PG 2r Snsr)]

n_ nt1
< s/lns1—rp ((0' Zl) + SZAn.HSl_TP((O' Zl) + Szp((n+2' (n+r)
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n n+1 n+r-2
< [sA™sT7 + s2A 517 + oo + STTIAMT 25717 |p({o, (1)

+Sr_1p((n+r—1» (n+r)

< [(SASTR)™ + (SASTR)™ k. .. +(sASTH)™ 1] (o, 1)

1
1 1=(sAs1=1)"
= (sAs1)m. 0D 520,40

1-sAsi-t

1
AsT-T)"
< 580, 8) = 0 - .

1-sAsi-t

esitsizligi gelir. Oyleyse, {¢,,}, C de bir Cauchy dizisidir. C tam oldugundan, {(,,}

dizisi yakinsaktir. lim,,_,..{,, = { € C olsun. Buradan
P(Cns1, FQ) = p(FGn, FO) < A[p(En, Z)]f[p(Zn'an)]a[p((' FOI*

1 p((an{) + 1-é-0-7
6@ rey ) &

elde edilir. (3.5) deki esitsizlikte, n — oo iken limit alinirsa lim,,,,p((p41, F{) < 0

bulunur. Bu durum ¢ = F{ olmasini saglar, yani ¢ € C, F nin bir sabit noktasidir.

Ornek 4.1.4. C =[0,6] € R ve her {,n € C icin, p({,n) = |{ — n|? olacak sekilde
p:C X C = R ye taniml bir doniigiim verilsin. Ayrica (C, p) bir b —metrik uzay ve
s = 2 katsayist ile tanimlansin. F: C — C donilisimii

(0, 0<¢<3
F(O_{& 3<(<6

seklinde verilsin. Katsayilarit A = (é),f =0o=T1= (%) , y=6=1 ve K= %
olacak sekilde kabul edelim. iddia ediyoruz ki F doniisiimii, { = 3 ve = 4 i¢gin
zay1f kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan doniisiimiinii saglarken kuvvetsel Hardy ve
Rogers daraltan doniistimiinii saglamaz. Bunu gostermek i¢in doniisiimii ii¢ farkli

durumda inceleyecegiz:

(i) Eger {,n €[0,3] ise (3.1) in saglandig1 agiktir.

(i) Eger {,n € (3,6] ise (3.1) in saglandig1 agiktir.



30

(iii) Kabul edelim ki ¢ € [0,3] ve 1 € (3,6] ve

1
A= AUpCmELpQ FOI[pt, FII5 (p(n, FO) + p (¢, F)]' =577

olsun. (3.1) den p(F{,Fn) < A+ K[p(m, FO [p(¢, Fn)]¢ elde ederiz.
Yukaridaki esitsizlikten
36 <A+ K[p(n,0)]"[p(, 6)]°
< A+K36"36°.
elde ederiz. y = § = 1 oldugundan
36 < A + K36Y36°

= A + K36

bulunur. Yukaridaki esitsizlikte K = 3—16 alinirsa F doniisiimi, zayif kuvvetsel Hardy

ve Rogers daraltan doniisiimiinii saglar. Simdi ise F donilisiimiinin { = 3 ven = 4

icin kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan dontigiimiinii saglamadigini gésterelim:

1 1 2
p(F3,F4) < [pBALF[pB F)Ip(4 FA".[5 (03, F4) + p(4 F3)]:

36 = = (1)6(9)7 (4)". [ 2015
= < (D) W [

=1 (36)°.[22,5)

1
= (g) .1,489.7,969 =~ 2,373
Yukaridaki esitsizlik zithk belirtir. Boylece F doniisiimii kuvvetsel Hardy ve Rogers

daraltan doniisiim degildir.

Simdi ise zayif kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan doniigiimiiniin homotopi

teorisine uygulamasini verecegiz.
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4.2. Zayif Kuvvetsel Hardy ve Rogers Daraltan Doéniisiimiiniin Homotopi

Teorisine Uygulamasi
Teorem 4.2.1. (C, p) bir tam metrik uzay ve U, C nin bir agik alt kiimesi olsun.
H:U x [0,1] = C operatérii asagidaki sartlar1 saglasin;

(i) Her { €dUU,Cde Unun simrim belirtir) ve her bir t € [0,1] i¢in { #
H(Z,¢t) dir.

(i) Her{,n € Uveherbirt € [0,1],2 € (0,1) ve K,y > 0 olmak iizere,

p(HE, ), Hm, 1) < Ao, mE[p(¢, HE, )] [o(n, H(, )7 x

(5 (PG LD + p(n, HE EDF + Klp(n, HG, D) [0(C, HOn, D))
dir.
(iii) g: [0,1] = R tamiml bir fonksiyon vardir, dyle ki;
p(H((, 1), H(,s)) < |g(t) — g(s)I
her bir t, s € [0,1] ve her { € U igin yukaridaki esitsizlik saglanir.
(V) Subgperieionp(n HEG 0) <K

Bu durumda H(., 0) doniisiimiiniin bir sabit noktast olabilmesi i¢in gerek ve yeter

sart H(., 1) doniisiimiiniin bir sabit noktasinin olmasidir.

Ispat: A kiimesini asagidaki gibi tanimlayalim:

A ={t € [0,1]: H(.,t), U kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir.}

Kabul edelim ki H(.,0), U da bir sabit noktaya sahip olsun. (i) sartindan
dolaytr H({,0) = { olacak sekilde ¢ € U vardir. Bu yiizden 0 € A ve A, [0,1]
kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesidir. Diger yandan, A kiimesinin [0,1] araliginin
hem agik hem de kapali bir alt kiimesi oldugunu gosterecegiz. Ik olarak A kiimesinin
acik bir kiime oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki t, € A ise 0 zaman
H({y, ty) = { olacak sekilde {, € U vardir. U kiimesi agik oldugundan B({,,r) € U
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olacak sekilde, r > 0 vardir. 0 < e <r[1—A—=K( sup p({y H({ ty))")] olsun.
¢eB(Go.1)

g doniisiimii siirekli oldugundan her t € (t, — 8(€), to + 8(€)) < [0,1] igin, |g(t) —
g(to)| < € olacak sekilde §(¢) > 0 vardir. Simdi varsayalim ki ¢ € B({o, ) olsun.
(ii), (iii) ve (iv) teki sartlardan dolay1 her t € (t, — 8(€), to + 8(€)) < [0,1] igin,
p(H(,£),40) = p(H({, 1), H(o, to))

< p(H(S t), H({, o)) + p(H(, o), H (o, o))

< 1g(t) = g(to)l + A(p($,$0))p(S, H (G, £6))7 p(So, H (G0, o))"

PGHG ot ) +p(G HG t) ) 1—§—0—T
x [ ; ]

+Kp (o, H({, o))" p(¢, H(So, o))

<e+ /1.0({' {0)5.0({' H({r tO))Up({OI (0)‘[

% [P(('(0)+P(2(0'H((;t0))] 1-§—0o—-1

+Kp (o, H({, o))" p(¢, H(So, o))
=€+ Kp (o, H(S, t0)) (S, o)

<e+K( sup p(So, H(S, t))")r
{€B(om)

<r
elde ederiz. Boylece, her sabit t € (t, — 8(€),ty + 8(€)) icin B((y,r) kapali
yuvarinda H(.,t) kendi tizerine bir donisimdir. H(.,t) dontsimii Teorem 3.3.2
deki biitiin sartlar1 sagladigindan dolay1 B({,,7) < U da bir sabit noktaya sahiptir.
O zaman her t € (t, — 6(€),ty + 8(€)) igin t € A dir. Bu yiizden (t, — 6(€),ty +
§(€)) c A ve A kiimesi [0,1] araliginda agiktir.

Simdi A kiimesinin kapali oldugunu gésterecegiz: {t,} < A olsun. Oyle ki
n - wigin t, = t* € [0,1] dir. Her n € N i¢in {,, = H({,, t,) olacak sekilde {, €

U vardir. Ayrica tim n,m € N igin
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P (G $m) = p(H(Gpy ), H( Gy )
< p(H (S, tn), H( Gy tin)) + p(H (G tin)y H Gy t)

< lg(tn) — g(tm)| + 20 (p, (m))fp((nr H(Gp, tm))?

P(CnH(Cmtm) +p(Em,H ((ntm)) 11— —o—
X P (Coms H (o t)) ' [ > ]1 §-o-t

+Kp(Gns H (G 60))Y 0 (s H (G t))

= |g(tn) - g(tm)l + Kp($m, H(ns tm))yp({n' {m))

saglanir. Buradan

[1 - Kp((m: H((nf tm))y]p(Zn' (m) = |g(tn) - g(tm)l

ve

P lm) S[1—=K( sup p(mH )] Hg(ts) — g(tm)l
{neU,te[0,1]

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte n,m — oo i¢in limit alirsak {{,,}, C de bir Cauchy

dizisidir. C bir tam metrik uzay oldugundan dolayr {{,} dizisi yakinsaktir.

lim,_,., {, = {* € U olsun.

Son olarak H({*,t*) = {* oldugunu gosterecegiz. Teorem 3.3.2 deki
sartlardan,

PG H(", 7)) = p(H(Gn 1), H(E, 7))
< pP(H(no tn), H(Gn, 7)) + p(H($n, t7), H(C, £7))

<lg(tn) = gt + AP $)* PG H(Gn, )7

* * 4 CnHEG tN+p(HGt )18 —0—
X p(¢ H(G" )T [ e R

+Kp($ H(Gn, t7)) p(Sn, H(S, 7))

<[1- K(zsupﬁp(n, H(, )T Mg (ty) — g(t)]
me

+2p (50§ PG H (G ) (S H(G E))F
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PG H( ) +p({ H(Gn 1))

1-¢§—0-1
> ]

X[

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafindan — oo iken limit alinirsa ¢, —
H({*t*) oldugunu goriilir. H({*t*) = {* olmasi {* € U olmasmi gerektirir ve
boylece t* € A dir. Yani, A kapali ve sonu¢ olarak A = [0,1] dir. Bu yiizden, A

kiimesinin tanimindan dolay1 H(.,1) doniisiimii C de bir sabit noktaya sahiptir.

Literatiirdeki kuvvetsel daraltan tipi doniisiimler incelendiginde bu tiir
doniistimlerin sabit noktas: Picard iterasyonu kullanilarak incelenmistir. Tezin bu
boliimdeki amaci farkli iterasyon metotlar1 kullanarak bu dontisiimlerin sabit
noktalarin1 incelemektir. Konveks yapi, farkli iterasyon semalarini gerektirir.
Konveks b — metrik uzaylarda Mann iterasyon semasini kullanarak ti¢ farkli

kuvvetsel daraltan doniisiimiin sabit nokta teoremlerini ispatlayacagiz.

Ik olarak kuvvetsel Kannan daraltan tipi bir doniisiimiin konveks b —metrik

uzaylarda sabit noktasini inceleyecegiz.

4.3. Konveks b — Metrik Uzaylarda Kuvvetsel Doéniisiimlerin Sabit Nokta

Teoremleri

Teorem 4.3.1. (C,pp,w) bir konveks b — metrik uzay ve F:C — C, kuvvetsel

Kannan daraltan tipi bir déniisiim olsun. Oyle ki;

pu(FS,F1) < Alpy (S, FO1E [y (n, F)]' ¢ (3.6)
esitsizligi saglansin. Her {,n € C \ Fix(F) i¢in (Fix) ={{ € C:F{ = {} olmak
lizere A € (0,1)ve & € (0,1) sayilar1 vardir. {¢,,} dizisi, her n €N, b€ R ve 0 <
Un—1 < b < 1 igin asagidaki gibi tanimlansin:

Cn = W((n—l'an—li.un—l)- (3.7)

Eger hern € Nigin b + 1 < % ve b < slz ise F bir sabit noktaya sahiptir ve Mann

iterasyonu bu doniisiimiin sabit noktasina yakinsar.
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Ispat. Konveks metrik uzaym yapisindan ve (3.6) ile (3.7) den,

Pb (G Cnt1) = Pb (G W(lny F s tn)) < (1 — Un)Pp ((n'Fqn): (3-8)
ve
pb((m FCn) < Spb((an(n—l) + Spb(FZn—l'FZn) (39)

= 5pp(W(Gn-1, FCn—1; in-1), F$n—1) + spp (FGn—1, FGp)
< Sptn-1Pp($n-1, FGn—1)
+5A[p (Gn-1, Fén-1)1%. [p5 (n, FEITM*
oldugunu elde ederiz.
Kabul edelim ki, bazin > 1 i¢in py, ({,—1, F{n—1) < pp({n, Fy) Olsun. (3.9) dan
Pb(Cns FCn) < sttn—19p($ns FCn)
+5A[pp (Gn1, Fén-1)1
X [0 (G, FE)I 8 (3.10)

ve

(1 - Sﬂn—l)[pb(Zn'F(n)]f = S/l[pb((n—l'F(n—l)]f

buluruz. Yukaridaki esitsizlikten

[pb((n'F(n)]E =< [pb((n—l'F(n—l)]f

1- SHn-1
< s1/(1 = sb)[pp (Gn-1, FGn-1)1¢ (3.11)

yazilir. b + 1 < ioldugundan, Pp(Cn-1, Fln_1) = pp(¢n, FCp) elde ederiz. Fakat, bu

durum bir zithik belirtir. Bu ylizden, her n > 1 icin py ({n, F$n) < pp ({1, Fn_1)
olur. Bu durum {p}, ({—1, F{,—1)} dizisinin, bir artmayan dizi olmasimi gerektirir.

Boylece, asagidaki gibi v > 0 sayis1 vardir;
1impy ($n-1, Fén1) = v. (3.12)

Simdi, v = 0 oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki v > 0 olsun. Her n > 1 igin
Pp (G F&) < pp(Cn—1, F{,—1) oldugundan, (3.11) i kullanarak
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A
pb((n:FZn) < %'ulpb(Zn—lngn—l)

< sA/(1 = sb) pp(Cn-1, Fln1) (3.13)
elde ederiz.

(3.13) esitsizliginde limit alirsak

< s <
e T

olur. Bu durum bir zitlik belirtir. Bu yiizden, v = 0 oldugunu buluruz. (3.8) den

Pb (G Cne1) < (1 = un)pp (G FG) < pp(Sns F )

yazilir. Bu ise

rlli_r}c}opb (G Cn+1) =0 (3.14)

olmasimi gerektirir. Simdi, {{,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek

gerekmektedir. Bunun igin, kabul edelim ki {,,} bir Cauchy dizisi olmasin. Boylece,

0(k) > 9(k) > k olacak sekilde {{,} dizisinin asagidaki sartlar1 saglayan {(g(k)} ve

(¢, } alt dizileri ve bir  vardir

Pb (o4 So4y) = €
ve
Pb (63— S94) < E-
Bu durumda
€ < Pp (o0 $940) < 5P (G0 $90041) T 5P (S0 417 S901)) (3.15)

dir. (3.8) den ve lim,,_,..0, ({1, ns1) = O limitinden

€
—<
- < ,lg?osul)pb (Co0y S90141)

elde edilir. Ayrica diger taraftan

pb (Ze(k)! Z‘B(k)+1) = pb (W((Q(k)_l' F(Q(k)_l; :u'e(k)_l)' (19(]()4_1)
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< M1 PbCo 17 $900 1) T (1= Hog_ )Pb (Flo 10 $o 3y 11)

< U y-1Pb(Co 17 Cog 1) TS — oy )P (Floy 1 Flo4.r)
+5(1 =t )P (F 4010 901 11)

< Mo go-1Pb (S0 _17 910 e1)
+5(1 = pto g )AL Cogo—1r G015 [P0 (Go ey sn FS0 g0 0a ] %
+5(1 = gy )P (FCo5 010 901y 11)

< St y_1Pb Cogy_17 o) T SHO 1 Pb (94 SO 31 1)
+5(1 = o4 )AL Coo—1 FSo00-11 [0 ooy FG0an)
+5(1 =t )P (FCo 40010 901 11)

yazilir. Esitsizligin her iki tarafinin k — oo ikenlimsup alinir ve (3.12), (3.14)

kullanilirsa

€ .
—< limsuppp, ($o,,)» $91)41)

k—o0

< Sﬂe(k)_lpb ((9(;{)_1' (19(;{))
< prb ({g(k)—l' {19(]())

olur. b < iz oldugundan ,
S

€ € €
_ < . < —_ —
< limsuppy (o gy $o0) S b5 <5

%)

yazilabilir. Bu bir zitlik belirtir. Boylece {{,,}, C de bir Cauchy dizisidir. (C, p,, w)
bir konveks b —metrik uzay oldugundan, lim,,_,..¢,, = {* € C olacak sekilde {* € C
vardir. Simdi, {* noktasinin F nin bir sabit noktast oldugunu gosterecegiz. Bu

baglamda;
P FC) < s[pp(C7, Cn) + pu($n, FT)]
< SPp (Z*: (n) + Sz[pb ((n' F(n) + Pb (FZn:F(*)]

< 5pp(S",Gn) + 52pp (G FGn) + 5% A0y (G FED1 [ (S FTHTMS
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< spp(7*,4) + 52(1217)71,01; (S0, Fdo)

+52A(=) " (9 (G0, FE0)1E [ (8 FT]HS

esitsizligi elde edilir. Eger esitsizligin her iki tarafininn — oo iken limiti alinirsa,

pp (¢, FZ*) = 0 sonucunu elde ederiz ki bu durum F{* = {* olmasini gerektirir.

Simdi ise konveks b —metrik uzaylarda kuvvetsel Reich—Rus—Ciri’c daraltan

tipi bir doniigiimiin sabit noktasini inceleyelim.

Teorem 4.3.2. (C, pp, w) bir konveks b —metrik uzay ve F:C — C, kuvvetsel Reich

daraltan tipi bir doniisiim olsun. Oyle ki;

pp(FS, Fn) < A[ps (3, M [pp (S, FO1 [os(m, FM]*=57%,  (3.16)

her{,n € C \ Fix(F) i¢in Fix(F) = {{ € C: F{ = {} olmak tizere A € (0,1) ve ,0 €
(0,1) sayilar1 vardir. {(,} dizisi, her neN,beR" " ve 0 < pu,_ 4 <b <1 igin

asagidaki gibi tanimlansin:
(n = W((n—l'an—l;:un—l)- (317)

Eger hern e Nigin b + 1 < % ve b < siz ise F bir sabit noktaya sahiptir ve Mann

iterasyonu bu doniisiimiin sabit noktasina yakinsar.

Ispat: Konveks yapidan dolayz,

Pp (Zn' Zn+1) = Pp ((n' W((n'F(n; .un)) < (1 - .un)pb ((n'F(n)' (3-18)
ve
Pp ({n’an) < SPp ({n'F{n—l) + SPp (an—l'an) (319)
= $ppW(ln-1,Fn—1; Un-1), Fln_1) + spp(F{_1, F )
< SiUn-1Pp ((n—l:F(n—l)

+Sﬂ-[pb(€n—1: Zn)]f[pb((n—l'Fqn—l)]a[pb((nrF(n)]l_f_a
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= Sptn-1Pp($n-1,FCn-1)
+5A[pp (Gne1 W (ne1, Fén—1 n-1))]°
X [05 (Gn-1, FGn-1)1 [P ($ns FGI' 7677
< Stn-1P (Gn-1, Fén—1) + AL = ptn_1) [P (Gn—1, Fén-1)1°
X (05 (Gn-1, Fn-1)17 [P ($n, FGI' 757
bulunur. Farz edelim ki bazi n > 1 i¢in, pp ({1, F{n_1) < pp({n, F¢y) Olsun.
(3.19) dan dolay
Pb (G Fn) < Stn—1pp (s FGr) (3.20)
+5A(L = pn-1)4[Pp Gn1, Fén-1)15 7[5 (G F G477
elde edilir ve sonug olarak;

(1 = sun—1)pp(Sn, FSn)
[pb((anqn)]l_g_o

<sA(1- .un—l)f[pb ({n—ltF(n—l)]f-m

ve
A(1—pn—1)5
[0 (G FEIEH? < T [, (G, FG)EH (3.21)
- 3
bulunur, 24Hna) o S oldugundan dolay1 yukaridaki esitsizlikten,

(A-spn-1) — (A-Sun-1)

[pb(Cn'FCn)]f-Hf = [pb(zn—lrF(n—l)]Eﬂr

7
(1 - S.un—l)
< s1/(1 = sb) [pp ($n-1, FGn-1 1+ (3.22)

elde edilir. b + 4 < < oldugundan, p ({1, Fén—1) = P (n, F3,) bulunur. Fakat, bu

durum bir zithk belirtir. Bu yiizden, her n>1 i¢in, p,({, F) <
Pp(ln-1, F{u—1) olur. Boylece {p;, ({1, F{,—1)} dizisi, bir artmayan dizidir. Yani,

asagidaki gibi v > 0 sayis1 vardir;
lim pp, (Cp-1, F¢n-1) = v. (3.23)

Simdi, v = 0 oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki v > 0 olsun. Her n > 1 i¢in
Pp (G, F&) < pp(Cn—1, F{,—1) oldugundan (3.22) yi kullanarak
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A
pb((n:F(n) < %'ulpb(Zn—lrF(n—l)

e
< sA/(1 = sb) pp($n-1,FCn-1) (3.24)
elde ederiz. (3.24) esitsizliginde her iki tarafin da limitini alirsak,

sA
1—sb

v <

bulunur. Bu bir zitliktir. Bu yiizden, v = 0 olarak bulunur. (3.18) ve (3.23) den

Pp (Zn: Zn+1) < (1 - .un)pb ((n'an) < Pp ((n'an)

yazilir. Bu da
r}i_)rgpb (G Sns1) =0 (3.29)

limitinin var oldugunu gosterir. Simdi, {{,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu
gostermek gerekmektedir. Onceki teoremdeki benzer bir yol kullanilacaktir. Bunun
igin, kabul edelim ki {,} bir Cauchy dizisi olmasin. Boylece, (k) > 9(k) >k

olacak sekilde {¢,,} dizisinin asagidaki sartlar1 saglayan {(g(k)} ve {(ﬁ(k)} alt dizileri
ve bir € vardir:
Pb (o4 So4y) = €
ve
Pb (631 o) < E- (3.26)
Dolayisiyla
€ < Pp(Coyy So4) < 5P S90041) T 5P (Co00417 S91))

olur. (3.18) ve (3.25) ten

© | m|

< limsuppy, ($o ) $9 14
esitsizligi elde edilir. Ayrica
Pp ({Q(k)’ {19(]()+1) = Pp (W(ge(k)_lﬂ er(k)—l; /Je(k)_l)' (19(]{).'_1)
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< U y_1PbCo 17 Cog0 1) TS — oy )P (Floy 1 Flo4.0)
+5(1 =ty )Pp (F o410 $90041)

< M- 1PbCo 17 $90041) TS = oy )P (FCoy 110 C90s1)
Xs (1 - Me(k)_l) LI I

X [Pp(Cog-10 FCo5y-1 )17 [P6 (S gy Ffa(k)ﬂ)]l_f_a

< St y_1PbCogy_17 o) T SHO G —1Pb (93 S04 11)

+5(1 = togy_ AP Cogorr $o0::)1°

X (06 Cogey-1r FS00- 17 [0 Co ey FG00s )1 577

+s(1 - ,ue(k)_l)pb (F{ﬁ(k)+1' {ﬁ(k)+1)

bulunur. Yukaridaki esitsizlikte k — oo iken limsup alinirsa ve (3.23), (3.25) ve

(3.26) kullanilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir;

€
—< i
< limsuppy ($o s $ 1)

%)

=< Sﬂe(k)_lpb ((e(k)_lf (19(]())

< prb ((9(;{)_1' (19(;{))'

1 -
b < = oldugundan

. i £
< limsuppy, ($o ) C94p1) S bE <53

k—o0

© | m|

yazilir. Boylece {C,}, C de bir Cauchy dizisidir. (C, pp, w) bir konveks b —metrik
uzay oldugundan, lim,_,{, = {* € C olacak sekilde {* € C vardir. Simdi, {*

noktasinin F nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterecegiz. Bu baglamda;
(3.16) ve (3.17) yi kullanarak
pp($* FT7) < s[pp(S7, ) + pp(Gn, FO]

< spp($",6n) + 52[Pp (Gns FGn) + pp (FGu, FO]
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< SPp (Z*: (n) + Szpb ((n'an)

+52 005 (6§ [0 (G FED1% [P (T, FSI 7677

< 5p(¢",Gn) + 522" (G0 Fo)

+5% 105 (S §)1° [0 (S FEI17 6 (S FI 477

bulunur. Eger esitsizligin her iki tarafinin n — oo iken limiti alinirsa, p, ({*, F{*) =0

sonucunu ¢ikaririz ki bu durum, F{* = {* olmasini saglar. Boylece ispat tamamlanir.

Son olarak, konveks b —metrik uzaylarda kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan

tipi bir doniigiimiin sabit noktasini inceleyecegiz.

Teorem 4.3.3. (C, pp, w) tam konveks b —metrik uzay ve F: C — C kuvvetsel Hardy

ve Rogers daraltan tipi bir déniisiim olsun. Oyle ki;

pp(FS, Fn) < Alpp (3, M [ps(C FOI [pp (n, F]T

1 1-¢é—-0-1
x |5 v (&, F1) + oy (0, FO) | (3.27)

her {,n € C\ Fix(F) igin Fix(F)={( € C:F{ ={} olmak tzere A€ (0,1)
ve &,0,0 € (0,1) sayilar1 vardir. {¢,,} dizisi her n € N ve b € R* igin 0 < p,_; <

b < 1 oldugunda asagidaki gibidir;

{n = W(ln-1, Fn_1; tin—1)- (3.28)
Eger her n € N igin, b + sA < %ve b < slz ise F bir sabit noktaya sahiptir ve Mann
iterasyonu bu doniisiimiin sabit noktasina yakinsar.

Ispat: Konveks yapidan dolayz,

Pp ({n’ {n+1) =Pp ((n» W((n’an; .un)) < (1 - .un)pb ((n'F(n); (329)

ve
Pp (Zn'FZn) < SPp ((n'Fcn—l) + SPp (an—l'F(n) (3-30)

= spp(W(ln-1,Fln—1; Un-1), Fln_1) + spp(Fp-1, F ()
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< Spn-1Pp($n-1, Fn1)
+521pp (Gn—1 6) 1 [P5 G, Fén=1)1° [0 Gs FG)I®
X [5 (P5 (G Fén=1) 40 (G, Fn)) 570
< Spn-1Pp($n-1, Fn1)
+SA[(P6 (Sn-1 W Gnrs Flnmss tn-1)) I
X [05 1 )17 105 (G FEI

1-¢—0-1

% [1 (Pb W(n-1, Fln—1; n—-1), F(n—l))]
2\ +spp({n-1,$n) + 5pp({n, F&y)

< SUn-1Pp (Cn-1, FGpn_1) + sA(1 — ﬂn—l)f[pb ((n—l:F(n—l)]E
X [pb((n—l'F(n—l)]o[pb(Zn'FZn)]T
1 HUn-1Pp ((n—lrF{n—l) + e
> $Pb (Gn-1,W(Cn—1, FCn1; Hn-1))
+Spb((an(n)
= SUn-1Pp (Cn-1, FGpn_1) + sA(1 — ﬂn—l)f[pb ((n—l:F(n—l)]E
X [pb(Zn—liF(n—l)]a[pb((n:F(n)]‘[
1 Un—-1Pp ({n—l'F{n—l) +
X E S(l - .un—l)pb({n—l'an—l)
+Spb((an(n)

1-¢-0-1

= SUn-1Pp ({n—l'an—l) + S/’l(l - .un—l)f[pb ((n—l;F(n—l)]E
X [pb(Zn—liF(n—l)]a[pb((n:F(n)]‘[

1-¢-0-1

% E ((S - Mn_l(ss;bl()c)nl’)l;;'(é:l)_l’ Fl,_1) +)]

bulunur. Farz edelim ki bazi n > 1 igin, pp ({n—1, F{n_1) < pp({n, F¢,) oOlsun.
(3.30) dan dolay1
Pb ((n» F(n) = SUn-1Pp ((n'Fcn)

+S}~(1 - ,un—l)f[pb ((n—l» F(n—l)]f-“r
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B e

elde edilir ve sonug olarak;

(1— n— ) ((n;F(n)
- Sén-1Pb Tt = sA(1 — lln—1)€[Pb (Cn-1, F(n—l)]aa (3.32)
[E(Zs—un_l(S—l)pb(fn.an))]

[op({n, FO )]E+a < % 25 — Up_1(s — 1))1—5—05/1(1 B 'un_l)é’
PpSn, F'$n = (1 — S#n_l)

X [pb ({n—l' F(n—l)]fﬂr

bulunur.

1-¢-0o
%(25 — Un-1(s — 1)) SAL = pp—1)®
(1 —spn-1)

- (25 — p_1(s = 1))sA - s?2

= < <1
2(1 - S.un—l) (1 - S.un—l)

oldugundan dolay1 yukaridaki esitsizlikten,
2

(05 G FE)IE0 < (1_55—#) 05 Gt Fon_IE*

< s?4/(1 = sb) [pp($n-1, FSn-1)1*° (3.33)

elde edilir. b + sA <§ oldugundan, py, ({1, F{n_1) = pp({n, F¢y) bulunur. Fakat,

bu durum bir zithk belirti. Bu yiizden, her n>1 igin, p,({, F{,) <
Pb(Cn-1,F{,—1) olur. Boylece {p,({n-1,F{,—1)} dizisinin, bir artmayan dizi

olmasini gerektirir. Yani, asagidaki gibi v > 0 sayisi vardir;
711i—r>?opb (Cn-1, Flu1) = . (3.34)

Simdi, v = 0 oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki v > 0 olsun. Her n > 1
icin,pp (¢n, F3) < pp({n-1, F{,—1) oldugundan (3.33) i kullanarak
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2
Pp(Cn, Fp) < ﬁpb ($n-1,FGn_1)

< SZA/(l - Sb) Pp ((n—l'F(n—l) (3-35)
elde ederiz. (3.35) esitsizliginde her iki tarafin da limitini alirsak,

< s <
TEa-sn’ =Y

bulunur. Bu bir zitliktir. Bu yiizden, v = 0 olarak bulunur. (3.29) ve (3.34) ten ayrica

Pb (G Cnr1) < (1 = un)pp (G FG) < pp(Sns F )

elde edilir. Buradan
Tlliggopb (G Cns1) =0 (3.36)

yazilir. Simdi, {,,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek gerekmektedir.
Onceki teoremdeki benzer bir yol kullanilacaktir. Bunun igin, kabul edelim ki {{,}

bir Cauchy dizisi olmasin. Boylece, 8(k) > 9(k) > k olacak sekilde {{,,} dizisinin
asagidaki sartlar1 saglayan {(9 (k)} ve {(19 (k)} alt dizileri ve bir € vardr.
Pb (o3 So4y) = €
ve
Pb (S0 S94) < € (3.37)
bulunur. Dolayisiyla,
€ < Pp(Coyy So4) = 5P (G0  S90051) T 5P (Co00517 S 1))

(3.29) ve (3.36) dan

w | m|

< limsupp, ($o ey €914
esitsizligi elde edilir. Ayrica

pb (Ze(k)! Z‘B(k)+1) = pb (W((Q(k)_l' F(Q(k)_l; :u'e(k)_l)' (19(]()4_1)
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< Mo yy_1PbCo 12 o e1) TS — oy )P (Floy 1 Flo4.)
+5(1 =ty )P (F Qo310 C901041)
< Moy 1Pb o179 e1) TS = oy )P (F o 10 C0040)
X s(1 = pgg,_ AP (o, 519(,c)+1)]f
X [Pb(S)-10 F G031 )17 [Pb ($o 410 F 90421
X[ (06 a0 Flogo 1) + ooy Flog0, )50
< SHo -1 P Cog-17 S940) T SHO Gy —1Pb (9 4y 91 1)
+5(1 = ko )AL Coo1r $o0s0)1°

X [Pb (G -17 FC030)-1)17 [Pb (9 40y 117 F S804 )1

1 _&—g—
X[; (pb(qﬁ(k)_,_l'F{Q(k)_l) + pb((@(k)_llF(ﬁ(k)+1)]1 §mo-t

+s(1 - ,ue(k)_l)pb (F{ﬁ(k)+1' {ﬁ(k)+1)

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte k — oo iken limsup alinirsa ve (3.32), (3.34) ve
(3.35) i kullanarak asagidaki esitsizlik elde edilir;

< lim Suppyp ({H(k)' {ﬁ(k)+1)

k—o0

€
s

< Sﬂe(k)_lpb ({g(k)—l’ {19(]())

=< prb ((Q(k)_lf (19(]())'

b < Siz oldugundan

€ € €
_ < . < —_ —_—
< limsuppy (o gy $90) S b5 <5

%}

elde edilir. Boylece {,,}, C de bir Cauchy dizisidir. (C, p,, w) bir konveks b —metrik

uzay oldugundan, lim,_,{, = {* € C olacak sekilde {* € C vardir. Simdi, {*

noktasimnin F nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterecegiz. Bu baglamda,;

(3.27) ve (3.28) i kullanarak
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pp(§" FT*) < s[pp(C7, Cn) + pp (S, FT7)]
< Spb((*r(n) + Sz[pb(gan(n) + pb(F(an(*)]
< SPp (Z*an) + Szpb (Zn'FZn)

+5% 2105 (S §)1° [0 (S FED17 106 (S FEOIT

1
X [E (pb (g*' FZn) + Pp ((n' F(*))]l_f_o-_‘[

< 5P5(0" 4n) + 522"y (Go, Flo)

+52/1[Pb (Zn, (*)]f[pb ((n’ F(n)]a.[pb ((*’ F(*)]T
X [% (pp (¢ FZn) + pp (G, FE))) 6707

bulunur. Eger esitsizligin her iki tarafinin n — oo iken limiti alinirsa, p,(¢{*, F{*) = 0

sonucunu ¢ikaririz ki bu durum, F{* = {* olmasini saglar. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.34. C={1, 2, 3, 5} ve p,({,n) =|C —n|? olsun. Her {,n € C igin

w:C X C x [0,1] - C doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin:

w(¢,m;p) = pd + (1 —wn.
Boylece p, doniisiimii s = 2 katsayil bir konveks b —metrik uzayidir.

1235

C kiimesinde kendi uzerine tanimli F: (1 512

olacak sekilde bir F doniisiimii

tanimlayalim. § = o =1 = 1—16 se¢ilsin.{,n € C \ Fix(F) i¢in({,n) € {(3,5), (5,3),

(33), (55)}. b+sA <7 ve b <= oldugundan b+ 21 <3 ve b <= olup b ==

o 1 3 . 1
secilsin. 21 <-—-=—ise 1 = - olsun.

1

2 5 10

Durum 1 : ¢ = n = 3 i¢in doniisiimiin saglandig1 agiktir.
Durum 2 : { = n = 5 i¢in doniisiim yine saglanir.

Durum3:{=3ven =5 i¢in

pp(FS, F) = 1 < Alpy (3,51 [0 (3, F3)1% [0y (5, F5)]°
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1-¢é—-0-1

x [5(0n (3, F5) + py (5, F3) |

= ; X (4)§%9 x 97 x (8,5)17¢~0~7

1 1 L 13
= ;x48 X 916 X 8,516

= 1,1090534902.

Dolayisiyla F doniistimii, kuvvetsel Hardy ve Rogers daraltan tipi bir doniisiim olup

1 ve 2 sabit noktalarina sahiptir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde konveks b —metrik uzaylarda ispatlanan teoremler, Yildirim (2022)
nin konveks metrik uzaylarda kuvvetsel daraltan doniisiimler i¢in elde ettigi

sonuglar1 genellestirir.

Tanim 4.1.1 de literatiirde mevcut olmayan zayif kuvvetsel Hardy ve Rogers
doniistimiiniin tanimi1 yapilmig ve Teorem 4.1.3 de bu doniisiimiin b —metrik

uzaylarda sabit noktasinin ispat1 verilmistir.

Mevcut literatlire ve bizim tez ¢aligmamiza bakildiginda asagidaki sorular

tartismaya ve ispatlanmaya agiktir;

1) Kuvvetsel daraltan doniisiimlerin sabit noktalari, Picard-Mann iterasyonu,
S —iterasyonu, Ishikawa iterasyonu gibi farkli iterasyon metotlariyla

incelenebilir mi?

2) Konveks metrik uzaylarda, kuvvetsel daraltan doniisiimler i¢in yukarida

bahsedilen iterasyon metotlarinin yakinsama hizlari karsilastirilabilir mi?

3) Mann iterasyonu, kuvvetsel daraltan doniisiimler igin kararli midir?

4) Konveks b —metrik uzaylarda zayif kuvvetsel daraltan doniigiimlerin

sabit noktalar1 incelenebilir mi?
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