HIPERBOLIK UZAYLARDA BAZI DONUSUM
SINIFLARI iCIN YENI SABIT NOKTA
YAKLASIM METOTLARI

Osman ALAGOZ

Doktora Tezi
Matematik Anabilim Dal
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali
Prof. Dr. Sezgin AKBULUT
2018
Her hakki sakhdir



ATATURK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

HIiPERBOLIK UZAYLARDA BAZI DONUSUM SINIFLARI ICIN YENI SABIT
NOKTA YAKLASIM METOTLARI

Osman ALAGOZ

MATEMATIK ANABILiM DALI
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dall

ERZURUM
2018

Her hakki sakhdir



« FE
1., \,\z:; oy,

ATATURK UNIVERSITESI & k)

Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirliizi ] o))

en Bilimleri Enstitiisii Miidiirliigii %ﬁ( ‘:.\5
TEZ ONAY FORMU o5z,

HIPEBOLIK UZAYLARDA BAZI DONUSUM SINIFLARI iCIN
YENI SABIT NOKTA YAKLASIM METOTLARI

Prof. Dr. Sezgin AKBULUT damsmanliginda, Osman ALAGOZ tarafindan hazirlanan bu calisma,
07/09/2018 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Matematik Anabilim Dali Analiz ve Fonksiyonlar
Teorisi Bilim Dali’nda Doktora tezi tezi olarak oybirligi ile kabul edilmistir.

Bagkan: Prof. Dr. Ali OLGUN Imza

Uye : Prof. Dr. Sezgin AKBULUT Imza : W

Uye : Prof. Dr. Ishak ALTUN Imza : /M'\
Uye : Prof. Dr. Murat OZDEMIR Imza : % @

7

Uye : Dog Dr. Isa YILDIRIM Imza

Yukaridaki sonug;

Enstitli Yonetim Kurulu’nun/-.g. 0712018 tarih ve .. 26.../.25..... nolukarari ile onaylanmuistir.

stitii Miidiiri

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve bagka kaynaklardan yapilan bildiris, gizelge, sekil ve fotograflarin kaynak olarak kullanimi, 5846
sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.

Atatiirk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Midirligii 25240 ERZURUM Telefon: +90 (442) 2314742 Faks: +90 (442) 2314741
FORM-40



OZET

Doktora Tezi

HIPERBOLIK UZAYLARDA BAZI DONUSUM SINIFLARI iCiN YENI SABIT
NOKTA YAKLASIM METOTLARI

Osman ALAGOZ

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Sezgin AKBULUT

Bu tezin ana kismini olusturan arastirma bulgular1 boliimii iki kissmdan olugmaktadir.
Ilk kisimda kiime degerli quasi-genislemeyen doniisiimler igcin Banach uzaylarinda
tamiml1 yeni bir 3-adim iterasyon semasi teskil edildi. Sonra bu sema kullanilarak bazi
sartlar altinda kuvvetli ve zayif yakinsama teoremleri ispatlandi. Daha sonra elde edilen
teoremleri destekleyen analitik ve niimerik 6rnekler verildi. Ayrica tanimlanan bu yeni
3-adim iterasyonun yakinsama hizinin, Mann, Ishikawa, Noor, Agarwal et al., Abbas et
al. iterasyonlarma gére daha hizli oldugu niimerik bir 6rnekle gosterildi. ikinci kisimda
ise diizgiin konveks W-hiperbolik uzaylarinda tanimli kiime degerli genislemeyen sonlu
doniisiim ailesi i¢in yeni bir n-adim iterasyon semasi tanimlandi. Sonrada uygun sartlar

altinda bu sema ile ilgiliA —yakinsaklik ve kuvvetli yakinsaklik teoremleri verildi.

2018, 73 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, kiime degerli dontisiim, W-hiperbolik uzay, zayif ve

gliclii yakinsama.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

NEW FIXED POINT ITERATIVE SCHEMES FOR SOME CLASSES
OF MAPPING IN HYPERBOLIC SPACES

Osman ALAGOZ

Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Dicipline of Analysis and Functional Theory

Supervisor: Prof. Dr. Sezgin AKBULUT

The research findings section which constitues the main part of this thesis is devided
into two parts. In the first part, a new 3-step iteration scheme was formed for
multivalued quasi-nonexpansive mappings defined in Banach spaces. Then by using this
iteration scheme some weak and strong convergence theorems were proved under some
conditions. Finally, analytical and numerical examples were given to support the
theorems which are obtained. Furthermore, it was shown with a numerical example that
the convergence rate of this 3-step iteration is faster than the convergence rates of
Mann, Ishikawa, Noor, Agarwal et al. and Abbas et al. iterations. In the second part,
a new n-step iteration scheme was defined for a finite family of multivalued
nonexpansive mappings defined in uniformly convex W-hyperbolic spaces and then
some A —convergence and strong convergence theorems were obtained under

appropriate conditions.

2018, 73 pages

Keywords: Fixed point, multivalued mapping, W-hyperbolic space, weak and strong

convergence.
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1. GIRIS

Uygulamali bilimlerde ve miihendislik alanlarinda genellikle bir fonksiyonel denklem
ile formiile edilen bir¢ok fiziksel problem, kolaylikla bir sabit nokta denklemi formunda
yazilabilir. Dolayisiyla boyle bir sabit nokta denkleminin ¢6ziimleri yardimiyla asil

denklemin ¢oziimii arastirilir.

Sabit nokta teorisi adiyla bilinen bu eski teori modern matematigin énemli, giiclii ve
verimli araglarindan biridir. Stiphesiz bu teorinin en ¢ok bilinen yonii 1922°de Stefan
Banach tarafindan tanitilan “Banach Daralma Doéntisiim Prensibi” ilkesidir. Bu prensip
izerine insa edilen galismalar; topolojik ve metrik sabit nokta teorisi, kiime degerli
nonlineer analiz, adi ve kismi inkliizyonlar, konveks analiz, oyun teorisi ve

matematiksel ekonomi alanlarinda hizli bir gelisme gostermistir.

Ik olarak 1911°de Brouwer tarafindan ortaya atilan “Kapali bir aralikta kendi iizerine
taniml siirekli bir donilisiimiin en az bir sabit noktast vardir” teoremiyle tarih sahnesine
¢ikan sabit nokta kavrami zaman i¢inde arastirmacilarin biiyiik 6lgiide ilgisini ¢ekmis ve

koklii bir teori haline gelmistir.

Daraltan, genislemeyen, quasi-genislemeyen, zayif daraltan vb. ¢esitli doniistimler,
metrik uzaylar, Banach uzaylar1 ve daha genel olan bir¢cok uzayda galisilmis ve bu
doniisiim smiflarinin sabit noktalarinin bulunmasi igin birgok farkli iterativ yontemler

tanimlanmastir.

Nadler (1969) da Hausdorff metrigini kullanarak tam metrik uzayda tanimli kiime
degerli daraltan bir doniisiimiin sabit noktasinin varligini ispatlayarak Banach sabit

nokta teoreminin kiime degerli doniisiimler i¢in bir genellemesini elde etmistir.

Diger taraftan Takahashi (1970), konveks metrik uzay tanimini vererek metrik uzaylara

konvekslik yapisin1 kazandirmistir. Daha sonra Kohlenbach (2007) de konveks metrik



uzay kavramini genisleterek bu uzaylardan ve normlu uzaylardan daha genel olan W-

hiperbolik uzay tanimini vermistir.

Tezimizde ¢alistigimiz W-hiperbolik uzaylar ve kiime degerli doniistimler i¢in ¢ok ilgi
cekici uygulama alanlart1 mevcut olup bunlardan bazilari; plastik nesnelerin davranisi,
akigkanlarin yiizey dalgalari, gazlardaki sok dalgalar, viskoz akiskanlarin hareketi,
astrofiziksel nesnelerin manyetik alanlarinin davranigi, erime siirecleri, kimyasal
reaksiyonlar, 1s1 radyasyonu, dogrusal olmayan salinim, gk mekaniginde periyodik ve
quasi-periyodik yoriingelerin varligi ve kararliligi, ekolojik ve ekonomik istikrar

stirecleri ve diflizyon siirecleri uygulamalaridir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonra Kuramsal Temeller adli
boliimde kiime degerli doniisiimler i¢in sabit nokta kavrami verilip kiime degerli bazi

doniisiim siniflar tanitildi.

Tezimizin {igiincli boliimii olan Materyal ve Yontem boliimiinde hiperbolik uzaylar ile
ilgili tanim ve agiklamalar yapilip literatiirde kullanilan diger hiperbolik uzay ¢esitleri
genel olarak ele alinmistir. Ayrica iterasyon yontemleri verilip bu iterasyonlar ile ilgili
yapilan onemli ¢alismalardan bahsedilmistir. Tezimizin 6z kismini olusturan Arastirma
Bulgular1 adli dordiincii boliimiinde de tezde elde ettigimiz bulgular anlatilmistir. Son
olarak tezimizin besinci boliimii olan Tartisma ve Sonug¢ bolimiinde elde edilen

sonuclar 6zetlenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Tek Degerli Doniisiimlerin Sabit Noktalar:

Bu boliimde once tek degerli doniisiimler i¢in sabit nokta kavrami verildi. Sonra da tek
degerli baz1 doniisiim siniflar1 ve aralarindaki iliski incelenerek Banach Daralma Ilkesi

verilecektir.

Tamm 2.1.1: X # @ olmak iizere ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun. Eger Tx =

x olacak sekilde bir x € X varsa bu x noktasina T nin sabit noktas1 denir.

O halde Tx = x denkleminin ¢6ziimii veya ¢oziimleri T nin sabit noktalaridir. T nin tim

sabit noktalarinin kiimesi F (T) veya Fix(T) ile gosterilir.

Tamm 2.1.2: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X igin

d(Tx,Ty) < kd(x,y)

esitsizligini saglayan k € [0,1) sayis1 varsa T ye daraltan doniisiim denir. Bu esitsizlik

k = 1 i¢in saglaniyorsa bu durumda T ye genislemeyen doniisiim denir.

Tamim 2.1.3:(X, d) bir metrik uzay, K da X in bos olmayan bir alt kiimesi ve T: K = K
bir dontisiim olsun. Eger her p € F(T) # @ ve her x € K igin

d(Tx,p) < d(x,p)

ise T ye quasi-genislemeyen doniisiim denir.



F(T) # @ olmasi1 durumunda genislemeyen her doniisiim quasi-genislemeyendir. Fakat
bunun tersi dogru degildir. Ayrica tanimdan da anlagilacag {izere daraltan bir doniisiim

ayni zamanda genislemeyen bir doniistimdiir.

Ornek 2.14: X =1, ve C =B, = {x € l,: |Ix|loo < 1} kiimeleri verilsin. Her x =
(x4, %5, ...) € C igin ||x||eo = sup{|x,|]:n € N} normu verilsin. T:C — C doniisiimii
Tx = (0,x2,x%,x2,...) seklinde tanimlansin. Bu durumda T déniisiimii quasi-

genislemeyen doniisiim olup genislemeyen doniisiim degildir.

Teorem 2.1.5: (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X daraltan bir doniisiim olsun. Bu
durumda T nin bir tek sabit noktasi vardir. x, € X olmak tizere bu sabit nokta x,,,; =

Tx,, seklinde tanimli {x,,} dizisinin limitidir.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniistimlerin sabit noktalarinin

olmasi gerekmez.

Ornek 2.1.6: X = (0,1] olmak tizere T:X — X,Tx =§ olarak tanmimlandiginda T

doniigiimii daraltan olmasina ragmen (X, d) tam olmadigindan T'doniisiimiiniin bir sabit

noktas1 yoktur.
Diger taraftan herhangi bir Banach uzayinda tanimli genislemeyen ve quasi-

genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarinin var olmasi gerekmez. Bunun igin uzay

veya doniisiimler iizerine bazi ilave sartlarin konulmasi gerekir.
2.2. Kiime Degerli Doniisiimlerin Sabit Noktalari

Bu boliimde kiime degerli doniisiimler i¢in sabit nokta kavrami tanimlanacak ve bazi

6zel kiime degerli doniisiim siniflar1 verilecektir.



Tamm 2.2.1: X ve Y bostan farkli iki kiime ve 2¥, Y nin tiim alt kiimelerinin ailesi
olmak iizere, T:X — 2Y fonksiyonuna kiime degerli doniisiim denir. Bu doniisiim

T: X — Yseklinde gosterilir (Ansari 2010).

Tx # @ olacak sekilde en az bir x € X varsa T ye has (proper) doniisiim denir. Bu

durumda T nin tanim kiimesi, goriintii kiimesi ve grafigi sirastyla

Dom(T) = {x € X: Tx + @}
Graph(T) = {(x,y) e X XY: y € Tx}
Im(T) ={yeY: y€Tx}

seklinde gosterilir. Asagida kiime degerli doniisiimlere bazi 6rnekler verilmistir.

Ornek 2.2.2: T: [0,1] — [0,1],

(1}, x<1/2
Tx=<[01], x=1/2
0}, x>1/2

donlisimii kiime degerli bir doniisimdiir. Bu donlisimiin grafigi Sekil 2.1 de

verilmistir.

Sekil 2.1. Ornek 2.2.2 deki T déniisiimiiniin grafigi



Ornek 2.2.3: T:[0,1] — [0,1], Tx = [x, 1] doniisiimii kiime degerli bir doniisiimdiir. Bu

dontisiimiin grafigi Sekil 2.2 de verilmistir.

Sekil 2.2. Ornek 2.2.3 deki T déniisiimiiniin grafigi

Ornek 2.2.4: T: [0, 7] —= R,

T = {[tanx, 1+ tanx], x #m/2
~ {0}, x=m/2

doniigiimii kiime degerli bir donilistimdiir. Bu doniisiimiin grafigi Sekil 2.3 te verilmistir.

SRk
a

Sekil 2.3. Ornek 2.2.4 deki T déniisiimiiniin grafigi



Ornek 2.2.5: f: X > Y tek degerli orten bir doniisiim ise bu durumda f nin £~ tersi

kiime degerli bir doniisiim olur. Buna gore F: Y — X doniisiimii her y € Im(f) igin

FO) ="

seklinde tanimlanir. Eger f birebir ise bu durumda F doniisiimii tek degerli doniisiim

olur.

2% in bos olmayan A ve B alt kiimeleri verilsin. x € A4 i¢in d(x, B) = irelg d(x,y)
y

sayisina x in B kiimesine olan uzaklig1 denir.

Ornek 2.2.6: (X,d) bir metrik uzay ve K,X in kompakt bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda P: X — K olmak {izere her x € K i¢in
P(x)={y€eK; dx,y) =d(xK)}
seklinde tanimlanan metrik projeksiyonu kiime degerli bir doniistimdiir.

Tamim 2.2.7. X ve Y bostan farkli iki kiime ve X € Y olsun. T: X — Y kiime degerli
doniisiim olmak tlizere x € Tx ise x € T nin sabit noktas1 denir. T nin sabit noktalarinin

kiimesi F(T) ile gosterilir. Buna gore,
F(T)={x€X; x€Tx}
dir.

Asagida kiime degerli bazi doniisiimler ile bu doniisiimlerin sabit nokta kiimeleri

verilmistir.

2x+1
4

Ornek 2.2.8: K = [0,1], T: K — K doniisimi Tx = [O, ] seklinde tanimlanirsa,

F(T) = [o,ﬂ dir.



Ornek 2.2.9: K = [1,00), T: K — K doniisiimii Tx = [1,1 + g] seklinde tanimlanirsa,

F(T) = [1,2] dir.
Ornek 2.2.10: K = [0,0), T: K — K doniisiimii

{0}, x<1

Tx = [ 3 1]’

—x—= >1
X X 3 X

4
seklinde tanimlanirsa, F(T) = {0} dur.

Ornek 2.2.11: T:[0,1] o [0,1] déniisiimii

{13}, x<1/2
Tx =<{0,1}, x=1/2
{0}, x>1/2

seklinde tanimlansin. Bu doniisiimiin sabit noktas1 yoktur.

Tamim 2.2.12: (X, d) bir metrik uzay ve K, Xin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Her

x € X i¢in

d(x,y) = inf{d(x,z); z € K} =d(x,K)

olacak sekilde bir y € K varsa K kiimesine proksiminal (en iyi yaklasim kiimesi) denir.

K kiimesi proksiminal ise kapalidir.

X bir metrik uzay olmak iizere C(X) ile X in bos olmayan kapali alt kiimelerinin ailesi,
CB(X) ile X in bos olmayan kapali ve sinirli alt kiimelerinin ailesi, K(X) ile X in bos
olmayan kompakt alt kiimelerinin ailesi ve P(X) ile X in bos olmayan proksiminal alt

kiimelerinin ailesi gosterilecektir.



Tamim 2.2.13: (X, d) bir metrik uzay olsun. Her A, B € CB(X) igin

H(A, B) == max{supd(x,B),supd(y, A)}
XEA YEB

seklinde tanimlanan doniisiime Hausdorff metrigi denir.

Teorem 2.2.14: (X,d) bir metrik uzay olsun. Tanim 2.2.13 deki H(.,.) doniligimii
CB(X) tizerinde tanimli bir metriktir (Ansari 2010).

Ornek 2.2.15: A, B € R? olmak iizere A = {(x,0); 5<x <8} ve B={(0,y); 6 <

y < 12} kiimeleri verilsin. Bu durumda

H(A,B) = max{supd(x, B),supd(y,A)} = max{10,13} = 13

XEA YEB
olur.

Ornek 2.2.16: Alisilmis metrik ile R uzayida A = [—3,4] ve B = [5,7] alt kiimeleri

verilsin. Bu durumda

H(A, B) = max{supd(x,B),supd(y,A)} = max{8,3} = 8
X€EA YEB

olarak bulunur.

Tamm 2.2.17: (X,d,) ve (Y,d,) iki metrik uzay ve T: X — K(Y) kiime degerli bir
dontisiim olsun. Her € > 0 ve her x,y € X i¢in d,(x,y) < 6 oldugunda H(Tx,Ty) < ¢
olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa T doniisiimii H-siireklidir denir (Ansari 2010).

Simdi baz1 6zel kiime degerli doniisiim siniflarindan bahsedilecektir.

Tanmm 2.2.18: (X,d;) ve (Y,d,) iki metrik uzay ve T:X — CB(Y) kiime degerli

doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in
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H(Tx,Ty) < ad,(x,y)
esitsizligi saglanacak sekilde

a) a > 0varsaT ye kiime degerli Lipschitz doniistim denir.
b) 0 < a < 1varsaT ye kiime degerli daraltan doniisiim denir.

) a = 1liseT yekiime degerli genislemeyen doniisiim denir(Ansari 2010).

Uzayimizin normlu uzay olmasi halinde H(Tx,Ty) < ad;(x,y) yerine H(Tx,Ty) <

allx — y|| olacag: agiktir.

Ornek 2.2.19: Alisiimis metrik ile R uzaymmn M = R — {0} alt kiimesinde taniml
T:M — CB(M) dontigiimii

X

T(x) = {%m} cM

kiime degerli daraltan bir doniigiimdiir.

Tamm 2.2.20: (X,d;) ve (Y,d,) iki metrik uzay ve T: X — CB(Y) kiime degerli bir
dontistim olsun. F(T) # @ olmak tizere; her x € X ve her p € F(T) igin

H(Tx,{p}) < dy(x,p)
ise T ye kiime degerli quasi-genislemeyen doniisiim denir (Shiau et al.1975).

F(T) # @ olmak ftizere her kiime degerli genislemeyen T doniisiimii, quasi-

genislemeyendir. Fakat tersi genelde dogru degildir.

Ornek 2.2.21: X = [0, o0) olmak iizere, her x € X i¢in T: X —» CB(X) doniisiimii
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{1}- <1
7, X =

[ 1 1]. > 1
X 3,x 5,x

Tx =

seklinde tanimlansin. Bu durumda F(T) = {%} ve her x € X igin

H(raf)) = [r-3-3] < |3
)T T3S

dir. Boylece T quasi-genislemeyendir. Eger x = 2 ve y = 1 alinirsa;

)= (5 ) <25

oldugundan T genislemeyen degildir.

Kiime degerli doniistimlerle ilgili ilk sabit nokta teoremi Nadler tarafindan 1969 yilinda
verilmigstir. Nadler bu teoremle Banach daralma ilkesinin bir genellemesini elde etmistir.
Teoremi vermeden once Hausdorff metrigin tanimindan elde edilen asagidaki lemmay1

verelim.

Lemma 2.2.22: A,B € CB(X) ve a € A olsun. Eger n > 0 ise d(a,b) < H(A,B) +n
olacak sekilde b € B vardir (Nadler 1969).

Teorem 2.2.23: (X,d) tam metrik uzay olsun. Eger T:X — CB(X) kiime degerli

daraltan doniisiim ise T doniistimii bir sabit noktaya sahiptir (Nadler 1969).

Ispat: 0 < a < 1 reel sayis1 T igin bir daraltan sabiti ve x, € X olsun. x; € Tx, olarak

secelim. Buna gore Tx,, Tx; € CB(X) i¢in
d(xq,x,) < H(Txo,Tx1) + @

olacak sekilde bir x, € Tx; noktasi vardir. Tx,, Tx, € CB(X) i¢in
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d(x,,x3) < H(Txy,Tx,) + a?

olacak sekilde bir x5 € Tx, noktas1 vardir. Bu sekilde devam ettirilirse her n = 1 i¢in

d(xp, Xpi1) < H(Txp—1,Txy) + a™

olacak sekilde {x,,} dizisi olusturulur. Her n > 1 i¢in

d(xn: xn+1) = H(Txn—l' Txn) +a”
< ad(x,_q1,xy) + ™
< a[H(Txp_p, Txp_q) + a™ 1] + a™

< a?d(xp_p, Xpy_1) + 2a™
< a™d(xy, x;) + na™
elde edilir. Bu ise herhangi m ve n i¢in
d(Xp, Xp4m) < d(Xp, Xpe1) + d(Xpg1, Xpa2) + -+ d(Xnm—1, Xnam)

< ad(x,x1) + na™ + a"td(xy, x1) + (n + Da™*! +

et @™ 4 (%0, %) + (n+ M — D)at™m 1

n+m-1 n+m-1
= Z akd(xy,x,) + Z kak
k=n k=n

oldugunu gosterir. Yani {x,} bir Cauchy dizisidir. (X, d) tam oldugundan {x,,} dizisi bir

x € X noktasina yakinsar. T doniisiimii H-siirekli oldugundan lim H(Tx,,Tx) =0
n—->oo

olur. Ayrica x,, € Tx,,_, oldugundan x € Tx elde edilir ve ispat tamamlanir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Hiperbolik Uzaylar

Sabit nokta teorisi alaninda lineer olmayan doniisiimlerin yani sira ¢alisilan uzaylarin
yapist da énemli bir role sahiptir. Konveks yapiya sahip Banach uzaylarinin ¢ok genis
bir yelpazede ¢alisildigr bilinmektedir. Bunun nedeni Banach uzayinin vektér uzayi
olmasindan kaynaklanmaktadir. Cilinkii vektor uzaylarinda konveks bir yap1 tanitmak
cok daha kolaydir. Halbuki metrik uzaylar i¢in aym1 durum séz konusu degildir. Bu

nedenle metrik uzaylarda konveks yap1 olusturma ihtiyaci ortaya ¢ikmistir.

Konveks metrik uzay kavrami ilk olarak Takahashi (1970) tarafindan tanitildi. Ardindan
bu uzaya bazi ilave sartlar eklenerek Kohlenbach anlaminda hiperbolik uzay tanimi
yapildi (Kohlenbach 2005). Bununla beraber literatiirde bazi farkli hiperbolik uzay
tamimlar1 da mevcuttur. Bunlar; hiperbolik tipte uzaylar (Goebel and Kirk 1983), Reich
ve Shafrir anlaminda hiperbolik uzaylar (Reich and Sahfrir 1990).

Tanm 3.1.1: (X,d) metrik uzay ve W:X? x [0,1] » X bir doniisim olsun. Her
x,y,u € Xvea € [0,1] i¢in

d(u,W(x,y,a)) < ad(u,x) + (1 — a)d(u,y)

sart1 saglaniyorsa W dontisiimiine X iizerinde bir konveks yap1 ve W konveks yapisi ile

birlikte X e konveks metrik uzay denir ve (X, d, W) ile gosterilir (Takahashi 1970).

Konveks metrik uzaylar normlu uzaylardan ve Banach uzaylarindan daha geneldir.
Cunkii; X normlu uzay ve her x,y,u € X, a € [0,1] i¢in W doniisimi W (x,y, a) =

ax + (1 — a)y seklinde tanimlansin. Bu durumda,

d(w, W,y @) = llu - (ax + (1 = )y
< aflu — x|l + (1 = a)lu -yl
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=ad(u,x) + (1 —a)d(u,y)

olur. Dolayisiyla her normlu uzay bir konveks metrik uzaydir. Fakat bunun tersi dogru

degildir.

Ornek 3.1.2: X ={(x;,x,) € R?:x; > 0,x, > 0} olsun. Her x = (x1,x;), y=
(v1,¥2) € R?, a € [0,1] i¢cin W:X? X [0,1] = X doniisiimiinii

Axgx, + (1 — 7\)3’13’2)

W(x,y a) = (cm + A -y, — T=Ny
1 1

ved: X X X — [0, o) metrigini

d(x,y) = |x1 — y1| + |x1%, — y1¥5|

seklinde tanimlayalim. (X, d, W) bir konveks metrik uzay oldugu halde normlu uzay

degildir.

Bu tezde, Kohlenbach (2005) tarafindan tanitilan hiperbolik uzaylarda g¢alisilmustir.
Literatiirde var olan diger hiperbolik uzaylardan ayirt etmek i¢in hiperbolik uzay yerine

“W-hiperbolik uzay” terimi kullanilmistir.

Tamm 3.1.3: (X,d) metrik uzay, W:X X X x [0,1] = X konveks donisiimii her

x,y,z,w € X ve her a, B € [0,1] i¢in

(W1). d(z, W(x,y, a)) <A -a)d(z,x)+ ad(z,y),

(Wz) d(W(x, Y, a): W(x,y; ,B)) = |a - ,[)’ld(x, Y)r
(W3). W(x,y,a) =W(y,x,1—a)
(W4). dW(x,z,a), W(y,w,a)) < (1 —a)d(x,y) + ad(z,w)

sartlarini saghyorsa (X, d, W) uzayina W-hiperbolik uzay denir.
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Asagidaki tanimlar herhangi bir (X,d) metrik uzaymnda da gecerlidir.

Tanmm 3.1.4: (X, d, W)W-hiperbolik uzay olsun. Herhangi x,y € X ve A € [0,1] igin
d(z,x) =2Ad(x,y) ve d(z,y)=(1-A)d(x,y) olacak sekilde bir tek
z=W(x,y,A) € X varsa bu uzaya kesin konveks W-hiperbolik uzay denir (Takahashi
1970).

Banach uzaylarinin diizglin konveks yapiya sahip olmasi 6nemli bir 6zelliktir. Bu
kavram ilk olarak Clarkson (1936) tarafindan ardindan Goebel ve Reich (1984)
tarafindan tanitilmistir. Diizgiin  konvekslik kavrami hiperbolik uzaylar i¢in de

tanimlanabilir.

Tammm 3.1.5: (X,d, W) bir W-hiperbolik uzay olsun. Herhangi birr > 0, € € (0,2] ve

her a,x,y € X igin

d(x,a) <r
diy,a) <r ;=>d <W (x,y,%),a) <{1-906r
d(x,y) = er

olacak sekilde bir § € (0,1] varsa (X,d, W) uzayimna diizgiin konveks hiperbolik uzay
denir (Shimizu and Takahashi 1996).

Tanmmm 3.1.6: Herhangi birr >0 vee € (0,2] icin & :=1n(r,e) olacak sekilde
n:(0,00) x (0,2] - (0,1] doniisiimiine diizgiin konvekslik modiilii denir. Sabit bir €

icin 7 donlisiimii r ye gore artan ise 77 doniisiimiine monoton denir.
Onerme 3.1.7: 17 : (0,0) X (0,2] - (0,1] doniisiimii verilsin. Asagidakiler denktir.

a) (X,d,W) uzay1 diizgiin konvekslik modiiliin olan bir diizgiin konveks hiperbolik
uzaydir.

b) Herr >0,e € (0,2,A€[0,1]vea,x,y € X igin
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dix,a) <r
diy,a) <r = dW,y,1,a) <A -y, e)r
d(x,y) zer
dir. Burada
22u(r, €) 1<2
y(rlelk):{ ur,E, _2
2(1 — Du(r,e), diger durumlarda

seklindedir (Leustean 2007).

Hiperbolik uzaylardaki diizgiin konvekslik ve kesin konvekslik kavramlarinin Banach

uzaylarindaki karsilig1 asagidaki sekilde tanimlanir.

Tamm 3.1.8: B bir Banach uzay1 olsun. Eger x # y olmak tizere her x,y € Sp = {x €
B:|[x|| =1} veher e (0,1) igin

[A-Dx+Ay|I<1
sart1 saglaniyorsa B Banach uzayina kesin konveks uzay denir (Agarwal et al. 2009).

Bu tanim B deki S birim yuvarin yiizeyine ait birbirinden farkli x ve y noktalarinin

orta noktasinin Sz de olmadigini gosterir.

Tanim 3.1.9: B bir Banach uzay1 olsun. Here > 0 ve |[x|| < 1, [ly|| < 1ve|lx —y| =

€ sartlarin1 saglayan her x,y € B i¢in
1
Sl +yll < 1-58(0)

olacak sekilde bir 6(e) > 0 varsa B ye diizgiin konveks uzay adi verilir (Aksoy and
Khamsi 1990).



17

Butanim x,y €Sy = {x €B : |[x|| <1} ve |lx —y|| = € > 0 igin % orta noktasinin

Sg den bir § uzakhiginda ve Sp kapali birim yuvarin i¢inde oldugunu ifade eder.

Asagidaki teoremler Banach uzaylarinda ve hiperbolik uzaylarda kesin konveks ve

diizgiin konveks uzaylar arasindaki bagintiy1 géstermektedir.

Teorem 3.1.10: Her diizgiin konveks Banach uzay1, kesin konveks uzaydir (Agarwal et
al. 2009).

Onerme 3.1.11: Herhangi diizgiin konveks hiperbolik uzay1 kesin konvekstir (Leustean
2007).

Lemma 3.1.12: (X,d,W), diizgiin konvekslik modiiliip olan diizgiin konveks
hiperbolik uzay ver >0, € € (0,2], a,x,y € X i¢cin d(x,a) <r, d(y,a) <r ve

d(x,y) = e.r olsun. Bu durumda A € [0,1] ve s = r olmak lizere
dW(x,y,4),a) < (1 —22(1 — Dn(s,e)r
dir (Leustean 2007).

Tamm 3.1.13: (X, d) bir metrik uzay ve f: X — R fonksiyoneli verilsin. x, € X i¢in
f(xp) < liminf f(x)
X—Xg

ise f, x, da alttan yar1 siireklidir denir(Kurdila et al. 2005).

f:X — R fonksiyonunun alttan yar siirekli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart VA € R i¢in

f1((—o0, 1]) kiimesinin X de kapali olmasidir (Ansari 2010).

Onerme 3.1.14: (X,d, W), diizgiin konvekslik monoton modiilii 7 olan tam diizgiin

konveks hiperbolik uzay olsun. X in bos olmayan, smirli, kapali ve konveks alt
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kiimelerinin azalan dizisinin keyfi kesisimi bostan farklidir (Kohlenbach and Luestean
2007).

Onerme 3.1.15: C, X in bostan farkli, kapali, konveks alt kiimesi ve f:C — [0, o)
konveks ve alttan yar1 siirekli bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki C deki tim {x,}

dizileri bir a € X igin lim d(x,, a) = oo olmasi lim f(x,) = co olmasin gerektirir. Bu
n—-oo n—»oo

durumda £, C de bir minimuma sahip olur. Ayrica her x,y € X ve x # y igin

; (w (v %)) < max{f (), f))

ise bu durumda f bir tek noktada minimuma sahip olur. (Leuestean 2008)

Ispat: @, C iizerinde f nin infimumu olmak {izere her n € N igin

C, :={x€C|f(x)Sa+%}

olarak tanmimlansin.f alttan yar1 siirekli oldugundan C, kapalidir. f nin infimumu
mevcut oldugundan C,, # @ dir. f konveks oldugundan vn € N i¢in C,, konvekstir.

Hipotezden C, smirlidir. Boylece, Onerme 3.1.14 ten dolayr x* € N,eyC, Olacak
sekilde bir x* elemani vardir. Buradan her n > 1 igin f(x*) < a+% elde edilir.

Boylece f(x*) < a olur. @, f nin infimumu oldugu i¢in f(x*) = a sonucuna ulasilir.

Yani; f, C iizerinde bir minimuma sahiptir. Ispatin ikinci kismi agiktir. Eger f, x* ve y*
gibi iki farkli minimuma sahipse bu durumda C konveks oldugundan W (x*, y*,%) eC

ve
1
! (W (”z>) <max{f(x"), f(y)} = a

olup ¢eliski elde edilir. O halde x* = y* olmalidir.
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Lemma 3.1.16: (X,d, W), diizgiin konveksligin monoton modiilii n olan bir diizgiin
konveks hiperbolik uzay olsun. x € X ve b,c € (0,1) olmak iizere {a,}, [b,c]

araliginda bir dizi olsun. En az bir r i¢in r = 0 olmak tizere limsup d(x,, x) <,

n—-oo

limsup d(y,, x) <r ve lim d(W (x,, ¥, @n), x) = r sartlarin1 saglayan {x,} ve {y,}
n—-oo

n—->0oo

dizileri varsa bu durumda lim d(x,,, y,,) = 0 olur (Khan et al. 2012).
n—-oo

ispat: r = 0 igin ispat agiktir. ¥ > 0 ve lim d(x,,y,) # 0 oldugunu kabul edelim.
n—-0o

ny €N ise 1>0 ve n=>ny icgin d(x,,y,) = '21 >0 dir. limsupd(x,,x) <r ve

n—oo

limsup d(y,, x) < r oldugundan her n > 1 igin

n—->0oo

a) d(x,x)<r +%

b) dmx) <7+

A
2(r+1)

dir.

ifadeleri saglanir. Ustelik < 1 olmak tizere d(x,, y,) = % > (r + l)

n

y)
2(r+1)
Lemma 3.1.12 den

n
< (1 - 2a,(1 — ay)n (T + 1%)) (r + %)
< (1-20-n(r+1555)) (r+2)

olup n — ooigin limit alinirsa

AW (X, Y, @), x) < (1 —2a,(1 — a,)n (r 4 %,ﬁ)) (r + l)

A
d(W (xp, Y, @), x) < (1 —2b(1—o¢)n (r + 1,m)>r <r

elde edilir. Bu esitsizlik d(W (x,, yn,@y),x) =1 olmasi ile c¢elisir. Buradan

lim d(x,,y,) = 0 oldugu ispatlanir.
n—->oo
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Yukaridaki teorem diizgiin konveks Banach uzaylarinda asagidaki formuyla verilir.

Lemma 3.1.17: X diizgiin konveks Banach uzay:1 olsun. t € (0,1) ve a = 0 olmak

tizere, limsupl|x,|| < a, limsuplly,||<a ve lim|tx, + (1 —t)y,ll =a ise bu
n—-00

n—-oo n—-oo

durumda lim [|x,, — || = 0 dir (Schu 1991).
n—o0o

W-hiperbolik uzayin sartlarindan sadece (W1) sarti saglanirsa (X,d,W) uzaymnin
konveks metrik uzay oldugunu biliyoruz. Yukaridaki sartlardan (W1)-(W3) saglanirsa
bu durumda (X,d,W) wuzayma Goebel ve Kirk (1983) anlaminda hiperbolik uzay
(hiperbolik tipte uzay) denir. (W4)sart1 ilk olarak Itoh (1979) tarafindan ele alindi.
Reich, Shafrir (1990) ve Kirk (1982), (W4) sartim kullanarak kendi hiperbolik uzay

kavramlarini tanimladirlar.

Bu uzaylar ile W-hiperbolik uzay arasindaki iliskileri incelemek i¢in geodezik uzay ve
CAT(0) uzay kavramlarini tanimlamaliyiz. Bunun i¢in bazi1 tanimlara ihtiya¢ duyariz.
Literatiirde W (x, y, @) yerine ax @ (1 — a)y gosterimi de kullanilir. Bundan sonra yeri

geldiginde ikinci gosterimi kullanacagiz.
3.1.1. Geodezik uzay

Tamm 3.1.1.1: (X, d) metrik uzay olmak iizere c: [a, b] — X doniisimi her s,t € [a, b]

igin
d(c(s),c(t)) =|s —t|

sartin1 saglarsa ¢ doniisiimiine mesafe koruyan veya geodezik yol ya da kisaca geodezik
denir (Leuestean 2009).

Tanim 3.1.1.2: (X,d) metrik uzay olmak iizere c:[0,0) = X mesafe koruyan

doniisiime geodezik 151n denir (Leuestean 2009).
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Tamm 3.1.1.3: (X, d) metrik uzay olmak iizere c: R — X mesafe koruyan doniigiimiine

geodezik dogru denir (Leuestean 2009).

Tamm 3.1.1.4: (X,d) metrik uzay olmak iizere c:[a,b] - R doniisimi X de bir
geodezik vec(a) = x, c(b) =y ise c([a,b]) ye geodezik denir. Bu sart1 saglayan
geodezik dogru pargasi tek tiirlii ise [x, y] notasyonu kullanilir (Leuestean 2009).

Burada c¢ geodezigi x ile y yi baglar ya da c([a, b]) geodezik dogru pargas1 x ile y yi

baglar denir. Ayrica x ile y noktalarina ¢ nin bitim noktalar1 denir.

Tanmm 3.1.1.5: (X, d) metrik uzayindaki her nokta ¢ifti tek bir geodezik dogru parcasi

ile birbirine bagli ise bu uzaya geodezik uzay denir (Leuestean 2009).

Sekil 3.1. Geodezik dogru pargasi

Asagidaki 6nerme W-hiperbolik uzay ile geodezik uzay arasindaki iliskiyi vermektedir.

Onerme3.1.1.6: Her W-hiperbolik uzay1 bir geodezik uzaydir (Leuestean 2009).

Ispat: (X, d, W) bir W-hiperbolik uzay olsun. Her x,y € X i¢in

[x,y] ={(1-Dx D Ay: A€[0,1]}
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seklinde yazilirsa [x, x] = {x} ve x # y i¢in y,,: [0, d(x, ¥)] = R doniisiimii

(04 (04
@ =(1-65)* a0

seklinde tanimlandiginda y,,, ([0, d(x, ¥)]) = [x, ¥] oldugu gériiliir. Béylece [x, y], x ve
y yi birbirine baglayan bir geodeziktir. O halde her W-hiperbolik uzay bir geodezik

uzaydir.
3.1.2. CAT(0) uzayr

Tamm 3.1.2.1: (X, d) bir geodezik uzay ve p,q,r € X olsun. p, q,r noktalar1 ve bu
noktalar1 birlestiren geodezik dogru pargalarinin birlesimine geodezik licgen denir ve

A(lp,ql, [q, 7], [r,s]) ile gosterilir (Leuestean 2009).
Eger bir x noktasi [p, q], [q, r] ve [r, s] nin birlesiminde ise bu durumda x € A yazilr.

Eger dgz(p,q) = d(p, q), dge(§,7) = d(q,7) ve dgz(F,p) = d(r,p) oluyorsa R? deki
A = A(p,q,7) licgenine A([p,ql,[q,7],[r,s]) geodezik iicgeni icin bir karsilastirma
tiggeni denir. Eger d(p, x) = dgz(p, ¥) ise X € [p, q] noktasina x € [p, q] noktas1 igin
bir karsilagtirma noktasi denir. Buna gore, [g, 7] Ve [, p] deki karsilastirma noktalar1 da

benzer sekilde tanimlanir (Leuestean 2009).

Tamm 3.1.2.2: A, X de bir geodezik iicgen ve A, R? de A icin bir karsilastirma {icgeni

olsun. Her x,y € A ve her X,y € A karsilastirma noktalar1 i¢in
d(x,y) < dRZ(f,_')_/)

esitsizligi saglaniyorsa A geodezik iiggenine, CAT(0) esitsizligini sagliyor denir

(Leuestean 2009).
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Tammm 3.1.2.3: Eger uygun boyuttaki tiim geodezik tliggenler CAT(0) esitsizligini
sagliyorsa bu geodezik uzaya CAT(0) uzay1 denir (Leuestean 2009).

CAT(0) uzaylar1 Hadamard uzaylar1 olarak da bilinir. CAT(0) uzay1 aym1 zamanda bir
geodezik uzay olup bir normlu uzayin CAT(0) uzay olmasi icin gerek ve yeter sart

normlu uzayin i¢ ¢arpim uzayi olmasidir (Leuestean 2009).

Simdi Bruhat-Tits (1972) tarafindan verilen (CN) esitsizligi olarak bilinen ve CAT(0)

uzaylarina denk gelen bir karakterizasyonu verecegiz.

Her x,y,z € X ved(x,m) = d(y,m) = %d(x, y) sartin1 saglayan m € X igin

d(z,;m)? < -d(z,%)? +5d(z,y)? — 7 d(x,)? (CN)
esitsizligi saglanir.

Bu esitsizligi W-hiperbolik uzaylarda ilgili notasyonlara uyarlayarak asagidaki gibi

CN~ esitsizligi adiyla verebiliriz. Buna gore her x,y,z € X i¢in

d (Z,%x @ %y)z < %d(z, x)% + %d(z,y)2 — id(x, y)3(CN™)
dir (Leuestean 2009).
Onerme 3.1.2.4: (X, d) bir metrik uzay olmak iizere asagidakiler denktir.
a) X bir CAT(0) uzayidir.
b) X uzayi CN esitsizligini saglayan bir geodezik uzaydir

c) (X,d,W) hiperbolik uzay olacak sekilde CN esitsizligini saglayan bir W konveks

dontistimii vardir
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d) (X, d, W) hiperbolik uzay olacak sekilde CN~ esitsizligini saglayan bir W konveks

doniistimii vardir (Leuestean 2009).

Boylece yukaridaki énermeden goriiliir ki CAT(0) uzayr CN esitsizligini saglayan bir
W-hiperbolik uzaydir.

. 2
Onerme 3.1.2.5: CAT(0) uzaylar1 diizgtin konvekslik modiilii n(r, €) = % olan diizgiin

konveks hiperbolik uzaylardir (Leuestean 2007).

Ispat: r > 0, € € (0,2] icin d(x,a) <1, d(y,a) <r ve d(x,y) = e.r olacak sekilde

x,y,a € X olsun. CN esitsizligi kulanilirsa

d(5x ®30a) < [Fdr a2 +5d0,0? - 70y
S¥®zya)< [5dlxa 5d(.a 7400y

1 1 1
< |zr2+-r?2——€?r?

2 2 4
62
= |1-Z.
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olup &(e) = % dir.

Dolayistyla diizgiin konveks hiperbolik uzaylar hem diizgiin konveks normlu uzaylarin

hem de CAT(0) uzaylarin dogal bir genellemesidir.
3.1.3. Hiperbolik tipte uzaylar
Hiperbolik tipte uzaylar ilk olarak Goebel ve Kirk (1983) tarafindan tanitildi.

Tammm 3.1.3.1: (X,d) bir metrik uzay ve S, X deki geodezik dogru parcalarinin bir

ailesi olsun. Bu durumda

a) Her x,y € X icin x ve y yi birbirine baglayan S de[x,y] ile gosterilen tek bir
geodezik dogru parcasi vardir.

b) Herp,x,y € X, herm € [x,y] ve baz1 « € [0,1] igin d(x,m) = ad(x,y) ise

d(p,m) < (1 —a)d(p,x) + ad(p,y)

sartlar1 saglanirsa (X, d, S) yapisina hiperbolik tipte uzay denir (Leuestean 2009).

Asagidaki sonug gosterir ki, herhangi bir hiperbolik tipli uzay W doniisiimii ile beraber
(W1), (W2) ve (W3) sartlarinin saglandigi bir metrik uzaydir

Onerme 3.1.3.2: (X, d) bir metrik uzay olsun. Asagidaki iki ifade birbirine denktir.

a) (X,d,S) hiperbolik tipte uzay olacak sekilde metrik dogru pargalarmin bir S ailesi
vardir.

b) (X,d, W) uzay1 (W1), (W2) ve (W3) sartlarin1 saglayacak sekilde bir W konveks
dontisiimii vardir (Leuestean 2009).
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Ispat: (a) = (b): Her x,y € X ve her 1 € [0,1] i¢in

olacak sekilde bir tek m € [x,y] vardir. W:X? x [0,1] - X, W(x,y, 1) = m olarak
tammmlanirsa (X, d, W) uzay1 (WI1), (W2) ve (W3) sartlarm1 saglar.
(b) = (a): Her x,y € X, x # y i¢cin x ve y yi birbirine baglayan y,, geodezigi

a

Yy [0,dCo ] > R, y(@) = (1- 72

igin ¥, : {0} = X,y(0) = x olsun. S :== {3y, | x,y € X} olarak tammlanirsa (X, d, S)

a .
)x &) 20y seklinde tanimlansin. x =y

hiperbolik tipte uzay olur.

Sonug olarak W-hiperbolik uzay, hiperbolik tipte uzaydir. Aslinda tam olarak W-
hiperbolik uzay (W4) sartin1 saglayan hiperbolik tipte bir uzaydir.

Asagida verilen hiperbolik uzay sinifi, Reich ve Shafrir (1990) tarafindan tanimlandi.
3.1.4. Reich ve Shafrir anlaminda hiperbolik uzaylar

(X,d) bir metrik uzay veM,X deki dogru parcalarinin bostan farkli bir sinifi olsun. M
sinifinda, her farkli x,y € X i¢in x ve y yi birlestiren bir tek dogru parcas1 vardir.M

smifi ile birlikte (X, d) metrik uzayin1 (X, d, M) ile gosterecegiz.

Onerme 3.1.4.1: (X, d) bir metrik uzay veM X deki dogru parcalarmin bostan farkl bir

sinifi olsun. Bu durumda,

a) Herx € X i¢in M de x den gegen en az bir dogru pargasi vardir.
b) Her farkli x, y € X i¢in x ve y den gegen tek tiirlii dogru pargasi x ve y i birbirine

baglayan bir geodezigi tek tiirlii olarak belirler.
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c) Her x,yeX ve A€][01] olmak tizere d(x,z) =Ad(x,y) ve d(y,z) =
(1 — A)d(x,y) olacak sekilde bir tek z € [x, y] vardir. Buradakiz € Xtek tiirlii olup
(1 — AD)x @ Ay olarak gosterilir (Leuestean 2009).

(X, d, M) yapisi i¢in;
d(l 651 1 @1 )<1d( )
2P WPt W) =300
sart1 saglantyorsa (X, d, M) yapisina Reich ve Shafrir anlaminda hiperbolik uzay denir.

Onerme 3.1.4.2: (X,d,M) Reich ve Shafrir anlaminda hiperbolik uzay olsun. Bu

durumda her x,y,z,w € X ve her « € [0,1] i¢in
d(l-a)x@az,1—a)yP aw)) < (1 —a)d(x,y) + ad(z,w)
saglanir (Leuestean 2009).

Eger W:X X X X [0,1] » X olmak iizere W(x,y,a) = (1 —a)x @ ay doniisimii
tanimlanirsa (X, d, W) uzaymin W-hiperbolik uzay oldugu goriiliir. Boylece Reich ve

Shafrir anlamindaki her hiperbolik uzay bir W-hiperbolik uzaydir.
W-hiperbolik uzaylara bir 6rnek de asagida tanimi verilen Hilbert yuvaridir.

Tamm 3.1.4.3: H bir kompleks Hilbert uzay1 ve B de H da agik birim yuvar olsun.

_ Q=) a - liyl®)

(xy) TECRIE

olmak tizere B de tamimlanan p(x,y) := arg tanh(l —o(x, y))l/zmetrigine Poincaré

metrigi, bu metrikle birlikte B ye de Hilbert yuvari1 denir (Leuestean 2009).
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3.2. A —yakinsakhk

Bu boliimde A-yakinsaklik kavrami ile ilgili bazi tanim, notasyon ve teoremler

verilecektir. Oncelikle asimptotik merkez teknigini verelim.

Tamm 3.2.1: (X, d) bir metrik uzay, {x,} dizisi X de sinirh bir dizi ve K kiimesi X in

bostan farkl1 bir alt kiimesi olmak tizere her x € X icin

r(x, {x,}) = limsup d(x, {x,,})

n—-oo

seklinde tanimlanir.

{x,} dizisinin asimptotik yari¢ap1 r({x,}) ile gosterilir ve

r({xn}) = inf{r(x, {x,}): x € X}

seklinde tanimlanir.

{x,} dizisinin K c X e gore asimptotik yarigap1 1 ({x,,}) ile gosterilir ve

re(fxnd) = infl{r(x, {x.}: x € K}

seklinde tanimlanir.

{x,} dizisinin asimptotik merkezi A({x,}) ile gosterilir ve

A(fxn}) = {x € X: 7(x, {xn}) = r({xa}}

seklinde tanimlanir.

{x,} dizisinin K c X e gore asimptotik merkezi Ax ({x,}) ile gosterilir ve
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Ag({xn}) = {x € K: 7(x,{xn}) = re({xn})}
seklinde tanimlanir (Nanjaras and Panyanak 2010).

(X,d) bir metrik uzay ve {x,}, X de smurl bir dizi olsun. Her m € N ve y € X i¢in

asagidaki fonksiyonlar1 tanimlayalim.
(o (X D: X = [0,00), 71, (y, {x}) = sup{d(y,x,):n = m}

T, {xn}): X = [0,00), 7(y,{x,}) = limsup, d(y,x,)) = irrrllfrm(yr {x,})

= lim 75,(y, {x,})
m-—-0oo
dir. Bu fonksiyonlarla ilgili asagidaki lemma verilmistir.

Lemma 3.2.2: (X, d) bir metrik uzay ve {x,}, X de sinirh bir dizi olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir.

a) Herm € Nigin r,(:,{x,}) genislemeyendir.

b) r(,{x,}) sireklidir. Ayrica a € X olmak tizere her y € X i¢in d(y,a) — oo iken
(¥, {x,}) - o olur.

c) r(y {x,}) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart rlll_{rolo X, = y olmasidir.

d) Eger (X,d,W) konveks metrik uzay ve C konveks ise bu durumda r(:,{x,})
konveks bir fonksiyondur (Leustean 2008).

Teorem 3.2.3: (X,d, W), n monoton diizgiin konvekslik modiiliine sahip tam diizgiin
konveks bir hiperbolik uzay olsun. Ayrica K da X in bos olmayan kapali konveks alt
kiimesi olsun. Bu durumda X deki her siirli {x,} dizisi K ya gore bir tek asimptotik

merkeze sahiptir (Leustean 2010).

Ispat: n monoton diizgiin konvekslik modiilii olsun. Onerme 3.1.15 i kullanarak

r(, {x,}): K = [0,00) fonksiyonunun minimum degerini bir tek noktada aldigin
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gosterecegiz. Lemma 3.2.2 den dolay1 (-, {x,,}): K — [0, ) fonksiyonunu siirekli ve
bir a € X i¢in d(y,a) - o iken r(y,{x,}) = oo dir. Boylece geriye y # z olmak

lizerey, z € Kigin

r(W(3.25), () < maxtr(, (), rz ()
oldugunu gostermek kalir. M = max{r(y, {x,}),r(z,{x,})} > 0 olsun. Her ¢ € (0,1]
ven = N igin
d(y,x,),d(z,x,)) <M +e<M+1
olacak sekilde N dogal sayis1 vardir. Ayrica

_d(y,2) d(y,z)
Ay, 2) = M+e€ (M +e) = M+1

(M +¢)

dir. Boylece Lemma 3.1.12 den n = N igin

d(W(y,z,%),x,J < (1—77<M+ 1,6;;%;_21))) (M +¢)

ve buradan

r (W (y, z,%),{xn}) < (1 _ <M +1, Cj\f;?)) (M +¢€)

elde edilir. € - 0 i¢in limit alinirsa

r(W (y,z,%),{xn}) < (1 -7 <M + 1,%>)M

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Metrik uzaylarda A-yakinsama kavrami Lim (1976) tarafindan tanitilmis ve CAT(0)
uzaylarinda Dhompongsa ve Panyanak (2008) tarafindan incelenmistir. Khanet al.
(2012) daha genel hiperbolik uzaylarda A-yakinsama kavramini incelemeye devam

etmistir.
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Tamm 3.2.4: (X, d) bir metrik uzay, x € X ve {x,}, X de bir dizi olsun. {x,} dizisinin
her {u,} alt dizisi bir tek x asimptotik merkezine sahipse {x,} dizisi x e A-yakinsar

denir. Bu durum A -lim,,x,, = x seklinde yazilir ve x e {x,,} dizisinin A — limiti denir.

Lemma 3.2.5: X diizgiin konveks hiperbolik uzay ve K, X in bostan farkli kapali alt
kimesi, A({x,}) =y, r{x,})=p ve {x,}, K da smrh bir dizi olsun. Eger

lim r(y,,, {x,}) = p olacak sekilde K da bir {y,,} dizisi varsa bu durumda lim y,, =
m-oo m—oo

y dir (Khan et al. 2012).

Ispat: y,, » vy olsun. Bu durumda M > 0 olmak iizere her j icin d (ymj,y) > % olacak
sekilde {y,,} dizisinin bir {ymj} alt dizisi vardir. € € (0,1] ve p, {x,} nin asimptotik

yarigap1 olmak tizere

M
(p +e). 1—n(p+1,m) <p

esitsizligi € — 0 igin saglanir. A({x,}) = {y} oldugundan her € € (0,1] ve her n = N,
icin d(y,x,) < p + € olacak sekilde bir N; € N vardir. lim r(y,, {x,})) =p =
m—0o

lim r (ym j {xn}) oldugundan her j* > igin r (ym j*,{xn}) <p +§ olacak sekilde
jooo

j* € N vardir. Boylece her n > N, icin d (ymj,xn) < p + € olacak sekilde N, € N

vardir. Yani,
Ay, %) Sp+e<p+1ved(ymuxn)Sp+tesp+l

dir. Lemma 3.1.12 kullanilirsa,

d(W(y,ymj,%),xn> < (1 —n(p+ e,%)) (p+e)



32

<|1 1 M
< —U(P+ m) (p+e)

elde edilir. n - oo i¢inlimit alinirsa

T(W (y,ym,-%),{xn}) < (1 =1 (p + 1;%)) (p+e)

oldugu goriilir. € —» 0 ve (3.15) kullanilirsa (W (y, ymj,{xn}) < p sonucuna ulagilir.

Bu ise p nun {x,} nin asimptotik yari¢ap1 olmasi ile ¢eligir. Bdylece lim y,, = y dir.
m—oo

Hiperbolik uzaylardaki A —yakinsama kavrami ile Opial sarti arasinda yakin bir iligki

vardir. Bu iligkiden bahsetmeden 6nce Opial sartin1 verelim.

Tamm 3.2.6:X Banach uzayinda x,, = x zayif yakinsamasi,y # xolmak {izere her y €
Xigin

limsup||x,, — x|| <limsupl||x,, — yl|

n—oo n—-oo

olmasini gerektiriyorsaX, Opial sartin1 sagliyor denir (Opial 1967).

Dikkat edilirse X bir hiperbolik uzayolmak iizere x noktasina A-yakinsayan {x,} c X
dizisi ve y # x olacak sekilde y € X i¢in

limsup d(x,,, x) < limsup d(x,,y)

n—-oo n—-oo

dir. Dolayistyla X, Opial sartin1 saglar. O halde A-yakinsama kavrami Opial sartimi
saglayan Banach uzaylarindaki zayif yakinsama ile ¢akisir (Kirk and Panyanak 2008)
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3.3. iterasyon Yontemleri

Metrik sabit nokta teorisinde doniisiimiin sabit noktast varsa bu sabit noktayi
hesaplamak i¢in sabit noktaya yakinsayan iterasyonlar kullanilir. Bu durumda
iterasyonun se¢imi ¢ok onemlidir. Kullanilan iterasyonun, doniisiimiin sabit noktasina
hangi sartlarda yakinsadigi, nasil yakinsadigi gibi sorularin cevabinda 6nemli bir rol
oynar. Asagida, bu tez ¢alismasinda kullanilan ve en bilinen iterasyonlarin once tek
degerli doniisiimler i¢in olan versiyonlar1 verilmis, sonra da Shahzad ve Zegeye’nin
(2009) da tanimladigr Pr(x) = {y € Tx: |[|x —y|| = d(x,Tx)} doniisimii kullanilarak
Mann, Ishikawa, Noor, Agarwal et al. ve Abbas et al. tarafindan verilen iterasyonlarin

kiime degerli versiyonlar1 verilmistir.

Mann iterasyonu: Banach daralma ilkesini saglamayan doniisiimlerin sabit noktalarini
elde etmek i¢in W. R. Mann tarafindan tanimlanmustir.X bir normlu uzay, K € X bos
olmayan konveks bir alt kiime, T: K = K bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak

tizere Mann iterasyonu,

Xns1 = (1 — a)x, + anTxy, n=20,12,.. (3.1)
seklinde tanimlanir. Burada {a,,} € (0,1), lim a, =0, Y-, a, = codir(Mann 1953).

n—->oo
Mann iterasyonunun kiime degerli versiyonu; K, diizgiin konveks birX Banach uzayinin
bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi veT kiime degerli bir doniisiim olsun.
Keyfi bir x; € K ve {a,} < (0,1) igin {x,,} dizisi,
X1 = (1 = ap)xy + anuy

seklinde verilir. Burada u,, € Pr(x,,) dir.

Ishikawa iterasyonu: 1974 yilinda S. Ishikawa tarafindan kurulmus ve Lipschitzian ve

pseudo-contractive doniisiimler i¢cin Mann iterasyon yonteminin yetersizligi durumunda
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yeni bir iterasyon metodu olarak olusturulmustur. X bir normlu uzay, K € X bos
olmayan konveks bir alt kiime, T: K = K bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak

tizere Ishikawa iterasyonu,

{xn+1 = (1 - an)xn + a,Tyn, (32)

In = 1- .Bn)xn + BT xy

seklinde tammmlanmir. Burada {a,}{8,} < (0,1) olup lim a, =0, lim B, =0 ve
n—-oo

n—-oo

Y&, &, = oo dir (Ishikawa 1976).

(3.2) iterasyonunda f,, = 0 alinirsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna indirgenir. Buna
ragmen Mann ve Ishikawa iterasyonlari i¢in yakinsama sonuglar: arasinda genel bir bag

yoktur (Berinde 2006).

Sastry ve Babu (2005) de, kompakt bir kiime iizerinde tanimh kiime degerli doniisiimler
icin Mann ve Ishikawa iterasyonlarini yeniden tanimlamis ve bazi ¢alismalar yapmustir.
Ardindan Panyanak (2007) de kompaktlik sartin1 kaldirarak Sastry ve Babu’nun
calismalarin1 genellestirmistir. Son olarak Shahzad ve Zegeye (2009) da, Mann ve
Ishikawa iterasyonlarin kiime degerli versiyonlarini1 P doniisiimii yardimiyla yeniden

tanimlamis ve Panyanak’in sonuclarini1 genellestirmistir.

Ishikawa iterasyonunun kiime degerli versiyonu; K, diizgiin konveks bir X Banach
uzayinin bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi ve T kiime degerli bir doniisiim

olsun. Keyfi bir x; € K ve {a,,},{B,} c (0,1) i¢in {x,,} dizisi,

{xn+1 = (1 —ap)x, + ayv,,
Yn = (1 - .Bn)xn + Bnun

seklinde verilir. Burada u,, € Pr(x,) ve v, € Pr(y,) dir.

Noor iterasyonu: 2000 yilinda M. A. Noor tarafindan Hilbert uzaylarinda cesitli

varyasyonel esitsizliklerin  yaklagik ¢oziimlerini  bulmak i¢in bu iterasyon
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tanimlanmistir. X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: K = K

bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak tizere Noor iterasyonu,

Xn+1 = (1 - an)xn + a,Typ,
Yn = (1 - Bn)xn + ﬁnTZn' (3-3)
Zn = (1 - Vn)xn + v Txy,

seklinde tanimlanir. Burada {a,,}, {8,.} {y»} < (0,1) ve

[ee]
lim @, = 0, lim B, = 0, lim y, = O,Zan —
n=1

dir (Noor 2000).

Daha sonra 2015 yilinda Pathak et al. Noor iterasyonunu CAT(0) uzayinda kiime

degerli quasi-genislemeyen doniisiimler i¢in ele alarak bazi1 yakinsaklik teoremleri elde

ettiler (Pathak et al. 2015).

Noor iterasyonunun kiime degerli versiyonu; K, diizgiin konveks bir X Banach uzayimin
bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi ve T kiime degerli bir doniisiim olsun.

Keyfi bir x; € K ve {a,}, {Bn}, {¥n} € (0,1) i¢in {x,,} dizisi,

Xn41 = (1 - an)xn + anVp,
Yn = (1 - ﬁn)xn + ﬂan'
Zp = (1 - Vn)xn + Ynln

seklinde verilir. Burada u,, € Pr(x,), v, € Pr(y,) Ve w,, € Pp(z,)dir.

[terasyonlarin yakinsama hizlarmin karsilastirilmas1 pek ¢ok yazar tarafindan
calisilmistir (Berinde 2004), (Babu et al. 2006) ve (Akbulut ve Ozdemir 2012).

Yakinsama hizlarinin karsilastirilmasinda kullanilan tanimlar asagida verilmistir.
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Tamm 3.3.1: {a,} ve {b,} dizileri sirasiyla a ve b reel sayilarina yakinsayan iki dizi

olmak tlizere

lim lan —al _
no |by, — b]

olsun.

a) [l =0ise{a,} dizisi {b,} dizisinden daha hizlidur.
b) | = oo ise {b,} dizisi {a,} dizisinden daha hizlidir.
c) 0<l<ooise{a,}ve{b,} dizisi ayn1 oranda yakinsar (Berinde 2001).

Tamm 3.3.2: {x,} ve {u, }ayn1 p sabit noktasina yakinsayan ikKi iterasyon dizisi olsun.

Hern > 1 icin
”xn -p ” < a,ve ”un - p” < bn

hata tahmini mevcuttur. Burada {a, } ve {b,} sifira yakinsayan pozitif terimli dizilerdir.
Eger {a,} dizisi {b,} dizisinden hizli ise bu durumda {x,} dizisi de, p ye {u,}

dizisinden daha hizli yakinsar.

Agarwal et al. iterasyonu: Agarwal et al.(2007)de daraltan doniisiimler i¢in Picard
iterasyonu ile ayn1 oranda fakat Ishikawa iterasyonundan daha hizli yakinsayan yeni bir
iterasyon (S iterasyonu) tanimladilar. K € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: K —
K bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak iizere S iterasyonu,

{xn+1 = (1 - an)Txn + a,Typ, (3 4)

Yn = 1- Br)xn + BnTxy

seklinde tanimlanir. Burada {a,,}, {f,} < (0,1) ve Y.o_; @, Br(1 — B,) = oo dir.
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Khan ve Yildirim (2012) de (3.4) iterasyon metodunun kiime degerli versiyonunu
tanimladilar ve bu iterasyonu kullanarak Banach uzaylarinda genislemeyen kiime

degerli doniisiimlerinin sabit noktalarini hesapladilar.

Agarwal et al. iterasyon metodunun kiime degerli versiyonu; K, diizgiin konveks bir X
Banach uzayinin bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi veT kiime degerli bir

dontistim olsun. Keyfi bir x; € K ve {a,,}, {Bn}, {vn} € (0,1) igin {x,,} dizisi,

{xn+1 = (1 - an)un + apVp,
Yn = (1 = ﬂn)xn + .Bnun

seklinde verilir. Burada u,, € Pr(x,) ve v, € Pr(y,) dir.

Abbas et al. iterasyonu: Mujahid Abbas ve Talat Nazir (2014) te yeni bir iterasyon
tanimladilar. Tanimladiklar1 bu iterasyonun daraltan doniisiimler i¢in Picard, Mann,

Ishikawa ve S-iterasyonundan daha hizli oldugunu ispatladilar.

K, X in bos olmayan konveks bir alt kiimesi,T: K — K bir doniisiim ve x, € K keyfi bir

nokta olmak tizere bu iterasyon,

Xn41 = (1 - an)TYn + a,Tz,
Yn = (1 - .Bn)Txn + ,BnTZn (35)
Zp = (1 - Vn)xn + ynTxy

seklinde tanimlanir. Burada {a,,}, {f,} ve {y»} € (0,1) dir(Abbas et al. 2014).

2014 te Khan et al.(3.5) iterasyonunu kiime degerli doniisiimler i¢in yeniden teskil
ederek Banach uzaylarinda kiime degerli quasi-genislemeyen doniisiimler i¢in bazi

kuvvetli ve zayif yakinsama teoremleri elde etti(Khan and Abbas 2014).

Abbas et al. iterasyonunun kiime degerli versiyonu; K, diizgiin konveks bir X Banach
uzayimin bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi veT kiime degerli bir doniistim

olsun. Keyfi bir x; € K ve {a,}, {8}, {v»} € (0,1) igin {x,,} dizisi,
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Xn+1 = (1 - an)vn + apWy,
Yn = (1- ﬁn)un + BrWh,
Zp = (1 - Vn)xn + Ynln

seklinde tanimlanir. Burada u,, € Pr(x,), v, € Pr(y,) Ve w, € Pp(z,) dir.

Gunduz ve Akbulut (2013)de Kettapun et al. (2010) tarafindan verilen iterasyon
metodunu modifiye ederek asagida verilen iterasyon semasini tanimladilar.X konveks

metrik uzay olmak tizerex; € Xolsun.{x,} iterasyon dizisi,

(Xn41 = W(Tl?y(k—l)nl Yk-1)n akn):
Yae-1n = W(Ti- 1Y —2)n Y(k—2)n Xe-1)n)>
{Yk-2m = W (TR-2Y (k=30 Y(k=3n> Xk=3)n)> (3.6)

Yon = W(Tznylnl Vin, aZn)r
\ Yin = W(TlnyOnJ Yons @1n)

seklinde tanimlanir. Burada her n igin y,, = x, vei = 1,2,3, ...,k i¢in a;,, € [0,1] dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Yeni 3-adim iterasyon Semasi

Thakur et al. (2016) da genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarin1 hesaplamak igin
yeni bir iterasyon tanimladi. K, X in bos olmayan konveks bir alt kiimesi, T: K — K bir

dontisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak iizere,

Xn+1 = (1 - an)TZn + a,Tyy,
Yn = (1 - ﬁn)zn + BT zy,
Zn = (1 - yn)xn + ynTxy,

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, {8,} Ve {y,.} € (0,1). dir.

Ayrica tamimladiklart bu iterasyonunun daraltan doniisiimler i¢in Mann, Ishikawa,

Noor, Agarwal et al., Abbas et al. iterasyonlarindan daha hizli oldugunu gosterdiler.

Tek degerli doniisiimler igin daha Once verilen bazi iterasyonlar ile Shahzad ve
Zegeye’nin (2009) da tanimladigi Pp(x) = {y € Tx: ||x — y|| = d(x,Tx)} donisimi
kullanilarak elde edilen kiime degerli doniisiimler igin versiyonlart Cizelge 4.1 de

birlikte verilmistir.

K, diizgiin konveks bir X Banach uzaymnin bostan farkli, kapali ve konveks bir alt
kiimesi ve T, tek degerli veya kiime degerli bir doniisiim olsun. Keyfi bir x; € K ve
{an}, {Bn}, {vn} < (0,1) dizileri igin iterasyonlar asagidaki bagmtilarla Cizelge 4.1 de

verilmistir.
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Cizelge 4.1. Bazi iterasyonlarin tek degerli ve kiime degerli versiyonlari

iterasyon Tek degerli versiyon Kiime degerli versiyon
Mann Xpe1 = (1 —ap)x, + anTx, Xpe1 = (1 — ap)x, + anuy,
Ishikawa Xn+1 = (1 - an)xn + a,Tyn Xn+1 = (1 - an)xn + apVy
Yo =1 = Bp)xn + BnTxy VYo = (1 — Bp)xp + Brun
Xn+1 = (1 - an)xn + a Ty, Xn+1 = (1 - an)xn + apVy
Noor Yo =10 = Bp)xn + pnTz, Yo = (1 = Bplxn + Bpwy
Zn = (1- Vn)xn + ynTx, Zp = (1 2 Vn)xn + Vnln
x =1 -a)Tx, +a,Ty, X =1 -a)u, +a,v
Agarwal et al. n+1 n n nlYn n+1 nJUn nVn
g Yo =1 = Bp)xn + BnTxy VYo = (1 — Bp)xp + Brun
Xn4+1 = (1 - an)Tyn +a,Tz, Xn+1 = (1 - an)vn + apwy,
Abbas et al. Yo =1 = B)Txy + BnTz, Yo = A = B uy + Bawn
Zn = (1 =V )xn + ¥aTxy Zp = (1 =¥ )xn + Yoy
Xn4+1 = (1 - an)TZn + anTyn .
Thakur et al. Vo =1 = Bp)zy + BnTzy, Ik kez bu tezde verilecektir.
Zn = (1 - Yn)xn + VnTxy,

Burada u,, € Pr(x,), v, € Pr(y,) ve w,, € Pr(z,) dir.

Cizelge 4.1 deki iterasyonlarmn tek degerli versiyonlari arasinda Thakur et al.tarafindan
tanimlanan iterasyonun daha hizli oldugu bilinir. Biz de bu iterasyondan esinlenerek
kiime degerli quasi-genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarin1 bulmak i¢in daha 6nce
tanimlanmamus ilk defa bu tezde kullanilan yeni bir iterasyon semasi tanimladik. Bu

sema x; € K olmak iizere

Xn+1 = (1 - an)Wn + apvy (4_1)
Yn = (1 - ﬁn)zn + :Ban
Zn = (1 - Yn)xn + YnlUn
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seklinde tanimlanir. Burada her n € N i¢in u,, € Pr(x,), v, € Pr(y,), wy, € Pr(z,) ve

{@n}, {Bn}, (v} < [0,1] dir.

Asagidaki lemma temel teoremlerde kullandigimiz Song (2011) tarafindan verilen

Onemli bir sonugtur.

Lemma 4.1.1: X bir Banach uzay1 ve K da X in bostan farkli bir alt kiimesi olsun.

T:K — P(K) kiime degerli bir doniisiim olmak tizere

Pr(x) ={y €Tx: |lx—yll = d(x,Tx)}

seklinde tanimlansin. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir (Song 2011).

a) x € F(T). Bir baska ifade ile x € Tx dir.
b) Pr(x) = {x}. Bir baska ifade ile her y € P (x) igin x = y dir.
¢) x € F(Pr). Bir baska ifade ile x € P(x) dir. Ustelik F(T) = F(Py) dir.

Ispat: (a) = (b):x € Tx oldugundan d(x,Tx) =0 dir. Bu nedenle y € P;(x) igin
llx — yll = d(x,Tx) = 0 olup x = y elde edilir. BoylecePr(x) = {x} bulunur.

(b) = (¢): Pr(x) = {x} oldugundan x € P;(x) = x € F(Py) dir.

(c¢) = (a):x € Pp(x) oldugu igin d(x, Tx) = ||x — x|| = 0 olup Tx in kapali

olmasindan dolay1 x € Tx elde edilir.

4.2. Banach Uzaylarinda Kiime Degerli Doéniisiimler icin Kuvvetli ve Zayif

Yakinsama Teoremleri

Lemma 4.2.1: X diizglin konveks Banach uzay1 ve K kiimesi,Xin bostan farkli, kapali
ve konveks bir alt kiimesi olsun. P quasi-genislemeyen bir donisim ve F(T) # @

olmak tizere T: K — P(K) kiime degerli bir doniisiim olsun. {x,} dizisi (4.1) deki gibi
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tanimlansin. Bu durumda her p € F(T) igin lim,_|lx, —p|| limiti vardir ve

lirnn_)ood(xn, PT(xn)) = 0 dir.
Ispat : p € F(T) icin (4.1) den,

lz, = pll = (1 = ¥)xn + vaun —pli
< (1 =yIdllxp —pll + valluy —pli
< (1 = yllxn = pll + voH (Pr(xy), Pr(p))
< (1 = v)llxn —pll + vallx, —pll
< [, —pll (4.2)

elde edilir. Benzer sekilde

Iy = pll = 11 = Bp)zy + Brwy — pll
< (1= Bllzn = pll + Bullwn = pli
< (1 = Bllxn = pll + BuH (Pr(2,), Pr(p))
< (1= Bllxn = pll + Bullzn, — Pl
< (1= B)llxn = pll + Ballxy — pll
< llxn = pll (4-3)

bulunur. (4.2) ve (4.3) kullanilirsa

X412 = pll = 11 = an)wy, + ayv, —pl|
< (A = ap)llw, = pll + anllv, —pll
<@1- an)H(PT(Zn)ﬁPT(p)) + anH(PT(yn)'PT(p))
< (A =allzy —pll + anlly, = pl
< (A =a)llxn, = pll + anlix, —pll

< [|x —pll

elde edilir. Boylece her p € F(T) igin lim [|x,, — pl| limiti mevcuttur. Simdi lim ||x,, —
n—-oo n—oo

Uy |l = 0 oldugu gosterelim. lim ||x,, — p|| = ¢ olsun. (4.2) ve (4.3) kullanilirsa
n—-oo
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limsup|lz, —pll < ¢ (4.4)
n—-oo
ve
limsup|ly, —pll < ¢ (4.5)
n—-oo

oldugu goriiliir. Ayrica

luy — pll < H(Pr(x,), Pr()) < lix, — pll,
v, — pll < H(Pr (), Pr(p)) < llyn — Dl

ve

”Wn - p” < H(PT(Zn)fPT(p)) < ”Zn - p”
esitsizlikleri de saglanir. Yukaridaki esitsizliklerde limsup alinirsa

(limsup|lu, —pll <c

n—-oo

limsupl|lv, —pl| < ¢ (4.6)

n—-oo

llimsupllwn -pll <c

n—oo
elde edilir. Ote yandan
¢ = lim |lxpyy —pll = lim [|(1 = an)(Wn = p) + @ (va = D)l
dir. Lemma 2.3.17 den
lim |lw, — vl = 0
n—oo

elde edilir.
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”xn+1 - p” = ”(1 - an)Wn + a,v, — p” < ”Wn - p” + an”Wn - vn”

esitsizliginde liminf alinirsa
¢ < liminfllw, — p|| (4.7)
sonucuna ulagilir. Ardindan (4.6) ve (4.7) den
lim flw, = pll = ¢
oldugu goriiliir. Diger taraftan

”Wn r— p” = ”Wn —pt+v,— Un” < ”Wn - vn” + ”vn - p”

< ”Wn - 17n” o “:Vn F p”

oldugundan
¢ < liminflly, — pll (4.8)
olur. (4.5) ve (4.8) kullanildiginda
¢ = lim Iy, = pll = lim (1 = )z = P) + By = D)1

elde edilir. Simdi (4.4), (4.6) ve Lemma 2.3.17 kullanilirsa

lim ||z, = w, | = 0

n—o0
oldugu goriiliir. Ayn1 zamanda

“yn - p” = ”(1 - ﬁn)zn + ﬁan - p”

< ”Zn - p” + ﬁn”Wn - Zn”
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oldugundan
c < linrr_l)iorgfllzn —pll (4.9)
bulunur. Dolayisiyla (4.4) ve (4.9) birlikte kullanilirsa
¢ = lim1z = pll = Jim [I(1 = @) Gt = P) + (it = P

sonucu elde edilir. lim ||x,, — p|| = ¢ oldugu, (4.6) ve Lemma 2.3.17 kullanilirsa
n—-o0o
lim [lx, —u,|l =0 (4.10)

elde edilir ki buradan da lim d(x,, Pr(x,)) = 0 sonucuna ulagilir. Bdylece ispat
n—->oo

tamamlanir.

Teorem 4.2.2: X diizglin konveks Banach uzayr ve K kiimesi, X in bostan farkl
kompakt konveks bir alt kiimesi olsun. P; quasi-genislemeyen bir donisim ve
F(T) # @ olmak iizere T: K — P(K) kiime degerli bir doniisiim olsun. Bu durumda

(4.1) ile tanimlanan {x,,} dizisi T nin bir sabit noktasina giiglii yakinsar.

Ispat: Her p € F(T) igin lim ||x,, — p|| mevcut ve K kompakt oldugundan {x,} nin bir
n—oo
{xnk} alt dizisi vardir ve bir g € K igin lim ||xnk — q|| = 0 dir. Bu durumda tiggen
n—-oo

esitsizliginden

d(q,Pr(9)) < d(xn q) + d (%, Pr(2,) ) + HPr (xn, ), Pr())

< llene = all + llxn, = nell + [, = a

elde edilir. n —» oo igin limit alimir ve Lemma 4.2.1 kullanilirsa d(q, PT(q)) =0

bulunur.Yani g, P; nin bir sabit noktasidir. Lemma 4.1.1 den {x,,} dizisi T nin bir sabit

noktasina kuvvetli yakinsar.
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Ornek 4.2.3: (R, ||-|)alisilmis normlu uzay ve K = [0,2] kiimesi verilsin. T: K — P(K)

doniisimii

x+1]

Tx = |0,
x[z

seklinde tanimlansin. K kiimesinin R nin kompakt bir alt kiimesi oldugu agiktir. Ayrica
F(T) = [01] # @ dir. @y = By = ¥y = 57 olsun. Eger x € [0,1] ise Pr(x) = {x} dir.

x ¢ [0,1] ise bu durumda,

P =y erc: sl =d(s[o )

2

_ €Tx: | |_| x+1_|x—1}
IR AL A AR B I

x—1
“fpere: b-x=25Y

2

x+1

=1yE€Tx: y= 2}

dir. Simdi her x € K i¢in Pr(x) in quasi-genislemeyen doniisiim oldugunu gosterelim.
Eger x € [0,1] ise Pp(x) = {x} tir. Pr(x) in quasi-genislemeyen oldugu agiktir. x &
[0,1] ise

H(Pr . Py ) = 1 (] 03) = 5=~ p| < 1 - pl

oldugundan Py(x) quasi-genislemeyendir. Bu durumda T doniisiimii Teoremin 4.2.2.

nin sartlarim saglar. Simdi de (4.1) ile verilen {x,,} dizisini olusturalim:

X1 = ek = [0,2] olsun. Bu durumda
2

3
x1+1}_ St1 {

14=
e R R

Pr(xy) = {
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bulunur. u; € Pr(x,) = {1 + i} secilirseu; =1+ % olur. Bu durumda

I\ 3 1 1
zy =1 -y)x +Y1u1:(1—5>.—+—.(1+2)=1+

ve

dir. w; € Pp(z,) = {1 + 116} almirsaw; =1+ 136 olur. Buradan

9

y1=(1—ﬁ1)zl+ﬁlwl=(1—%).(1+§)+%.<1+%)=1+3—2

ve

9
y1+1}= 1+§+1 ={1+i}
2 2

PT(}’1)={ o4

bulunur. v; € Pr(y,) = {1 + %} olarak alinirsa v; = 1 + 6’;4 olur. Bu durumda

-1 (1Y) (142 +1<1+9)—1+21<1+1
xz_(_al)ler“lUl_( 2)( 36) 2" T%6a) T " T 128 4

ve

21
x, + 1} T+ —+1 { 21 }
P. = = =11 e
(%) { 2 2 256
bulunur. x5 terimini bulmak i¢in u, € Py(x,) = {1 + %} alimrsau, =1+ % olup;

bu durumda
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1 21\ 1 21 147
%=(1_“hé+WWf=@_Z><y+iﬁ)+1<l+ﬁ£>=l+1m4
ve

147
zz+1}_ I+ ;11 _{ 147}

2 2 1+ 2048

Pr(z;) = {

elde edilir. w, € Pp(z,) = {1 + ﬂ} alinirsaw, =1 + 227 olur. Buradan
2048 2048

= (- ozt o = (1-3) (1) + (1) = 14 02
Y2 = B2)z; + Bow, = 4) 1024)  4° 2048/) 8192

ve
1029
+1 1+—+1 1029
Pr(y,) = {)’z } =819 {1 + —}
2 2 8192

olur. v, € Pr(y,) = {1 + %} olarak segilirse v, = 1 + % olup; bu durumda

x3 = (1—a)w, + a,v;

_(1 1) (1+147>+1<1+1029)
B 4)° 2048/ 4° 16384
4557 1

65536 ~ 115

=1+

bulunur. Benzer sekilde 1 < x, < 1+ %, 1<x3 <1+ %, o l<x, <1 +% oldugu

gorilir. Budurumda {x,} dizisi Fr = [0,1] in bir noktasina kuvvetli yakinsar.

Tanmim 4.2.4: T: K - CB(K) kiime degerli doniisiimii verilsin. F(T) # @ ve her x € K
icin d(x,Tx) = f(d(x, F(T)) olacak sekilde her r € (0, ) i¢in f(r) >0, f(0) =0
sartin1 saglayan siirekli ve azalmayan bir f:[0,00) — [0, c0) fonksiyonu varsa T ye (I)

sartin1 saglar denir (Senter and Dotson 1974).



49

Bir K kiimesininin kompaktlhigina gore (I) sartinin daha zay1f bir sart oldugu bilinir. Bu
kisimda Teorem 4.2.2 nin sartlarindan biri olan K kiimesinin kompakt olma 6zelligi
yerine daha zayif bir sart olan Senter ve Dotson (1974) tarafindan verilen (I) sarti

kullanilarak agagidaki teorem verilmistir.

Teorem 4.2.5: X diizgiin konveks Banach uzay1 ve K kiimesi, X in bostan farkli, kapali
ve konveks bir alt kiimesi olsun. P; quasi-genislemeyen bir donlisim ve
F(T) # @ olmak lizere T: K — P(K) kiime degerli doniisiimii (I) sartin1 saglasin. Bu

durumda (4.1) ile verilen {x,,} dizisi T nin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat. Lemma 4.2.1 de bir p € F(T) = F(P;) i¢in lim||x, — p|| limitinin mevcut
n—->0oo
oldugu gosterildi. lim ||x,, — p|| = 0 olmas1 halinde ispat agiktir. Simdi lim ||x, —
n—-oo n—oo

pll=c>0 olsun. Lemma 421 den her neN ve bir p icin
Ixn+1 — Pl < llx, — pll oldugu bilinir. Buna goére d(x,4q, F(T)) < d(x,, F(T))

yazilir. Boylece lim d (x4, F(T)) limiti mevcut olur.
n—oo
Simdi lim d(x,41, F(T)) = 0 oldugunu gosterelim.Bunun igin
n—>oo
lim d(x,4+1, F(T))=b >0
n—-oo

oldugunu kabul edelim.

Up —p r Xn—D

Tl =pll Tl =l

olsun. |lu, — pll < H(Pr(xn), Pr(p)) < llxn, — pll oldugundan [|t,|| <1 ve [itz]l =1
olarak elde edilir. (I) sart1 kullanilarak

Xn—D Up, —p
s — tll = || - ||
en—pll 1o —pll

Xnp — Up
llx, — plI
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_ e = wall
R
_d(xn, Txy)
=l
[ F(T)
e =l

elde edilir. f siirekli oldugundan her n € N igin

f(b)
Cc

liminf||t;, — t,|| 2——>0
n—-oo
olur. Lemma 4.2.1 den lim||x,, — p|| = ¢ ve lim||z, — p|l = ¢ oldugunu biliyoruz.
n—-oo n—>00

Buradan

. ] Xpn— D Up —p
lim [|(1 — y)t5 + Vatall = lim ”(1 — ¥ T * ”
n—oo Yn)tn T Yaln n—oo tn “xn - p” 4 ”xn o p”

— i (1 - Vn)xn + YnUn — pH
= 1l1im

n-0o llxx, — pll

lim ”Zn - p” c
= L =—-=1

lim [lx, —pll ¢

n—-oo

elde edilir. Bu nedenle Lemma 2.3.17 den

lim ||t;, — t,|| =0
n—-oo
bulunur. Bu ise liminf]||t;, — t, || > 0 olmasi ile gelisir. Dolayisiyla
n—oo
lim d(x,41,F(T)) =0
n—-0oo

olur. Buise p € F(T) iginlim ||x,, — p|| = 0 demektir. Yani {x,,} dizisi T nin p sabit
n—-oo

noktasina kuvvetli yakinsar.
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Asagida Teorem 4.2.5 i destekleyen bir 6rnek verilmistir.

Ornek 4.2.6: a,b € R* olmak iizere K = [a,b] olsun. K kiimesinin R nin bostan
farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi oldugu aciktir. 0 < a < b — 1 olmak iizere
T:K — P(K) dontigiimiinii

Tx = [a,a+%]

seklinde tanimlayalim. Bu durumda F; = [a, %] # @ olur. a, = B = Va =% olsun.

fi[0,00) = [0,0), f(r) = ST (:)_1) stirekli ve azalmayan fonksiyonunu goz Oniine

alalim. Oncelikle her x € K i¢in d(x, Tx) = f(d(x,Fr)) oldugu gosterilecektir. Eger

x € Fp = [a,ba—_bl] ise bu durumda d(x,Tx) =0 = f(d(x,Fr)) oldugu agiktir. x €

[b“—_”l b] iken

d(x,Tx) = d(x, [a,a +%D = |x— (a +%)| _ (b — 12)x—ab|

ve bdylece

fdx,Fr)) = f(d ( [“baTbJ)) =7 (k- ba_b1|) - 12);: — ab|

elde edilir. Sonug olarak her x € K i¢in d(x,Tx) = f(d(x, Fr))olur. x € [a, ;—_bl] iken

Pr(x) = {x}olur. x € [;—_bl,b] ise bu durumda

Pr(x) ={yeTx= ly — x| = d(x' [a"”%])}
~fyerr: y-x=l-(a+ D))

b—1)x —ab
{yerc: yon-le=beza)
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={yeTx: y=a+%}

olarak bulunur. Simdi her x € K ig¢in Py nin quasi-genislemeyen doniisiim oldugunu

gosterelim. Eger x € F ise bu durumda Pr(x) = {x} oldugundan
H(Pr(x),p) = H{x},p) = |x — pl

elde edilir. Eger x € |-, b| ise
H(Pr (O, o) = H (fa+2}, ) = [a+ 2= p| < x — pl

elde edilir. Yaniher x € K i¢in P; nin quasi-genislemeyen doniistimdiir. Son olarak
(4.1) deki gibi bir {x,} dizisi olusturup bu dizinin T nin bir sabit noktasina kuvvetli

yakinsadigini gosterelim. a = 1 ve b = 3 alindiginda K = [1,3] ve
X
Tx=[11+3]

olup Fr = [L%] # @ dir. x; = % € K segilsin. Bu durumda P;(x;) = {1 +%} = {2}

bulunur. u, € Pr(x,) = {Z} secilsin. Yani, u; = Z olup; bu durumda

| O
+
N =
BN

N| =

z1 =1 —y)x; +yiuy =

ve

Pr(z,) = {1 + 23_1} - {1 * %} - {g}

olarak bulunur. w; € Py(z;) = {g} secilsin. Yani, w; = golup; bu durumda
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15
Y1:(1—ﬁ1)Zl+B1W1: 2+§§:—

N[ =

ve

PT(Yl):{l-I_%}:{l-I_%}:{%}

elde edilir. v; € Pr(y;) = {g} secilsin. Yani, v; = golup; bu durumda

+129_59 54 5<3+1
2°18 2 4

x2=(1—a1)W1+a1171= 1 36=£+36

N =
w| vl

olur. Bu sekilde devam edilirse her n € N iqin% <x, < % + i sonucuna ulagilir. Sonug

olarak {x,} dizisi T nin % € Fr = [1, %] noktasina kuvvetli yakinsar.

Son olarak Opial sarti kullanilarak (4.1) iterasyonunun zayif yakinsaklik teoremi

verilecektir.

Tamm 4.2.7: T: K - CB(K) kiime degerli bir doniisiim olmak iizere, K daki x e zayif
yakinsayan her {x,,} dizisi ve Tx,deki y ye kuvvetli yakinsayan her {y,,} dizisi igin y €

Tx ise T ye y de demicloseddir denir.

Teorem 4.2.8: X Opial sartin1 saglayan diizgiin konveks Banach uzay1 ve K kiimesi de
X nin bostan farkli kapali konveks alt kiimesi olsun. Py quasi-genislemeyen doniisiim ve
F(T) #® olmak iizere T:K — P(K) kiime degerli doniisimii verilsin. Ayrica
I — P; sifirda demiclosed olsun. Bu durumda (4.1) ile tanimlanan {x,} dizisi T nin bir

sabit noktasina zayif yakinsar.

Ispat: p € F(T) = F(P;) olsun. Lemma 4.2.1 de her p € F(T) igin lim||x, — p||
n—oo

limitinin mevcut oldugu ispatlandi. z; ve z,, {x,} dizisinin {xni} ve {xnj} alt dizilerinin

zayif limitleri olsun. (4.10) dan dolay1 u, € Tx, olacak sekilde lim||x, —u,|| =0
n—oo
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limiti vardir. I — P doniistimii sifirda demiclosed oldugundan z, € F(P;) = F(T) dir.
Benzer muhakeme ile z, € F(P;) = F(T) oldugu goriilir. Simdi z; = z, oldugu

ispatlanacaktir. z; # z,oldugu kabul edilsin. Bu durumda Opial sart1 kullanilirsa

lim [|x, — zy || = lim |2y, — 2 |
n—oo n;—oo
< Jim [, — 22|
= lim ||x,, — z,||
n—-oo

- g ]

< lim ”xn].—zl”

= lim |l — 2|
n—-oo

elde edilir ki bu bir geligkidir. Bundan dolay1 z; = z, olup {x,} dizisi F(T) de bir

noktaya yakinsar.
4.3. iterasyon Hizlarimn Karsilastirilmasi

Bu béliimde (4.1) ile tanimladigimiz iterasyon ile bazi diger iterasyonlarin yakinsama
hizlariin karsilastirmasin1 asagidaki ornek iizerinden gosterecegiz. Su ana kadar
yapilan caligmalarda kiime degerli doniislim smiflarinin  yakinsama hizlarim

karsilagtirmak icin kullanilabilecek teorik bir sonug elde edilmemistir.

Ornek 4.3.1: K = [0,3] ve T: K —» P(K) déniisiimii her x € K i¢in

3x+8]

Tx =
x [0’ 11

olarak tanimlansin. T kiime degerli doniisiimii i¢in Fr = [0,1] # @ ve Pr nin de kiime

degerli quasi-genislemeyen doniisiim oldugu agiktir. Her n € N i¢in a,, = B, = v, =

0,83 ve x; = 2,5 olsun. (4.1) iterasyonu ile Cizelde 4.1 de verilen iterasyonlarin ilk 30
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terimi Cizelge 4.2 de gosterilmis olup tiim iterasyonlar p = 1 € F = [0,1] noktasina

yakinsamaktadir.

Shahzad and Zegeye (2009) tarafindan tamimlanan Pr(x) ={y € Tx:||[x —y|l =
lx — Tx||} dontisimi, (4.1) iterasyonu ile Cizelge 4.1 de bahsedilen iterasyonlarin T

nin ayni sabit noktasina yakinsamasini garanti eder.

Cizelge 4.2. Kiime degerli farkli iterasyon semalarin yakinsama hizlari

Adim | Mann Ishikawa Noor Agarwal et al. Abbasetal. | (4.1) iterasyonu

1 2,500000000 | 2,500000000 | 2,500000000 2,500000000 2,500000000 2,500000000

2 1,594545454 1,389583471 | 1,343187532 1,204128925 1,144047630 1,080909283

3 1,235656198 1,101183521 | 1,078518455 1,027779079 1,013833147 1,004364208

4 1,093405548 | 1,026279618 | 1,017964370 1,003780342 1,001328422 1,000235404

5 1,037022562 | 1,006825403 | 1,004110099 1,000514452 1,000127570 1,000012697

6 1,014674397 | 1,001772710 | 1,000940356 1,000070010 1,000012251 1,000000685

7 1,005816397 | 1,000460413 | 1,000215146 1,000009527 1,000001176 1,000000038

8 1,002305408 | 1,000119579 | 1,000049224 1,000001297 1,000000113 1,000000002

9 1,000913780 | 1,000031057 | 1,000011262 1,000000176 1,000000011 1,000000000

10 1,000362189 | 1,000008066 | 1,000002577 1,000000024 1,000000001 1,000000000

11 1,000143559 | 1,000002095 | 1,000000590 1,000000004 1,000000000 1,000000000

12 1,000056901 | 1,000000544 | 1,000000135 1,000000001 1,000000000 1,000000000

13 1,000022553 | 1,000000142 | 1,000000031 1,000000000 1,000000000 1,000000000

14 1,000008939 | 1,000000036 | 1,000000007 1,000000000 1,000000000 1,000000000

15 1,000003543 | 1,000000009 | 1,000000002 1,000000000 1,000000000 1,000000000

16 1,000001404 | 1,000000002 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

17 1,000000557 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000
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Cizelge 4.2. (devam)

18 1,000000221 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

19 1,000000087 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

20 1,000000035 | 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

21 1,000000014 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

22 1,000000006 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

23 1,000000003 | 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

24 1,000000001 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

25 1,000000000 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

26 1,000000000 | 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

27 1,000000000 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

28 1,000000000 | 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

29 1,000000000 | 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

30 1,000000000 1,000000000 | 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000

Ornek 4.3.1 de verilen T doniisiimii icin Mann, Ishikawa, Noor, Agarwal et al. Abbas et

al. ile (4.1) iterasyonunun yakinsama hizlarinin grafikleri Sekil (4.1) de verilmistir.
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2,54
—— Mann
5 ———— Ishikawa
Noor
——— Agarwal et al.
-5 Abbas et al.
= —— (4.1) Yeni iterasyon
o
c
1,51
I K
S S e S S B N C e e B S S e LI B B B [ S
5 10 15 20 25 30
iterasyon sayisi

Sekil 4.1. Ornek 4.3.1 de verilen T déniisiimii igin baz1 iterasyon adimlarmin grafigi

4.4. Hiperbolik Uzaylarda Kiime Degerli Genislemeyen Doniisiim Ailesi icin

Kuvvetli ve Zayif Yakinsama Teoremleri

Gunduz ve Akbulut (2013) tarafindan verilen (3.6) iterasyonundan esinlenerek W-
hiperbolik uzaylarda kiime degerli genislemeyen sonlu bir donligiim ailesi igin
literatiirde var olmayan ilk defa bu tezde kullanilan yeni bir iterasyon semasi

tanimlanmustir.

X bir W-hiperbolik uzay,K kiimesi X in konveks bir alt kiimesi, T; : K - P(K) olmak

tizere {T;:i = 1,2,...,k} kiime degerli doniigiimlerin bir ailesi ve i = 1,2,...,k i¢in
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Pr,(x) ={y € Tyx: d(x,y) = d(x,T;x)} kiime degerli genislemeyen doniisiim olsun.

Hern=1,2,..vei=1,2,..,kicin a;, € [0,1]ve x, € K olmak lizere {x,} dizisi,

(X1 = W(u(k—l)n: Yk-1n akn):
Yae-n = W(Ug—2yn Yk-2)n Tk-1)n)»
{Y(k-2)n = W(u(k—3)n: Yk-3)n “(k—z)n); (4.11)

Yon = W(uln' YVin aZn)'
\ Yin = W (Uon, Yon, @1n)

seklinde tanimlanir. Burada her n icin yy, =x, ve i =0,1,2,..,k—1 i¢in u;, €

PTi+1 (yin) dlr

Simdi (4.11) ile verilen iterasyon semasi kullanilarak bazi 6nemli lemmalar ve

yakinsama teoremleri verilecektir.

Lemma 4.4.1: X bir W-hiperbolik uzay, K kiimesi X in kapali, konveks ve bos
olmayan bir alt kiimesi, T; : K = P(K) olmak tizere {T;:i = 1,2, ..., k} kiime degerli
doniisiimlerin  bir ailesi, i =1,2,..,k i¢in Pr,x ={y € Tyx: d(x,y) = d(x, T;x)}
kiime degerli genislemeyen doniisim ve p € F(T;) olsun. Kabul edelim ki F =
Nk, F(T) # @, x; € K ve {x,} dizisi (4.11) deki gibi tammlansin. Bu durumda her
p € F i¢in asagidaki sartlar saglanir.

(1) Heri=1.2, ...,k i¢in d(xy,, Pr,(xn)) < 2d(xp, p) dir.

(2) Heri=12,..,kicin d(yi_nynti-1n) < 2d¥i-1yn p) dir.
(3) Heri=1,2,...,k i(;il’l d(u(i—l)n'p) < d(y(i—l)n» p) dir.

(4) Heri=1.2,..,k—1i¢in d(y;,, p) < d(xp, p)dir.

(5) d(xp41,p) < d(xy,, p) dir.
(6) lim d(x,, p) mevcuttur.
n—-oo

Ispat:
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(1) p € Folsun.Heri = 1,2, ..., k igin,

d(xn:PTi(xn)) < d(xn: p) + d(p; PTixn)
<d(x,,p)+ H(PTip, PTixn)

< d(x, p) + d(p, xp)
< 2d(x,,p) (4.12)

olur.

(2) p € Folsun.Heri =1,2, ...,k i¢in
d(Y(i-1n U-1n) < A(Vi-n P) + d®, Ug-1)n)
< d()’(i—1)n»P) + H(Pr,p, Pr;Yi-1n)
< d(Yi-1nP) + d®, Y(i-1yn)
< 2d(Yi-1n P) (4.13)

bulunur.

(3) p€ Folsun.Heri =1,2,...,k i¢in

d(ug—1yn p) < d(U(i-1yn, Pr,p)
= H(PTiy(i—l)n' PTip)
<di-pnwp) (4.14)

dir.
(4) p € F olsun. [k olarak

d(Y1n, p) = AW (Uon, Yon, ®1n), P)
< (1 = a1n)d(uon, p) + @1nd(Yon P)
<@1- a1n)d(u0n: PTlp)) + 21,d(Yon, D)
<1- aln)H(PleOn' PTlp) + @1,dYon D)
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< (1 - aln)d(yOn) P) + alnd(yOn' p)
< d(xpp) (4.15)

esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Her j=1,2,..,k—2 igin d(yjn, p) < d(x,,p)

esitsizliginin saglandigini kabul edelim. Bu durumda

d(y(+1m ) = d(W (Wi, Yjn, @(js1)n). )
<(1- a(j+1)n)d(ujn'p) + a4+ 1ynd(Vjn, D)
<(1-aginn)d (ujn; Pr(j+1)n(P)) + 2+ 1)ndVjn D)
< (1-agsn)H (PT(j+1)n(yjn)' PT(j+1)n(p)) + a(+1)nd (Vjn, D)

< (1 = a(j+1)n)d(yjn,p) + a(j+1)nd(37jn’p)
< d(Yjn P)
< d(%,,p) (4.16)

olur. Son olarak

d(Yge-1ynP) = AW (=29 Yk-23m Xe-1yn) )
< (1 = a@-1n)d(Uge-2y0P) + Q=124 (V-2 P)
< (1 = @ge-1)n)d(w-2yn Pry_, () + @-1yn @ (Y(k-2)n P)
< (1 = a@-1n)H(Pri_y G-20), Pryc_; ) + @e-1)nd (Y20 P)
< (1 = age—1yn)H(Pri_, Ok-23n)s Pric_ @) + @e—1ynd Y ie—2n D)
< d(Yk-2ynP) (4.17)

elde edilir. Boylece, tiimevarim ilkesine gore heri = 1,2, ...,k — 1 igin
d(Yinp) < d(xy,p) (4.18)
esitsizligi ispatlanmis olur.

(5) (4.18) esitsizliginde i =k —1 i¢in d(yk-1ynP) < d(xn,p) ifadesi ve (4.11)

kullanilirsa
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d(xn+1,0) = AW (Uge—1yn> Y (k-1)n» Xien)» D)
< (1 — an)d(Uk-1y P) + Xend (Y k-1yn: P)
<@1- akn)d(u(k—nmprk(P)) + @ d(Y(k-1)n P)
< (1 — axn)H(Pr,, W(k-1yn) Pr () + Ciend (Vige—1yn D)
< (1 = @) d(Ye—1ynP) + Uend Y ge—1yn, D)
< dWx-1ynw D)
< d(xpp) (4.19)

oldugu goriiliir.

6) (5) den her n=1,2,.. i¢in d(x,41,p) < d(x,,p)olup, {d(x,,p)} azalan bir

dizidir. Boylece her p € F i¢in lim d(x,, p) mevcuttur.
n—oo

Lemma 4.4.2: X diizgiin konveks W-hiperbolik uzay, K kiimesi Xin bostan farkli kapal
ve konveks alt kiimesi, her i = 1,2, ...,k i¢in T; : K = P(K) kiime degerli doniistimlerin
bir ailesi ve Pr; kiime degerli genislemeyen doniisiim olsun. Ayrica F = Nk F(T,) #

@ ve {x,} dizisi (4.11) deki gibi tamimlansin. Bu durumda her i = 1,2, ..., k i¢in
lim d(xy, Pr;(x,)) = 0
n—>oo

dir.

Ispat: Lemma 4.4.1 den dolay1 her p € F igin lim d(x,, p) mevcuttur. Bu nedenle
n—-oo

limd(x,,p) =c (4.20)

n—-oo

olacak sekilde bir ¢ > 0 reel sayis1 vardir. (4.18) esitsizliginde limsup alinirsa her i =

1,2,..,k —1i¢in
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limsup d(y;n, p) < c (4.21)

n—-oo

elde edilir. (4.14) ve (4.18) kullanilirsa her i = 1,2, ..., k igin

limsup d(ug_1yn,p) < ¢ (4.22)
n—->oo

esitsizligi elde edilir. {d(x,,q,p)} dizisi {d(x,,p)} dizisinin alt dizisi oldugundan

lim d(x,41,p) = c dir. Buradan (4.11) kullanilirsa
n—>oo

lim d(xn4q,p) = lim AW (U(k-1)n> Y(k-1)m> Xien ) P) = €
elde edilir. Lemma 3.1.16, (4.21) ve (4.22) kullanilirsa
lim d(yge-1yn Uge-1)n) = 0
bulunur. Her j = 2,3, ..., k igin
lim d(y¢j-1yn Ugj-1yn) = 0 (4.23)
oldugunu kabul edelim. Lemma 4.4.1 den heri = 1,2, ...,k — 1 igin

d(xn+1' p) < d(yin' p) (424)

olur. Bu nedenle (4.20) den heri = 2,3, ..., k i¢in

¢ < liminfd (yi-1yn, D) (4.25)
n—->oo
elde edilir. (4.21) ve (4.25) esitsizlikleri kullanilirsa her j = 2,3, ..., k i¢in

lim d(y(j-1ynp) = ¢ (4.26)

n—oo
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bulunur. (4.11) iterasyonu yardimiyla ve (4.26) dan dolay1 her i = 2,3, ..., k igin
lim d(yg-vymp) = lim d(W (ug-2yn Y-2m @(-1n),P) = €
oldugu goriiliir. Simdi Lemma 3.1.16, (4.21) ve (4.22) kullanilirsa her j = 2,3, ..., k i¢in
lim d(w(j-2yn ¥(j-2yn) = 0
olur. Timevarimla her j = 1,2, ..., k igin
lim d(u¢j-1yn Y-1n) = 0 (4.27)

elde edilir. Asagidaki esitsizlikte (4.11) iterasyonu kullanilirsa

d(yin' y(i—l)n) = d(W(u(i—l)nr Y@i-Dn ain)' Y(i—l)n)
< (1= ap)d(Ug-1yn Yii-1yn)

yazilir. Bu esitsizlikte limit alinirsa (4.27) den dolay1 her i = 1,2, ..., k igin
lim d(Yin Yii—1yn) = 0 (4.28)
olur. Yine (4.11) iterasyonu kullanilirsa
d(xn' yln) = d(xn: W(u0n» Yon aln))
< (1 - aln)d(xn: uOn) + alnd(xnl yOn)
=(1- A1) A (Xp, Ugn)

elde edilir. (4.27) ifadesinde j = 1 igin

1111—130 d(yOn: uOn) = 1111_1)1010 d(xn' uOn) =0
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bulunur. Dolayisiyla

lim d(x,, y1n) =0 (4.29)
n—->oo
elde edilir. Uggen esitsizliginden

d(xnr y(i—l)n) < d(xn: yln) + d()’ln: yZn) + -+ d(y(i—z)n; y(i—l)n)

yazilir.n — oo i¢in limit alindiginda (4.28) ve (4.29) kullanilirsa her i = 1,2, ..., k i¢in
r]ll_r)‘go d(xn'y(i—l)n) =0 (430)
olur. Son olarak yine ti¢gen esitsizliginden her i = 1,2, ..., k igin

d(xnr PTixn) < d(xn: :V(i—l)n) + d(y(i—l)n; u(i—l)n) + d(u(i—l)n; PTixn)
=< d(xnry(i—l)n) + d(}’(i—1)n' u(i—l)n) + H(PTl'y(i—l)n' PTixn)

= Zd(xn: y(i—l)n) + d()’(i—nw u(i—l)n)

yazilir.(4.27) ve (4.30) kullanilirsa
lim d(xy, Pryx,) = 0
esitligi elde edilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 4.4.3: X diizgiin konvekslik modiiliin olan tam diizgiin konveks W-hiperbolik

uzay, K kiimesi X in bostan farkli kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. T; ve Pr;

Lemma 4.4.1 deki gibi tanimlansin. Bu durumda (4.11) ile verilen {x,} dizisi p € F ye

A —yakinsar.

Ispat : p € F olsun. Bu durumda her i=1,2,...,kigin p € F(T;) = F(Pr,) olur.

Lemma 4.4.1 den {x,} smirh ve lim d(x,,p) mevcuttur. Dolayisiyla {x,} bir tek
n—-oo
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asimptotik merkeze sahiptir. Yani A({x,,}) = {x} dir. {v,} dizisi, A{{v,,}) = {v} olacak
sekilde {x,} nin bir alt dizisi olsun. Lemma 4.4.2 den lim d (vn, PTl(vn)) =0 elde
n—->oo

edilir. Iddia ediyoruz ki v, Pr, in bir sabit noktasidir. Bunu ispatlamak i¢in Pr, (v) de

bir baska {z,,} dizisi alalim. Bu durumda

r(va {Un}) = limsup d(z,, vy,)

n—-oo

< limsup {d (Zm, PTl(vn)) +d(Pr, (vp), Un)}

n—-oo

< limsup{H (Pr,(v), Pr,(v,)) + d(Pr,(v), vy)}

n—-oo

< limsupd (v, v,)

n—-oo

=1, {vn})

elde edilirm — oo igin |r(z,,, {v,,}) — r(v, {v,,})| = 0 olur. Béylece Lemma 3.2.5 ten

lim z,, = v elde edilir. T;(v) € P(K) proksiminal oldugundan dolay1 kapalidir. Bu

m-—-oo

ylizden Pr, (v) kapali ve smrhdir. Sonug olarak lim z, = v € Pr, (v) dir. Benzer
m—0o

sekilde v € Pr,(v),v € Pr,(v), ..., v € Pr, (v) oldugu gosterilir. Yaniv € F olup {x,,}

dizisi p ye A —yakinsar.

Teorem 4.4.4: X tam ve diizgiin konveks W-hiperbolik uzay ve K kiimesi X in bostan

farkl, kapali ve konveks alt kiimesi olsun. T;, Py, ve FLemma 4.4.1 deki gibi

tanimlansin. (4.11) ileverilen {x,} dizisinin p € F ye gii¢lii yakinsamas1 igin gerek ve

yeter sart liminf d(x,, F) = Oolmasidir.
n—->oo
Ispat: {x,,} dizisi p € F ye yakinsak ise bu durumda lim d(x,,p) = 0 olur.
n—->oo

0 < d(xp, F) < d(xn, p)

oldugundan lim d(x,, F) = 0 ve boylece liminfd(x,, F) = 0 elde edilir.
n—-oo n—-oo
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Diger taraftan liminfd(x,, F) = 0 ise Lemma 4.4.1 den d(x,41,p) < d(x,, p)dir. Bu
n—>oo
durumda d(x,41, F) < d(x,, F) olup lim d(x,, F) limiti vardir. Hipotezden dolay1
n—-oo
lim d(x,,F) =0 olur. Simdi {x,} dizisinin K da bir Cauchy dizisi oldugunu
n—->oo

gosterelim. m,n € N ve m < n olsun. Bu durumda her p € F igin d(x,,,, p) < d(x,,p)

olur. Boylece
d(Xpm, %) < d(x,p) +d(p, x;,) < 2d(x,,p) (4.31)

elde edilir. Bu esitsizlikte F kiimesi tizerinden infimum alinirsa d(x,,, x,) < 2d(x,, F)
elde edilir. (4.31) de m,n — oo i¢in limit alinirsa d(x,,, x,) — 0 olur. Yani {x,} bir
Cauchy dizisidir. {x,} > q € Kolsun. Simdi q € F(T;) oldugunu gosterelim.

Gergekten de

d(xn F(Pr,))= inf dx,)

yEF(PTl)

oldugundan her € > 0 igin
€
d(n, p”) < d (0, F(Pry)) +5

olacak sekilde p,(f) € F(Pr,) vardir. Boylece lim d(xn, p,(f)) < g elde edilir. Ayrica
n—->oo

d(p$,q) < d(x P + d(x, @) oldugundan lim d(pS”,q) < Solur. Son olarak

d(Pr,q,9) < d(a.py") +d(ps”, Pryq)
<d(q.p\) + H(Pr,p?, Prq)

< 2d(p”,q)
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elde edilir. Buradan d(Pr,q,q) < € olup d(Pr,q,q) = 0 bulunur. Benzer sekilde her
i=1,2,..,k igin d(PTiq,q) = 0 sonucu elde edilir. F kapali oldugundan q € F dir.

Boylece ispat tamamlanir. Asagida Santer ve Dotson (1974) tarafindan verilen (1)

sartinin kiime degerli sonlu bir doniisiim ailesi i¢in tanimi verilmistir.

Tanmim 4.4.5: T;,T,, ..., Ty: K > CB(K) kiime degerli dontisiimler ve f: [0, ) — [0, o)
olsun. Eger F # @ olmak tizereher r € (0,) i¢in f(0) =0 ve f(r) >0 sartim

saglayan azalmayan bir doniistim olsun.

d (e, Tixn) 2 f(dCxn, F))
sart1 saglantyorsa Ty, Ty, ..., T}, doniisiimlerine (I) sartin1 sagliyor denir.

Teorem 4.4.6: X, diizgiin konvekslik modiilii  olan diizgiin konveks tam W-hiperbolik

uzay, K kiimesi X in bostan farkl, kapali ve konveks alt kiimesi olsun. T; ve P, Lemma
4.4.1 deki gibi tanimlansin. Ayrica her Pr; dontigiimii (I) sartin1 saglasin. Bu durumda

(4.11) ile verilen {x,} dizisi p € F ye giiclii yakinsar.

Ispat: Lemma 4.4.1 den dolay1 her p € F igin lim d(x,, p) mevcuttur. lim d(x,,p) =
n—-oo n—-oo

c olsun. Eger ¢ = 0 ise ispat tamamlanir. Farz edelim ki ¢ > 0 olsun. d(x,4+1,p) <

d(x,,p) olmast inf d(x,41,p) < inf d(x,p) olmasim gerektirdiginden
PEF(T}) PEF(T;)

d(xp41, F) < d(x,, F) elde edilir. Boylece lim d(x,, F) mevcut olur. (I) sart1 ve
n—->0oo

Lemma 4.4.2 kullanilirsa
lim f(d(x,, F)) < lim d(x,, PTixn) -0
n—oo n—oo

elde edilir. Béylece lim f(d(x,, F)) = Oolur. Buradanlim d(x,, F) = Oelde edilir.
n—>00 n—->0co

Son olarak Teorem 4.4.4 kullanilirsa ispat tamamlanir.
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Tanmm 4.4.7: X deki d(x,, Tx,) — 0 olacak sekilde her sinirlt {x,,} dizisinin yakinsak

bir alt dizisi varsa T: K = P(K) doniisiimiine semi-kompakt denir.

Teorem 4.4.8: X, diizgiin konvekslik modiilii n olan diizgiin konveks tam W- hiperbolik

uzay, K da X in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi olsun. T;, PTL. ve F, Lemma
4.4.1 deki gibi tanimlansin. Ayrica sabit bir i i¢in P doniisiimii semi-kompakt olsun.

Bu durumda (4.11) ile verilen {x,,} dizisi p € F ye gii¢lii yakinsar.

Ispat: Genelligi bozmaksizin Pr, in semi-kompakt oldugunu kabul edelim. Lemma

4.4.1 den {x,,} dizisi sinirlidir. Ayrica Lemma 4.5.2 den heri = 1,2, ..., k i¢in
lim d(xn, Prx,) =0

dir. Pr, semi-kompakt oldugundan lim d(xn,PTlxn) =0 ve {x,} nin Xn; > pEK
n—-oo

olacak sekilde bir {xnj} alt dizisi vardir. Boylece her j = 1,2, ..., k igin
0.7 = i s Prit) =0

bulunur. Buradan da p € F = N}-, F(Pr;) elde edilir. Dolayisiyla her j >n igin

d(x,,p) <d (xnj,p) olur. Bu esitsizlikte F {izerinden infimum alinirsa d(x,, F) <

d (xnj, F) elde edilir. n - oo i¢in limit alinirsa

lim d(xy,, F) < lim d(xy,, F)
n—->oo ]—)00

=d(p,F)
=0

sonucuna ulagilir. Teorem 4.4.4 den{x,,} dizisi p € F ye giiglii yakinsar.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu baglikta tez calismamizda elde ettigimiz sonuglar1 ve bu sonuglarin literatiire yaptigi

katkilari tartisacagiz.

X diizgiin konveks Banach uzay1 ve K kiimesi Xin bostan farkli kompakt konveks bir alt
kiimesi olmak tizere T: K — P(K) kiime degerli bir doniisiim, F(T) # @ ve Pr quasi-
genislemeyen bir doniisiim olsun. (4.1) deki gibi tanimlanan {x,} dizisinin T nin bir
sabit noktasina gii¢lii yakinsadigr Teorem 4.2.2 de verildi. Ayrica Teorem 4.2.2 nin
sartlarindan olan K kiimesinin kompakt olma 6zelligi yerine daha zayif bir sart olan (1)
sartt kullanilarak (4.1) de verilen {x,} dizisinin T nin bir sabit noktasina kuvvetli

yakinsadig1 Teorem 4.2.5 te ispatlandu.

Diger taraftan X Opial sartin1 saglayan diizgiin konveks Banach uzay1 ve K kiimesi de X
in bostan farkli kapali konveks bir alt kiimesi olmak tizere. T: K — P(K) kiime degerli
dontisim, F(T) # @ ve Pp quasi-genislemeyen bir doniisim olsun. [ — Py, sifirda
demiclosed olmak tizere (4.1) ile verilen {x,} dizisinin T nin bir sabit noktasina zayif

yakinsadigi Teorem 4.2.7 de verildi.

Yukaridaki sonuglar Shahzad ve Zegeye (2009), Khan et al.(2012), Khan et al.(2014) ve
Thakur et al.(2016) n sonuglarini genellestirir.

Tezin son kisminda W-hiperbolik uzaylarda kiime degerli genislemeyen sonlu doniisim

ailesi igin (4.11) iterasyonu tanimlanarak asagidaki yakinsama teoremleri verildi.

X, diizgiin konvekslik modiilii  olan diizgiin konveks tam W-hiperbolik uzay, K
kiimesi X in bostan farkli kapali ve konveks alt kiimesi olsun. T; ve Pr; Lemma
4.4.1deki gibi tanimlansin. Bu durumda (4.11) ile verilen {x,} dizisinin p € F ye

A —yakinsadig1 Teorem 4.4.3 te ispatlandi.
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X tam ve diizgiin konveks W-hiperbolik uzay ve K kiimesi X in bostan farkli, kapali ve
konveks alt kiimesi olsun. T;, Pr; ve F Lemma 4.5.1 deki gibi tanimlansin. (4.11) de
verilen {x,} dizisinin p € F ye gicli yakinsamasi igin gerek ve yeter sartin

liminfd(x,, F) = 0 oldugu Teorem 4.4.4 te ispatlandi.
n—>oo

X, diizgiin konvekslik modiilii n olan tam ve diizglin konveks W-hiperbolik uzay, K
kiimesi X in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi olsun. T; ve Py, Lemma 4.4.1
deki gibi tammlansin. Ayrica her Pr, doniisiimiiniin (I) sarti altinda (4.11) de verilen

{x,} dizisinin p € F ye giiglii yakinsadigin1 Teorem 4.4.6 da ispatladik.

Son olarak X, diizgiin konvekslik modiilii 7 olan diizgiin konveks W- hiperbolik uzay, K

da X in bostan farkh, kapali ve konveks alt kiimesi olsun. T;, Pr; ve F, Lemma 4.4.1
deki gibi tanimlansin. Ayrica sabit bir i i¢in P ddniisiimiiniin semi-kompakt olmasi

halinde (4.11) ile verilen {x,} dizisinin p € F ye gii¢lii yakinsadigiTeorem 4.4.8 de

ispatlandi.

Yukaridaki sonuglar Gunduz ve Akbulut (2013) ve Khan et al. (2016) sonuglarinin

genellemesidir.
Bu tezden asagidaki makaleler elde edilmistir.

Alagoz, O., Gunduz, B., Akbulut, S., 2016. Convergence theorems for a family
ofmultivalued nonexpansive mappings in hyperbolic spaces, Open Mathematics,
141065-1073.

Gunduz, B., Alagoz, O., Akbulut, S., Convergence Theorems of a Faster
IterationProcess Including Multivalued Mappings with Analytical and Numerical

Examples, Filomat, (Basim asamasinda)
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