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OZET

Yiksek Lisans Tezi
S-GODUNOVA-LEVIN FONKSIYONU VE INTEGRAL ESITSIiZLIKLERI
Leyla YOLCU

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Sezgin AKBULUT

Bu tezde, s- Godunova-Levin fonksiyonu Hermite-Hadamard integral esitsizligi
baglaminda incelendi.

Tez bes bolimden olugmaktadir. Birinci boliim giris basligi altinda tarihsel arka plana,
ikinci boliim, konu basligiyla ilintili olan temel kavramlara, Godunova-Levin fonksiyonu
tanimina ve diger bazi konvekslik tiirlerine ayrildi. Ugiincii béliim, Hermite-Hadamard
esitsizligi ile ilgilidir.Ayrica diger ¢caligmalarda etkin rol oynayan ve diferensiyellenebilen
fonksiyonlara uygulanabilen klasik esitsizlikler bir araya getirildi. Dordiincti bolimde
caligmamizin temelini teskil eden s-Godunova-Levin fonksiyonu ve bu fonksiyon ile ilgili
literatiirde olan esitsizliklere yer verilmistir. Son bolimde tezde bulunan teoremler goz
Ontine alinarak bilgi organize ve tasnif edildi, kisa yorumlar yapildi ve 6nemli goriilen
noktalar vurgulandi.

2018, 34 sayfa
Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyon, Quasi-konveks fonksiyon, Hermite-Hadamard

Esitsizligi, Ostrowski Esitsizligi, Holder Esitsizligi, Godunova-Levin fonksiyonu, s-
Godunova-Levin fonksiyonu.



ABSTRACT

Master Thesis

S-GODUNOVA-LEVIN FUNCTIONS AND INTEGRAL INEQUALITIES
Leyla YOLCU

Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Analysis and Functions Theory

Supervisor: Prof. Dr. Sezgin AKBULUT

In this thesis, s- Godunova-Levin function examined in the context of Hermite-
Hadamard integral inequality.

This thesis consists of five chapter. The first chapter is devoted to historical background
under the entry title heading, the second part is devoted to the basic concepts associated
with the topic title; the definition of Godunova-Levin function and some other kind of
convexity. Third chapter are related to Hermite-Hadamard inequality. Furthermore, The
classical inequalities that can be applied to functions that play an active role in other
studies and can be differentiated are combined. In the fourth chapter, s-Godunova-Levin
function, which is the basis of the study and the integral inequalities in the literatiir are
written. In this sense, a number of comments were made in their context for the related
lemma and inequalities. In the last part, the information of the literatiire was brought
together and the information was organized and the important points wee marked.

2018, 34 pages
Key Words: Inequalities, convex function, quasi-convex function, Hermite-Hadamard’s

inequality, Ostrowski inequality, Holder inequality, Godunova-Levin function, s-
Godunova-Levin function.
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1. GIRIS

“Konvekslik” kavrami ilk olarak Hermite tarafindan Ekim 1881°de elde edilen bir
sonucun, 1883 yilinda Mathesis adl1 dergide yayinlanmasiyla ortaya ¢ikmistir. Konveks
fonksiyonlarin sistematik olarak ¢alisilmasinin 1905-1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen ile
basladig1 ve Jensen’in bu oncii ¢alismalarindan itibaren konveks fonksiyonlar teorisinin

hizl1 bir gelisme gosterdigi kabul edilmektedir.

Esitsizlik teorisi matematigin hemen hemen tiim branslarinda rol oynamaktadir. Onlar
esitliklerin ispatinda, Optimization teoride, Yaklasim teoride, fonksiyonlarla ¢aligirken
en Onemli araclardir. Matematigin bir bransi olarak gelismesi 1934’te G.H. Hardy, J.E.
Littlewood ve G. Polya tarafindan “inequalities” adli g¢aligmayla ger¢eklesmistir.
Konveksligin tanim1 da esitsizlikle ifade edildiginden Konveks Fonksiyonlar Teorisinde
esitsizliklerin 6nemli bir yeri vardir. Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler igeren
ilk kaynak “Convex Functions: Inequalities *“ baghigiyla 1987 yilinda Pecari¢ tarafindan
yazilmistir. Bu temel kaynaklarin yani sira “Inequalities Involving Functions and Their
Integrals and Derivatives” (Mitrinovic et al. 1991), “Classical and New Inequalities in
Analysis” (Mitrinovic et al. 1993), “Mathematical Inequalities *“ (Pachpatte 2005) ve
“Convex Functions and Their Applications” (Niculescu and Perssons 2006) literatiirde

mevcut olan diger kaynaklardir.

C.F.Gauss, A.L. Cauchy ve P.L. Chebyshev ile birlikte Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile
iligkili olan Esitsizlik Teorisi gelismeye baslamistir. 19. ve 20. yy‘da bulunan
esitsizliklerin bir kismi1 konveks fonksiyonlarla iligkilendirilerek temel esitsizlikler haline
gelmistir. Bugiin en onemli esitsizlikler Hermite-Hadamard esitsizligi ve Ostrowski

esitsizligi gibi esitsizliklerdir.



Konuyla ilgili yayimlanan makalelerden “Note on a Class of Functions of Godunova and
Levin.C.R.* (Mitrinovi¢ and Pecari¢ 1990), “A generalization of Hadamard’s inequality
for isotonic linear functionals” (Pecari¢ and Dragomir 1991) ve “On the Godunova—
Levin-Schur class of functions” (Radulescu et al. 2009) baslikli ¢alismalar takip eden

calismalara katkilar sunmustur.

Esitsizlikler tizerine son yillarda pek ¢ok ¢alisma yapilmustir.

“Baz1 Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar I¢in Integral Esitsizlikleri” baslikli doktora
tezinde fakli tiirden konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli yeni integral
esitsizlikleri verilmistir. Bunun yani sira bazi genellestirmeler de elde edilmistir (Set
2010).

“Several Inequalities of Hermite- Hadamard, Ostrowski and Simpson Type for s-convex,
Quasi-convex and r-convex Mapping and Aplications” baslikli doktora tezinde s-
konveks, quasi konveks ve r-konveks fonksiyon siniflarini kullanilarak Hermite-
Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir ve bu

esitsizlikler i¢in uygulamalar verilmistir (Alomari 2011).

“Baz1 Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar I¢in Ostrowski ve Hermite-Hadamard Tipli
Integral Esitsizlikler " baslikli doktora tezinde farkl1 tiirden konkveks fonksiyon simiflari
kullanilarak yeni baskin konveks fonksiyon kavramlari tanimlanmisg, bu yeni fonksiyon
siniflart i¢in Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli; s-konveks ve m-konveks fonksiyonlar igin
Ostrowski tipli yeni integral esitsizlikleri elde edilmistir ve elde edilen bazi esitsizlikler

icin uygulamalar verilmistir (Kavurmaci 2012).

"Farkl1 Tiirden Konveks Fonksiyonlar I¢in Koordinatlarda integral Esitsizlikleri" baslikli
doktora tezinde literatiirdeki bazi konveks fonksiyon siniflarinin koordinatlarda tanimi

yapilmis ve bu konveks fonksiyon siniflari i¢in integral esitsizlikleri elde edilmistir.



Farkli tiirden konveks fonksiyonlarin carpimlarina dair koordinatlarda elde edilen

esitsizliklere de yer verilmistir (Akdemir 2012).

"Konveks Fonksiyonlarin Cesitli Siniflar1 I¢in Integral Esitsizlikler" bashkli diger bir
doktora tezinde yeni konveks fonksiyon tiirii elde edilmis ve bu fonksiyon tiirii i¢in yeni
esitsizlikler yazilmistir. ¢, -konveks fonksiyonlar i¢in yeni sonuglar ve bazi lemmalar
kullanilarak elde edilen Hermite-Hadamard tipli, Ostrowski tipli ve Simpson tipli yeni

integral esitsizliklerine yer verilmistir (Ardig 2013).

Esitsizlikler {lizerinde yapilan calismalar yeni esitsizlikleri kesfetmekte ve yapilmis
calismalara yeni ufuklar a¢maktadir. Esitsizlik konulari siirekli calisilan, hala

arastirmalarda aktif rol oynayan ve oynamaya devam edecek olan bir konudur.

Calisilan bu tezde s-Godunova-Levin Fonksiyonu ve integral esitsizlikleri incelenmistir.
Tezin ikinci boliimiinde konveks fonksiyonlarla ilgili temel tanim, teorem ve
esitsizliklerin yan1 sira baz1 konveks fonksiyon smiflarinin hiyerarsisine yer verilmistir.

Tezin tigiincii boliimiinde ise 6nemli bazi esitsizlikler ve ispatlarindan bahsedilmistir.

Dérdiincii bolimde Godunova-Levin esitsizlikleri ile ilgili bazi teorem ve ispatlarinin

yant sira S-Godunova-Levin fonksiyonuna yer verilmistir.

Besinci boliimde ise s-Godunova-Levin fonksiyonu ve integral esitsizlikleri literatiir

acisindan incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde tezin ana kisminda kullanilacak olan tanim, teorem ve bazi 6zel fonksiyonlar

verilecektir.

Tamm 2.1.1. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak {izere

B={z€liz=ax+(1—-a)y, 0<a<1}cA

ise, A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki x

ve y nin katsayilar1 i¢in @ + (1 — @) = 1 bagmtis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tamindaki a, 1 — a yerine a + = 1 sartin1 saglayan ve negatif olmayan
a, B reel sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalari x ve y olan bir
dogru pargasidir. Bu durumda bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru

pargasini ihtiva eden kiimeye konveks kiime denir (Bayraktar 2000).

Sekil 2.1. Konveks Kiime



Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime

Tamim 2.1.2. (Konveks Fonksiyon ): I, R de bir aralik ve f:1 = R bir fonksiyon olmak
lzereVx,y €lvet €[0,1] igin,

flx+ (1A -0y) <tf()+ A -0Of(y) (2.1)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (2.1) esitsizligi x # y ve
t € (0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir (Pecari¢ et
al. 1992).

[lizerinde tanimli bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlami
(x, f (x)), (y, f (y)) noktalarini igeren I iizerindeki dogru pargasinin f nin grafiginin st

kisminda yer almasidir. Bakiniz Sekil 2.3.



tfix)+ (1 —t)fiy)

fiy)

X tx+ (I-1)y ¥

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon

Eger f fonksiyonu, [a,b] araliginda tamimh, konveks ve x, € (a, b) noktasinda

diferansiyellenebilir ise x € (a, b) igin

fQ) = f(x0) 2 f(x0) (x = Xo) (2.2)

esitsizligi yazilir. Yani (a, b) araliginda diferansiyellenebilen konveks fonksiyon (2.2)

esitsizligini saglar (Roberts and Varberg 1973).

Tamm 2.1.3 ( Euler Gamma fonksiyonu) : T: (0, %) —» R fonksiyonu

I'(x) = foot"‘le‘tdt (x> 0)
0

olarak tanimlanir. T'(x + 1) = «I'(x) dir (Gradshteyn and Ryzhizk 2007).



Teorem 2.1.1: Euler Gamma fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.

1. T(x+1) =xT(x) (x>0)
2. T =1

3. T logaritmik konvekstir.

Teorem 2.1.2. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

a) f,(a,b) araliginda stireklidir ve
b) f, [a, b] araliginda sinirlidir (Azpeitia 1994).

Tamim 2.1.4. ( Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, [ araliginda tanimli bir fonksiyon

ve x,,x, € Iolsun. BudurumdaV x,,x, € I igin

a) xp > xq iken f(x3) > f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde artandir,
b) x, > x; iken f(x;) < f(x;p) ise f fonksiyonu [ {lizerinde azalandir,
C) x, >xqiken f(x,) = f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,

d) x, >x;iken f(x,) < f(x;) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir

denir (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.3. : J acik bir aralik ve | € I olmak iizere f, I lizerinde siirekli ve J lizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

a) Herx € Jigin f'(x) > 0ise f fonksiyonu I iizerinde artandr.

b) Herx € Jigin f'(x) < 0ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir.

c) Herx €Jigin f'(x) = 0ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.
d) Herx € Jigin f'(x) < Oise f fonksiyonu [ {izerinde artmayandir.
(Adams and Essex 2010).



Teorem 2.1.4. : f fonksiyonu (a, b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'’niin artan

(kesin artan ) olmasidir (Pecaric et al. 1992).

Teorem 2.1.5 : f fonksiyonunun I agik araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun

bu aralik tizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € [ igin

F(x) =0

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.5. (Godunova-Levin Fonksiyonu): Negatif olmayan f: R — R fonksiyonu

x,y €1, A€ (01) olmak tizere

esitsizligini sagliyorsa, f ye Godunova-Levin fonksiyonu denir ve Q(I) sembolii ile

gosterilir.

Ayrica; f € Q(I) ve x,y,z € lise, bu takdirde

fOE=NEx=-2+fWNG -0 -2+ f(2z-y)(z-x)=20

esitsizligi saglanir (Godunova and Levin 1985).

Tamim 2.1.6. (s-Godunova-Levin fonksiyonu): X bir lineer uzay ve C, X ’in konveks

bir alt kiimesi olsun. s € [0, ), t € (0,1) ve Vx,y € C i¢in



1 1
fltx+ (1= 0Y) S 50 + =g /)

ise f:C c X — [0,00) fonksiyonuna s-Godunova-Levin fonksiyonu denir. C iizerinde

taniml1 s-Godunova-Levin foksiyonlar smifi Q,(C) ile gosterilir (Ozdemir 2015).

Tamim 2.1.7. (P-Fonksiyonu): f:1 = R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. V x,y €
Ive a € [0,1] i¢in

flax+ (1 -)y) < f() + f()

ise f fonksiyonuna P-fonksiyonu veya P (I) sinifina aittir denir (Dragomir et al. 1995).

Tammm 2.1.8. (Birinci tiir s-Godunova-Levin fonksiyonu): se(0,1] ve tE€

(0,1) olmak tizere Vx,y € I i¢in

flx+ -y <L ix) + (1f v t)s) (2.3)

esitsizligini saglayan f:1 — R fonksiyonuna birinci tiir s- Godunova-Levin fonksiyonu
denir. s=1 i¢in bu tanim Godunova-Levin fonskiyonu tanimina indirgenir (Noor et al.
2014 a).

Tamm 2.1.9. (ikinci tiir s-Godunova-Levin fonksiyonu): se[0,1] ve t € (0,1)

olmak iizere Vx,y € [ igin

Flx+1-ny) < L fx) +7 1f Ey t))s (2.4)

esitsizligini saglayan f:1 — R fonksiyonuna ikinci tiir s-Godunova-Levin fonksiyonu
denir (Noor et al. 2014 a).
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Tanim 2.1.9 da s = 0 alinirsa tanim 2.1.7 deki tanimi ve s = 1 alinirsa tanim 2.1.5 deki

tanimi elde edecegimiz agiktir (Dragomir 2015).

Tamim 2.1.10. (Birinci anlamda s-Konveks Fonksiyon): «a,f > 0,a° + f* =1ves €

(0, 1] olmak tizere tim u, v € R, igin f: R, — R fonksiyonu eger

flau+pv) < a*f(w) + B°f(v)

esitsizligini saglhiyorsa f ye birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarm smifi K, ile gosterilir (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamm 2.1.11. (ikinci anlamda s-Konveks Fonksiyon): a,8 > 0,a+f =1ve s €

(0, 1] olmak tizere tim u, v € R, i¢in f:R, - R fonksiyonu eger

flau+ Bv) < a*f(w) + B°f(v)

esitsizligini sagliyorsa f ye ikinci anlamda s- konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin

siifi K% ile gosterilir (Breckner 1978).

Tamm 2.1.12. (Quasi-konveks Fonksiyon): f:S € R = R bir fonksiyon ve S ¢ R"
bostan farkli konveks bir kiime olsun. V x,y € S ve A € [0, 1] igin

fAx + (1 =Dy) < max{f(x), f(¥)}

ise f ye quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Eger

fx + (1= Dy) <max{f(x), f(¥)}
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ise f ye kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

fAx + (1= 2Dy) =2 max{f(x), f ()}

ise f ye quasi-konkav fonksiyon ve

fAx + (1= Dy) >max{f (), f ()}

ise f ye kesin quasi-konkav fonsiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Not: Her konveks fonksiyon ayni1 zamanda quasi-konvekstir. Ancak her quasi-konveks

fonksiyon konveks olmayabilir.

Sekil 2.4. Quasi- konveks olup konveks olmayan fonksiyon

Tammm 2.1.13. (Jensen-quasi-konveks Fonksiyon): f:1 € R — R fonksiyonu eger

Vx,y € ligin

£(552) = maxireo. 100
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sartin1 sagliyor ise f ye Jensen-quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce
1998).

Tamim 2.1.14. (Wright-quasi-konveks fonksiyon ): f:1 € R — R fonksiyonu eger
vx,y €lvet € [0,1] igin

1
> [f(tx + (1 =y + f((1 = Ox + ty)] < max{f(x), f(¥)}

sartin1 sagliyor ise veya denk olarak, x, y+ 8§ €1, x <yve & > 0icin

1
5 O+ f(x + )] < max{f(x), f(y + 6)}

oluyorsa f ye Jensen-quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998 ).
2.2. Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflarinin Hiyerarsisi

Fonksiyonlar ayn1 anda bir¢ok 6zelligi saglamakla beraber bir fonksiyon sinifi baska bir
fonksiyon smifinin 6zellikleriyle de benzerlik gosterebilmektedir. Caligmalar sonucu
farkli tiirden konveks fonksiyonlar i¢in cesitli integral esitsizlikleri ispatlanirken, bu
esitsizliklerin belli 6zel durumlarda baska konvekslik simiflart i¢in de saglandig:
goriilmistiir. Bu yiizden fonksiyonlar teorisi ¢alismalarinda yeni sonuglar elde etmek ve
bazi genellemelere ulasmak i¢in konveks fonksiyonlar arasinda 6zellikleri agisindan var
olan bu hiyerarsi olduk¢a 6nem kazanmaktadir. Bazi konveks fonksiyon siniflari

arasindaki hiyerarsi, tanim ve 6zellikleri a¢isindan su sekilde ifade edilebilir:

Teorem 2.2.1]1 € Rolmak {izere, Log- konveks fonksiyonlar smifi, Konveks
fonksiyonlar sinifi, quasi-konveks fonksiyonlar sinifi, P fonskiyonlar sinifi ve Godunova-

Levin fonksiyonlar sinifi, sirasiyla, L(I),C(I), QC(I),P(I),Q(I) ile gosterilirse;

LDcc(HceccP()cQ
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olur (Kavurmaci 2012).

Godunova Levin fonksiyon

P-fonksiyon

Quasi Konveks fonksiyon

konveks fonksiyon

Log-konveks
fonksiyon

Sekil 2.5. Godunova-Levin fonksiyonu, P —fonksiyon, Quasi—konveks fonksiyon,
Konveks fonksiyon ve Log —konveks fonksiyon siniflariin iligkisi

Teorem 2.2.2. I € Rolmak iizere, Quasi-konveks fonksiyonlar sinifi, Wright-quasi-
konveks fonksiyonlar smifi  ve Jensen-quasi-konveks fonksiyonlar  siifi

sirastyla QC (1), WQC(1),]JQC(I) ile gosterilirse;

QM) e wQc(d) =Jjec)

olur (Dragomir and Pearce 1998).
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Jensen-quasi-konveks

Wright-quasi-konveks

Quasi-konveks

Sekil 2.6. Quasi-konveks fonksiyon, Wright-quasi-konveks fonksiyon ve Jensen-quasi-
konveks fonksiyon siniflarinin iligkisi

Teorem 2.2.3. I € Rolmak iizere, konveks fonksiyonlar sinifi, Wright-konveks
fonksiyonlar simifi ve Jensen -konveks fonksiyonlar sinifi sirastyla C(I), W(I), J(I) ile

gosterilirse;

cHewdec b

olur (Wright 1954).

Jensen—konveks fonksiyon

Wright—konveks fonksiyon

Konveks fonksiyon

Sekil 2.7. Konveks fonksiyon, Wright—konveks fonksiyon ve Jensen—konveks
fonksiyon siniflarinin iligkisi
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Konveks Fonksiyonlar I¢in Temel Esitsizlikler

Teorem 3.1.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): /, R de bir aralik,a, b € Ivea < b

olmak tizere f:1 € R - R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
f(a;rb) < biaf F(x)dx sw (3.1.1)

dir. Bu esitsizlik literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi

olarak bilinir (Pecari¢ et al. 1992).

Ispat: Teorem 2.1.2 *de f fonksiyonu, I iizerinde konveks oldugundan (a, b) araliginda
stirekli ve [a, b] araliginda sinirhidir. Dolayisiyla f, [a, b] araliginda integrallenebilir. O

halde x =ta+ (1 —t)b,0 <t < 1i¢gin

fta+ (1A —-t)b) <tf(a)+ (1 —t)f(b)

dir.

Bu ifadenin her iki yani [0,1] {izerinden t ye gore integre edilirse,

1 1
f (f(ta+ (A —t)b)dt < f (tf(@)+ (1 —=t)f(b))dt
0 0

=f(a)f0 tdt+f(b)f0 (1—t)dt

fla) + 1)
2

olur. Buradan,
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1 b 1
— dx = 1-t)b)d
p=a ) Fdx= | (at @ -0

olur ki bu (3.1.1) esitsizliginin sag tarafidir. Simdi (3.1.1)’1n sol tarafinin ispatin1 verelim.

1 b
— | e

integralini

1 (P 1 | b
mf fldx = — f * Foodx + L+bf(x)dx (3.1.2)

biciminde yazip, x = a + t(b — a)/2 degisken degistirmesi ile ilk terim

faz f(x)dxzb;aj:f<a+t(b2—_a)>dt

olur.

x = b —t(b— a)/2 degisken degistirmesi ile ikinci terim

a;bf(x)dx=—b;aflof<b——t(b2_a)>dt

= -

bulunur.

(3.1.2) esitliginde bu sonuglar yazilir ve konveksligin tanim1 uygulanirsa,
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f F0)dx = f [f Gl a)> +f (b tb-a) a))] dt

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.2. (Holder Esitsizligi): a = (a,,...,a,) ve b = (by, ...,

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu taktirde

olmak lizere

(@) p > 1ise,

(b) p < 0veyaq < 0 ise,

<
-~
|M:

=)

=

=
v

Q|

zn: b > <Z|ak|p>

k=1

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

b,) reel veya

Teorem 3.1.3. (Integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % +$ = 1 olsun. f ve g,

[a, b] araliginda tanimli ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f|P ve |gl|?, [a, b]

araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise
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1

b b % b q
f |f<x>g<x>|dxs<j If(x)l”dx> (j |g(x)|qu>

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Benzer sekilde iki kath integraller icin Holder esitsizligi asagidaki gibi ifade edilebilir:

1 1

b b b b p /b rb q
f f |f<x)g(x)|dxdys(j j |f(x)|pdxdy) ( f |g(x)|qudy).

Ayrica Holder Esitsizliginin bir sonucu olan Power Mean esitsizligi asagidaki gibi ifade

edilir. Bu esitsizlik kullanilarak daha iyi {ist sinirlar bulunmaktadir.

Teorem 3.1.4. (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimh
ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f| ve |g|9, [a, b] araliginda integrallenebilen

fonksiyonlar ise

L1 1
q

b b q/ b
f |f<x)g<x)|dxs<f If(x)ldx> (f If(x)llg(x)l"dx>

esitsizligi gecerlidir.
Benzer sekilde iki katli integraller icin Power Mean esitsizligi

1 1

fa b f 0900 drdy < ( f b f blf(x)ldxdy> i < f b f Follgldx dy)q

seklinde ifade edilir.

[uny
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Tamim 3.1.1 (Riemann- Liouville integralleri): f € L[a, b] olsun. J%f ve J¢-f
Riemann -Liouville integralleri sirasiyla, « > 0, a = 0 olmak iizere
x
J8r e = [ =0 0d, x>a
a
ve

L
Jp-f(x) = m[ t—x*1f(t)dt, x<b

seklinde tanimlanir. Sirasiyla 7(a) = fooo e v u*tdu, ] f(x) = J3-f(x) = f(x) dir
(Dahmani et al. 2010).

Teorem 3.1.5 ( CebySevs Esitsizligi): f ve g, [a, b] araliginda integrallenebilen

fonksiyonlar olsun. Eger f ve g aynt monotonluk degerine sahipseler, bu durumda

1 (P 1P 1 (°
mf f(x)g(x)dxsz f(x)dxb_af g(x)dx

olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde arastirma sonucu elde edilen bazi bulgulara yer verilecektir.

Ik olarak s-Godunova-Levin fonksiyonu ve integral esitsizlikleri tanimlanmistir. Daha
sonra literatiirdeki makale, tez, yayinlar vb. g¢alismalardaki tanim, teorem, ispatlar

hakkinda bilgi verilmis ve esitsizlikler derlenmistir.

Lemma 4.1. f:1 € R — R, I lizerinde integrallenebilir bir fonksiyon olsun. a,r € I ve
a < r olmak tizere f' € L[a,r] ise

f@+fr) T(a+1),, )
2 " 2(r—a)® UF=f (@) + Jgef ()]

=2 [ A= 0% = t*1f'(r + (a = ))dt

dir (Ozdemir 2015).

Teorem4.1.a < bve C = [a, b] olmak tlizere f € L[a,b] ve f € Q,(C) olsun. s €
[0,1] ise

f (a er b) < bz_+; Lbf(x)dx (4.1)

r((1+5)%) b f(a) + f(b)
I(2 +25)(b— a)fa fdx ==

(4.2)
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ve

b
b%af f(x)dx < w ,s€[0,1) (4.3)

dir (Ozdemir 2015).

Tamim 4.1. (Beta Fonksiyonu): B: (0, ) — R olmak iizere;

1

L(x,y) = j t*" 1 (1 —-t)Y dt (x,y > 0)

0
dir.

Hermite Hadamard tipli ¢ok sayida esitsizlik Beta fonksiyonu cinsinden literatiirde var

rey) _

olan bir bagska bilgidir. Ote yandan, F(—er)

= B(x,y) oldugundan f cinsinden yazilan

¢ok say1 da fonksiyon ayni zamanda I' cinsinden de yazilmistir.

Teorem 4.2. f:1 € R - [0,), I iizerinde integrallenebilir bir fonksiyon, a,r € I ve

a < rolsun. Eger |f'| € Q,(I), a € [0,1) ve t € (0,1) ise

f(a)+f(r) ra+1)
2(r—a)*

Jf@+J +f(r)]‘ (4.5)

S(T-a)

> {nacosec(na)“f’(r) + |f’(a)|| ] + Zﬁ%(l —a,1+ a)}

elde edilir. Burada 0 < x < 1i¢in B,(y,2) = fox tY"1(1 - )?"1dt dir (Ozdemir
2015).
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Teorem4.3. f:1 c R — [0, o0) fonksiyonu I iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,r €lvea <rolsun. Eger |f'|? € Qs(I), @ € [0,1] vet € (0, 1) ise kesirli integraller

icin agagidaki esitsizlik gecerlidir:

f@+f) Ta+1)

2 2(r — a)@ e f(a) + 5 f ()]

(r—a) 1
= 1 T (I @17+ 1f' (M4

- 2(ap + 1)P(1 —s)a

Burada % + % =1,s €[0,1), I'(.) Gamma fonksiyonudur (Ozdemir 2015).

Teorem 4.4, f:1 c R — [0, ), I iizerinde integrallenebilir bir fonksiyon, a,r € I, a <

rveq = 1olsun. |[f'|?7 € Q,(I),a €[0,1) vet € (0,1) igin

J&f(a) + % fF ()]

f@+fkh) r(a+1)
2 2(r — @)@

1-1 1
<—4—"7 r=a) T (1 - —1 ) I [2,81(1 —a,l+a)-— nacosec(na))]q Uf'"@Ql+1f MDD
= 1—— 2@ 2
20(a+1) @

esitsizligi elde edilir (Ozdemir 2015).

Lemma4.2. f:1 - R fonksiyonu iki kez diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak

lizere eger "' € L[a,b] ise

fl@+fk) Tl@+1)
2 2(b —a)“

% f(b) + JE-f (a)]
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|f"(ta + (1 —t)b|dt

B (b_a)z J«11_(:l_t)ac+1_toc+1
2 0 a+1

dir (Wang et al. 2012).

Teorem 4.5. f:[a, b] = R fonksiyonu (a, b) araliginda iki kez diferansi-yellenebilir

bir fonksiyon olsun. f'" € L[a, b] ve |f"| birinci tiir s-Godunova-Levin fonksiyonu ise

f@+fm) Tla+1)

. 20—y Varf @) +i-f(@)]
<D @I @] + @) B
< 2@+ thl@s)lfia 2 S)f
dir. Burada
1 1 I'(a+2)F(1-25)
ﬂl(a's)zl—s_a—s+2_ MNa—s+3)
9, (a,s) = s+2 1 sT'(s)I'(a + 2) 2+ 2) +s

s+1 a+2 T(a+s+3) (a+2)(a+s+2)

dir (Noor et al. 2014 a).

Teorem 4.6. f:[a,b] » R fonksiyonu (a, b) arahiginda iki kez diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve f" € L[a,b]olsun. [f"|?, g > 1 birinci tiir s-Godunova-Levin

fonksiyonu ise

fl@+fk) Tl@+1)
2 2(b — a)“

% f(b) + J&-f ()]
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S(b—a)z( a )1_%
2+ D) \a+2

X {H1(a, D" (@) + Hy(a, $)If"(b) 1934

olur. Burada #; (a, s) ve #,(a, s) Teorem 4.6 da tanimlandig1 gibidir (Noor et al. 2014
a).

Teorem 4.7. f:[a, b] = R fonksiyonu (a, b) araliginda iki kez diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve f"" € L[a,b] olsun. Eger |f"|? ,q =1 ve %+ i = 1 igin birinci tir s-
Godunova-Levin fonksiyonu ise,

f(a)+f(b) [(a+1)
~ 3 —aye Vaf O +Ii-f(@)]

<(b—a)2 pla+1)—1 %
_2(a+1)<p(a+1)+1>

1
1 s+ 2 q
- 144 q - 14} q
X (s If" @10 + 17 B)I9)
dir (Noor et al. 2014 a).

Lemma4.3. f:[a,b] » R fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. a > 0 olmak lizere V x € [a, b] igin f' € L[a, b] ise

— @)+ (b- r
‘((" “)bffl a2l )f()— o+ [/x f()+]+f(b)]‘

%L t"‘f’(f:x+(1—t)a)dt—%f0 t*f'(tx + (1 — t)b)dt

dir (Set 2012).
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Teorem 4.8. f:[a,b] = R fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a > 0 olmak iizere V x € [a, b] i¢in f' € L[a, b] olsun. Eger |f’| ikinci

tiir s- Godunova-Levin fonksiyonu ve |f'(x)| < M ise

‘((x—a)“+ (b —x)“

r
— )f()— (et )[fo()+1+f(b)]‘

< 1 F(l—s)F(a+1) M[(x_a)a’+1+(b_a)a+1]
_(1+“—S+ r2+a-s) )< b—a )

dir (Noor et al. 2014 b).

Sonu¢ 4.1. f:[a, b] » R fonksiyonu (a, b) aralig1 lizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a > 0 olmak iizere V x € [a, blicin f' € L[a, b] olsun. Eger |f’| ikinci

tiir s- Godunova-Levin fonksiyonu ve |f'(x)| < M ise 0 zaman

M[(x—a)?+(b—x)?]
(b-a)(1-5)

(4.6)

dir (Noor et al. 2014 b).

Ayrica bu esitsizlikten asagidaki 3 6zel durum elde edilir

1- (4.6) esitsizliginde x = “zﬂ alinirsa,

‘f (a er b> N i 5) Lbf (w)du

orta nokta esitsizligi elde edilir.

<(z=)




26

2- Esitsizlik (4.6) da x = a alinirsa,

f(a) - _fﬂmeSMw—amfég

1
(b—a)
esitsizligi elde edilir.

3- Esitsizlik (4.6) da x = b alinirsa,

1
(b—a)

SM(b—a)( ! )

b
faf(u)du s

-

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.9. f:[a,b] > R fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a >0 olmak iizere Vx € [a,b]i¢in f' € L[a,b] olsun. Eger

|f']9 fonksiyonu [a, b] araliginda ikinci tiir s-Godunova-Levin fonksiyonu ve p,q >

L, 1/10 + 1/q = ligin |f'(x)| < M ise 0 zaman

x—a)*+ (b —x)“ 'a+1)
‘( b—a )f(x)— b—a

U&ﬂ@+ﬁ4wﬂ

(x _ a)a+1 + (b _ a)a+1l

1 1
<u(=) (57)
- 1-s/ \1+pa b—a

(Noor et al. 2014 b).

Sonu¢ 4.2. f:[a, b] = R fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve a >0 olmak iizere V x € [a,b]icin f' € L[a,b] olsun. Eger |f'|? fonksiyonu
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[a, b] araliginda ikinci tiir s-Godunova-Levin fonksiyonu ve p,q > 1, %+ % =1 i¢in

|f'(x)] < M ise

1-s

£ — 2 faodu] < (AP (L [Eer] )
(Noor et al. 2014 b).

Ayrica bu esitsizlikten asagidaki 3 6zel durum elde edilir.

1- Esitsizlik (4.7) de x = % alinirsa,

1 1
<)) =)

‘f (a er b) C i a) Lbf (Wdu

orta nokta esitsizligi elde edilir.

2- Esitsizlik (4.7) de x = a alinirsa,

: 1
SM(b—a)(p_T_lyj(liS)q

b
‘ﬂ@— jﬂww

1
(b—a)
esitsizligi elde edilir.

3- Esitsizlik (4.7) de x = b alinirsa,

<Mb-a) (pi1>5<1is>a

b
‘ﬂm— jﬂww

(b—a)

esitsizligi elde edilir.
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Teorem 4.10. f:[a,b] » R fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a > 0olmak iizere Vx € [a,b] i¢in f' € Ll[a,b] olsun. Eger

|f'|? fonksiyonu [a, b] araliginda ikinci tiir s-Godunova-Levin fonksiyonu, ¢ > 1 ve
lf'(x)| < M ise

_ a b — a I 1
‘ ((x a)b :Lc(l X) ) £ _%[jg— fla) + ]ff+f(b)]‘

—a

1 1
<) ()
o 1-s5 1+ pa

dir (Noor et al. 2014 b).

(X _ a)a+1 + (b — a)a+1
b—a l

a = 1 i¢in Teorem 4.10 dan asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug¢ 4.3. f:[a,b] —» R fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a > 0 olmak tlizere V x € [a, b] igin f' € L[a, b] olsun. Eger

|f']4 fonksiyonu [a, b] araliginda ikici tiir s-Godunova-Levin fonksiyonu ve g > 1 i¢in
lf'(x)| < M ise

1

! < M1 (%)1_% (1 1 S>q <(x ~ a)Z t ((lb ~ x)2> (4.8)

b
0 - g [ £

dir (Noor et al. 2014 b).
Ayrica bu esitsizlikten asagidaki 3 6zel durum elde edilir.
1. Esitsizlik (4.8) de x = asz alinirsa,

1

() () 059

‘f(a;b) NG - 5 f ’Fwdu
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orta nokta esitsizligi elde edilir.

2. Esitsizlik (4.8) de x = a alinirsa,

1
q

fla) -

-0 ()

fbf(u)du

1
(b—a)
esitsizligi elde edilir.

3. Esitsizlik (4.8) de x = b alinirsa,

1
1_1 q

o) ()

fbf(u)du

-5

esitsizligi elde edilir.
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5. SONUC ve TARTISMA

Literatiir taramasinda, s-Godunova-Levin fonksiyonu i¢in yazilmis ¢alismalarin biiyiik
bir boliimiine tezde yer verilmistir. Tezdeki bilgiler tasnif ve organize edilerek asagidaki

yorumlar yapilmistir.

Ozdemir Lemma 1 (Ozdemir 2015) de |f'| € Q,(I) ve |f'|? € Q,(I) fonksiyon siniflari
icin Hermit-Hadamard tipli integral esitsizliklerini Riemann-Liouville ve Trigonometrik
fonksiyonlar cinsinden yazmistir. Bu sonuca bagli olarak literatiirdeki bazi sonuglar1 yeni
list sinurlart ile elde etmistir. Hermite-Hadamard tipinden olan Teorem 4.1 (Ozdemir
2015) deki esitsizlikleri, s- Godunova Levin fonksiyon sinifi i¢in ek sartlar altinda, basit

birkag cebirsel esitlik ve Cebysev esitsizligi kullanilarak ispatlanmustir.

Teorem 4.2 (Ozdemir 2015) de tiirevinin mutlak degeri I iizerinde tanimli s-Godunova

Levin fonksiyonu kullanilarak kesirli integrallerle ifade edilen Hermite- Hadamard tipli
esitsizligini, x,y > 0 olmak iizere B, (y,z) = fox t*~1 (1 —t)?"1dt tam olmayan beta

fonksiyonu ve trigonometrik fonksiyon cinsinden elde edilmistir.

Teorem 4.3 (Ozdemir 2015) deki esitsizlik daha genel bir sonug olup, tiirevinin mutlak
degerinin q. kuvveti, I iizerinde tanimli s-Godunova Levin fonksiyonu i¢in Hermit-

Hadamard esitsizliginin sag tarafina ait kuvvetler cinsinden yeni bir iist sinirdir.

Teorem 4.4 (Ozdemir 2015) de tiirevinin mutlak degerinin q. kuvveti I {izerinde taniml
s-Godunova Levin fonksiyonu i¢in Hermit-Hadamard tipli yeni bir esitsizlik ifade ve

ispat edilmistir. Bu esitsizlik g = oo igin

f@+fk) r@+1)

2 2(r—a)« []g_f(a) +]Z+f(7")]
- 1
< T2 (1-5) Gr@I+ 170D
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ve g — liginde

fl@+fk) TIla+1)
2 2(r—a)*

V& f(a) + 5 F ()]

(r—a)

<
2

[Zﬁ%(l —a,l+a)-— nacosec(na))] Af' @+ 1M1

olur.

Lemma 4.2 (Wang et al. 2012) de diferensiyellenebilen keyfi bir f donisimii igin
Hermite-Hadamard integral esitsizliginin sag tarafina ait bir esitlik elde etmis ve ispati
esitligin sag tarafinin iki kez kismi integralini alarak yapmistir. Bu lemma ikinci tiirevi

her tiirden konveks ve diferensiyellenebilen fonksiyonlar i¢in kullanilir.

Teorem 4.5 (Noor et al. 2014 a) de "' € L,[a, b] ve |f"] birinci tiir s-Godunova-Levin
fonksiyonu ise bu takdirde Hermite-Hadamard integral esitsizliginin sag tarafina ait bagka
bir sonug elde edilmis. Teorem 4.6 (Noor et al. 2014 a) da, |f"'|? , g > 1 birinci tiir s-
Godunova-Levin fonksiyonu ise bu takdirde Hermite-Hadamard integral esitsizliginin

sag tarafina ait bagka bir sonucu farkli bir metodla elde etmistir.

Teorem 4.7 (Noor et al. 2014 b) de Hermite-Hadamard esitsizligi, kesirli integralle ifade

edilmis ve parametrelere bagli bir iist sinir bulunmustur.

Teorem 4.8 (Noor et al. 2014 b) de ikinci tiir s- Godunova-Levin ve siirli fonksiyonlar
icin Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafinda a=1 alinarak sveM

parametrelerine bagli bir bagka tist sinir elde edilmistir.

Teorem 4.9 (Noor et al. 2014 b) de f, (a,b) arahiginda diferansiyellenebilir ve
|f']9 fonksiyonu [a, b] araligida ikinci tiir s-Godunova-Levin fonksiyonu olmak tizere ek

sartlarla birlikte Hermite-Hadamard integral esitsizligi kesirli integralle ifade edilmistir.
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Teorem 4.10 (Noor et al. 2014 b) de fonksiyon iizerine ayni sartlar kosularak farkli bir
tist sinir elde edilmis ve buna baglh olarak parametrelerin 6zel halleri igin sonuglar elde

edilmistir.

s-Godunova-Levin fonksiyonu merkezli baz1 integral esitsizlikleri {izerine yapilan bu

calisma, konu ile ilgilenen arastirmacilara kaynak niteligindedir.
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