SCHRODINGER DENKLEMI iCiN VERILMIS
BIiR OP:l“iMéL KONTROL PROBLEMINDE
DUZGUN COZUM INCELEMESI

Hiilya DURUR

Doktora Tezi
Matematik Anabilim Dal
Uygulamah Matematik Bilim Dah
Prof. Dr. Murat SUBASI
2014
Her hakki sakhdir



ATATURK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

SCHRODINGER DENKLEMI ICIN VERILMIS BiR OPTIMAL
KONTROL PROBLEMINDE DUZGUN COZUM
INCELEMESI

Hiilya DURUR

MATEMATIK ANABILIiM DALI
Uygulamali Matematik Bilim Dah

ERZURUM
2014

Her hakki sakhdir



T.C. \&e\' FEN &,

ATATURK UNIVERSITESI FRh_%
FEN BILIMLERI ENSTITUST C o))
2 CoS;

TEZ ONAY FORMU  e1052005°

SCHRODINGER DENKLEMI iCiN VERILMIS BIR OPTIMAL KONTROL
PROBLEMINDE DUZGUN COZUM iNCELEMESI

Prof. Dr. Murat SUBASI damsmanliginda, Hiilya DURUR tarafindan hazirlanan bu
¢aligma 16 /12/2014 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Matematik Anabilim Dal1 —
Uygulamali Matematik Bilim Dali’nda Doktora olarak oybirligi ile kabul edilmistir.

Bagkan : Prof. Dr. Alaattin ESEN Imza A Lw/\(l,«/\
Uye : Prof. Dr. Murat SUBASI Imza ,i.ééic.QL
Uye : Yrd. Dog. Dr. Arzu AYKUT Imza % \
Uye : Yrd. Dog. Dr. Tevfik ISLEYEN Imza - (} e
Uye : Yrd. Dog. Dr. Yesim SARAC Imza %O"L’\
Yukaridaki sonug;
Enstitli Yonetim Kurulu ‘(?/{L/QL){ G tarihve .S 2./, { QY? ...... nolu

karar1 ile onaylanmstir.

Prof. Dr. ithsan EFEOGLU
Enstitii Miidiirii

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve bagka kaynaklardan yapilan bildirislerin, gizelge, sekil ve fotograflarin kaynak
olarak kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



OZET

Doktora Tezi

SCHRODINGER DENKLEMI ICIN VERILMIS
BiR OPTIMAL KONTROL PROBLEMINDE DUZGUN COZUM
INCELEMESI

Hiillya DURUR

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Uygulamali Matematik Bilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Murat SUBASI

Bu tezde, Schrodinger denklemi icin verilmis bir optimal kontrol problemi ele
alinmustir. Ik boliimde optimal kontrol teorisi hakkinda genel bir giris yapildiktan
sonra, ikinci boliimde tezin olusturulmasinda temel teskil edecek olan diger boliimlerde
kullanilan teoremler, lemmalar ve bazi matematiksel kavramlara yer verilmistir. Ugiincii
boliimde, ele alinan optimal kontrol problemi, olas1 kontrollerin kiimesi olan 6l¢iilebilir,
kendisi ve birinci tiirevi karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda incelenmeye
baslanmigtir. lk olarak Schrodinger baslangig-sinir deger probleminin ¢dziimiiniin
varligi, tekligi ve kararliliga ait sonuglar ispatlanmigtir. Sonra optimal kontrol
probleminin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligine ait sonuglar tartisilmistir. Sonrasinda tezin
bilime getirdigi  yenilik olarak ifade edilebilen secgilen fonksiyonelin
diferensiyellenebilmesi ve eslenik problemin elde edilmesi konulari incelenmistir. Daha
sonra incelenen fonksiyonel i¢in gradyenin stirekliligi ispat edilerek bu sayede nlimerik
incelemeler yapilmasmna imkanlar hazirlanmistir. Son olarak optimal ¢6ziime
yakinsayacak bir minimallestirici dizi kurulmasi i¢in uygun bir algoritma verilmistir.

2014, 60 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Optimal Kontrol, Frechet Diferansiyellenebilme, Zamana Bagh
Schrédinger Denklemi.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

INVESTIGATING REGULAR SOLUTION ON AN OPTIMAL CONTROL
PROBLEM FOR GIVEN SCHRODINGER EQUATION

Hiilya DURUR

Ataturk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Department of Applied Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Murat SUBASI

In this thesis, an optimal control problem for a given Schrédinger equation has been
considered. In the first section after a general introduction about the theory of optimal
control, in the second section, the theorems, lemmas and some mathematical concepts
which will be used in other sections and constitute the basis of the thesis, have been
given. In the third section, the considered optimal control problem has been started to
investigate in the set of admissible controls which consists of measurable, square
integrable functions with their first derivatives. First, the results about existence,
uniqueness and stability of the solution of Schrodinger initial-boundary value problem
have been proven. Then, the outcomes of existence and uniqueness of the solution of
optimal control problems have been discussed. Consequently, the issues of
differentiability of the functional and obtaining the adjoint problem that can be taken as
innovation to science of this thesis, have been examined. By proving the continuity of
the considered functional, opportunities to deal with numerical treatment have been
held. Finally, an appropriate algorithm has been given for establishing a minimizing
sequence which converges to optimal solution.

2014, 60 Pages

Keywords: Optimal Control, Frechet Differentiability, Time Dependent Schrodinger
Equation.
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i=+-1
T>0

Q=(0,1)x(0,T)
Q =(0,1)x(0t)

L, (0.1)

SIMGELER DiZiNi

Her yerde

Hemen hemen her yerde

Sanal birim
Verilen say1

R? uzayinda verilen bolge

R? uzayinda verilen bolge

(0, I) araliginda o6lgiilebilir ve karesi integrallenebilir

fonksiyonlar uzay1
Q) araliginda 6lgiilebilir ve karesi integrallenebilir

fonksiyonlar uzayi

Kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri
L, (0, I) uzayina ait olan fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert
uzayli

Kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q)

uzayina ait olan fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert uzayi

||A(p||2 ifadesinden daha hizli sifira giden terim

Kronecker sabiti



1. GIRIS

Fizigin Onemli alanlarindan biri olan mekanik siirecleri agiklayan Schrodinger
denklemi, aslinda kuantum mekanik siire¢clerin ana denklemidir. Parcaciklarin

durumunu agiklayan mekanik stiregler iki kisma ayrilir:

1. Klasik Mekanik Siiregler,

2. Kuantum Mekanik Siirecler.

Bir diger ismi “Newton Mekanik Siiregler” olan klasik mekanik stireglerde, bir cismin
baslangic durumu ve hizi belli bir zaman (baslangi¢) aninda biliniyor ise bu cismin
istenilen zaman aninda durumu belirlenebilir. Ancak kuantum mekanik siireglerde
durum farklidir. Eger bir parcacigin durumu belli ise hizi belli degil; hizi belli ise
durumu belli degildir. Bu duruma kuantum mekanikte “Belirsizlik Prensibi’’ denir. Bu
nedenle kuantum mekanik objeleri durumunu bir tek olarak belirlemek miimkiin
degildir. Kuantum mekanik objenin durumu belli bir olasilikla belirlenebilir. Kuantum
mekanik siirecler gesitli diferansiyel denklemler ile agiklanabilir. 1926 yilinda Ervin
Schrédinger tarafindan incelenen bu tiir diferansiyel denklemler, giiniimiizde

“Schrodinger Denklemi” olarak bilinmektedir.

Simdi, Q= (x,t)€(0,1)x(0,T) bolgesinde verilmis

o B
in p tor v vty =0, (xt)eQ (1.1)
v (x0)=0(x), w(0,t)=y(l,t)=0 (1.2)

Schrodinger baglangig-sinir deger problemi ele alinsin.



Bu denklem, manyetik alanda hareket eden kuantum mekaniksel bir pargacik i¢in dalga

fonksiyonunun denklemidir. Burada % =1 Planck sabiti ve M pargacigin kiitlesi olup

Y, (t) fonksiyonu (O,T) araliginda sisteme etki eden dis elektrik alaninin gerilimi olarak

kontrol fonksiyonu roliinii oynar. y/(X,t) parcaciga eslik eden dalga fonksiyonudur.

Parcacigin (0, |) bolgesinin i¢inde hareket ettigi ve baslangi¢ durumunun (o(X) oldugu

biliniyorsa (1.2) baslangig-sinir sartlari yazilabilir.

Bu tiir kuantum sisteminin kontrolii soyle ifade edilebilir:

Par¢acigin t=T aninda y(x) konumunda olma olasiligin1 maksimum yapacak V(t)

potansiyel fonksiyonu nedir? Baska bir deyisle

olasilik fonksiyonunu maksimum yapacak v(t) fonksiyonu nedir? Once

J(v)= J.|l//(X,T;V)— y(x)|2 dx

0

fonksiyoneli olusturulup bu fonksiyonel

(1.3)

(1.4)

J(v)= .(I“l//(X,T;V)— y(x)|2 dx = .I([|l//(X,T;V)|2 dx+.:[|y(x)|2 dx—2Reiz//(x,T;v)§(x)dx

seklinde diisiiniiliirse, y(X) onceden verilmis konum oldugundan bununla ilgili olasilik

_I[|y(x)|2 dx=1

0



olacaktir. Ayrica hesaplanacak y ( X, T; V) degeri igin

ﬂy/ (x,T;v)|2 dx < c(sabit)

0

olacagi goz oOniinde bulundurulursa (1.3) fonksiyonelini maksimum yapma problemi

(1.4) fonksiyonelini minimum yapma problemine denktir.

Genel olarak v(t) potansiyel fonksiyonu (0,T) araliginda siireksiz fonksiyondur. Bu

fonksiyonu, karesiyle integrallenebilen fonksiyonlarin smifi olan L,(0,T) uzayindan

se¢cmek daha uygun olacaktir.

Bu sekildeki problemler daha dnce Iskenderov ve Tagiyev 1983; Butkovsky et al.
1984; Vorontsov and Shmalgauzen 1985; Hao 1986; Potapov et al. 1987; Silla 1991;
Yagubov et al. 1997, 2012; Mahmudov 1997; Yildiz vd 1997; Subas1 2002, 2004;
Baundouin 2005; Yetiskin vd 2010 gibi bilim insanlarinin ¢alismalarinda incelenmistir.

Bu ¢alismalarda (1.1)-(1.2) problemi igin

l, (V)= HW(X,T;V) - y(x)|2 dx +a v _W”iz(o,T) (1.5)

0

fonksiyonelinin

<
Il

{v(t): ve L (0,T), |v(t)

< \7} (1.6)

L,(0,T)

kiimesinde minimumu incelenmistir. Coziimiin varlig1 ve tekligine ait optimal kontrol
teorisini gelistiren sonuglar elde edilmistir. Fakat ¢oziimiin se¢ilen uzayda kararliligi

konusunda kesin sonuglar elde edilememistir. Yani,



nIql_r)rgolm(v ):Ia*:rpelvnla(v) (1.7)
olacak sekilde I, (v) fonksiyoneli icin dyle bazi {v"} <V minimallestirici dizileri
vardir ki bu diziler, L,(0,T) normumda v' minimum elemanma yakinsamayabilir,

yani

lim va (t)=v'(t)

m—o

50 (1.8)

L,(0,T)

durumuyla karsilasilabilir.

Bu calismanin amaci, |, (v) fonksiyonelini V kiimesinde minimallestirme problemi

yerine

3, (1) =l (i) =y () e+ v =w]f

0

fonksiyonelini olusturup, bu fonksiyonelin

V= {v(t): Ve Hl(O,T),Hv(t)

HioT) = V}

kiimesinde minimallestirilmesi problemini incelemektir. H* (0,T)uzaymm L,(0,T)
uzayma kompakt gémiilmesi sayesinde, H ' (O,T) uzayinda bulunacak zayif yakinsayan

minimallestirici dizi, L, (0,T) uzayinda giiglii yakinsayacaktir. Yani, V kiimesinde

limJ, (v")=J,, =minJ, (v) (1.9)

m—oo veV

problemini inceleyerek istenen



=0

L,(0,T)

lim va (t)—v'(t)

m—oo

yakinsamasi elde edilecektir.

Diger yandan L,(0,T) uzaymda giiclii yakinsama elde etmek i¢in (1.9) problemi

secildigi zaman bazi sorunlar ortaya ¢ikabilir. Ornegin Hl(O,T) uzayindaki gradyen

nasil hesaplanmalidir? Bu gradyenin Lipschitz siirekliligi nasil ispatlanabilir?

Literatiirde, Hl(O,T) uzayinda bu tip sorularin cevaplar1 eksiktir. Tezde bu sorular ele

alinmustir.

Boylece tezde incelenen optimal kontrol problemi,

2
J, (V) = HV/(X'T;V)_ y(x)| dx+a”V_W”2H1(0,T)

0

fonksiyonelini

V ={v(t): ve H'(0,T),|v(t)

on Y

kiimesinde

2

i%+aoz—y/—v(t)l//=0, (xt)eQ

X2

w(x0)=p(x), w(0,t)=yw(l,t)=0, te(0,T)

sartlar1 altinda minimum yapma problemidir. Burada 7#=1 ve a,=1/2m olarak

alinmastir.



Tezin 2. bolimiinde, bu tezin olusturulmasinda temel teskil edecek olan bir sonraki

boliimlerde kullanilan teoremler ve lemmalar ile baz1 kavramlarin tanimlari verilmistir.

3.1. bolimde Schrédinger baslangic-sinir deger probleminin genellestirilmis
¢oziimiiniin varligi, tekligi ve kararliligi Toyoglu (2010) c¢alismasindan yararlanilarak

ispatlanmustir.

3.2. boliimde optimal kontrol probleminin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligine ait sonuglar

tartisilmastir.

3.3. bolimde tezin bilime getirdigi yenilik olarak ifade edilebilecek, secilen
fonksiyonelin diferensiyellenebilmesi ve eslenik problemin elde edilebilmesi konulari
incelenmistir. Ayrica boliimde bu fonksiyonel igin gradyenin siirekliligi ispat edilerek

bu sayede niimerik incelemeler yapilmasina imkanlar hazirlanmistir.

3.4. boliimde optimal ¢ézlime yakinsayan bir minimallestirici dizi kurulmasi adimlar

ele alinmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bélimde, (Ladyzhenskaya et al. 1968; Lions and Magenes 1972; Kolmogorov and
Fomin 1989; Vasilyev 1981) kitaplarindan ve Goebel (1979) c¢alismasindan

yararlanilarak ileride kullanilacak olan bazi1 tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1: LZ(Q) Hilbert uzayr olup elemanlar1 Q bdlgesinde Olgiilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin uzayidir. Burada i¢ carpim ve

norm asagidaki sekilde verilmektedir:

(1 By 0 = [ (1 0F (1)

||W||L2(Q) = «/<‘//"//>L2(Q)'

Ornegin, x™* fonksiyonlar1 ancak a<% icin L, (0,1) uzayinin elemanidir.

Tamm 2.2: L, (Q) Banach uzayi olup Q bolgesinde 6lgiilebilir sinirli ve sonlu
¥, =SS Suply (1)

normuna sahip v =w(x,t) fonksiyonlarinin uzayidir.

Tamm 2.3: C* ([0, T],B) Banach uzayi olup elemanlar1 [0,T] araliginda tamimlanmis k.

mertebeden siirekli tiirevlere sahip ve degerleri B-Banach uzayma ait fonksiyonlarin

uzayidir. Burada norm asagidaki sekilde belirtilmektedir:



k d™u(t)
”u“Ck([O,T],B) - Z Egé)T( dt™
m

=0

< 400
B

Tamm 2.4: H'(Q) Hilbert uzay: olup elemanlari, kendisi ve degiskenlerine gdre

birinci mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri, LZ(Q) uzayindan olan Sobolev

uzayidir. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

. :i(y/(x,t)&(x,t)+ 51//@(;(&) ﬁﬁér,th ﬁv/(gtx,t) Gaéf,t)]dxdt,

”V/”Hl(Q) = <‘//"/’>H1(Q)'

[o]

Hl(Q) uzay1 Hl(Q) uzayinin alt uzay1 olup Q boélgesinde stirekli tiirevlenebilir ve

Q ’nin smirinda sifira doniigen fonksiyonlar, bu uzayda yogundur.

Tamm 2.5: H? (0,1) Hilbert uzay: olup elemanlari, kendisi ve ikinci mertebeye kadar

genellestirilmis tirevleri L, (0, |) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Burada i¢ ¢arpim

ve norm asagidaki sekilde gosterilmektedir:

V. 8) 200, =Mw(x)¢(x)+ at,ua)((x) aqgg(x) . 82;;(2)() azgx(z)()}dx’

”W”HZ(O,I) - <l//’ I//>H2(O,I) '

Tanmm 2.6 H z'l(Q) Hilbert uzay1 olup elemanlari, kendisi, birinci degiskenine gore
ikinci mertebeye kadar ve ikinci degiskenine gore birinci mertebeden genellestirilmis
kismi tiirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:



W 8o = g];(l//(x,t)¢7(x,t)+ 8V/a(;<,t) 65;::’0 T 622((;(’0 62{;&?”

+aw(x't)8$(x’t)jdxdt,

ot ot

||l//||Hz‘1(Q) = <V/1W>H2,1(Q);

HZL(Q) = H2 (Q) A HE (@),

Tanim 2.7: {Xn}, (X|| ||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger lim|x, — x| =0

oluyorsa {Xn } dizisi xe X elemanina normda ya da kuvvetli yakinsar denir.

Tamm 2.8: Siirekli fonksiyonlarin uzayi iizerinde
J1]=sup| 0]

olarak tammlanan norm diizgiin ya da sup normu olarak adlandirilir. {f }, bir X
metrik uzayr lizerinde simurli, reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger,

lim||f, — f| =0 oluyorsa {f, } dizisi feX fonksiyonuna diizgiin yakmsar denir.

n—oo

Burada norm sup normudur.

Tamim 2.9: V , X lineer uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger u,veV ve « €[0,1] i¢in

au+(1-a)veV oluyorsa, V kiimesine X ’de konveks (digbiikey) kiime denir.

Tamm 2.10: (X, ] ||) bir normlu uzay olsun. 0<e&<2 sartini saglayan her & sayisi

icin, eger Xx,ye X igin ||x||=||y||=1ve ”X—y”Zé‘ iken XY <1-6(¢) olacak
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sekilde bir 5(¢)>0 sayisi varsa (X,| |) uzayma diizgiin konveks uzay denir.

1< p<oo igin L, (Q) uzay1 diizgiin konveks uzaydir.

Tamm 2.11: (X,| |) bir normlu uzay ve E = X olsun. E igindeki her dizinin Ede

bir limit noktasi varsa E kiimesine X ’de kompakt kiime denir.

Tanim 2.12: E, (X Jl ||) Banach uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger E icindeki her

{Xn} dizisinin bir xe E noktasina zayif yakinsayan bir alt dizisi varsa E kiimesine

(]

) ’de zayif kompakt kiime denir.

Tanimm 2.13: X normlu uzayinda bir E kiimesi verilsin. Eger E ’deki biitiin yakinsak

dizilerin limit noktalar1 bu kiimedeyse E kiimesine X ’de kapali kiime denir.

Tanim 2.14: X, Banach uzayi ve E < X olsun. Eger {x,} €E ve {x,} dizisi bir x

elemanina zayif yakinsadiginda x e E ise E kiimesine X ’de zayif kapalidir denir.

Tamim 2.15: X, bir normlu uzay ve E < X olsun. Eger X ’in her bir x eleman, E

’nin elemanlarimin bir dizisinin limiti ise E’ ye X ’ de yogundur denir.

Tamim 2.16: J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmis

olsun. Eger ueU noktasina kuvvetli yakinsayan {u, } eU dizisi i¢in lim J(u,) > J(u)
k—o0

sart1 saglaniyorsa J(u) fonksiyoneline u noktasinda asagidan yar siireklidir denir.

Tammm 2.17: J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmis

olsun. Eger ueU noktasma zayif yakinsayan {u,}eU dizisi i¢in limJ(u,)>J(u)
k— o0
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sartt saglaniyorsa J(u) fonksiyoneline u noktasinda asagidan zayif yari siireklidir

denir.

Tamm 2.18: F, bir | araligi tizerinde tanimli f (t) fonksiyonlarinin bir dizisi olsun.
Eger her £¢>0 ve her feF igin t, t, el olmak iizere |t1 —t2| <06(g) oldugunda
|f(t)— f(t,)|<e& olacak sekilde bir &(¢)>0 sayisi varsa F’ye | iizerinde denk

sureklidir denir.

Tanmm 2.19: F, bir | araligi lizerinde tanimli f (t) fonksiyonlarinin bir dizisi olsun.
Eger her tel veher f e F igin |f(t)| <M olacak sekilde negatif olmayan bir M

sayist varsa F ’ye | izerinde diizgiin sinirlhidir denir.

Teorem 2.1 (Arzela-Ascoli): Smurlt bir | araligi tizerinde F, f(t) fonksiyonlarinin

bir dizisi olsun. Eger F, diizgiin sinirli ve denk siirekli ise F, | {lizerinde diizgiin

yakinsak olan bir dizi igerir (Hsieh and Sibuya 1999).

Tanim 2.20: B herhangi bir Banach uzay1 ve J(u) fonksiyoneli u noktasinin herhangi
bir @(u,y)={viveB, |v-u|<y} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artimi igin

o(hu)

im —==0
Ihlls >0 ||h||B
olacak sekilde oJ(u)=J(u+h)-J(u)= (J "(), h)B +0(h,u)  sarttm saglayan

J'(u)eB" elemam varsa, bu takdirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet

anlaminda diferansiyellenebilirdir denir.
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Teorem 2.2 (Weierstrass Teoremi): U, B -Banach uzayinda zayif kompakt bir kiime
olsun. J(u) ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve asagidan zayif yari
stirekli bir fonksiyonel olsun. Bu takdirde,

J, = igf JU)>—o0, U, ={uelU:Ju)=J,} < zayif kompakttir ve U ’dan alinan

herhangi minimallestirici dizi, minimum noktalar1 kiimesine zayif yakinsar (Vasilyev

1981).

Teorem 2.3: Kabul edelim ki X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X uzaymmn kapal

siirl kiimesi, 1(v) fonksiyoneli U kiimesi {izerinde tanimlanan asagidan sinirli ve

asagidan yari siirekli fonksiyonel ve >0, f>1 verilen sayilar olsun. Bu takdirde

X uzayinda her yerde yogun olan dyle bir G altkiimesi vardir ki, Yw e G i¢in
J, W) =1V)+a|v- w||§

fonksiyoneli U kiimesi lizerinde en kiigiik degerini alir. Eger A>1 ise J (V)

fonksiyoneli en kiigiik degerini U kiimesi iizerinde bir tek noktada alir (Goebel 1979).

Teorem 2.4: U, B-Banach uzaymin konveks bir alt kiimesi, J(u) fonksiyoneli bu

kiimede  birinci  mertebeden  siirekli  tiirevlenebilir  bir  fonksiyonel ve

U, = {u eU:Ju)=1J. = igf J(u)} kiimesi  J(u) fonksiyonelinin ~ minimum

noktalarnin kiimesi olsun. Bu takdirde Vu. eU. ve VueU igin (J'(u.),u-u.), >0

sart1 saglanir (Vasilyev 1981).

Lemma 2.1 (Gronwall): Eger g(t) fonksiyonu t, <t<t iizerinde siirekli bir

fonksiyon ve

O0<gi) <K+ ng(s)ds

o
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esitsizligini saglarsa, I, SU<U {izerinde
0<g(t)<Kexp(L(t-t,))
dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir (Hsieh and Sibuya 1999).

Lemma 2.2 (Cauchy- Bunyakowski Esitsizligi): u,v € L, (Q) elemanlari i¢in,

1 1
< (J‘|u|2 dxd rjz (IMZ dxd r]z
Q Q

esitsizligi gecerlidir (Ladyzhenskaya et al. 1968).

_[quxd T
Q

Lemma 2.3 (& —Cauchy Esitsizligi): Keyfi a,b sayilari ve herhangi & >0 i¢in
ab] < Zfaf* + ol
2 2¢

esitsizligi gecerlidir (Ladyzhenskaya et al. 1968).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Schrodinger Denkleminin Katsayisiyla Yonetilen Optimal Kontrol Problemi

Bu tezde,

J,(v)= Hz//(x,T;v)— y(x)|2 dX+“||V—W||2Hl(o,T) (3.1.1)

0

fonksiyonelinin minimumunun

V= {u(t): ve H OT) (V)] 0r, = 7} (3.1.2)
kiimesi lizerinde
102 0 TV )y =
in PR v(t)y =0, (x,t)eQ, (3.1.3)
w(x0)=p(x), xe(0,1), w(0,t)=w(l,t)=0 (3.1.4)

2
sartlar1 altinda ele alinmistir. Burada i“=-1 =1, a,= % >0, a>0,T>0verilen

reel sayllar; V>0 verilen say; Q =(0,1)x(0,t); Q=Q;; §={01}x(0,T),

y(x)e L, (0,1), w(t)e H*(0,T), o(x) verilen fonksiyonlar olup,

pe Hoz(o,l) (3.15)

sart1 saglanir.
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Goriildiigii iizere her bir veV igin (3.1.3)-(3.1.4) sartlarmdan ¥ =y (X,t)
fonksiyonunun bulunmasi problemi Schrodinger denklemi igin baslangig-sinir deger

problemidir. Bu problemin ¢oziimii olarak her 77 € L, () igin

.0 0 _
J |8—li/+ aoa—)z/:—v(t)y/}n(x,t)dxdt =0

Q
0
esitligini saglayan y = 1//(X,t) = l//(X,t; V) eH* (Q) fonksiyonu anlagilir.

Toyoglu (2010) calismasindan faydalanilarak, Schrodinger baslangig-sinir deger
probleminin ¢6ziimiiniin varligi, tekligi ve kararliligi asagidaki teorem ile ifade
edilebilir.

Teorem 1: (p(X) fonksiyonunun (3.1.5) sartin1 sagladigi kabul edilsin. Bu takdirde,
(3.1.3)-(3.1.4) baslangig smir deger probleminin her bir veV igin H?' (Q) uzayindan

olan ¢oziimii vardir, ¢oziim tektir ve ¢oziim i¢in asagidaki degerlendirme gecerlidir:

<c, el (3.1.6)

2
HDZJ(Q) H2(0,1)

%

Burada C, >0 sayis1 ¢ den bagimsizdir.

Ispat: Galerkin yontemi ile bu teorem ispatlanabilir. Temel fonksiyonlar sistemi olarak

H? (0,1) uzaymndan olan ve

2

d°u
Lu, =-a, dxzk =AU, xe(0,1) (3.1.7)
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u, (0)=u,(1)=0 (3.1.8)

6zdeger probleminin 4, K=12,.. 6zdegerlerine karsiik gelen coziimler sistemi
kullanilacaktir. Bu sartlar altinda (3.1.7)-(3.1.8) probleminin 6zdegerleri reeldir, negatif
degildir ve k —oo i¢in A4 —>+% sartlarmi saglar (Ladyzhenskaya et al. 1968).

Ozfonksiyonlar ise reel fonksiyonlardir. Bunlarin yam sira dzfonksiyonlar

0

L, (O, [ ), H! (O, | ), H? (O, I) uzaylarinda ortogonallik sartlarini saglar.
U, =U,(x), k=12,... fonksiyonlarmin L, (0,1) de ortonormal olsun. Yani,

(uk,um)Lz(Ovl) =|u, (X)u, (x)dx =4, k,m=12,... (3.1.9)

O e, —

sartin1 saglasmn. Burada 6, sabitleri Kronecker sabitleridir. Yani
S 1L k=m
o, = k,m=12,..
0, k#m

dir.

H* (0,1) ve H ? (O, |) uzaylarinda ortogonallik su anlamdadir;

(g du. du,

(Ut )01y = 29 dx dx

0

dx = 4,5 (3.1.10)

|
(U, U, )H°2(0’|) = I(Eukﬁum)dx =26 (3.1.11)
0
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u, =u, (X) fonksiyonlar1 i¢in
Uiz oy < A <400 K =12,... (3.1.12)

sart1 saglansin. Burada d, > 0 belirli sayilardir. Galerkin yontemine gore (3.1.3)-(3.1.4)

baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimii igin

p (x,t) =D C (t)u, (%) (3.1.13)

k=1

sonlu yaklagimlari aranir. Burada Cy (t) katsayilari C, (t)z(z//N (.,t),uk)L(OI)

formiila ile tanimlanir ve

. 81//N \J [ 61//N duk] \ N
il Y =la,———%|  +(v(t)y"u,) k=LN (3.1.14)
( ot Lo ox  dx o) L(0.1)

C (0)=(2.U) oy = k=1 (3.1.15)

Cauchy probleminin ¢oziimiidiir.

(3.1.14)-(3.1.15) problemi 1. mertebeden adi diferensiyel denklemler sistemi i¢in
Cauchy problemidir. Denklemlerin katsayilar1 ve sag tarafi karesiyle integrallenebilir
fonksiyonlardir. Pontryagin (1976) ve Vasilyev (1980) ¢alismalarindan bilindigi iizere,
verilen sartlar altinda (3.1.14)-(3.1.15) Cauchy probleminin ¢6ziimii vardir ve ¢éziim

tektir.

Asagidaki lemma ile Cauchy probleminin ¢oziimiiniin (O,T) aralifinda diizgiin simirh

oldugunu gosteren bir degerlendirme verilmektedir:



18

Lemma 1: (3.1.14)-(3.1.15) Cauchy probleminin ¢6ziimii i¢in,

2

dtSHy/N i

H¥(Q

p 2 TN d(:p
!Z\C? (1) d”{kz_;,‘T(t) (3.1.16)

k=1

)SCO||¢)

2
H 2(0,1)
degerlendirmesi gecerlidir.

Ispat: (3.1.14) sistemindeki k . denklem Ck (t) ile carpilip k iizerinden 1’den N -ye

kadar toplandiktan sonra (0,t) aralig1 lizerinden integrallenirse

2

oy oy"
I— —_ —_—
I[ a a"‘ax

Q

_V(T)‘I/IN ‘2 dxdr] =0

esitligi elde edilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigi ¢ikarilirsa

N —N
[| 2= + 2y |axdr =0
al ot ot

esitligi elde edilir. Buradan da

J 2o ear =0

Q

yazilir. Boylece kolaylikla

2 2

L,(0.1)

b

) :HV/N ("O)

(3.1.17)

L(o,l

esitligi elde edilir. p" (X, t) icin olan formiil kullanilirsa
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) N , N %
b (Ol o, = 220 OF =Xl <Zlal =lol, B2

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik kullanilarak (3.1.16) esitsizligi asagidaki bi¢cimde

yazilabilir:
2
I (.,t)HLZ(O’I) <|lell ) VEE[OT] (3.1.19)

Simdi ¥~ sonlu toplamimin X’e gore 1. mertebeden tiirevini ele alalim. Bunun igin

(3.1.14) sistemine kismi integrasyon formiilii uygulanarak asagidaki bi¢imde yazilir:
) al//N azl//N \ _
i| —,u +a,| ——,u —(v(t u =0, k=1 N. (3.1
( ot kjL (o) 0[ oxt L,(0J) ( Oy k)Lz(O:') (31.20)

Bu sistemdeki k. denklem 4,.C,' (t) ile carpilip, k tlizerinden 1’den N -ye kadar

toplandiktan sonra [O,T] aralig lizerinden integrallenirse

w2 2?2 N |2 225"
j[-.ao élt ax‘/’z —a2| <Y % +a,v(r)y" afz dedro (3.1.21)

esitligi elde edilir. U, (0) =U, (I) =0 sinir sarti ve ¥ (X,t) i¢in olan formiil kullanilirsa

op" (0,t) oy (Lt)
a A

=0,te[0,T] (3.1.22)

sinir sartt elde edilir. Bu sart ve kismi integrasyon formiilii (3.1.21) esitliginin sol

tarafindaki birinci terime uygulanirsa
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N |2

0 [aw ]aw” _a|Pw

a‘ﬁ ox ) ox % OX?

2 —N
I i +ayv(7)y" 66)(:,//2 ]dxdro

Q

esitligi yazilabilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigi cikarilirsa asagidaki esitlik

yazilabilir:
N —N —N N 22N
J' a,i ooy |ov +g oy |0y dxdr+2ia0.|'v(r)lm l//Nal//2 dxdz =0
o ot{ ox ) ox ot{ ox ) ox o OX
Buradan da

oyp"

2 2—N
2| dxdr=-2a, [v(z) Im(l//N aLjdxdr

0
% j ot ox°

Q

&

esitligi elde edilir. Bu esitlikten kolaylikla

2 2

M(.,o) +2[v(z)p"] dxdz

HaWN ( t) 521,VN
" -
OX Loy OX

L(01)
esitsizligi elde edilir.
¢ -Cauchy esitsizligi uygulanirsa sag taraftaki terimler yeniden diizenlenerek

2 2 t

# ()" (x o) dxdr+ |

LO) & 0

52l//N 2

2

W0

6;//N
—(.,t
(1) .

dr  (3.1.23)

L(0))

S ‘

L(01)

esitsizligi elde edilebilir.
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V(t) fonksiyonlariin iizerine konulan sartlar ve Cauchy-Bunyakowski esitsizligi

kullanilirsa esitsizligin sag tarafindaki 2. terim asagidaki gibi degerlendirilebilir:

HV Xr‘ dXdz‘<HV ‘ ‘1// Xr)‘ dxdr
<|;r<1§1<)t( (.,7) Lo I_HV dtSVzlrc)rli)t( w" (.,7) 2L2(0,|)'

Bu esitsizlik, (3.1.23) esitsizliginde dikkate alinirsa ve (3.1.18) degerlendirmesi

kullanilirsa her t € [O,T] icin

H ,
,(0.)

esitsizligi elde edilir. Ayrica

al//

\72|E||¢||2 |
2 HY(0.1) )

dr (3.1.24)
La(o)

I o
esitsizligi gecerlidir.
Burada (3.1.18) ve
2
a N
.0 <[l (3.1.25)
OX L) HY(0))

esitsizligi uygulanirsa, (3.1.24) esitsizliginden asagidaki esitsizligin gegerli oldugu elde
edilir:
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2 NP

t

2 oy
.+ =5
Hion) o[ OX

dr, vte[0,T].

L (o)

oy
—.,t <
H o (1) <Cl||¢’

2
(o)

Burada c, =1+%I3\72 >0 sayilar1 N ve t den bagimsizdir.

(3.1.26)

Simdi, (3.1.26) esitsizliginin sag tarafindaki sonuncu terim degerlendirmeye calisalim.

Bunun icin (3.1.20) sistemindeki k. denklem AZC.'(t) fonksiyonu ile garpilip k

tizerinden 1’den N ’ye kadar toplandiktan sonra [O,T] aralig1 lizerinden integrallenirse,

(3.1.3) denkleminin katsayilar iizerine konulan sartlar kullanilarak kismi integrasyon

formiiliiniin yardimiyla asagidaki esitlik elde edilir:

2. N 2—N 2 2. N 2—N 2. N 2—N
j[iaég[aw jai+a3a—[aw }ai—a(fV(r)[@W jﬁaw }dXdT:O.

st ad ) o Pl o ) ox X’ ) ox

Bu esitligin sol tarafindaki 2. terim, kismi integrasyon formiilii yardimiyla ve

x=I

=0, te[O,T]

x=0

821/7’\‘
OX?

sinir sart1 altinda

8_2 o™ ) 62" _Ti AR A x=l o (%" 2 o
j 2 2 2 dXdT_I 2 2 .[ 2 2
o, OX° | O OX o OX | OX oX" |, o OX\ OX" Jox{ oOx
2
2, N
:—ji oV dxdr
o, |OX{ OX

seklinde yazilabilir. Bu esitlik kullanilarak (3.1.27) esitligi

(3.1.27)

(3.1.28)
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ot

2
I Iag a aZI//N aleN a3£ aZWN
ox? ox| ox®

2 0
o OX

2. N 2—N
aSV(r)[aaszaaLz}dxdr —0.(3.1.29)
X X

seklinde yazilabilir.

Bu esitlikten onun kompleks eslenigi olan

2—N 2 N 2. N 2
|7 5 i | ||
ot\ ox OX oX\ OX

&

cikarilirsa

. a 62 N 2—N 2 —N 2 N ] 2 N 2 —N
J. = l//2 ’ ‘//2 +g ’ Wz ’ Wz _2|V(T)|m 0 l//2 6L2 dxdz =0.
ot{ ox OX ot{ oOx OX OX OX

Q

elde edilir. Buradan

a |a%y" 2 oty 2
I 3 o —2v(7)Im|—— |dxdz =0.
o X X
esitligi elde edilir.
2 NP
Im 581//2 =0
X
oldugundan
2, N |?
| 919V | dxdr =0
o, Ot OX

ve
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62‘//N 2 aZWN 2
>z ) 70 (3.1.30)
X L(0.) X L (o)
biciminde yazilabilir.
Bu esitlikte
22" 2
L0 <ol (3.1.31)
OX L) H2(0,1)
esitsizligi kullanilirsa
22w 2
T (1) (3.1.32)
OX LW H2(0,1)
bulunur.
Ote yandan,
2 2
o’y 2 cloy™
i | T
X L (o)1) H*(l) ol OX L(01)

oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu esitsizlik (3.1.26) ile taraf tarafa toplanirsa

2 2 2

N

o
(;”X()

2. N
N ChTAY
Loy I OX

esitsizligi elde edilir.

2
+al//
ox°

(+7)
L(0.) OX

IZ
<clol. e || J
27 Thy

2
dr
L(01)

L (o)

2
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oldugundan
N 2 2 N 2 t N 2 2 NP
Hag’ S Vo) salof, 4] aaL(.,r) + aa‘”z dr  (3.1.33)
X L(01) L (o)) HY0) % X L(0J) X L(01)
2
elde edilir. Burada C, =1+ clE seklindedir.
Burada
2 2
aWN aZWN
TOR e [
L, (0.1 L, (0.1

ile gosterilip (3.1.33) esitsizliginde Gronwall lemmas1 uygulanirsa

2 2

<c,e ||¢,||:) . (3.1.34)

)

op"
N
H ox (1) ox*?

2. N
+Ha vV (1)

L,(0,)) L(0.1)

degerlendirmesinin gegerli oldugu elde edilir. Bu esitsizlik ile (3.1.19) esitsizligini taraf

tarafa toplanarak

2 2
| ) aV/N OZI/IN , : ,
yazilir.
ol o < lolf, <S ol 6.135)
LD T2 M oy 4" o

oldugundan
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2
2

b (. vy

L20| H "

olur. Burada C; = 4 —+C, e' seklindedir. Bu ise

2 N
,(0,1) L (o)

, Vte[0,T] (3.1.36)

0|) o)

demektir.

N

Simdi oy tirevini degerlendirmeye calisalim. Bunun igin (3.1.20) sistemindeki k.

dC (t

denklem ile carpilip k iizerinden 1°den N -ye kadar toplandiktan sonra (O,t)

araligi lizerinden integrallenirse

[

(3.1.37)

2
o’y oy
dXdT:I(_aOa—2+V(T)WN) ot

Q

esitligi elde edilir. Cauchy-Bunyakowski ve &— Cauchy esitsizligi uygulanirsa

—N

t
0
.[ d ( ) SJ. +V(T)l// oy dr
0 0 ot
|_2(o|) LZ(O,I) LZ(O,I)

sj- ( ) N i 1 j~ oy" ’
- 1% dr +— dr
2% L,(0.1) gql ot L (o))

yazilir. £ =1 degeri i¢in
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2 2

t N t 2. N
J-al//—(’r) d‘[SJ- —aoaLz+V(r)wN dr
0 at L(0,1) 0 aX L,(0.1)
t aZl//N 2 _ t )
<2a; dr+20° |y " d
ao! ox’ Lo(0.) o E[HV/ oy

esitsizligi elde edilir. (3.1.19) ve (3.1.34) degerlendirmeleri uygulanirsa (3.1.35)
esitsizligi ile birlikte

2
dr<c, ||(p

L,(0,1)

w . vte[0T] (3.1.38)

T

I

2
H°2(0,|)

12
degerlendirmesi elde edilir. Burada C, = 2c,a>e' + ZVZtZ seklindedir.

(3.1.36) degerlendirmesi (O,T) aralig1 lizerinden integrallenirse ve (3.1.38) ifadesinde

t =T icin elde edilen degerlendirme ile toplanirsa

(3.1.39)

HV/N ZHOM(Q) =G ”¢

2
Hoz(o,l)

2 2
esitsizligi elde edilir. Burada cs:(IZ+2\72)%+(1+Za§)(1+(1+%|3\72J%)€

seklindedir.

Boylece
[ ANE N |2
}[;‘Ck (t)‘ dt:Hl// L(Q)
]ZN: 4 (t)zdtz ov"[f
| dt &t g
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esitlikleri taraf tarafa toplanirsa ve

2

<y

2
L(@) e

"

N
2 N oy
L(Q) ot

esitsizligi kullanilirsa, Cy = C; kabul edilerek (3.1.38) degerlendirmesinden Lemma 1 de

yer alan,

2

dc? (1
dt

O e, —

Sley (ot Jz

k=1 k=1

dt < Hy/N

2 2
iy < Sl K2 (o)

degerlendirmesinin gecerli oldugu elde edilir. Boylece Lemma 1 ispatlanmis olur.

Simdi teoremin ispat1 soyle devam ettirilir:

Bu amagla Oncelikle CN’k(t):(V/N(.,t),Uk) s k;N=12,.. bi¢iminde CN,k(t)

L,(0
fonksiyon dizisi tanimlamir. Lemma 1 de yer alan degerlendirme kullanilirsa Cy, (t)
fonksiyon dizisi igin [O,T] araliginda

max
0<t<T

Cyy (D) <C Nik=12,.. (3.1.40)

biciminde olan diizgiin smirlilik  sartt elde edilebilir. Her bir k ig¢in

Cyy (), N;k=1,2,...fonksiyon dizisinin [0,T] araliginda denk siirekli oldugunu

gostermek amaciyla, (3.1.14) sistemi ['[,'[+At] aralig1 iizerinden integrallenirse

-t+At | 61//’\‘ X, T t+At | al//N X, T du X t+At |
i I%uk(x)dxdr: I J'ao 6( ) 5( )dxdz-+ I IV(T)!//NUK(X)dXdT
t 0 t 0 X X t 0
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Cauchy-Bunyakowski esitsizliginin yardimiyla

t+At
‘CNk(t'i'At) <a J dfduk—(x)
Lo dx LD (3.1.41)
t+At B
+ J ‘V dr max lys (’t)HLZ(O,l)“uk L(01)

esitsizligi elde edilebilir. Bu esitsizligin sag tarafina Cauchy-Bunyakowski esitsizligi
uygulansin. Ayrica Lemma 1 de yer alan degerlendirme ve U, ’lar igin varsayilan

(3.1.12) sart1 kullanilirsa
Cuy (t+At)—Cy, (t)=c,d, (A, Nik=12,..,te[0T]  (3.1.42)
esitsizligi elde edilir. Burada ¢, >0 sabiti N ve k’dan bagimsizdir.

Béylece Cy,(t), N;k=12,... fonksiyonlar dizisinin [O,T] araliginda diizgiin smirli
oldugu ve her bir k igin [0,T] araliginda denk siirekli oldugu ispatlanir. Bu durumda,

Arzela-Ascoli teoremine gore {C, , (t)} fonksiyonlar dizisinden her bir k igin
N K y

{CNm,k(t)} alt dizisi segilebilir ki bu dizi [O,T] arahiginda C, (t) fonksiyonuna diizgiin

yakinsar. C, (t) limit fonksiyonlar1 kullanilarak asagidaki sekilde

w(xt)=>Cc(t) (3.1.43)

=~
1]
N
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fonksiyonu olusturulur. {CNm,k (t)} fonksiyonlar dizisinin diizgiin yakinsamasi
kullanilarak, {y/Nm(X,t)} dizisinin [0,T] araliginda diizgiin olarak L, (0,l) uzayinda
(3.1.43) biciminde tanimlanan W(X,t) fonksiyonuna zayif yakinsadigi elde edilir.

Gergekten, herhangi ¢ € L, (0,|) fonksiyonu verildiginde her t € [O,T]igin

) (3.1.44)

esitligi yazilabilir. Burada

NV
j =C,R(s) (3.1.45)

(3

k=s+1

(g'uk )LQ(D)

k=s+1

P00, B 00,00
L,(0,))
seklindedir. C, >0 sabiti N, *den bagimsizdir.

S numarasi, CgR(S) toplami O6nceden verilen herhangi bir §>0 sayisindan kiiciik

olacak sekilde yeteri kadar biiyiik segilebilir. Yukarida ispat edildigi gibi belirlenmis bir

m icin N,, numarasinm yeteri kadar biiyiik degerlerinde tiim t [O,T] icin (3.1.44)

esitliginin sag tarafindaki 1. terim %>O sayisindan kiiglik olacaktir. Bu takdirde

(3.1.44) esitligi ve (3.1.45) esitsizligi kullanilarak

‘(V/Nm (. )=y (1), g)LZ(O,I)‘ <eg Vte[0,T]
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elde edilir. Buradan da, istenilen sonug {wNm (X,t)} dizisinin [O,T] araliginda diizgiin
olarak L, (O,l) uzayinda l//( X,'[) fonksiyonuna zayif yakinsadigi elde edilir. (3.1.21)
degerlendirmesine gore, N =N_ icin {1//Nm (x,t)} dizisinden H?' (Q) uzayinda
lﬂ(X, t) fonksiyonuna zayif yakinsayan bir alt dizi secilebilir. Kolaylik olmasi i¢in zayif

yakinsayan bu alt dizi de {wNm (x,t)} ile gosterilsin. Bu takdirde, {z//Nm (x,t)},

. 2 N oy (x,t
opm (x,t) , o'y (x.1) ve M dizileri LZ(Q) uzayinda sirastyla
ox ox? ot

ow(xt) *w(xt) ow(xt
V/(X.t). l//a(x ), ‘,2)((2 ), W;’[ ) fonksiyonlarina zayif yakimsar. Bu zayif

yakimsama kullanilarak (3.1.16) degerlendirmesinde N =N, icin m—oo iken alt
limite gecilirse l//(X,t) limit fonksiyonu igin, teoremin hiikkmiinde yer alan (3.1.6)
degerlendirmesinin gecerli oldugu elde edilebilir. Boylece i (X,t) limit fonksiyonunun

H**(Q) uzayina ait oldugu elde edilir.

Simdi bu limit fonksiyonunun (3.1.3)-(3.1.4) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimii

oldugunu gosterelim. Bu amagla ilk once (X,t) fonksiyonunun (3.1.3) denklemini

o

‘V’(X,t) € Q igin sagladig1 ispatlanmalidir. Bunun igin (3.1.20) sisteminin k. denklemi

her 7, (t) fonksiyonu ile ¢arpilarak, k tizerinden 1°den N'<N ye kadar toplandiktan

sonra, elde edilen esitlik [O,T] araligi lizerinden integrallenirse

N

+ 4,

oy” o’y N | =N
il po v —v(t)y" |7" (xt)dxdt=0 (3.1.46)

integral 6zdesligi elde edilir. Burada
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N
" ()= 2 (t)uc () (3.1.47)
k=1
herhangi fonksiyondur.

Bu integral 6zdesliginden 77 N (X,t) fonksiyonu belirlenmis bir fonksiyon farz edilerek
N=N_, m=12.. alt dizisi iizerinden limite gecilebilir. Gergekten {V/Nm (x,t)}

dizisinin H 2’1(Q) uzayinda zayif yakinsadigi ve bu dizinin L, (O, |) uzayinda [O,T]
araliginda diizgiin olarak zayif yakinsadigi goz oniinde bulundurularak (3.1.46) integral

ozdesliginde N =N, icin m— oo iken limite gegilirse,
0 N
j |—l//+a0—w—v(t)gy}7“ (x,t)dxdt =0

integral 6zdesligi elde edilir.

Burada UN'(X,'[) fonksiyonlar1 (3.1.47) biciminde tanimlanan herhangi test
fonksiyonlaridir. 7, (t) ve uk(x) fonksiyonlarmin 6zelligi kullanilirsa, bu test
fonksiyonlarinm L, (Q) uzayinda her yerde yogun oldugu ispatlanabilir. Bu sebeple

sonuncu integral 6zdesligi her 77 € L, (Q) fonksiyonu igin

2

j i5_§//+a05 W—v(t)z//}ﬁ(x,t)dxdtzo (3.1.48)

ot ox?
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bigiminde yazilabilir. Burada 77(X,t) fonksiyonu L, (Q) uzayindan olan herhangi bir

fonksiyon oldugundan V(X,t) igin y (X,t) fonksiyonunun (3.1.3) denklemini sagladig1

elde edilir.

Simdi (X,t) limit fonksiyonunun (3.1.4) baslangic ve smir sartlarini sagladigini
ispatlayalim. Hz’l(Q) uzayl, gémme teoremine goére L,(S) uzayma kompakt
gomiildiiginden ve w'" (.0)e Hl(O,I) oldugundan ve Hl(O,l) uzayt L, (0,1)
uzayina kompakt gomiildiigiinden t//(X,t) fonksiyonuna Hz’l(Q) uzaymda zayif

yakinsayan {1//Nm (x, t)} alt dizisi i¢in asagidaki limit bagintilar1 yazilabilir. m— oo igin

v (,0)-w(.0)

—0 (3.1.49)

L(0.)

N

a4

% —0 (3.1.50)

Lo(S)
bagintilar1 gegerlidir.

N

p' (x,0)=p(x), xe(0,1) sart: ve (3.1.49) limit bagmtis1 kullanlip,

j|y/(x,o)_¢(x)|2 dx < 2}0\W(x,o)-wm (x,0)[ dx+ 2i\wm (x.0)—p(x)[ dx

0

esitsizliginin her iki tarafinda m— oo icin limite gegilirse

[l (x.0)-p(x)] dx=0

0
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elde edilir. Buradan da, l//(X,t) limit fonksiyonunun baslangi¢ sartin1 sagladigi elde

edilir. Ayn1 bi¢cimde W(X,t) limit fonksiyonunun sinir sartin1 sagladigi gosterilebilir.

Gergekten ' = 0 sinir sart1 ve (3.1.50) limit bagintisi kullanilip

[l (0 dedt <2f|y (&.0) -y (&) dedt+2flp (&) deat
s s S
esitsizliginin her iki tarafinda m— oo i¢in limite gecilirse

[l (&0 dedt=0

S

elde edilir. Buradan da !//((f,t) =0, ‘v’(ﬁ,t) € S oldugu yani limit fonksiyonunun sinir

sartin1 sagladigi elde edilir.

Boylece, l//(X,t) fonksiyonunun (3.1.3)-(3.1.4) baslangi¢-sinir deger probleminin

H2! (Q) uzayindan olan hemen hemen her yerde ¢éziimiiniin oldugu ispatlandi ve bu

fonksiyon i¢in (3.1.6) degerlendirmesinin gegerli oldugu gosterildi.

Cozimiin tekligi direkt olarak (3.1.6) degerlendirmesi kullanilarak ispatlanabilir.

Boylece Teorem 1 ispatland.
3.2. Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhgi ve Tekligi

Bu boéliimde inceledigimiz optimal kontrol probleminin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligiyle

ilgili sorular cevaplandirilacaktir.
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Asagidaki teorem, (3.1.1)-(3.1.4) optimal kontrol probleminin >0 i¢in en az bir

¢oziime sahip oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 2: Teorem 1’in sartlar1 saglandigi kabul edilsin ve « >0 olsun. Bu takdirde,

(3.1.1)-(3.1.4) optimal kontrol problemi en az bir ¢oziime sahiptir.

Ispat: Herhangi bir {vm} —V minimallestirici dizi alinsin. Yani

limJ, (v")=J,(v')=infJ,(v)

m—o veV

esitligi saglansin. Bu minimallestirici diziye karsilik gelen Schrodinger baslangig-sinir
deger probleminin :z//m(x,t)sz//(x,t;vm) ¢oziim fonksiyonlar1 Teorem 1’in
sartlarin1 saglar ve bu fonksiyonlar i¢in

2
o

=Cy, M=12,... (3.2.1)

78 N

HOZJ(Q) H2(0.1)
esitsizligi gecerlidir. Burada C;, >0 sayis1 m den bagimsizdir.

V kiimesi H' (O,T) uzaymnin kapali, sinirli, konveks alt kiimesi oldugundan {Vm}
minimallestirici dizisinden ve H* (O,T ) ’ye zayif yakinsayan {vmk } alt dizisi segilebilir.
Kolaylik olmasi i¢in bu alt dizi de {vm} ile gosterilsin. Bu takdirde, {Vm} alt dizisi i¢in
asagidaki limit bagintisi yazilabilir. m —> oo, qe H' (O,T) icin

T

jc[(v’“(t)q(t)+v’”'(t)q’(t))dt—>j(v(t)q(t)+v’(t)q’(t))dt (3.2.2)

0

olacaktir.
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V kiimesi H* (O,T) uzayinda kapali, sinirli ve konveks kiime oldugundan Kolmogorov

and Fomin (1989) calismasindaki bilinen teoreme gore V kiimesi zayif kapali kiime

olacaktir. Yani veV olacaktir.

(3.2.1) degerlendirmesine gore, {vm} alt dizisine karsilik gelen ve (3.1.3)-(3.1.4)

baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oéziimler dizisi olan {I,Vm (X,t)} dizisinden H** (Q)

uzayimda ¥ (X,t) elemanina zayif yakinsayan {l// m, (X,t)} alt dizisi segilebilir. Kolaylik

olmasi i¢in, sdylenen anlamda zayif yakinsayan alt dizi de {y/m (X,t)} ile gosterilsin. Bu

takdirde, asagidaki limit bagintilart gegerlidir. m— ocoigin,

v,—, L,(Q) uzaymnda zayif

%%%—i’, L, (Q) uzaymnda zayif

82 2

8‘//2”‘ > 2 1/2/ , L,(Q) uzayinda zayif
X X

oy, oy
—n s L, () uzayinda zayif
ot ot - (€2) uzay Y

seklindedir.

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

H 2 (Q) uzay1 C° ([O,T], L, (O,I)) uzayina kompakt gomiildiigiinden m— oo igin

||l//m - !//||c°([0,T],Lz(0v')) —0

(3.2.7)
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olur. Dolayisiyla her t € [O,T] icin t ye gore diizgiin olarak m —» oo i¢in
Vo (1) —w (1), L(01) uzayinda kuvvetli (3.2.8)
limit bagintist gecerlidir.

Her bir m=1,2,... i¢in t//m(X,t) fonksiyonu (3.1.3)-(3.1.4) baslangi¢ smir deger

0
probleminin H?*(Q) uzayma ait olan hemen hemen her yerde ¢dziimii oldugundan her

nel, (Q) icin

2
j{i Wn o 88"”;“ —v(t)t//m}ﬁ(x,t)dxdt -0 (3.2.9)
X

integral 6zdesligi yazilabilir.

(3.2.3), (3.2.5) ve (3.2.6) limit bagintilar1 kullanilirsa m —> oo igin

Oy Dy ) _ % %y ) _
™ +a | gdxdt—— || i—/—+4&, dxdt 3.2.10
(1% e e Jroa— 15 e St Jroan 20
limit bagintist elde edilir. Burada
V™ (t)ypidxdt —— [ v (t)yizdxdt (3.2.11)
Q Q

limit bagintistnin gegerli oldugu ispatlanmalidir. Asagidaki esitligin gecerli oldugu

agiktir:
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J'v ), i7dxdt _I( (t)—v(t))wizdxdt
o (3.2.12)
+.[v )(wa (X 1) = (X, t))ndxdt+.|'v (x,t)77dxdt.

Bu esitligin @ sag tarafindaki 1. ve 2. terimlerin limitleri incelendiginde

|
nel,(Q), weC’([0,T],L,(0,1)) oldugundan her te[0,T] icin [yidxel,(0T)
0

|
oldugu elde edilir. Bu takdirde, q(t)szﬁdx secilerek, (3.2.2) limit bagmtisi
0

kullanilirsa, m —ocoigin

[(v" () =v()y (xt)7 (x.t)dxdt—>0 (3.2.13)

Q

limit bagintisi elde edilir.

Simdi (3.2.12) ifadesinin sag tarafindaki 2. terim degerlendirilmelidir. Cauchy-

Bunyakowski esitsizligi kullanilirsa

E[vm (1) (W (X 1) =y (x,1))7 (x,t)dxdt
< gj;‘vm (t)H‘//m (x,t) =y (x,t)||r7| dxdlt

<V, b

L(Q) ”Wm _l//”CO([O,T],LZ(O,I))

esitsizligi yazilabilir. Boylece, v" €V oldugu i¢in sonuncu esitsizlikten

Ivm (t)(l//m(x't)_l//(x’t)) (X t)dth <Cll||'//m l//” (0.T].L,(0.1)) (3'2'14)
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esitsizligi elde edilebilir. Bu esitsizligin her iki tarafinda (3.2.7) limit bagintisi
kullanilarak m— oo i¢in limite gecilirse (3.2.12) esitliginin sag tarafindaki 2. terimin
limitinin sifir oldugu elde edilir. Boylece son sdylenen ve (3.2.13) limit bagintisi
kullanilip, (3.2.12) esitliginin her iki tarafinda m— oo i¢in limite gegilirse (3.2.11) limit

bagintisinin gegerli oldugu elde edilir.

(3.2.10)-(3.2.11) limit bagmtilar1 kullanilarak (3.2.9) integral 6zdesliginin her iki

tarafinda m— oo igin limite gegilirse her 77 € L, (Q) icin

Oy oy _ B
£{|E+ao po —V(t)(//:|77(X,t)dth =0 (3.2.15)
integral Ozdesliginin gegerli oldugu bilgisi elde edilir. Buradan, l//(X,t) limit

fonksiyonunun (3.1.3) denklemini hemen hemen (X,t) €Q igin sagladig goriliir.

Simdi l//(X,t) limit fonksiyonunun (3.1.4) baslangic ve sinir sartlarini sagladigi

gosterilmelidir. l/lm(X,O)zq)(X), Xe(O,l) baglangic sarti, t=0 i¢in (3.2.8) limit

bagintis1 ve

[l (x.0)=p(x) dx < 2.(I[|1//(x,0)—1//m (x,0) dx+2_:[|1//m (x,0)—(x)| dx

0

esitsizligi kullanilarak, kolaylikla l//(X, 0) = gp(X), VXe (O, |) baglangi¢ sarti elde

edilir. Diger bir deyisle, W(X,t) limit fonksiyonu (3.1.4) baslangig sartin1 saglar.

H 2t (Q) uzay1 L,(S) uzayma kompakt gémiildiigiinden m—> oo igin
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Vals — V) (3.2.16)
limit bagintisi elde edilir. Bu limit bagintisi, ¥/, |S =0 sinir gart1 ve

[l (£.0) dédt < 2f |y (£,1) —y,, (&) d&dt+ 2w, (£,1)] d&dt

esitsizligi kullanilarak kolaylikla (é‘,t) =0, ‘v’(ﬁ,t) €S smur sartinin gegerli oldugu

elde edilir. Dolayisiyla, limit fonksiyonu (3.1.4) sinir sartin1 da saglar. Boylece v (X,t)

limit fonksiyonunun (3.1.3)-(3.1.4) baslangi¢ smir deger probleminin Hz’l(Q)

uzaymdan hemen hemen ¢6ziimii oldugu elde edilir. Yani i = l//(X, t) =y (X, t; V) dir.

Diger taraftan, H 2t (Q) uzaymin normunun asagidan zayif yari siirekli oldugu dikkate

alinip (3.2.1) degerlendirmesinin her iki tarafinda alt limite ge¢ilirse limit fonksiyonu

icin (3.1.6) degerlendirmesini sagladig: elde edilir.

t=T ic¢in (3.2.8) limit bagintis1 kullanilirsa m —» oo igin

W (. T)—w (. T), L(0,1) uzayinda zayif (3.2.17)

limit bagintis1 yazilabilir. {vm}cv dizisinin Hl(O,T) uzayinda zayif yakinsadigi,

L, (O,I), Hl(O,T) uzaylarmin normlarinin asagidan zayif yar siirekli oldugu ve >0

oldugu dikkate alinip, (3.2.17) limit bagintisinin yardimiyla kolaylikla

J,. <3, (v)<limJ, (v')=1,,

m—oo
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bagintis1 yazilabilir. Buradan, Ja(v):J yani VeV nin Ja(v) fonksiyonelinin

minimum noktast oldugu, dolayisiyla (3.1.1)-(3.1.4) optimal kontrol probleminin

¢Ozlimii oldugu elde edilir.

Simdi de «>0 durumu i¢in (3.1.1)-(3.1.4) optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin

varligi ve tekligi incelenecektir.

Bu, asagidaki teorem ile gergeklestirilebilir.

Teorem 3: Teorem 2’nin sartlariin saglandigi ve Yy e L2(0,|)’nin verilen fonksiyon

oldugu kabul edilsin. Bu takdirde, H' (0,T) uzayinda her yerde yogun olan &yle bir G

altkimesi vardir ki a >0 i¢in (3.1.1)-(3.1.4) optimal kontrol problemi bir tek ¢6ziime

sahiptir.

Ispat: Oncelikle

3o(v)= [l (xT)=y(x)[ dx (3.2.18)

0

fonksiyonelinin V  kiimesi tizerinde siirekli oldugu gosterilmelidir. oveH*(0,T)

fonksiyonunun v+o6v eV olacak bicimde veV elemanina verilen artim oldugu kabul

edilsin. Bu takdirde, (3.1.3)-(3.1.4) baslangi¢ sinir deger probleminin veV ye karsilik
gelen v =y (xt)=p(xtV) ¢Oziimii
oy = é'l//(X,t) = !//(X,t;v+ 5V)—1//(X,t;v) =y~ artimma sahip olacaktir. Burada
Ws=Ws (x,t) = W(X,t;V+5V) fonksiyonu (3.1.3)-(3.1.4) Dbaslangi¢ sinir deger
probleminin v+06v eV elemanina karsilik gelen ¢oziimidiir. (3.1.3)-(3.1.4) sartlarindan
oy =0y (X,t) fonksiyonunun asagidaki baslangi¢ simir deger probleminin ¢6ziimii

oldugu kolaylikla elde edilebilir:
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i agt"” +a, aafz‘” ~(v(t)+ov(t))dy = ov(thy, (xt)eQ  (3.2.19)
oy (x,0)=0, xe(0,1), sy (0,t)=5y(l,t)=0. (3.2.20)

Simdi bu baslangi¢ simir deger probleminin ¢oziimii degerlendirilmelidir. Bu amagla,
(3.2.19) denkleminin her iki tarafi 51,?(X,t) fonksiyonu ile ¢arpip €2, = (0,|)><(O,t)

bolgesi lizerinden integrallensin. (3.2.20) sinir sartlart kullanilirsa, kolaylikla asagidaki

ooy

OX

.00y . _
I—ow —a
J[ ot Y —d,

2 _(V(T)+5V(T))|5(//|2]dxdr = I 6V (7 )wopdxdr

&

(2

esitligi yazilabilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigi ¢ikarilirsa, asagidaki

| i[ﬁgt‘// 57 + agt‘? 51//jdxdr =2i [ 8v(z) Im(yo)dxdz (3.2.21)
Qt

Q

esitligi elde edilir. Buradan 5(//(X, 0) =0 sart1 ile

2

L,(0))

:2j5v(r)lm(t//5z/7)dxdr, vte[0,T]

&

6w (1)

esitligi yazilabilir. Bu esitligin sag tarafi degerlendirilirse

Jow (O o, < 2] lov(z)|lvlow|dxdz
Q

t

esitsizligi yazilabilir. Buradan V+oveV, dve Hl(O,T) oldugu g6z Oniinde

bulundurulursa bu son esitsizligin sag tarafindaki terime Cauchy-Bunyakowski

esitsizligi uygulanirsa
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1

oy <21 E[‘év(t)‘z dtT max

0<z<t

1
2

L2(0|>[ J o | dXdr} (3.2.22)

2

Jow (.0 ()

L

esitsizligi elde edilir.

0

H**(Q) uzayr C°([0,T],L,(0,1)) uzayma gomiildiigiinden gémme teoremine gore

¥ lleo oy ooy < o b2 (3.2.23)

esitsizligi yazilabilir. Burada ¢, >0 sayis1 verilen sayidir.

Bu esitsizlik ve (3.1.6) degerlendirmesi (3.2.22) esitsizliginde dikkate alinirsa,
kolaylikla

2

T
”5‘//("0 iz(o,u s 13”5\/”;01) +C14J||§W("T)||L2(O,I) dz, Vte [O’T]
0

esitsizligi yazilabilir. Burada c,, >0 ve c,, >0 sabitleri 5v den bagimsizdur.

Burada Gronwall lemmas1 uygulanirsa

2

L(0,l)

Jow (1)

2
<Cg ||5V||H1(0,T) , Vte[0,T] (3.2.24)
degerlendirmesi elde edilir. Burada c,, >0 sayist 6v ve t den bagimsizdur.

Bu degerlendirme kullanilarak JO(V) fonksiyonelinin veV eleman: iizerindeki artimi

sOyle incelenir. (3.1.51) formiilii kullanilirsa, fonksiyonelin artimi igin
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853,(V)=Jy(v+6v)—J,(v)=
) (3.2.25)

L(0)

:ziRe[(,,,(x,T)_y(x))&,;(x,T)]dHst(.,T)

formiilii yazilabilir. Burada Cauchy-Bunyakowski esitsizligi uygulanip (3.1.6) ve
(3.2.24) degerlendirmeleri kullanilirsa

163, (V)| < (||5v

HY(0,T) + ”5\/ 2Hl(0,T) )

esitsizligi yazilabilir. Burada ¢, >0 sayist ov den bagimsizdir.

Boylece bu esitsizlikten JO(V) fonksiyonelinin her veV elemani igin yani V kiimesi
tizerinde siirekli oldugu elde edilir. Diger taraftan, V kiimesi kapali, sinirli ve konveks

kiime; Hl(O,T) uzayr ise diizgiin konveks Banach uzayidir (Yosida, 1980). Bu

takdirde, Goebel (1979) calismasindan bilinen teoreme goére « >0 igin Ja(V)

fonksiyoneli V kiimesi lizerinde bir tek minimum noktasina sahip olur. Dolayisiyla
(3.1.1)-(3.1.4) optimal kontrol problemi bir tek ¢oziime sahip olur. Boylece Teorem 3

ispatlanmis olur.
3.3. Amag Fonksiyonelinin Diferansiyellenebilmesi ve Eslenik Problem

Bu bolimde

J,(v)= H(//(X,T;V)— y(x)|2 dx+oz][(v—w)2 +(V, —Wt)z}dt —>min  (3.3.1)

0 0

fonksiyoneli ve

2
i%//ﬂio%—v(t)y/:& (x,t)eQ, (3.3.2)
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w(x0)=p(x), xe(0,1), w(0,t)=w(l,t)=0 (3.3.3)

Schrodinger baslangig-sinir deger problemi ile verilmis optimal kontrol probleminin
¢Ozliimii icin gerek sart elde edilecektir. Gerek sartin elde edilmesinde fonksiyonelin
gradyeni kullanildigindan oncelikle (3.3.1) fonksiyonelinin diferensiyellenebilir

oldugunun gosterilmesi gerekir. Bu amagla, dnce eslenik problem elde edilir.

Probleme karsilik gelen Lagrange fonksiyoneli

L(y,v,9) =”l//(X,T)— y‘z dx+%.[[ia—w+ao aTW—v(t)l//ngdxdt

d AL ox?
1¢ .oy _ &y —
+—=|| -1—+a v(t dxdt
29( o P )V/]e’

seklinde olup y + &Sy artimi igin

L(y +&dy,v,¢) = ﬂ(z// +&6y ) (X, T)- y‘z dx

0

1¢.0(v +edy 0° (v + &Sy -
+E£ i ( = )+a0 ( " )—v(t)(z//+g&y)J¢dth
L opeew)  opeew)
+E£ _|T+aOT—V(t)(w+g5l//) dxdt

elde edilir. Farki hesaplarsak
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L(w + &0y, v,8) - L(p v, 4) = {‘(y/+561//)(x,T)— y[ ~lw (xT)- yf}dx

|
|
1 . 00 0% -
t5e€ i(l l’//+a0 ax;//—v(t)&//]qﬁdxdt
1
2

ot

00y 'Sy —
+=g|| —i +a —-Vv(t)o dxdt
i( ot ox (®) V/}Z’

1 ¢ - 1 op 0
+55£|51//(X,T)¢(X,T)dx+55£_[(—|6—f+a 8T¢_V( )¢]5y/dxdt
1 .= 1 ¢f.0 & —
+Eg£_|5 (xT)p(x, T)dx+2 ££|6—f+a a—ng—v( )¢J§y/dxdt
olup buradan
L(y +&w,v,4)—L(w,v,¢) :g'[Z[ 51//(X,T)}dx

+32£[5V/(X,T)] dx+g£ Re[—i@(x,T)yﬁ(x,T)} dx

yazilir. Terimleri birlestirerek

L(y +edy.v.¢) - L(y.v.¢) = e [Re[ 2(y (X T) - y)—ig (x.T) oy (% T)dx

) 2 .0 o° —
+e .([[51//(X,T)] dx+g§[Re(|a—f+ao gf—v(t)gzﬁJ&/zdxdt

sekline getirebiliriz.
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Lagrange fonksiyoneli i¢in birinci varyasyonun

L(y + &5y ,v,9)—L(y,v.¢)

oL=1Iim
-0 &
tanimi1 geregi
I _—
SL=[Re[2(y (xT)-y)=ig(xT)]ow (xT)dx
0

+ iRe(i%Jr a, 22—¢—v(t)¢]£dxdt

esitligi elde edilir. Optimal ¢6ziimiin elde edilebilmesi igin 6L =0 stasyonerlik sartinin

saglanmasi gerekir. oy fonksiyonu keyfi oldugundan SL =0 sartinin saglanmasi icin

katsayilar sifir olmalidir.

Boylece asagidaki eslenik problem elde edilir.

8 T - c
I V()¢ =0, (x,t)eQ (3.3.4)
#(xT)==2i(y(xT)-y), 4(0.t)=4(l,t)=0. (3.3.5)

Burada ylzy/(X,t)El//(X,t;V) fonksiyonu (3.1.3)-(3.1.4) baslangi¢ smir deger

probleminin veV igin ¢oziimidiir.

Bu problemin ¢6ziimii olarak, C° ([O,T ] L, (0, | )) uzaymna ait olan, Vy e H 21 (Q) icin

£¢[—ia—7+ a, Z%Z—v(t)?jdxdt = ji¢(x,0);7(x,0)dx— ZJ:(V/(X,T)— y)?(x,T)dx (3.3.6)

0
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integral 6zdesligini saglayan ¢ = ¢(X, '[) fonksiyonu anlasilmaktadir.

Teorem 1’in ispatinda kullanilmis olan Galerkin yontemi kullanilarak verilen sartlar

altinda asagidaki teorem ispatlanabilir:

Teorem 4: Teorem 1’in sartlarinin saglandig1 ve Y e LZ(O,I)’ nin verilen fonksiyon
oldugu kabul edilsin. Bu takdirde, (3.3.4)-(3.3.5) eslenik probleminin

c° ([O,T], L, (0, )) uzayma ait olan bir tek ¢éziimii vardir ve bu ¢oziim i¢in asagidaki

degerlendirmesi gecerlidir:

6 (..t)

2
GRS [ e A | 337)

Burada c,, >0 sayis1 ¢, f vey den bagimsizdir.

Boylece amag fonksiyonelinin gradyenini verecek olan asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5: Teorem 4’lin sartlarinin saglandigr ve >0’ 1n verilen say1 oldugu kabul
edilsin. Bu takdirde, J,(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde Frechet anlaminda

diferensiyellenebilirdir ve onun gradyeni i¢in asagidaki formiil gegerlidir:

Jo(v)=¢&+2a(v-w) (3.3.8)

a

Burada £(t) fonksiyonu

; (3.3.9)

probleminin ¢6ziimiidiir.
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Ispat: J, (V) fonksiyonelinin artimi i¢in olan

8535(v) =3, (v+6v)—J4(v) =

2

L(0.1)

= ZIRE[(V/(X,T)— y)5:/7(x,T)]dx+H5z//(.,T)

formiilii kullanilarak her v eV noktasinda J, (V) fonksiyonelinin artim1
53, (1) =3, (v+6v)-1, (1) =
|
=2[Re[ (v ( y)oy (x,T)dx+ (3.3.10)
0

2a(v-wpov+-w)on et o (T, o,

0

bigiminde yazilabilir. Burada oy =dy (X,t) fonksiyonu (3.2.19)-(3.2.20) baslangi¢

siir deger probleminin ¢oziimudiir.

(3.3.10) esitliginin sag tarafindaki 1. terim yeniden ele alindiginda Sy e H**(Q)

oldugundan her 7 € L, (Q) igin

2
.f(i oSy ra, 0 5;// _(V(t)+§v(t))5¢/}7dxdt = j&v(t)y/ﬁdxdt (3.3.11)
5 ot OX 1)

integral  0zdesligi yazilabilir. ¢eC°([O,T],L2(D)) oldugundan bu integral

ozdesliginde €L, (Q) nin yerine ¢ ( X, t) fonksiyonu alinirsa

. 00 05 — _
i(l 6tw +a, ale// —(v(t)+ 5v(t))51//J¢dxdt = £5V(t)l//¢ dxdt  (3.3.12)
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esitligi yazilabilir.

Sy € H*'(Q) oldugundan, (3.3.6) integral dzdesliginde y nin yerine oy (X,t) almirsa

ve oy ( x,0) =0 oldugu goz dniinde bulundurulursa

!f{_i agtzp va, 8;521/7 _V(t)&pjdxdt - —2.:[[(1//(X,T)— y)ow (x.T)|dx

esitligi yazilabilir. Bu esitligin kompleks eslenigi yazilirsa

i (asw aafzvf (t)&//dedt=—2£[(l/7(x,T)—y)ay/(x,T)]dx (3.3.13)

esitligi elde edilir. (3.3.12) esitliginden (3.3.13) esitligi taraf tarafa ¢ikarilirsa

ZJ[(z;(x,T)— y)éy/(x,T)} dx = —Iév(t)z//@dxdt —I(&v(t))&//idxdt

0 Q Q

esitligi elde edilir. Bu esitlik, onun kompleks eslenigiyle toplanirsa

Zj Re[(z//(x,T)— y(x))o‘gi(x,T)]dx = —j&v(t)Re(ng)dxdt —ja‘v(t)Re(&//i)dxdt (3.3.14)

0 Q Q

esitligi elde edilir. Bu esitlik, (3.3.10) formiiliinde dikkate alinirsa fonksiyonelin artimi

i¢in

83, (v)= —J ov(t)Re(ypg )dxdt + 2a]((v —W)SV+(v, —w, )ov, )dt +R(sv) (3.3.15)

0

formiilii yazilabilir. Burada R(6V)



o1

2

Lo(0)

R(ov)=[ow (.T)

+ 05||5V||2H1(0'T) - _f&v (t)Re(Sy¢ ) dxdt (3.3.16)
Q

formiiliiyle tanimlanir.

Simdi R(6v)’nin 3. terimi degerlendirilsin. Bu amagla

J'cSv(t) Re(Syg ) dxdt

Q

< H&v(t)‘|5y/||¢| dxdt

) %
< /2 max Ly(0.1) (||5V||L2(O’T))

0<t<T

max
L,(0,1) ost<T

$(.1)

Sy (1)

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlikte

2

|69 (O o1y < e IOV o) VE€[O.T] (3.3.17)

ve (3.3.7) degerlendirmesi kullanilirsa

[ov(t)Re(Syd ) dxdt| < cq 6V o, (3.3.18)

Q
esitsizligi elde edilir.
Boylece R(6V) igin

2
H(0,T)

IR(SV)|<cyp oV

(3.3.19)

bagintisi elde edilir.

(3.3.19) bagintist kullanilarak fonksiyonelin artimi i¢in olan (3.3.15) formiilii
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T |
53, (v)= j{—j Re(yx¢7)dx}§v(t)dt +2a(v-w, §V>H1(OYT) + o(||5v Hl(O,T)) (3.3.20)
0 0
biciminde yeniden diizenlenebilir.
Asagidaki eslenik problem tanimlanirsa
I f—
"—-&=|Re dx
¢ ¢ ! (v9) (3.3.21)

(3.3.20) ile verilen fonksiyonel (3.3.21) probleminin &(t) ¢oziimii ile

T

53, (v)= [[E(©)ov(t)+ & (t)ov (1) Jdt+2a (v=w,5v) o, ) + 0|V, )

0

veya

83, (V)= <§ +2a/(v-w), 5V>H1 0t o(||§v Hl(o,T)) (3.3.22)

o

seklinde yazilir. Boylece

J(V)=¢&+2a(v—w) (3.3.23)

Frechet tiirevi elde edilir. Boylece teorem 5 ispatlanmisg olur.

Simdi gradyenin Lipschitz siirekliligi ile ilgili asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6: J) (V) gradyeni asagidaki Lipschitz esitsizligini saglar.
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30 (v+6v)- 3. (V)] TN (3.3.24)

H*(0,

Burada c,; sayis1 v artimindan bagimsizdir.

Ispat: v+6v eV artimma karsilik J) (V) fonksiyonelinin artimi

Jo(v+6v)=J. (V) =&, +2a(V+6vV—w)—& —2a(v—w)

(3.3.25)
= 85+ 2a6V.
seklindedir. Burada 6¢(t) fonksiyonu
I — f—
SE"(t) - & (t) = j Re (1,00 + Sy Jix (3.3.26)

0

fark probleminin ¢oziimidir. (3.3.26) probleminin Hl(O,T) uzayinda bir ¢6ziimii

vardir ve bu ¢oziim

T O A R @327
L(0.T)
esitsizligini saglar. (3.3.27) esitsizliginin sag tarafinda yer alan
Sp(x,t) =5 (X )= (X,t) =g(X,t;v+6V)—g (X, t;V)
fonksiyonu
ia%wo a;?‘ —(v(t)+Sv(t))p=sv(t)g, (xt)eQ 3328)

5p(%,T)==2isy (x,T), 54(0,t)=¢(1,t)=0.
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probleminin ¢6ziimiidiir ve bu fonksiyon

|o# (.1

<¢,, ||5v|| ,Vte[0,T] (3.3.29)

|_20| L(OT)’

esitsizligini saglar. Burada c,, sayisi, ovden bagimsizdir.

(3.3.27) esitsizliginin sag tarafinda yer alan diger ¥/; fonksiyonu

sl <l o (3.3.30)

esitsizligini saglar. Boylece (3.3.27) esitsizligi

|5z (1)

0<t<T 0<t<T

8O )+ 210y msx o

om =21l oy max oy () o.)

ozelligine sahiptir. ¢, 51//(.,'[), 5¢(.,t) ve ¥, fonksiyonlari ile ilgili (3.3.7), (3.3.27),

(3.3.29) ve (3.3.30) esitsizlikleri kullanilirsa, 0 zaman asagidaki degerlendirme elde
edilir;

2
“5§(t) H(0,T) <Gy ||5V||i2(O,T)' (3.3.31)

Burada c,, sayist, 6vden bagimsizdir.

H* (0, T ) uzayinda (3.3.25) esitliginin normunu alarak

! ! 2
s(v+6v)=J.(v) (0

;<2 (1)

o 18 V()

HY(0,T)
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esitsizligini elde ederiz ve (3.3.31) esitsizligini géz oniine alarak J/ (V) gradyeni i¢in
asagidaki esitsizlik gecerli olur;

Jo(v+6v)-J.(v) i

H'(0,T)

<Cyy |lOV

2
H'(0,T)

Burada c,, sayisi, 6vden bagimsizdir.

Boylece J;(V) gradyeninin V kiimesinde siirekli oldugu ve c,, >0 sabiti ile Lipschitz

esitsizligini sagladig1 gdsterilmis olur.

Simdi bir v eV elemaninin optimal ¢6ziim olabilmesi i¢in asagidaki sonu¢ gerek sart

olarak ifade edilebilir.

Eger v' eV kontrolii J,(v) fonksiyonelinin minimum noktas: ise, J, (V) siirekli

diferansiyellenebilir ve V kiimesinin konveks olmasi durumunda, (Vasilyev 1980)

sayfa 28 deki teoreme gore asagidaki esitsizlik gegerlidir

a

<J’ (V*)’V_V*>H1(O,T) >0, YWeV.

Bu esitsizlik bir v* elemaninin optimal kontrol olabilmesi igin gerek sarti ifade

etmektedir.

Boylece incelenen problemde bir v* elemanimin optimal kontrol olabilmesi igin gerek

sart

<§+2a(v*—W),v—v*> .20, WeV. (3.3.32)

H*(0,T)

olarak belirlenir.
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3.4. Minimallestirici Dizinin Kurulmasi

Simdi, (3.3.23) ile verilen gradyen formiilii kullanilarak J,(v) fonksiyoneli i¢in

optimal ¢dziime yakinsayan bir minimallestirici dizi kurulabilir.

Bir v° eV baslangi¢c elemani segilir ve m>0 i¢in asagidaki adimlarla bir onceki v™

fonksiyon degerinden bir sonraki v™* fonksiyonu hesaplanur.

1. (3.1.3)-(3.1.4) probleminin (3.1.48) anlamindaki ¥/, ¢dziimii elde edilir.

2. v, fonksiyonu kullanilarak, (3.3.4)-(3.3.5) eslenik probleminin (3.2.23) anlamindaki

@ ¢oziimii elde edilir.

3. y,, ve ¢ fonksiyonlarmi kullamlarak (3.3.9) ifadesindeki ikinci eslenik problem

i¢in &, ¢Oziimi elde edilir.

4. & fonksiyonu kullanilarak J/ (vm) gradyeni hesaplanir.

5. VIt =vT = g d (V) (3.4.1)

eleman1 hesaplanir ve bu elemanin J, (V) fonksiyonelinin minimallestiricisi olmasi igin,

asagidaki esitsizlik saglanacak sekilde

B, >0 sayilart secilir.
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Boylece, (3.4.1) ile olusturulacak olan {vm} dizisi, J,(v) fonksiyoneli i¢in V

kiimesinde bir minimallestirici dizi olacaktir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu c¢aligmada zamana bagli bir Schrodinger denkleminin katsayisinda yer alan
potansiyel fonksiyonunun optimal kontrolii problemi ele alinmistir. Amag¢ fonksiyoneli
olarak, Schrodinger denkleminin ¢oziimiiniin belirli bir final aninda, yakin olmasi

istenen konum fonksiyonunun yer aldig bir olasilik fonksiyoneli secilmistir.

Yapilan ¢alismalarin yer aldigi 3. boliimde ilk olarak Schrodinger baslangig-sinir deger
probleminin genellestirilmis ¢oziimiiniin varhgi, tekligi ve kararlihigina ait teoremler

ifade edilerek ispatlanmustir.

Ikinci olarak 3.2 boliimde optimal kontrol probleminin ¢dziimiiniin varligi,
genellestirilmis  Weierstrass  teoremine dayanarak fonksiyonelin siirekliliginin
ispatlanmasiyla, ¢6ziimiin tekligi de Goebel tarafindan verilen sonuglarin problem i¢in

dogrulugunun saglanmasi neticesinde elde edilmistir.

Tezin 3.3 bolimiinde literatiirdeki calismalardan farkli olarak secilen kontrollerin
karesel integrallenebilir fonksiyon uzayindan daha diizglin bir uzaydan sec¢ilmesi
durumunda, amag¢ fonksiyonelinin bu uzayda da diferensiyellenebilecegi sonucuna
ulagilmistir. Ayrica bu segime uygun olarak eslenik problemin nasil elde edilebilecegi
gosterilmistir. Bu sonuglar kullanilarak, amag fonksiyonelinin gradyeninin siirekliligine
ait bir teorem ifade ve ispat edilmistir. Bu sayede optimal kontrol problemi i¢in niimerik

metotlarin kullanilmas1 miimkin olabilecektir.

Son olarak 3.4 boliimde optimal ¢6ziime yakinsayan bir minimallestirici dizi kurulmasi

icin gerekli algoritma verilmistir.
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5. SONUC

Bir Schrodinger denkleminde katsayr fonksiyonu olarak yer alan potansiyel
fonksiyonun secildigi uzay, kendisi ve birinci tiireviyle karesel integrallenebilir
fonksiyonlarin uzayr olmasi bakimiyla bu tezde incelenen problem literatiirde yer alan
daha Onceki Schrodinger denklemiyle alakali optimal kontrol iceren calismalardan
oldukga farklidir. Kontrol uzaymin bu sekilde se¢ilmesi problemin diger kisimlarinda da
onemli degisikliklere sebep olmustur. Bu, amag fonksiyonelinin diferansiyellenebilmesi
kisminda goriilmektedir. Literatiirdeki konuyla alakali diger ¢alismalarda, kontrollerin
secildigi uzay sadece karesel integrallenebilir fonksiyonlardan olustugundan,
fonksiyonelin diferansiyeli bulunurken bir eslenik probleme ihtiya¢ duyulmusken, bu
tezde ele alinan g¢alismada kontroller siirekli fonksiyonlar oldugundan bir eslenik
problem yetersiz kalmaktadir. Béylece ikinci bir eslenik problem zaruri olmustur. Bu
ikinci eslenik problemin ¢Oziimiine ait gerekli incelemeler de yapilarak istenilen
diferansiyellenebilmenin miimkiin oldugu ve sonugta gradyenin de siirekli oldugu
gosterilmistir. Boylece siirekli potansiyel fonksiyonlarin kontrol edilebilecegi sonucuna
ulagilabildiginden bu ¢alisma optimal kontrol teorisi alaninda teorik yenilikler

getirmistir.
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