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GIRIS

Esitsizlik, iki degerin biiyiikliik ve kiiciiklik bakimindan karsilastirilmasidir.
Matematiksel esitsizliklerin amact; degeri net olarak bilinmeyen baz1 matematiksel ifadeleri ya
da fonksiyonlari, daha iyi bildigimiz ifadeler veya fonksiyonlarla istten ve alttan
smirlandirmaktir ve bazen de dogrudan sayisal sinirlar belirlemektir. 17. ve 18. yiizyillarda,
esitsizlikleri belirtmek igin kisisel notasyonlar veya daktilo isaretleri kullanildi. Ornegin,
1670’te John Wallis, < ve > isaretlerinin altinda degil tek bir yatay ¢ubuk kullandi. Daha sonra
1734’te ‘Daha kiigiik (daha biiyiik) esit tizerine esit’ veya ‘Daha kiiglik (daha biiyiik) veya esit
cift yatay ¢ubuklu’ olarak bilinen = ve = sembolleri ilk olarak Pierre Bouguer’in ¢alismasinda
ortaya ¢ikmistir. Bundan sonra matematikgiler, Bouguer’in semboliinii ‘Daha kii¢iik (daha
biiyiik) veya esit tek yatay cubuklu (=) veya daha kii¢iik (daha biiyiik) veya egimli esit (<)’

olarak basitlestirdiler.

Matematigin gelisim siirecini inceledigimizde esitsizliklerle ilgili bir¢ok ¢alisma
yapilmistir ve yapilmaya devam edilmektedir. Bu calismalarin arasinda gosterebilecegimiz en
onemli ¢aligmalarin ilki Littlewood, Hardy ve Polya’nin 1952 yilinda yazdig: ‘Inequalities’ adli
kitaptir. ikinci olarak E. F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961 yilinda yazilan
‘Inequalities’ isimli kitaptir. Ugiincii calisma olarak gosterebilecegimiz, Mitrinovic’in 1970
yilinda ‘Analytic Inequalities’ adiyla yayinlanan 6nemli kitabidir. Bu kitaplarda 6nemli bircok
esitsizlikten bahsedilmis ve matematikte esitsizligin ilerlemesinde kayda deger bir sonuglar
elde edilmistir. 2003 yilinda ise S.S.Dragomir ve C.E.M.Pearce tarafindan yazilan ‘Selected
Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications’ isimli kitapta esitsizliklerle ilgili

bilgiler bir araya toplanmistir.

Esitsizliklerin yani1 sira 6nemli olan bir diger kavram konvekslik kavramidir.
Konvekslik, matematigin olasilik teorisi kompleks analiz, fonksiyonel analiz, kodlama teorisi,
cebirsel geometri, kismi diferansiyel denklemler vb. ¢esitli alanlarinda 6nemli bir yer tutar.1883
yilinda Hermite’nin, Mathesis dergisinde yayinladig1 calismada yer alan bir esitsizlik konveks
fonksiyonlar i¢in belki de bilinen en meshur esitsizlik olmustur. Literatiirde ya Hadamard ya da

Hermite-Hadamard Esitsizligi olarak bilinmektedir. Bu esitsizlik asagidaki gibidir:

FW) +3m)

0 - (2 f Fwdu < (9 1) S

Hadamard tarafindan iiretilen bu esitsizlik bundan 10 y1l sonra yeniden Hadamard tarafindan
ele almmarak giinimiizde Hermite-Hadamard Esitsizligi olarak taninan yeni formatina

1



doniistirilmiistiir. Hermite Hadamard’in galismalarinda konvekslige dair bilgiler yer alsa da
konveks fonksiyonlarin detayli olarak ¢alisilmasi 1905-1906 yillari arasinda J.L.W.V. Jensen
ile baglamistir. Johan Jensen’in fonksiyonlar ile ilgili calismalarin yayginlagsmasinda yaptigi bu
onciiliigii ile matematik tarthinde 6nemli bir yere sahip olmustur. Konveks fonksiyonlarin farkli
smiflari lizerinde bir¢ok yeni tanim ve 6zellikler kesfedilmistir. 19-20. yiizyillarda bulunan
esitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek temel esitsizlikler haline
getirilmistir. Son yillarda, konvekslik kavrami yeni fikirler kullanilarak cesitli yonlerde

genisletilmistir (Dragomir and Pearce, 2003; Chen, 2006; Lupsa and Cristescu, 2002).

Konveks fonksiyonlar detayli bir sekilde ‘Convex Funcitons’ adl1 kitapta A.W. Roberts
ve D.E. Varberg tarafindan ele alinmistir. Bu konu, 6nemini her zaman koruyarak yenilige agik
birgok arastirmacinin dikkatini ¢ekmistir. Bu nedenle esitsizlik teorisi matematigin biitiin
dallarinda 6nemli bir yere sahip olmustur ve genis bir ¢aligma aralifinda cok etkili, siirekli
gelismekte olan bir teori haline gelmistir. Matematiksel analiz ve uygulamalar farkli bakis
acilari iizerinde etkili olmakla birlikte yeni arastirmalari da canli tutmaktadir. Lyapunov, Opial,
Hilbert, Levin, Hadamard, Poincare, Sobolev, Hardy ve Jensen isimleriyle 6zdeslesmis
esitsizlik tipleri arasinda derin baglar kurulmustur ve matematigin dallar1 tizerinde biiyiik
etkileri olmustur. Son birkag¢ yillik siiregte bu esitsizliklerle ilgili ¢cok onemli uygulamali
calisma alanlarinda saglam ve etkili sonuglarin elde edilmesine sahit olmaktayiz. Bu
esitsizlikler iizerine ¢aligmalar yapan arastirmacilarin artmasi sonucuyla ¢alisma alanlarinin
yenilenmesi ve mevcut ¢alisma alanlarinin genislemesi, teorinin cazibesini de artirmistir ve

zamanla daha da gelisen bu teori genis bir ¢aligma alanina yayilmistir.

Esitsizlikler icerisinde ©Onemli olan bir diger esitsizligimiz Jensen Esitsizligidir.
Danimarkali bilim adami Johan Jensen karsimiza ilk olarak ‘Actuarial Mathematics’in 9.
sayfasinda ¢ikmistir (Panjer, 1986). Jensen Esitsizligini matematik camiasiyla bulusturan
Jensen, bir¢ok calismaya 151k tutmustur. Jensen Esitsizligi konveks fonksiyonlar i¢in 6nemli bir
esitsizliktir. Literatiirde bilinen ve yaygin kullandigimiz esitsizliklerin ¢ogu Jensen
Esitsizliginden tiiretilmistir. Bu durum konvekslik kavraminin da ne kadar temel bir kavram
oldugunu ifade etmede 6nemli bir yere sahiptir. Jensen esitsizliginin; bilgisayar problemleri,
olasilik teorisi, optimizasyon ve bilgi teorisi gibi alanlarda uygulamalar1 vardir. Jensen
esitsizliginden tiiretilen 6nemli bir matematiksel esitsizlik olan Jensen-Mercer Esitsizligi,
ekonomi, istatistik, makine, matematik dahil bir¢ok farkli alanda kullanilmistir. Jensen-Mercer
Esitsizligi ve Hermite-Hadamard-Jensen-Mercer Esitsizligi olarak Kian ve Moslehian
tarafindan 2013 yilinda literatiire kazandirilmistir. Daha sonra Pavic tarafindan 2019 yilinda

gelistirilmistir ve gliniimiizde kullanilmaktadir. Bir¢ok calismaya kaynaklik eden Jensen-



Mercer Esitsizligi arastirmacilarin ilgiyle takip ettigi bir konu olmustur (Butt et al. 2022; Khan
and Saadi, 2016; Baric and Matkovic, 2009; Iveli¢ Bradanovi¢ and Lovricevi¢, 2024; Moradi
and Furuichi, 2020; Khan and Pecari¢, 2020). Bu alan1 daha da genisleten ¢alismalar Hermite-
Hadamard-Jensen-Mercer ile ilgili yapilan c¢alismalardir. Bu c¢alismalar bir sonraki
arastirmacilara da 151k tutmustur (Ciurdariu and Grecu, 2024; Iscan, 2021; Faisal et al. 2022).
Hermite-Hadamard-Jensen-Mercer Esitsizligi kesirli integrallerle de ¢ok calisilan bir alandir.
Bu alanda onemli caligmalar ortaya atilmistir ve bu alanin kapsamini genisletmistir
(Sitthiwirattham et al. 2024; Ogiilmiis and Sarikaya, 2021; Wang et al. 2021; Vivas-Cortez et
al. 2022).

Bu tez c¢alismasinin ilk bolimiinde; esitsizligin tarihi gelisiminden, konvekslik
kavraminin esitsizlikler alanindaki éneminden ve kullanim alanlarindan, matematik tarihinin
ilk anindan giiniimiize kadar bu alanda 6nemli ¢alismalar yapmis bilim insanlarindan, Jensen
Esitsizliginin ve Jensen Esitsizliginden tiiretilen Jensen-Mercer Esitsizliginden ve kullanim
alanlarindan bahsedilmistir. Calismanin ikinci bolimiinde konveks fonksiyonlarla ilgili
literatiirde yer alan tanim ve teoremlerden, konveks fonksiyon oOrneklerinden, konveks
fonksiyonun geometrik olarak incelenmesi ve yorumlanmasindan, Beta ve Gama
fonksiyonlarindan ve bunlara ek olarak iki pozitif say1 igin baz1 ortalamalara iliskin bilgilere
yer verilmistir. Uciincii béliimde; konveks fonksiyonlar i¢in temel esitsizliklerden, Jensen
Esitsizliginden ve Hermite-Hadamard-Jensen-Mercer Esitsizligi ile ilgili daha onceden elde
edilmis teoremlerden bahsedilmistir. Dordiincii boliimde; lemmalar kullanarak Hermite-
Hadamard-Jensen-Mercer tipli konveks fonksiyonlar ile ilgili Holder, Power-Mean, Holder-
Iscan, Gelistirilmis Power-Mean ve Young Integral Esitsizlikleri kullanarak yeni esitsizlikler
elde edilmistir. Tezin besinci bolimiinde dordiincii boliimde elde edilen esitsizlikleri farkl

lemma ve tanimlara uygulayabilmek adina okuyucu i¢in 6nerilere yer verilmistir.



KURAMSAL TEMELLER

Tamm 1. (Lineer Uzay): M bir cisim, L bostan farkli bir kiime olmak {izere +: L X
L - Lve. MxL — L islemleri tanimlansin. Eger L kiimesi asagida ifade edilen sartlart

sagliyorsa L’ye M cismi lizerinde bir ‘Vektor Uzay1’ veya ‘Lineer Uzay’ denir.
1) L, + islemine gore degismeli bir gruptur.
R)Vo,p,u €Ligcing + (p+u) = (0o +p)+udir,
R2)V o € Licinog + 6 = 6 + 0 = o olacak sekilde 6 € L vardir,
R3)Vo € Ligcino + (—og) = (—0) + 0 = 0 olacak sekilde —¢ € L vardir,
R4)Vo,p € Ligino + p = p + o dir.
2)o,p € Lvea,b € M olmak lzere asagidaki sartlar saglanir.
T1) a.(o + p) = a.0 + a.p'dir,
T2) (a + b).o = a.d + b.o'dir,
T3) (ab).o = a. (bo)'dir,
T4) 1.0 = o’dir (1, M'nin birim elemanidir).
M = Rise L’ye reel vektor uzayi denir (Anton, 1994).

Tammm 2. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay H < L ve o,p € H olsun.
B={z€liz=%00+1—-4®%p 0<¢ <1} S H sartin1 sagliyorsa  ya konveks
kiime denir. Eger z € B ise z = o + (1 — £)p esitliginde ifade edilen o ve p
katsayilariicin £ + (1 — ¢£) = 1 esitligi her sartta gecerlidir. Bu nedenle konveks kiimenin
taniminda ifade edilen ¢,(1 — ¢) yerine « + f = 1 sartim1 saglayan ve negatif olmayan
a, [ reel sayilar alabiliriz. Geometrik ifade edersek B kiimesi u¢ noktalari o ve p olan bir dogru
pargasidir. Bu anlayisla bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini igeren
kiimeye konveks kiime denir (Bayraktar, 2000).

Konveks kiimelere reel eksen iizerinde bulunan araliklar 6rnek verilebilir. Konveks

olmayan kiime ise konkav kiime denir.

T~

Sekil 1. Konveks Kiimeler



Sekil 2. Konkav Kiimeler

Konveks kiimelere asagidaki drnekleri verebiliriz ve goriintiilerini inceleyebiliriz. iki eleman1

arasindaki dogru pargasinin tamamini ihtiva eden kiimelere disbiikey (konveks) kiime denir.

Ornek 1.: A = {(0,p): 0% + p? < 2} S R? bu kiime R?’de kapali bir diski ifade eder.

Sekil 3. Kapal1 bir disk

Ornek 2.: A={(o,p,u):0+4p+7u=3} €R® bu kime R3’te bir diizlem
denklemidir.

x

Sekil 4. Bir Diizlem Goriintiisii

Ornek 3.: D: {o: ||o|| < 1} kapali yuvar1 konvekstir. (D < R")

Coziim: o,p € Dve £ € [0,1] i¢cin o + (1 — £)p € D oldugunu gostermeliyiz.



I¢o + (1 — Opll < ltoll + 1T = Dpll
<tlloll+ (A —=4)llpll
<41+ (1-0H1=1

olur. Verilen kapal1 yuvar bir konveks bir kiimedir.

Tanim 3. (Konveks Fonksiyon): 7, R'de bir aralik ve &:7 — R bir fonksiyon olsun.
Vo,p€Jvete[0,1]igin,
Flo+ (1 — Dp) <£F(@) + (1 — OF(p)
esitsizligi gecerlidir (Pecaric et al, 1992).
J lizerinde tanimlanan bir & fonksiyonunun konveksligini geometrik olarak ifade edersek J
tizerinde bulunan ve (0',8-(0')) ve (p,‘&(p)) noktalarin1 igeren dogru pargasinin &

fonksiyonunun grafiginin iist kisminda yer almasidir. Sekil 5°te konveks fonksiyonun grafigi

verilmigtir.

. B0

’
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

F(p)

F(0) + (1 — OF(p)
Fllo+ (1 — O)p)
F(o)

’

v

’

|
|
|
|
|
|
-

fo+(1 — €)p

Q -

Sekil 5. Konveks Fonksiyonun Grafigi

Ornek 4.: §:7 c R - R, (o) = o2 fonksiyonu 7 iizerinde konveks fonksiyondur.
Coziim: 62 + p? > 20p ozelligini kullanilirsa,
Fto + (1 — Dp) = o + (1 — H)p)?
=262+ 2¢(1 — £)op + (1 — £)?p?
< 262+ ¢(1—0) (0% +p*) + (1 —£)?p?
= 2262 + (1 — £)a? + £(1 — £)p? + (1 — £)2p?

=02(f2+4 -+ p2A-DH(H+1-10)



=fc?+ (1 —£)p?

=£F*(0) + (1 - OF*(p)
olarak bulunur. Buradan (o) = o2 fonksiyonunun 7 kiimesi iizerinde konveks bir fonksiyon

oldugu goriiliir. Asagida bu fonksiyonun grafigi de verilmistir.

Sekil 6. (o) = o2 Fonksiyonunun Grafigi

Konveks fonksiyon taniminda esitsizligin yonii "' = "’ olmasi durumunda ise & fonksiyonuna

konkav fonksiyon denir.

> ; 4— v=f(x)
AN
' ! ' .
0
Sekil 7. Konveks Fonksiyon
.1.
A
T e
P i > ¥
0
Sekil 8. Konkav Fonksiyon
y
A




Sekil 9. Ne Konveks Ne Konkav Fonksiyon
Tanim 4.: Eger & fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise §'ye afindir (lineerdir)

denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonu¢ 1. 7 < R igin bir § fonksiyonunun J kiimesinde konveks bir fonksiyon

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her o, p € 7 ve her p,q > 0 reel sayilar1 igin

o (pa + qp) < p& (o) + qF(p)
p+q /] p+q

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).
Teorem 1. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi bir o, p reel sayilari igin,
lo+pl <ol +pl,
llol = lpl| < lo = pl,
llol = lpl| < 1o+ pl,
ve tiimevarim metodu yoluyla,
loy + -+ onl < log| + - + o]
esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al, 1993).

Teorem 2. (integraller Icin Ucgen Esitsizligi): &, [n,v] araliginda reel degerli ve

stirekli bir fonksiyon i¢in,

j:i‘s(a)da

9
< f B)do (<)
n

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al, 1993).

Tamm 5. (J-Konveks Fonksiyon): 7, R’de bir aralik olsun. Her g, p € 7 igin,

g(GZP)S‘F;(a);Mp)

sartin1 sagliyorsa & fonksiyonuna 7 tizerinde J-konveks fonksiyon denir (Mitrinovic, 1970).

Tamm 6. (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her o,p € J ve o # p i¢in,

8(0;p)<i}(a);i}(p)

sartin1 saglayan § fonksiyonuna 3 € R aralig: tizerinde kesin J —konveks fonksiyon denir
(Mitrinovié, 1970).



Sonug 2.: Her konveks fonksiyon ayni1 zamanda J-konveks fonksiyondur. (Mitrinovic,

1970).
Teorem 3.: § fonksiyonu [o, p] araliginda konveks ise,

i. &, [o,p]araliginda siireklidir.
ii. &, [o,p]araliginda sinirhidir (Azpeitia, 1994).

Tamm 7. (Gama Fonksiyonu): T':(0,0) - R Gama fonksiyonu,
1
I'(o) = f 9 te~tde
0

bi¢iminde tanimlanir (Dragomir et al. 2000).
Gama fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:
w € Z% olmak iizere,
i. Tw)=@w-1)!

i. T()=1
ii. T(w+1)=wl(w).

Sekil 10. Reel eksen boyunca gama fonksiyonu

Tamm 8. (Beta Fonksiyonu): Beta fonksiyonu
1
B(o,p) = j 27711 — )P 1de, o,p >0
0

seklinde tanimlanir ve Euler tipi Beta fonksiyonu olarak adlandirilir. Ayni zamanda, birinci tiir
Euler integrali olarak da bilinir. Bu tiir integraller, genellikle belirli bir parametre araliginda,
ozellikle de [0,1] araliginda, karmasik fonksiyonlarin integral hesaplamalarinda kullanilir.
Euler'in bu integrali, 6zellikle Gamma fonksiyonu ile olan baglantisi nedeniyle, pek ¢ok

matematiksel ve uygulamali alanda kullanighdir.



Beta fonksiyonu her o, p > 0 olmak iizere asagidaki 6zellikleri saglar.

i.  Bla,p)=B(p,o)
i. Blop+1)= U%pﬁ(mp)

_ F(@)I(p)
B0, p) = W
I'(o)?

iv. B(o)=

I'2o)

Sekil 11. Pozitif o ve p degerleri igin beta fonksiyonu grafigi

Pozitif Reel Sayilar i¢in Bazi Ozel Ortalamalar
o, p € R olmak iizere,

Aritmetik Ortalama:

o+
A =A(o,p) = > p’
Geometrik Ortalama:
G=G(o,p) =op,
Harmonik Ortalama:
20p
H=H(o,p) = ,
(0,p) =~ s
Logaritmik Ortalama:
o, o=p
L=L(o,p)=]_P"9 2
Inp —Ino’ p

p —Logaritmik Ortalama:

10



o, o=0p

1
*Cp = Lp(O',,D) = pp+1 —gP*tl 1p
+
p+Dp-o) @ °7F
Identrik Ortalama:
o, o=p

1
7=139(o,p) = 1(pp>pTa .
e\g? o 9FP

Bu 6zel ortalamalar arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir:

H<G<L<T<A.

11



MATERYAL VE YONTEM

Konveks Fonksiyonlar i¢in Temel Esitsizlikler

Teorem 4. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): 7, R’de bir aralik, n,9 € Jven <9I

olmak tizere &: 7 € R — R konveks bir fonksiyon ise,

i}'(n-l_ﬁ)Sﬁin.fﬂ%(u)dusg(n)-l_%(ﬁ)
U]

2 2
esitsizligi gecerlidir (Pecaric et al. 1992).

Ornek 5.: §(u) = exp(u) = e* olsun. Bu takdirde,

n+9 1 (7 Fm) + FW)
5(5 )Sﬁ—nfn T

n+9 1 e + e’
2 < ¥ _eh) <
e _19—77(6 el) < >

yazilir. Burada da o = e ve p = e dersek asagidaki esitsizligi elde ederiz:

og—p o+p
< < €
’/ap_logo——logp_ > ,(0d #pvea,p€[0,0))

G<SL<A

olur.

Sekil 12. e" fonksiyonunun grafigi

Teorem 5. (Fejer Esitsizligi): §: [1,9] — R, konveks fonksiyon g: [n,9] » R

: - . 9 . S . .
integrallenebilir, negatif olmayan ve % ye gore simetrik bir fonksiyon ise,

n+9\ (¢ 9
5() fn gQu)du < fn F(w) g(wdu < gQ)du

Fm + W) fﬁ
2 2 -

12



esitsizligi gecerlidir (Fejer, 1906).
Eger g(u) = 1 segilirse Fejer Esitsizligi Hermite-Hadamard Esitsizligine indirgenmis olur.
Teorem 6. (Holder Esitsizligi): p > 1 ve % + % = 1 olsun. Eger & ve g fonksiyonlari

[n,9] araliginda tanimli integrallenebilen iki fonksiyon ve |F(w)|?, |g(w)|? [n,¥9] araliginda
integrallenebilen fonksiyonlar ise,

1

9 9 % 9 7
f |?s(u>g(u>|dus<f Ii‘s(u)lpdu> (f |g<u>|qdu>
n n n

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al. 1993).

Teorem 7. (Holder-Iscan Esitsizligi): p > 1 ve % + % = 1 olsun. Eger Fve g

fonksiyonlar1 [n,9] araliginda tanimli integrallenebilen iki fonksiyon ve |&u|?, |g(w)|?

[n,9] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise,

9
f 1B (w) g (w)ldu
n
1

1 9 ) b/ o\
- (fn 9 - wIFw du) (fn 9 = wlgQl du)

1 1

9 P 9 q
+<j (u—n)munpdu) (j (u—n)lg(u)l"du>
n n

esitsizligi gecerlidir (Iscan, 2019).

Teorem 8. (Power-Mean Esitsizligi): ¢ = 1 olsun. § ve g fonksiyonlari [1, 9]
araliginda tanimli iki fonksiyon olsun. |F(w)| ve |g(u)|9 fonksiyonlari [n,9] araliginda
integrallenebilen fonksiyonlar ise,

1

9 9 1—% 9 a
f |i§(u>g(u>|dus<f Ii‘v(u)ldu) (f |z§<u)||g(u)|qdu>
n n n

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

13



Sonug¢ 3. Holder Esitsizliginin bir sonucu olan Power-Mean Esitsizligi kullanilarak

daha iyi list sinirlar bulunmaktadir.

Teorem 9. (Gelistirilmis Power-Mean Esitsizligi): ¢ = 1 olsun. & ve g fonksiyonlari
[n,9] araliginda tanimli reel fonksiyonlar olmak tizere |&(u)| ve |F(w)||g(u)|? fonksiyonlar

[n,9] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise,

1

q

9 1 9 1—% 9
IFW gl du < -— < @ - wIFWld ) < @ - wIFWIlgw|’d )
fn u)g(u)| du g L w)|F(w)|du fn w)|FW)|lg)|? du

9
+ (f w—nIFW du)
n

esitsizligi gecerlidir (Kadakal et al. 2019).

1 1
1-=
q

9 q
<f (u—n)m(u)ug(unwu)
n

Teorem 10. (Young Esitsizligi): o, p negatif olmayan reel sayilar olmak iizere

p>1lve %+ ; = 1 olsun. Bu durumda

1
op < —oP +—-01
p q

esitsizligi gecerlidir (Niculescu ve Persson 2006).

Teorem 11. (Jensen Esitsizligi): §: [, 9] — R konveks fonksiyon ve o; € [n, 9],

i=12,..,nolsun. Budurumda ", a; = 1 ve a; > 0 ise
n n
& (Z ai0i> < Z a; (o)
i=1 i=1
esitsizligi gecerlidir (Jensen, 1905).
Teorem 12. (Jensen Esitsizligi): &: 7 = [n, 9] — R konveks fonksiyon, h: 7 — (0, o)

ves:J — R, = [0, ) integrallenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

fy hs@d\ _f7 raOB(s)du
[Phade )T T r@adu

esitsizligi gecerlidir (Kufner et al.1977).

Teorem 13. (Jensen Esitsizliginin Integral Formu): &: R — R konveks bir fonksiyon

olsun, @ : 7 — R negatif olmayan reel degerli integrallenebilir bir fonksiyon ise,

14



1 (? 1 (?
‘{y(mL dD(u)du) < mfn ?}(CD(u))du

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al.1993)

Teorem 14. (Jensen-Mercer Esitsizligi): &: [0, p] = R bir konveks fonksiyon olsun.

Bu durumda 2; € [a,p], n; € [0,1] (i = 1,2,3,...,n) ve X]_, n; = 1 igin,

3(0 +p - Zm /11') < &(o) + F(p) —Zm F4)

esitsizligi gecerlidir (Mercer, 2003).

Pavic, 2019 yilinda Jensen-Mercer esitsizliginin genellestirilmis halini Teorem 15’te

sunmustur.

Teorem 15. &: [0, p] = R bir konveks fonksiyon olsun. Bu durumda 4; € [a, p] ve

a,B,n; €[0,1],y € [-1,1] olmak lizerea + f +y = Z?zlm = 1 i¢in,

& <<w + Bp + VZ mh) < af(o) + p&F(p) + )/Z n:&(4i)
i=1 i=1

esitsizligi gecerlidir (Pavic, 2019).

Sonu¢ 4.: Teorem 15’te a = =1 ve y = —1 alinirsa, esitsizlik Jensen Mercer
esitsizligine (Teorem 14'e) doniistir.
Sonu¢ 5.: Teorem 15te a = =0 ve y =1 alinirsa, esitsizlik bilinen Jensen

Esitsizligine (Teorem 11°e) doniisiir.

Teorem 16. (Hermite-Hadamard-Jensen-Mercer Esitsizligi): &, [n, 9] araliginda bir

konveks fonksiyon olsun. Bu durumda her o, p € [n,9] i¢in,

5(n+0 -5 = 5= [ 5+ 9 - wpau = 00+ 50) -5 (“2)

esitsizligi gecerlidir (Kian and Moslehian, 2013).

Hermite-Hadamard-Jensen-Mercer Tipli Sonugclar

Lemma 1: &:[n,9] € R - R ii¢ kez diferansiyellenebilen bir doniisiim olsun. Eger

her o, p € [n,9] ve 0 < p igin;

6 (9o og+p
P—Gjmg_p %(u)du—4$(n+t9—7)—(%(n+19—0)+€§(n+19—p))

15



:(”;—6”)3[1{)2(1—{’)
0

><[‘{y”’<n+19—(§a+274p)>—%”’<n+19—(§ 2;{)0))]#

esitligi gegerlidir (Ciurdariu and Grecu, 2024).

Sonug¢ 6.: Lemma 1’de 0 = n ve p = 9 alinirsa,

o f sdu — 45 (137) - [50n) + 5

- a0l (- Pnese)-w (1= )

ifadesi elde edilir.

df

Teorem 17.: &:[n,9] € R — R ii¢ kez diferansiyellenebilen bir doniisiim olsun. Her

g,p € [n,9], 0 < pigin ve |F"'| konveks fonksiyon ise,

6 n+d-o
S B3 (n+ 0 -T52) - @@+ 9= )+ 501+ 9 - 9)
n

P =0 Jyr9-p ;
— )3 1
-t |57/ 00 +§7®) - 35" @] + 5" @D

esitsizligi gecerlidir (Ciurdariu and Grecu, 2024).

Sonug 7.: Teorem 17°de o0 = n ve p = 9 alinirsa, asagidaki esitsizlik elde edilir:

®-n)?

T RO ON!

6 (Y n+9
fEr J, o435 (15) - 500 + OIE

Teorem 18.: &:[n,9] € R — R ii¢ kez diferansiyellenebilen bir doniisiim olsun. Eger

her o,p € [n,9], o < p, |F""'|? konveks fonksiyon ve g > 1 igin

6 n+d-o
S s a5 (n+ 0 - T5E) - @+ 9 - ) 4501+ 9 -9)
n

P—=0J)yt9-p 2

1

3
<27 ( T ) (lcl}”’(n)lq + |cl§’”(19)|q __(3|‘5‘”'(P)|q + 7|gl!l(0.)|Q)>

1

1
+ (I%’”(n)lq +IE N - 5 GIF" (@I + 7I$”’(p)|q)>q

16



esitsizligi gecerlidir (Ciurdariu and Grecu, 2024).
Teorem 19.: §: [n,9] € R - R ii¢ kez diferansiyellenebilen bir doniisiim olsun. Eger

her o, p € [1,9], 0 < p, I§'"'|? konveks fonksiyon ve g > 1, % + % = 1 igin,

‘ 6

n+9-o
p_af %(u)du—4i§(n+19—m)—(?;(n+t9—0)+i§(n+l9—p))‘
n

+9-p 2

_p- 0)? 1

P
SEETY ———pPR2p+1,p+1)

1
) 1
(157 @17 + 15" @)1 = 7 (5" @)1 + 315" @1D)|[°

1
) !
+I5anle+ 15" @)1 - 7 (5" @10 + 315" @10’

esitsizligi gecerlidir (Ciurdariu and Grecu, 2024).

Lemma 2.: &:[n,9] € R - R iki kez diferansiyellenebilen bir doniisiim olsun. Eger

her o, p € [n,9] ve g < p i¢in,
1 n+9-o O'+p
P—anw-p %(u)du—i‘f<n+19—( > ))
=% o £t 2-4
- 16 Uo{) 5 "+ﬁ_<§ 2 0)
? 27
+?§'”(T]+19—<EO'+TP)>]d£}

esitligi gecerlidir (Ali et al. 2024).

Sonug¢ 8.: Lemma 2’de o = n ve p = ¥ olarak alinirsa 2015 yilinda Sarikaya ve Kirig’in

calismasinda yer alan agsagidaki esitlik elde edilir:
1 (? n+9
7= | sad-5 (1)
u
9 —1n)? ?
Gl ") U Pz [?s- ‘ +—19)+{9"( a+—n ]d{’l

Teorem 20.: &: [n,9] € R — R iki kez diferansiyellenebilen bir dontisiim olsun. Eger
her ,p € [n,9] ve o < p, |§"| konveks fonksiyon i¢in,

17



e s (59))

(p B 0-)2 2 n n 1 n 124
<P a5 ml + 15 @)D - 513 @] + 15" (D
esitsizligi gecerlidir (Ali et al. 2024).

Sonu¢ 9.: ¢ = n ve p = Y alinirsa,

n+9 ( )2 " "
‘—f seodu -5 (157)| < (15" Gnl + 15" @)
elde edilir. Bu sonug Sarikaya ve Kiris'in, Teorem 3’te s = 1 alindig1 bir sonucuna indirgenir
(Sarikaya and Kiris, 2015).

Teorem 21.: &: [n,9] € R - R iki kez diferansiyellenebilen bir doniisiim olsun. Eger

her a,p € [n,9] ve o < p, |F''|? konveks fonksiyon ve g > 1 igin,

=, s (avo- (7))

—0)? /N 7\ /1
<) <§(I‘Es”(n)|‘I+|i§”(19)|q)——<li§”(0)l"+ m"(p)w))

1
q

1

q
( 15"l + 15" @)1 — 5 (15" ()1 +2 m"(a)w))

esitsizligi gecerlidir (Ali et al. 2024).

Teorem 22.: &:[n,9] € R — R iki kez diferansiyellenebilen bir doniisiim olsun. Eger

her a,p € [n,9], 0 < p, |F"'|? konveks fonksiyon ve g > 1 igin,

e s ()
1

-2\ _, , T (p)1? + 31F" ()| 7\ |
< 16(27*T) <|°f8’ M+ "' (W) —< 2 ))

15" ()17 + 3|?s"(p)|q>)ﬁ
4

+ (I%"(n)l" +IF' @I - <

esitsizligi gecerlidir (Ali et al. 2024).
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimiin ilk kisminda Genellestirilmis Hermite Hadamard Tipli Esitsizlikler
olusturulmustur. Ikinci kisminda ise lemmalardan faydalanarak Hermite-Hadamard-Jensen-
Mercer tipli yeni esitsizlikler elde edilmistir. Bu esitsizlikleri elde etmek i¢cin Jensen Mercer
Esitsizliginin tanimi1, Hélder, Power-Mean, Holder-Iscan, Gelistirilmis Power-Mean ve Young

Integral Esitsizlikleri kullanilmistir.

Genellestirilmis Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Teorem 23.: §: [a, p] €T — R iizerinde bir konveks fonksiyon ve 29 > n > g >0

i¢in,
no + Yp
555
b & 15(0) + 95(p)
S,Hﬁfo[277—19+3(19—n)€]‘ty((1—£)a+£p)d£s ——

esitsizligi gecerlidir (Xiao et al. 2011).

Teorem 24.: ¥:J c [0,0) = R pozitif bir doniisim ve & € L[o, p] olmak iizere,
o,p€Jvead <p,te€[01]olsun. Eger |&|?, [o, p] lizerinde konveks bir fonksiyon ve p > 1,

2+i=1,2929n22>0ise
14 q 2

5 (220)] < 5 [ tan -0 + 360~ Al (a — 00 + ep)ae

2 (29 =P — (2n = 9)PNP (1F (o)1 + |F(p)|9\e
n+9 39 —n)p+1) 2

esitsizligi gecerlidir (Tatar et al. 2023).

Ispat: Teorem 23 ve Uggen Esitsizliginden,

|§ (nz : :Zp>| = ‘,7 i 9 f:[Zn -9+ 30 -nIF((1 - Do+ {’p)d{"

2 1
< mfo 127 — 9 + 39 — n)2||F((1 — £)o + ¢p)|d¢

1

2
=5 [2n =9 + 3 = n)€l|F((1 - £)o + £p)|de
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esitsizligi elde edilir. Holder Esitsizligi ve konveksligin tanimindan,

no +9p
5 (557
n+9
1

2
<37 0 [2n =9+ 30 —n)?l|F((1 — £)o + £p)|as

1 1
1 ) 1 q
n%(f [2n — 9 + 3@ — n)¢]P d{’)p <f 1%((1 =)o + £p)|” dt’)q

<

+

S

2 (! 1 z
sm(f (20— 0 +3(9 — )2 d (f [(1—€)|%(o)|q+f|%(p)|ﬂd£>

1 1
2 (O =P = (20 = 9)PINP (|F(0)]7 + IF(p)|T\4
Tn+9 30 -n(p+1) 2

elde edilir. Burada,

(29 — )Pt — (2n —9)P+!
30 —-—mrp+1)

1
f (2 — 9 + 309 — n)E]P dé =
0
olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 25.: ¥:J c [0,00) = R pozitif bir donlisim ve § € Lo, p] olmak iizere,
o,p €Ivead <p,? € [0,1]olsun. Eger |F|?, [o, p] lizerinde konveks bir fonksiyon ve g = 1,
2192n2§>0ise,

no +9p
(57 )
n+9
1

2
<39 0 [2n —9 + 30 —F((1 — &) + £p)|de

<(-2 )5 nIE@)17 + 9IF)I7\1
T \n+9d 2

esitsizligi gecerlidir (Tatar et al. 2023).

Ispat: Teorem 23’den ve Power-Mean Esitsizliginden,

|c‘§ (77: i ZP>| s ‘77 _|2_ 9 Ll[zrl — 9+ 30 —AF((A - o + £p)d¢t

1

2
< ml ) [2n =9 + 30 —n)?]|F((1 — £)o + £p)|d¢
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1

2 1 g
—<f [2n —9 + 31 — n)f]d#)
0

<
n+9

1

X (f [2n — 9 + 309 — n)€]|F((1 =)o + £p)| df)p
0

olur. Burada |&|? konveks oldugundan,
no +9p
5(555 )
n+d9
2

< UTUO [27— 9 + 39 —n)f]cw)

|
QR

<

1
q

x ( j (27— 8 + 308 = 2] [(1 = O)[F()]7 + fm(p)mdf)
0

_( 2 )5 1§ (@) + 9|F(p)|9\7
\n+9 2

elde edilir. Burada,

nF@)|? +9|F(p) |
2

f (27 — 6 + 300 — )e] [(1 - O)IF(@)| + £IF(P)]7]de =
0

ve

1 +9
f [2n—19+3(19—77)19]@:"T
0

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 26.: &: J < [0, ) — R pozitif bir doniisiim ve § € L[o, p] olmak iizere,

o,p€Jvea <p,?€[0,1]olsun. Eger |F|?, [0, p] lizerinde konveks bir fonksiyon ve

1 1 9 .
4= >n=-=>0Ise,
p>1,p+q 1,219_77_2

no +9Ip
5 (5+7)
n+9
1

2
<39 0 [2n —9 + 30 —F((1 — &) + £p)|de

2 l(za — )Pt — (2n —Y)Pt+? +1<Ii‘s(0)|q + I‘J:(p)lq>l
n+d p(p + 130 —n) q 2

esitsizligi gecerlidir (Tatar et al. 2023).
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Ispat: Teorem 23 ve Young Esitsizliginden,

| (na +9p

2 1
—— )| < mfo [277—19+3(19—77){’]‘{(;((1—{’)0+{’p)d{’|

1

2
S 0 [2n — 9 + 30 —?]|F((1 — £)o + £p)|d¢

,,M[ f [27 — 0 + 3(9 — MEIPde += f|‘£§((1—€)a+€p)| d#l

elde edilir. Burada |&|? konveks oldugundan,

no +9p
’$(n+ﬁ)‘
2 [1 1 1 (1 q
S _Efo [2n — 9 + 39 — n)¢]Pde +5f0 |F((1 =)o + p)| d#l
<2 | 2= 0 + 30— n)elPa+ > | (1= OIF@) +€|Ts(p)lq]d€l
- n+9|pJo qJy
_ 2 [@9- mP* — (2n — 9P+t N 1<Ii§(0)lq g Ii‘s(p)lq)l
n+9] pE+13W—n) q 2

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Hermite-Hadamard-Jensen-Mercer Tipli Yeni integral Esitsizlikleri

Lemma 3.: &: [n,9] € R - R, (n,9) tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olmak tizere her g, p € [n,9] ve £ € [0,1] olsun. Eger §' € L[n, 9] ise,

n+d-o
Fm+9-0)+Fm+9-p) f () du
2 p—0
n+d—-p

;UJ(Z{J —DF(M+9— o+ (1 —P)p))ds
0

esitligi gegerlidir (Ogiilmiis and Sarikaya, 2021).

Ispat: Bu esitligi ispatlamak i¢in dnce esitligin sag tarafina kismi integrasyon metodu

uygulanir ve n + 9 — (Y0 + (1 — £)p) = u doniisiimii yapilirsa;
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1
f(ze —DF(n+9— (o + (1—4)p))de
0

_B@+9-0)+F@+9—p)

2 1
p_abfg(n+l9—(ea+(1—e)p))de

p—0
n+9-co
Fm+9—-0)+FM+9—p) 2
= o o) f F(uw)du
n+9-p

olur. Her iki taraf pZ;G ile garpilirsa,

n+d-o
Fn+9-0)+F+9—-p) 1 f () du
2 p—o0
n+d—-p

. p%f(y —DF(n+9 - {o+ (1 —£)p))de
0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 10. Lemma 3’te 0 = n ve p = 9 alinirsa 1998 yilinda Dragomir ve Agarwal’in

calismasinda yer alan asagidaki esitlik elde edilir:

) + B
2

1 9 9 — n 1 .
9= ”fn Fwdu = Tfo (22 = DF((1 - On + £9)de.

Teorem 27.: §: [n,9] € R - R, (n,9) tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olmak tizere her g, p € [n,9], € € [0,1] ve §' € L[n, 9] olsun. Eger |F'|, [, 9] araliginda

konveks bir fonksiyon ise,

n+d-o
Fh+9-0)+FM+9—-p) 1
5 _p—a f F(uw)du
n+d—-p
s%(l%’(nmlﬁ'(ml—'3(")';'3(”)')

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Lemma 3 ve Jensen-Mercer Esitsizligini kullanarak,

23



n+d—o
§h+9-0)+F+9-p) 1 f () du
2 p—0

n+9—p

;Gfm’ —1|§'(n+9— o+ (1 —)p))|ds

:flﬂ’ = 1AF' I+ 1T @) = 21T (@) = 1 = DIF (p)Dde

'b

250

ZL

1

2
f(l —20(F M1+ 1F @) = 2T () = A = DIF (p)Dd*
0

1 )

+f(2f — DAF ]+ IF @) — 2IF ()] — (1 - f)l%’(p)l)df}

1 )
p— <Ii§(n)|+|‘&(t9)l |i‘s(a)|;r|%(p)|>

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
Sonug 11.: Teorem 27°de ¢ = n ve p = I alinirsa 1998 yilinda Dragomir ve Agarwal’in

calismasinda yer alan agsagidaki esitlik elde edilir:

9
9 1 v -
T ; 50) _ — J Fadul < (5 )] + IF D).
n

Ornek 6.: Teorem 27°nin sartlar diisiiniildiigiinde, h: [,9] € R > R, h(£) = 5,
n=29=5 0=3, p=4ves € [58]icin |h'(#)| = s(£)51 [n,I] iizerinde bir konveks

fonksiyon i¢in esitsizligin sol ve sag taraflarini hesaplayarak sirasiyla asagidaki esitlikleri elde

ediyoruz,
h(3) + h(4) f O I L e Y| |4t 430 (a5t -3
1= ) 2 s+1|, 12 s+1 ’
[, , W' (3)] + |h'(4)]
My = 2 [IK@)1+ 1K (5)] - ———
1[ 3)571 +5(4)571
= [s@ s - sG) - s l
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My

10000 | M,

Sekil 13. Ornek 6’nin grafigi

Teorem 27°deki esitsizlik igin Sekil 13°teki grafigi incelersek M, egrisi esitsizligin sol
tarafin1 temsil eder; M, egrisi de esitsizligin sag tarafini temsil eder. Grafikten de goriilecegi

lizere esitsizligin sag tarafi sol tarafindan daha biiyiik degerler alir.

Teorem 28.: §: [n,9] € R - R, (n,9) tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olmak tizere her o, p € [n,9] ve |F'|%, [n, 9] araliginda konveks bir fonksiyon ise,

n+d—-o
Fm+9—-0)+TFM+9—p) 1
> _p—a j F(uw)du
n+9—p
; 5 ()17 + 15 ()] 7\
p—o( 1 \p[ ) F (@1 + g (p)|7\4
<559 (|?s<n)|q+|$(a)|q— - )

esitsizligi gecerlidir. Burada € € [0,1], p > 1 ve % + 5 = 1°dir.

Ispat: Lemma 3 ve Holder Esitsizliginden,

n+d-o
Sn+9—-0)+F+I9—-p) 1 j () du
2 p—0
n+9—p

1
< %fuf —1|§'(n+9— o+ (1 —)p))|ds
0

1 1
P q

1 1
< p—;U fIZt’— 1P de f|?8’(n +9— (bo+ (1~ 0)p)|" de
0 0

yazilir. Jensen-Mercer Esitsizliginden de,
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n+d-o

f F(uw)du

n+9—p

1
Sp;0<f|2{’—1|pd€
0

§h+9-0)+Fm+9-p) 1
2

1

1
1 q
X <f(|‘{s’(n)l" +IF N = LIF ()T — (1 - DIF (p)|9) de
0
1
([ ’”
2
_p~o _ _
=— |\f(1 ze)PdHf(z# 1)P d¢ |
0 r
2
1
q

1
X <f(|‘&'(n)|" +IF DN = 2IF (@7 — (A - DIF (p)D) dt
0

1

_ 1 "(o)a PN
=p20(p+1) <|§ I+ 1F (0] - 1’ (o) ‘2|'|$' (2] )q

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 12.: Teorem 28’de 0 = n ve p = ¥ alinirsa 1998 yilinda Dragomir ve

Agarwal’in ¢alismasinda yer alan asagidaki esitlik elde edilir:

F(m) + W)
2

0—n( 1 >% <|%'(n)|q+|$'(a)l">a_

9
1
— <
ﬁ—nj?’(”)d”— 2 \p+1 2
n

Teorem 29.: §: [n,9] € R - R, (n,9) tzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olmak tizere her g, p € [n,9] ve |F'|9, [, 9] araliginda konveks bir fonksiyon igin,
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n+9-co
Fh+9-0)+F+9-p) 1 f () du
2 p—a0
n+9—p

<P—0( 1 )% IF' @I+ IFOIT 1F' @17 1§ ()T
=72 Qe+ 2 3 6

1
N IF' @I+ 1F O 1F' @11 13 (p)I9\e
2 6 3

esitsizligi elde edilir. Burada £ € [0,1], p > 1 ve % + % = 1’dir.

Ispat: Lemma 3 ve Holder-Iscan Esitsizliginden yola ¢ikarak,

n+d-o

1
o j F(uw)du

n+9—-p

Fn+9-0)+Fm+9—-p)
2

1
< p%jw — 11§ (n+9 — (b + (1 — £)p))|de
0

1

sp_{

( 1 P 1 %
z 7 <f(1 —0)|2¢ - 1P df) (fu —D)IFn+9—- o+ (1 - f)p))|qd€>
(s :

1 % 1 %
+<j 2|26 — 1P dt’) <]flfg’(nw—(i’a+(1—€)p))|qdf’>
0

0

yazilir. Jensen-Mercer Esitsizliginden,

n+d-o
Fn+9-0)+F+I9—-p) 1 f () du
2 p—0
n+d—-p
1
1 p
sp;J{<f(1—{’)|2£—1lpd{’>
ko

1

X <j (1 =DUF I +IF DN = CIF ()7 + (1 - 15’)Ii‘;"(p)l‘*))d{’>q
0
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1
1 P
+ fﬂze — 1|7 de
0
1

q

1
X <f LAF' I+ 1F DN = EIF (0T + (1 = f’)l?f"(p)l"))df’>

_P~ 0( 1 )% IF' @I+ IFOIT 1F' @17 1§ )T\
2 Q20p+1) 2 3 6

N IF' @I+ IFOIT 1F' @17 1§ )T\
2 6 3

elde edilir. Burada

1 1

p 1

1 1
1 P
1—0)20—1Pde| = [ ej2e—1Pd =(—>
f( )2 - 1] f| rae) = (3
0 0

esitligi gegerlidir.
Sonuc 13.: Teorem 29°da o = 7 ve p = 9 alinirsa 2019 yilinda Iscan’in ¢alismasinda

yer alan asagidaki esitlik elde edilir:

) + F@)
2

9
1
5 UJ‘ F(uw)du

1 1 1
<19—77< 1 )5 IF M1 + 2| (D)1 5+ 21F M1+ 1F @)19\a .
=4 \p+1 3 3

Sonug 14.: Teorem 29 esitsizligi Teorem 28 esitsizliginden daha iyi bir sonug verir.

Ispat: §:[0,0) = R, (o) = 0°%,0 < s < 1 olmak iizere konkav ¥ fonksiyonu igin,

nS+95
2

S
< (#) ozelligi gecerlidir. Bu 6zellik Teorem 29 ile verilen esitsizligin sag tarafinda

kullanilirsa:
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LAF@MIT+IF@ 1§ @17 1§ (eI
2 2 3 6

e IF' @I+ I1F O 1F' @17 1§ )T\
2 2 6 3

1T (a)|? + |‘f3’(/f))|q>a

1
o
<(5)’ (I‘&’(n)l" +IF @I - .

seklinde yazilir. Teorem 29’un sag tarafi asagidaki gibi diizenlenebilir;

P 1 )% FI+IFO F@I1F @I\
2 20p+1) 2 3 6

1
N IF' I+ 1T O 1F' @17 1T ()
2 6 3

1 1
<=9 (ﬁ)p (%)q

1T (a)|* + I%’(p)qu
2

<|?3’(n)|q +IF @) -

1
1T (0)]9 + I‘c‘?’(f))l")a
2

- o) (I‘&’(n)l" +IF )N -

esitligi elde edilir. Teorem 28’in sag tarafi elde edilmis olur ve ispat tamamlanur.

Teorem 30.: §: [1,9] € R - R, (n,9) tzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. Her g, p € [n, 9] olmak iizere |F'|?, [n, 9] araliginda konveks bir fonksiyon ise,

n+d-o
Sn+9—-0)+F+I9—-p) 1 f () du
2 p—a0
n+9—p

p_

o
<
4

&' (0)]9 + I‘E;’(P)I")E

(mn)w + 1T @)1 - _

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ € [0,1], g = 1’dir.

Ispat: Lemma 3 ve Power-Mean Esitsizliginden,

n+d-o
Fn+9-0)+F+I9—-p) 1 f () du
2 p—0
n+d—-p
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1
< %jm — 1| (n + 9 — (b0 + (1 — 0)p))|de
0

1
P

QR

1 1
— 0
spT f|2€—1|d€ fIZ{’—1||‘{(;'(77+19—({’0+(1—€)p))|qd{’
0 0
bulunur. Jensen-Mercer Esitsizliginden,

n+d9-co

1
o f F(uw)du

n+9—p

Fn+9-0)+F+9—p)
2

1
_U( 1 ?
spz {f|2f—1|df

0

1
q

! )
X fIZf = 1AF' I+ IF )N = 21T (@) — (1 = O)IF (p)I?) dt }
’ )

Y
4

1T (a)|* + I?f’(p)lq>5
2

(I%’(n)lq +IF @) -

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 15.: Teorem 30’da ¢ = n ve p = 9 alinirsa 2000 yilinda Pearce and Pecari¢’in

calismasinda yer alan agagidaki esitlik elde edilir:

9 1

s +38@) 1 9 =1 (1T I+ 1T @)\
> —0_nf?¥(u)dus 2 ( > )

n

Sonug 16.: Teorem 30 esitsizliginde ¢ = 1 alinirsa Teorem 27 esitsizligi elde edilir.

Teorem 31.: &: [n,9] € R - R, (n,9) lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. Her g, p € [n,9] olmak iizere |§'|?, [n, 9] araliginda konveks bir fonksiyon ise,
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n+9-co

f F(uw)du

n+9—p

§h+9-0)+F+9-p) 1
2 p—0

<P~ 7
8

1T (0] + 3|i§'(p)|q>a

{(I‘{?’(n)lq +IF @) - 2

+

1
/ , 31 ()19 + |F (p)9\a
(I‘f& M1+ |F ()7 - - ) }

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ € [0,1], q = 1’dir.

Ispat: Lemma 3 ve Gelistirilmis Power-Mean Esitsizliginden,

n+d-o
Sn+9—-0)+F+I—p) 1 j () du
2 p—0
n+9—p

1
< p%jw — 1§ (n+9 — (b + (1 — £)p))|de
0

(/1 Z
{ f(1—£)|2£— 1P de

0

©

-0
<
2

1
q

1
X (fa — D)2 -1|F'(n+9 — o+ (1 — #)p))|qd€>
0

1 1
P q

j{’|2£’ — 1||‘8’(n +9— o+ (- {’)p))|q df
0

1
+ ji’IZ{’ -1/ dt’)
0

yazilir. Jensen-Mercer Esitsizliginden de,

n+d-o
gm+9—-0)+Fn+9—p) 1
3 _p—a f F(uw)du
n+d—-p
1
1 P
Sp;(f{<f(1—{’)|2{’—1|pd{’>
ko
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: a
X f(l —O20 =1 (F' I+ IF DN = £IF (0T = (1 = OIF (p)|V)d*
1
1 P
+ £|12¢ — 1| de
|

1
q

p—ao

1T @I+ 15" @GN -

1
X (f £12¢ = 1 (F M + IF O = 21F (@)1 = (1 = D)IF (p)|Dde
0
( ;

1
&' (0)]9 + 3I‘&'(p)l">5

1
3|F'(0)]7 + I‘&’(MI")E

+ (wm)w + 15/ @)1 - ;

elde edilir. Buradan,

1
p

1 1 >y
LY
j(1—€)|2{’—1|di’ - f£|2£—1|df =(Z)
0 0

olur.
Sonuc 17.: Teorem 31’de ¢ = n ve p = 9 alinirsa,
S EO 1 [
n)+
- d
-5 | s
n
1 1
9—n ) (3IFMIT+IF @)\ (IF ]+ 3|F ()]
< +
8 4 4
elde edilir.
Sonug 18.: Teorem 31 esitsizligi Teorem 30 esitsizliginden daha iyi bir sonug verir.
Ispat: §:[0,0) > R, F(0) = 0°,0 < s <1 olmak iizere konkav § fonksiyonu icin,
N S N
% < (#) ozelligi gecerlidir. Bu 6zellik Teorem 31 ile verilen esitsizligin sag tarafinda
kullanilirsa:
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N =

<|i§'(77)|q + %' (9)]7 — ¥ (@) + 3|‘gg (p)|q>

l\.)lb—\

(r:s 1 + Iy (oo - 20 OTET (”)'q>

1T (@) + I%’(p)|q>5

< (I‘&’(n)lq +IF @) - >

seklinde yazilir. Teorem 31’in sag tarafi asagidaki gibi diizenlenebilir;

p_
= 8

1T (a)|* + 3Ii§'(/0)|q)a

(Ii’s M+ 1F @I - 2

1
3|F'(0)]7 + |;§’(p)|q>5

+ <|z§'(n>|q + 1§ @)~ ;

< L(ne 17 + 1§ ()17 —

&' (a)]? + I?f’(p)lq>5
2

seklinde yazilir. Teorem 30’un sag tarafi elde edilmis olur ve ispat tamamlanur.

Teorem 32.: §: [n,9] € R - R, (n,9) tzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
&' € L[n, 9] ve her a,p € [n,9] olsun. |F'|9, [, 9] araliginda konveks bir fonksiyon ise,

n+d-o
Sn+9—-0)+F+I9—-p) 1 j () du
2 p—0
n+9—p
p—o 1 15" (0)]7 + |3 (p)|*
oL L e on - O FOR)

esitsizligi gecerlidir. Burada % + i =1,p > 1’dir.

Ispat: Lemma 3 ve Young Esitsizliginden,

n+d-o

gm+9—-—0)+FH+9—p) 1
> _p—a f F(uw)du

n+9-p

< p%“fm) —1|F (0 +9 — (b + (1 — 0)p))|d¢
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1 1
p—0 1 1 , q
< —— f;lZf—llpd{’+fa|‘&(n+19—(€0+(1—€)p))| dt

0 0

yazilir. Jensen-Mercer Esitsizliginden,

n+d9-co
+9—-0)+ +9 — 1
(4] ) +3( p) f () du
2 p—0
n+9—p
1
p—o0 1
< — f—IZ{’—led{’
2 P

0

0 1
+f5(l‘i‘f'(77)|q +IF )N =T (0|7 = (1 = DIF (p)|1at
0

pmof 11 @I+ F@)
-2 {p(p+1)+q<li§(n)l"+|‘&(19)l" 2 )}

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonuc 19.: Teorem 32’de 0 = nn ve y = ¥ alinirsa,

9
Fm) + W) 1 9—n 1 1AF @I+ 1T @)1
2 _ﬁ—nnf%(u)du =72 {p(p+1)+5< 2 >}

esitsizligi elde edilir.

Lemmad.: §: [n,9] - R, (n,9) tzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak
lizere her g, p € [n,9], £ € [0,1] ve n < 9 olsun. Eger "' € L[n, 9] ise,

_ _ +9-0
Sn+I9—-0)+F+I9—-p) 1 j" () du
n

2 P =0 Jpt9-p

1
_ @f (A —OF ' (n+9— (bp + (1 — £)0))de
0

esitligi elde edilir.

Ispat: Bu esitligi kanitlamak icin dncelikle esitligin sag tarafina kismi integrasyon

metodu uygulanir ve n + 9 — (Y0 + (1 — £)p) = u doniisiimii yapilirsa;
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1
fm —OF'(n+9—{p+(1—¥)o))de
0

)g(n+ﬁ—cm+wl—@¢n1

=¢(1—2¢
o—p 0

1 / _ _

1 / —_ _
:_f(l_m?g(}ﬁﬁ Sf:(l f)a))d{)

ifadesi elde edilir. Yukaridaki ifadeye tekrar kismi integrasyon uygulanirsa

1 ! — —
_f(1—z£)%("+’9 p+(A-D9)
0 og=p
_ 1 {(1_2€)i§(n+19—(€p+(1—€)a))
p—o o=p .
2 1
> Al Fn+9— o+ (1 - {’)p))dt’}
_Z@+9-0)+FMm+9—p)
(p—0)?
2 1
_(p——a)zjo F(n+9 — (bo + (1 — £)p))de

esitligin her iki tarafi P27 ile carpilirsa;
g > p

F(uw)du

FO+9-a)+Fm+9-p) 1 [
2 _p—aj77

+9-p

PRV E
_ % J A -OF ' (n+9— (p+ (1 —£)0))de
0

bulunur.

Sonug¢ 20.: Lemma 4’te 0 = n ve p = ¥ yazilirsa 2010 yilinda Alomari ve

arkadaslarinin ¢aligmasinda yer alan asagidaki esitlik elde edilir:

) + FW)
2

@ —n)?
2

1 19 ! rn
9= nnf Fwdu = fo 2(1—OF (£n + (1 — £)9)de.
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Teorem 33.: §: [n,9] = R, (n,0) tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak
lizere her g, p € [n,9], £ € [0,1] olsun. Eger |&"], [, 9] araliginda konveks fonksiyon ise,

F(uw)du

Fo+9-0)+FMm+9—-p) 1 ("IC
2 P afn

+9-p

(p B 0-)2 n n
3—77—(m<mrﬁg<mr—

1" (0] + |i‘s”(p)|)
2

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Lemma 4 ve Jensen-Mercer Esitsizligini kullanarak,

F(w)du

Fo+9—-0)+FMm+9—-p) 1 (e
2 P afn

+9-p

%[Im —OIF" (1 +9 = o + (1~ D)o))|de
0

IA

1
<P (e - D105 @I + [5/O)] ~ 5" 0] - (1 - DIF @)D
0

N2
=@—3L<wwmr+w«®«—

12 2

1" (p)] + I%"(G)I)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 21.: Teorem 33’te 0 = n ve p = 9 yazilirsa 2011 yilinda Sarikaya ve Aktan’in

calismasinda yer alan agagidaki esitlik elde edilir:

1 (° _(p-0)? _. .
ﬁ_nL%wwﬁ——7z—U$mn+w<mu

‘gw>+$w>_
2

Ornek 7.: Teorem 33’iin sartlar: diisiiniildiigiinde, h: [,9] € R —» R h(£) = £5,
n=219=5 06=3, p=4ves € [58]icin |h'(#)| = s(s — 1)(£)5? [n, 9] iizerinde bir
konveks fonksiyon i¢in esitsizligin sol ve sag taraflarini hesaplayarak sirasiyla asagidaki

ifadeleri elde ediyoruz;

h(3) + h(4 *
M, = %_Ih(@d{)
3
_ h(3)+h(4)_f‘*h({,)d{) I R it N B L C it s
2 3 2 s+ 1], 2 s+1 ’
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_11., p I (3) + | (4)
Mz—E_Vl )|+ [n"(5)| = 5
_ _ s—2 _ s=2
_ % S(s— 1)(2)°2 + 55 — D(5)s-2 - L DG ”ZLS(S QIS

60000
50000
{10000
30000
20000

M,
10000

Sekil 14. Ornek 7’nin grafigi

Teorem 33’teki esitsizlik i¢in Sekil 14°teki grafigi incelersek M, egrisi esitsizligin sol
tarafin1 temsil eder; M, egrisi de esitsizligin sag tarafini temsil eder. Grafikten de goriilecegi

tizere esitsizligin sag tarafi sol tarafindan daha biiyiik degerler alir.

Teorem 34.: &: [n,9] € R - R, (n,9) tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olmak iizere her g, p € [n,9] ve |F"'|9, [n, 9] araliginda konveks bir fonksiyon i¢in,

F(w)du

Fn+9-a)+FM+9—p) 1 (190
2 P ofn

+9-p

<(p—0’)2 1 " q 1" q
_T[ﬁ(p+1.p+1)]p 1T @I+ 1F" (I -

1
1F" (07 + I‘E;”(/O)I")a
2

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ € [0,1], p > 1 ve % + é = 1 ve B, beta fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 4 ve Holder Esitsizliginden,

Fw)du

¥+ 9-0)+FM+9—p) 1 (190
2 P aJn

+9-p

IA

@ﬁm —OIF (n+ 9 — (bp + (1 — 0)0))|de
0
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1 1

(p—0)? g b

<77 f|e(1 — )P ar
0

=— f|z§”(n +9—(p+(1-0)0))|"de

yazilir. Jensen-Mercer Esitsizliginden de,

F(w)du

T+ 9-0)+F+9-p) 1 f””“’
2 p—ol,

+9-p

1

s@ [1ea- o ar

Q|

1
X f(l‘i‘;”(n)l" +1F'(DI = CIF" (@) + (1= DIF"(p)|D) de
0

- (P_O')Z E 17 n
=———Be+Lp+ D {IF'MI+IF'(I)] -

1
1" (p)| + I‘E;"(G)I)a
2

elde edilir. Burada
1 1
]l#(l —0)|Pdt = fﬂ’(l —DPdt=B(p+1,p+1), £€[0,1]
0 0

olur.

Sonug 22.: Teorem 34’te 0 = n ve p = ¥ yazilirsa 2011 yilinda Ozdemir ve

arkadaslarinin ¢alismasinda yer alan asagidaki esitlik elde edilir:

) +F()
2

1 9
. UJ,; F(uw)du

1
19_ 2 l " q 17 19 q i
s%[ﬁ(p+1,p+1)]la<lg Gl ;lg Sl )q.

Teorem 35.: &: [n,9] € R = R, (n,9) tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olmak iizere her a,p € [n,9] ve |§"|%, [n, 9] araliginda konveks bir fonksiyon igin,
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— _ u+9-0o
Fu+ I9—-—0)+F(u+ 9 —p) B 1 f () du
2 p—o u+9-p

1
< (p—za) Bp+1,p +2))p{<|‘& (n)lq;IE§ (DT 1 (Sp)l"_l‘i’f (60)I">q

N IF" M+ I1F' (DT 1" 1§ (@)]\a
2 6 3

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ € [0,1], p > 1 ve % + 5 = 1 ve 3, beta fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 3 ve Holder-iscan Esitsizliginden,

Fn+9-0)+Fn+9-p) 1 f””“’
p-—aly

> F(w)dv

+9-p

(p —0)?

IA

f 21— OIF (1 + 0 — (8p + (1 - £)0))|de
0

1

( ?
L= “)2 ! (f(l —p)leq - f)l"’df)

L\

1
1 a
X (fa —D|F ' (n+ 99— Up+ (1 —0)a)| df)

0

1 1

1 2/ 1 q
+<f 21e(1 —€)|”d€> (ffl?y”(n +9-(p+(Q1 —{’)0))|qd€> l
0 0 )

yazilir. Jensen-Mercer Esitsizliginden,

¥+ I9-0)+FM+9—-p) 1 [(1+IC
2 _p—aL

<be 2 (j(l—f)w(l enpde)
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1
q

X f(l O(IF"MIT+IF" (DI = EIF" (@17 + (1 - f’)l‘&”(ﬂ)lq))M)

1
P

1
q

(
+<j€|{’(1—{’)|1’d{’>
g

£(IF" M1+ I1F" (DN = CIF" (@17 + (1 = DIF"(P)ID) di’)

(p— 0)?

B I+ 15 (DI [F" @15 (I
{(B(p+1 +2))p( > e )

+(B+2,p+ 1))p<

1
IF" @I +1F" (DT 1F" (@17 1F"(p)\a
2 6 3

elde edilir. Burada beta fonksiyonunun 6zelligi,

Fp+1Lp+2)=p(@+2,p+1)

oldugundan,

_ _ +9-0
S+ 9-0)+F+9-p) 1 J” %(0)dv
p=0y

2

(p— 0)?

B I+ IF (DI [F DI 5 (@)1
B +1p +2))p{( > T )

1
L (B @I+ IF (DI 5@ |F @)1\
2 6 3

yazilir ve ispat tamamlanir.
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Sonug 23.: Teorem 35’te 0 = n ve p = U yazilirsa;

e J;g( 2 5 . - fn “du
=< w;—n)z(ﬁ(p +1p+ 2))%
<|i‘s”(n)|q + 2|‘8s”(19)|q>% N <2|‘8;”(n)|°’ + I?s”(ﬁ)lq)%
6 6
elde edilir.

Sonug 24.: Teorem 35 esitsizligi Teorem 34 esitsizliginden daha iyi bir sonug verir.

Ispat: §:[0,0) = R, (o) = 0°%,0 < s < 1 olmak iizere konkav ¥ fonksiyonu igin,

S+ 95
2

S
< (#) ozelligi gecerlidir. Bu 6zellik Teorem 35 ile verilen esitsizligin sag tarafinda

kullanilirsa:

1
LB I+ F' (DI 1§ @1 1§ (I
2 2 3 6

1
+l<|?f”(n)l" +IF D 1T @I |$"(p)|Q>E

2 6 3

N

1T (o)1 + I‘Jf"(p)l">a

1 1
<(3) (r:s"(n)w + 1§ (o) - -

Beta fonksiyonunun 6zelligini kullanarak Teorem 35’in sag tarafi agagidaki gibi diizenlenebilir;

——@B@+1Lp+2)P 5 3 c

(p = 0) 1 <I‘&”(n)|" +IFDIT 1T I |$"<a)|q>3
2

N IF"MIT+1F" (DT 1" (I 1" (@)]7\e
2 6 3

<(—-0)*Bl+1Lp+2)P

o
x3(5)° (I?s”(n)lq +IF (9] -

1" (0)]7 + I‘Z‘f”(p)lq>5
2
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_=o) —— @B+ Lp+2)P (I‘Z’f”(n)l" +1F" (9N -

ZCI

1
1T (0)|? + Ii’f"(p)lq)E
> :

yazilir. Beta fonksiyonun asagidaki belirtilen 6zelliginden faydalanirsak,

/3(P+1,p+2):’3(p+12’p+1)
: N
(p—0) b= rip+2)7 <|g,,(n)|q+|$,,(l9)|q 1T (0)] erl‘& (o)l )q
27
_( )

2 2 q " q 1
B +1Lp+ 1P <|i§”(n)lq +IF (NN - g ) er e )q.

elde edilir. Teorem 34’iin sag tarafi elde edilmis olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 36.:&: [n,9] € R > R, (n,9) tlizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. Her g, p € [n,9] olmak tizere |F"'|9, [1, 9] araliginda konveks bir fonksiyon ise,

F(uw)du

Fo+9-0)+FM+9—p) 1 (19
2 T p GL

+9-p

1T (0)|7 + |?¥"(/J)I">a
2

<( )2 " q " q
<= |\ BT+ IF (D7 -

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ € [0,1], g = 1’dir.

Ispat: Lemma 4 ve Power-Mean Esitsizliginden,

_ _ n+9-o
Fn+I9-0)+F+9-p) 1 f () du
pP—0Jy

2

+9-p

%]Im ~OIF(n+ 9= o+ (1= B))]de

IA

1 1

INYS p/1 ‘
<L 20) J|t’(1—£’)|d€ Jlt’(l—t’)ll?f"(n+ 9= (p+ (1 - 0)|" de
0 0

yazilir. Jensen-Mercer Esitsizliginden de,
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_ _ +9-0
S+ 9-0)+F+I-p) 1 f” () du
2 P—=0Jpt9-p
1
-0 | P
<22 f|e(1—e)|d1e
0

1

X fli’(l = DI(IF" I+ IF" (DN = EIF" (P + (1 = DIF"()|)) d¢

0

= %(m”(nw I (9)17 -

1F" ()7 + I?y"(p)lq)ﬁ
2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 25.: Teorem 36’da o = n ve p = 9 yazilirsa;

’z«n) D 1
2

(9 — ) <Ii§”(n)|" ' m"(ﬁ)w)%
> |

X
77.];, ‘fs-(v)dv’ < 12 >

Sonug¢ 26.: Teorem 36°da g = 1 alinirsa Teorem 33 elde edilir.

Teorem 37.: &: [n,9] € R - R, (n,9) tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. Her g, p € [n 9] olmak iizere |F"|?, [n, 9] araliginda konveks bir fonksiyon ise,

F(w)du

Fo+9-0)+FM+9—p) 1 (19
2 P UJ,,

+9-p

1 1
-0y (L |(F@IE @1 5Ol 5o a
- 4 6 6 15 10

1
L (B @I+ TN EI_[§@)I77
6 10 15

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ € [0,1], g = 1’dir.

Ispat: Lemma 4 ve Gelistirilmis Power-Mean Esitsizliginden,
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F(uw)du

T+ 9-0)+F+9—p) 1 ("7
2 =

<222 [1ea- ol (n+ 0 - (e + (1 - )]t

1

| p
s(p_ 9) {(f(l—e)w(l—f)mf)
L\

1
q

1
X <f(1 —DILA-DF'(n+ 9 — (o + (1 - f)p))|q d€>
0

E
p

1
+| | e1e1 - 0)|ae
[fova-ora)

1

! q
X <f 2161 = OI|F'(n+ 9= o+ (1 —0)p)|" dl’) l
° )

yazilir. Jensen-Mercer Esitsizliginden de,

Fn+9-0)+Fm+9-p) 1 J”*ﬁ“’
2 p—ol,

1

5
< (p_0)2{<j(1 — D)L - f)ldi’)

1 :
X (f(l = Ol =D (IF" I +IF"(DI? = EIF" () + (1 - {’)I‘Jf"(ff)l"))dl’>

0

+ 214(1—0)|d?
-]

{

1
q

o\»—x

2121 = DI(IF" I+ 1F" (D)1 = CIF" (17 + (1 = DIF'(0)|D) dl’)
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_(p—0)? (lf "M+ 1" (DT 1F" @7 1T\
~ 4 \6 6 10 15

1
N IF" M1+ 1" (DT 13" ()T 1" (0)]7\a
6 10 15

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 27.: Teorem 37°de 0 = n ve p = U yazilirsa;

I +F(H) 1
2 Y —

9
"fn F(uw)du

_(p=0)? ) (21" @I + 3IF" DI\ N IF" (19 + 2IF" (9)]9\a
- 24 5 5

elde edilir.
Sonug 28.: Teorem 37 esitsizligi Teorem 36 esitsizliginden daha iyi bir sonug verir.
Ispat: §:[0,00) - R, F(0) = 6°,0 < s < 1 olmak iizere konkav ¥ fonksiyonu igin,

N N S
% < (#) ozelligi gegerlidir. Bu 6zellik Teorem 37 ile verilen esitsizligin sag tarafinda

kullanilirsa:

1
LF I+ IF (D 15" @17 15" @I\
2 6 10 15

1
LB+ IF (DI 5 ()I_[F @)1\
2 6 10 15

1
- (B @I+ IF' O [F"(@ + 1" ()
- 6 12

1
1T (0)|? + I‘&"(/O)I")a

- (1)% 5 D17 + 15 (917 -
~\6 1 2

yazilir. Teorem 37°nin sag tarafi asagidaki gibi diizenlenebilir;
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(p—0)? (1)% "M+ 1" (DT 1F"@IT 1§ (I
4 \6 6 10 15

1
N IF" @I+ 1T (DT 1F" @I 1F"(0)7\a
6 10 15

1

i 1
<L) @) (1o + o -

1T (@) + I‘i‘f”(p)l")E
2

- %(W(n)w 1T (DI -

1
1T ()17 + I‘Z?”(f))l‘*)a
2

yazilir. Teorem 36°nin sag tarafi elde edilmis olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 38.: §: [1,9] € R —» R, (n,9) tzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
" € L[n,9] ve her a,p € [n,9] olsun. |F"'|9, [, 9] araliginda konveks bir fonksiyon ise,

F(uw)du

Fo+9-0)+FM+9—p) 1 (19
2 P af,,

+9-p

- (p—a)z{ﬁ(p+1,p+1) 1

. ot [B@I + [F )1
<2 . +5<|?s (DI + 15" (DI )}

2
esitsizligi elde edilir. Burada % + é =1, p > 1 ve B, beta fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 4 ve Young Esitsizliginden yola ¢cikarak,

_ _ +9-0
S+ d-0)+F+Id-p) 1 J” () du
n

2 p—o0

+9-p

1
< @ﬁm —DI|F'(n+ 9 — (Lo + (1 — £)p))|de
0

(P_U)Z 11 11 " q
Lpmo)f j;lt’(l—{’)lpd{?+fa|{§ (7+ 9 — (bo + (1 — &)p))|"de

B 2
0 0

yazilir. Jensen-Mercer Esitsizliginden,
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¥+ 9-0)+FM+9—p) 1 (1O
2 _p—aL

F(w)du

+9-p

_p-o)?
=2

1 1
1 1
x { f (L= DlPde + f ST I +15 ()1 = 5 @)1~ (1.~ f)m"(p)mdf}
0

0

_ 2 1’ 1 1 124 q n q
_( 20) {B(p+ pp+ )+a<|%,,(n)|q+|%,,(19)|q_li§ ()] ;I% (p)| >}

elde edilir ve ispat tamamlanr.

Sonuc 29.: Teorem 38’de 0 = n ve p = ¥ yazilirsa;

g + F(9) 1 9
‘ 5 - ‘9—’7[11 Fu)du

- (ﬁ—n)z{ﬁ(p+1.p+1) 1<Ii§”(n)|"+ I‘Ef”(ﬁl")}
< +—
2 p q 2

elde edilir.
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SONUC VE ONERILER

Bu tezde Jensen Mercer Esitsizligi kullanarak Hermite-Hadamard i¢in Holder, Power-
Mean, Holder-Iscan, Gelistirilmis Power-Mean, Young Integral Esitsizlikleri kullanilarak yeni
teoremler olusturulmus ve 6zel degerler kullanarak hem yeni hem de literatiirde var olan bazi

sonugclar elde edilmistir.

Elde edilen teoremlerin tgiincii tiirevleri iizerine de g¢alismalar gergeklestirilebilir.
Ucgiincii tiirevler iizerine okuyucuya ilham ve motivasyon kaynagi olmasi agisindan 2024

yilinda Ciurdariu L ve Grecu E. tarafindan yapilan ¢alismalarda bulunan Lemma 5 incelenebilir.

Lemma5: &:[n,9] € R - R iig kez diferansiyellenebilen bir doniisiim olsun. Eger

her o, p € [n,9] ve g < p igin;

6 [(1t90 o+p
o), Bd= 45 (n+8-"5F) - 3 +0-0) +501+0 - )

— )3 r1
:%f gZ(l_g)
0

X [g (n +9— (§a+22ip)> o (n +09— (gp + 2;{}0))] de

esitligi gecerlidir (Ciurdariu and Grecu, 2024).

2021 yilinda Wang ve arkadaslarinin ¢alismasinda yer alan Riemann-Liouville operatdriiniin
Hermite-Hadamard-Jensen-Mercer tipli lemmasi asagida verilmistir:

Lemma6: &:[n, 9] € R - R, diferansiyellenebilen bir doniisiim ve g, p € [n,9] 0 <
p olsun. Eger §' € L[o, p] ise

ag(n+9—-—0)+Fn+9—p) T(a+1)
a+1 _(p—a)“

Jn+9-0)-FM+9 —p)

_p-o
T a+1

1
f [(a+ 1)¢*—1]F (n+9 — (o + (1 —£)p))d?
0

ifadesi elde edilir (Wang et al. 2021).

Yukaridaki lemma ile farkli konvekslik cesitleri iizerine calismalar yapilabilir. Elde

edilen teorem ve sonugclar tezde yer alan sonuglar ile karsilastirilabilir.
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