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YUKSEK LISANS TEZI
YARI-TANJANT DEMETTE BAZI POLINOM YAPILAR UZERINE
Imran GUNES
Danisman: Prof. Dr. Kiirsat AKBULUT

Amag¢: Bu cgalismanin amaci,ilk olarak, yari- tanjant demette almost kontakt, almost
parakontakt ve almost product yapilari incelemek daha sonra bu yapilarin yari tanjant demette
izdiiglimli vektor alanlarinin tam, dikey ve yatay liftlerine gore Lie tiirevlerini arastirmaktir.
Bununla birlikte, yine yari-tanjant demette bu polinom yapilara gore vektor alanlarinin tam,
dikey ve yatay liftlerinin holomorfluk ve infinitesimal otomorfizim olma sartlar1 arastirilmistir.

Yontem: Bu tezde, genel tensor hesaplamalari ve yari-tanjant demet geometrisi arastirma metot
ve yontemi olarak kullanilmistir.

Bulgular: Bu tezde ilk olarak, tanjant demetten farkli bir demet yapisina sahip olan yari-tanjant
demette, almost kontakt ve almost parakontakt yapilar incelendi. Daha sonra yari- tanjant
demette vektor alanlarinin tam, dikey ve yatay liftlerine gore almost kontakt ve almost
parakontakt yapilarin Lie tiirevlerini incelenmistir. Bununla birlikte yari-tanjant demette bu
polinom yapilara gore vektor alanlarinin tam, dikey ve yatay liftlerinin holomorf olma sarti
arastirilmistir. Son olarak yari-tanjant demette bu polinom yapilara gore vektor alanlarinin tam,
dikey ve yatay liftlerinin infinitesimal otomorfizim olma sartlar1 arastirilmistir.

Sonug: Bu ¢alisma ile yari-tanjant demet teorisinin kuramsal alt yapisina katki sunulmus ve bu
kapsamda ileride ilgili konuda yapilacak calismalara metodojik ve yapisal destek saglanmistir.

Anahtar Kelimeler: Tam lift , liner koneksiyon, pull-back demeti, yari-tanjant demet, lie
tiirevi, almost kontakt yap1, almost parakontakt yapi, infinitesimal otomorfizm.
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ABSTRACT

MASTER THESIS
ON SOME POLYNOMIAL STRUCTURES IN THE SEMI-TANGENT BUNDLE
Imran GUNES
Supervisor: Prof. Kiirsat AKBULUT

Purpose: The goal of this study is first to examine almost contact, almost paracontact and
almost product structures in the semi-tangent bundle and then to investigate the Lie derivatives
of these structures with respect to the complete, vertical and horizontal lifts of projectable vector
fields in the semi-tangent bundle. In addition, the conditions for holomorphism and
infinitesimal automorphism of the complete, vertical and horizontal lifts of vector fields with
respect to these polynomial structures in the semi-tangent bundle are investigated.

Method: In this thesis, general tensor calculations and geometry of semi-tangent bundle are
used as research methods.

Findings: In this thesis, firstly, almost contact and almost paracontact structures were
investigated in semi-tangent bundle, which has a bundle structure different from tangent bundle.
Then, Lie derivatives of almost contact and almost paracontact structures were investigated
with respect to complete, vertical and horizontal lifts of vector fields in semi-tangent bundle. In
addition, the condition of holomorphism of complete, vertical and horizontal lifts of vector
fields with respect to these polynomial structures in semi-tangent bundle was investigated.
Finally, the conditions of infinitesimal automorphism of complete, vertical and horizontal lifts
of vector fields with respect to these polynomial structures in semi-tangent bundle were
investigated.

Conclusion: This study has contributed to the theoretical structure of semi-tangent bundle
theory and in this context, methodological and structural support has been provided for future
studies on the subject.

Keywords: Complete lift, pull-back bundle, polynomial structure, semi-tangent bundle, almost
contact structure, lie derivation, almost product structure, infinitesimal automorphism.
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GIRIS

Diferensiyel geometri, geometrik hesaplar1 anlamada integral alma metodlarini, tensor
analizi ve diferensiyel alma tekniklerini kullanan matematigin 6nemli bir alt disiplinidir.
Temelleri 17 yy. Carl Friedrich Gauss tarafindan atilan ¢ok sayida yapilan caligmalarla
giincelligini muhafaza eden Diferensiyel Geometrinin 6ncelikli konusu Oklid uzayinda
yiizeyler ve egriler olmustur. Gauss, egrilerin ve yilizeylerin diferansiyel geometri alanina
onemli katkilar sunmus ve yaptigi calismalar diferansiyel geometrinin temellerini
olusturmustur. Bu baglamda Gauss’un “Egriler ve Yiizeyler Uzerine Genel Arastirmalar” isimli

calismasi bu alanin 6ncii calismasi olmustur.

Yiizeylerin dahili geometrisi fikri Gauss tarafindan 1827 de ilk olarak ortaya koyulup
yiizey iizerinde taninlanan egrilerin bu kapsamda birer dahili geometri problemi oldugunu
belirtilmistir. Bununla birlikte ayn1 yiizyilda Rus matematik¢i Lobachevskii, Euclid dist

geometrilerin de varligini ortaya koymustur.

Yine 1851 de Gauss’un 6grencisi olan Riemannian, kendi ismiyle bilinen Riemannian
Geometrisi fikrini ortaya koymus ve bu kapsamda teorik ¢alismalar yapmustir. Ilgili teori

Relativite ve Mekanik teorisinde genis bir uygulama alanlari bulmustur.

Diferansiyel geometride lokal koordinatlarla hesaplama teknikleri olduk¢a sik
kullanilmaktadir. Bu teknikleri anlama ve kullanmada karsilastigimiz en 6nemli geometrik obje
“tensor” kavramidir. Diferensiyel geometride tensor kavramini ilk olarak 1846'da William
Rowan Hamilton tarafindan literature kazandirilmis ancak modern kullanimi 1898'de
Woldemar Voigt tarafindan yapilmistir. Daha sonralar1 bu kavram, 1890’1li yillarda, Gregorio
Ricci—Curbastro ve dgrencisi Levi- Civita tarafindan “mutlak diferansiyel hesap yontemleri ve
uygulamalar1” adiyla yapilan ¢alismalarla gelistirilmis bu ise egri ve ylizeyleri lokal olarak

(koordinatlarla) inceleme imkani sunmustur.

Diferansiyel geometride tensér kavraminin dogusu beraberinde bir¢ok Onemli
diferensiyel geometrik kavramlarin tanimlanmasina olanak saglamistir. Bu kavramlardan
bazilar1; vektor alani, kovektor alan1 ve tensor alam1 kavramlaridir. Uzayda her bir noktaya
strasiyla, bir vektor veya bir kovektor karst koyma kurali olarak tanimlanan vektor alanina veya

kovektor alaninin genellenmesi olan tensor alan, manifoldun {izerindeki herbir noktaya bir



tensor karsilik getiren doniisiim olarak tanimlanmaktadir ve literatiirde tensor alani ifadesi

yerine kisaca tensor ifadesi kullanilmaktadir.

Riemannian manifoldunda tanjant demetlerin diferansiyel geometrisi ilk olarak 1958°de
Sasaki tarafindan arastirilmistir. Tanjant demetteki geometrilerin gelismesine Dombrowski
1962°de 6nemli katki saglamistir. Yano ve Ledger 1965°te, tanjant demetin simetrik uzaylarda
tanimini yapip bununla ilgili ¢alismiglardir. Daha sonra Kandatu, 1966 yilinda lineer olmayan

konneksiyona sahip olan bir manifoltta tanjant demetin tanimini yapmustir.

Yano ve Kobayashi 1966°da ilk olarak tanjant demette lift kavramini tanimlamis ve bu
baglamda tensor alanlarinin ve konneksiyonlarin tam ve dikey liftlerini incelemistir. Daha
oncesinde Sasaki 1958°de yapmis oldugu ¢alismalarda lift kavramini “genisleme” ve “devam”
anlaminda kullanmistir. Yine Ishihara ve Yano 1967 yilinda tanjant demette konneksiyonlarin
ve tensoOr alanlarimin yatay liftlerini incelemistir. Bununla birlikte tanjant demette tensor
alanlarinin ve konneksiyonlarin liftleri 1970°de Morimoto tarafindan ¢alismalarinda ele

alinmistir.

Tanjant demette almost kontakt yapilar ve almost parakontakt yapilar, vektor alanlarinin
tam, dikey ve yatay liftlerine gore almost kontakt yapilarin ve almost paracontackt yapilarin
Lie ve Kovaryant tiirevleri ayrica almost r-kontakt yapis1 ve Lorentzian almost r-parakontakt
yapisi i¢in Tachibana ve Vishnevskii operatorleri ayrica bu konularla ilgili 6n ¢alismalar; Blair
(1976), Das (1993), Omran vd. (1984), Oproiu (1973), Salimov ve Cayir (2013), Cayir (2015,
2016), Cayir ve Kdseogolu (2016), Das ve Khan (2005), Das ve Nivas (2006), Tekkoyun
(2006), Tekkoyun (2009), Khan (2014), Vanzura (1970), Matsumoto (1989), Khan ve Jun
(2014), Khan (2016), Khan (2017), Khan (2018), Davies (1969), Salimov (2013), Sato (1976),
Adati (1981), Magden (2004), Yano ve Davies (1971) tarafindan yapilmustir.

Tanjant demetten farkli bir demet olan yari-tanjant demet teorisi ilk olarak 1979 yilinda
Duc tarafindan ortaya koyulmustur. Ardindan 1985 yilinda Vishnevskii, Shirokov ve Shurgyin
tarafindan yapilan ¢alismalarla yari-tanjant demette izdiisiimlii lineer konneksiyonlar, bunlarin
egrilik ve burulma tensorleri ve Lie tiirevleri gibi 6nemli sonuglar elde edilmistir. Yine 2000
yilinda Salimov ve Kadioglunun yaptigi ¢alismada ise yari-tanjant demette Lie ve Kovaryant
tirevlerin tam liftleri aragtirilmistir. Bununla birlikte 2002 yilinda Vishnevskii’nin yaptig
calismada ise yari-tanjant demette integrallenebilir yapilar, ¢esitli diferensiyel geometrik
objelerin lifleri ve izdiisiimlii lineer konneksiyonlarin liftleri incelenmistir. Son yillarda ise
Yildirim’1in 2018, 2020 ve 2021 de yapmis oldugu ¢aligmalariyla ilgili teoriye dnemli katkilar

saglamustir.



KURAMSAL TEMELLER VE IiLGILI ARASTIRMALAR

Tamm 1. (Topolojik Uzay): W bir kiime olsun. 7, W kiimesinin alt kiimelerinin bir

ailesi olmak tizere eger,

o petveWETise,
e 7 nun keyfi sayida birlesimi 7 kiimesine ait ise yani; (4;);e; 1 indis kiimesi i¢in

ise UiAi ET
e 7 ailesinin sonlu sayida kesisimi 7 kiimesine aittir; {4;};c;,/ sonlu indis kiimesi
icinA4; €1 ise N;A; €t
sartlar1 saglaniyorsa (W, 7) ikilisine bir topolojik uzay adi verilir (Sahin 2012).

Tamim 2. (Hausdorff Uzayr): Y bir topolojik uzay olsun. Y ’nin P ve Q gibi farkli

noktalart i¢in, Y de, sirasi ile, P ve Q noktalarmi igine alan B, ve B, acik alt kiimeleri

B, N B, =& olacak bi¢imde bulunabilirse Y topolojik uzayina bir Hausdorff Uzay: denir.

Tamim 3. (Manifold): M bir topolojik uzay olsun. Eger,

v M bir Hausdorff uzayidir.
v M nin herbir acik alt kiimesi E" e veya E" in bir acik alt kiimesine homeorftur.
v M sayilabilir oklukta acik kiimelerle ortiilebilir.

onermeleri dogru ise M bir n-boyutlu topolojik manifolddur denir.

Tanim 4. (Atlas): M , bir topolojik n- manifold ve M nin bir agik ortiisii {w, } olsun.
w, acik kiimelerinin « indislerinin kiimesi B olmak iizere {Wa} oOrtlisii i¢in {Wa}aeB yazilir.
E"de w, ya bir y, homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik kiime w, olsun. Bdylece

ortaya ¢ikan (¥, W, ) haritalarnin {((//a,wa )}a . koleksiyonuna bir atlas denir (Hacisalihoglu

1983).
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Sekil 1. Diferensiyellenebilir atlas

Tamm 5. (Diferensiyellenebilir Manifold): M manifoldu iizerinde k. mertebeden
diferensiyellenebilir bir atlas verilmis ise, M ye k. mertebeden diferensiyellenebilir manifold
denir. Eger atlas keyfi mertebeden diferensiyellenebilirse M ye C* - smifindan manifold
denir (Sahin 2012).

Tanmim 6. (Tensor): U bir vektor uzay1 ve U*, U nun kovektor uzayi olsun. Bu durumda

mtane n tane

@:UXU..XUXU*"XU*..xU"->R

dontigimi ve uq, Uy, ..., u, € U Ve uj,u;,...,uy, € U" ve 44,1,€eR igin,

Oy, s AUy + AU, oo = 20U, o U ) F A0 (U, o, U -n)

sartin1 saglarsa ¢ ye m. mertebeden kovaryant ve n. mertebeden kontravaryant tensor denir
(Sahin 2012).

Tanim 7. (Tensér Alamy): T} (M), peM noktasindaki tensor uzay: olmak iizere keyfi
bir p e M noktasina bir ve sadece bir t, tensorinii karsilik getiren t: p —t, dOnistimine
M iizerinde (p,q) tipli tensor alani denir. (p,q) tiplit tensor alanin1 x' yerel koordinatlarinda,

t=ti " dx* ®.-@d" ®9, ®---®9,
biciminde ifade edilir (Salimov ve Magden 2008).
Tamm 8. (Vektor Alam): M , C” smifindan bir manifold ve Tq ,qe M noktasindaki

teget uzayi olsun. M manifoldunun her geM noktasina T, uzayindan bir ve yalniz bir Yq



vektorii karsilik getiren Y vektor degerli fonksiyonuna vektor alani denir (Salimov ve Magden
2008).

Tamm 9. (Kovektor Alam): M, C”smifindan bir manifold ve T;, qeM
noktasindaki dual uzay: olsun. M manifoldunun her geM noktasina bir ve sadece bir @,

kovektorii karsilik getiren @ doniigiimiine M iizerinde kovektor alami denir (Salimov ve

Magden 2008).

Tamm 10. (Kovaryant Diferensiyelleme): T;(M), M manifoldu iizerinde vektdr

alanlarinin modiilii olmak tizere,

VY =V(XY): Ty(M)x Ty (M) — Ty (M)

X
dontistimi

I Vig,wZ=9Vy

N

+fV,Z,
i, ¥, (174 0% )=(ZH)¥ + 19,7 + (Z0)X + gV, X
kosulunu sagliyorsa ¥ °ya lineer (afin) konneksiyon denir. Burada V,: Tg(M) — Ty (M, )

doniisiimiine X vektor alan1 boyunca kovaryant diferensiyellenme denir (Bishop ve Goldberg
1968).

Tamm 11. (Egrilik ve Burulma Tensorii): M manifoldu iizerinde Tt(l\?l) vektor

alanlarmin modiilii olmak iizere
T: Ty (M) x Ty (M) — T (M)
(X,Y) » T(X,Y) = Vx¥ — VyX — [X,Y],
R: Ty(M)x Ty (M) x Ty(M) — Ty (M)
(X,Y,Z) > R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vix 1 Z

ile taniml1 T ve R tensor alanlarma V lineer konneksiyonunun sirasiyla burulma tensorii ve
egrilik tensorii denir. Agiktir ki T, (1,2) tipli tensor alan1 ve R, (1,3) tipli tensor alanidir
(Sahin 2012).

Tamm 12. (Levi-Civita Konneksiyonu): Her Y eT,(M) ve (0,2) tipli simetrik g

tensoriii¢in g(X,Y)=0 olupve X =0 olmasini gerektiriyorsa g "ye M iizerinde Riemannian



metrigi denir. Burada x € M dir. Lokal olarak bu ifade Det(g i )7& 0 seklinde tanimlanir. ¢ *nin
bilesenleri §;; olmak lizere g metrigi

ds® = g, du'du’
kuadratik formuyla da ifade edeilir.

Eger M iizerinde Riemannian metrigi verilmisse, ( M, g)giftine Riemannian manifoldu

denir.
Burulmasiz T :%gks(aigsj +0,0; —asgij) konneksiyonuna ise Riemannian
manifoldunun Riemannian veya Levi-Civita konneksiyonu denir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

Tamim 13. (Lie Operatorii): X ve Y ,bir U c M acik kiimesinde tanimli olan vektdr

alanlar1 ve f fonksiyonu C”(M,R) kiimesinin bir elemani olmak iizere X ve Y vektor

alanlarinin Lie operatort,
[ XY ()= XY(f)-YX(f)
esitligi ile ifade edilir ve [X,V] seklinde gosterilir (Salimov ve Magden 2008). 0; dogal
catisina gore [)Z ,\7] vektor alaninin gdsterimi,
[R,V]=X7 VX =(X'a ' -V'a,X )2,
seklindedir. Ozel olarak X =0, ve Y =0 j almirsa,

[6,,0;]=0
oldugu goriiliir .
Lie operatorii asagidaki 6zelliklere sahiptir:
i. [X,V+Z]=[X,Y~]+[X,Z] (Lineerlik)
ii. [ X,Y]=-[Y,X] (Anti-simetriklik)
i [ X, ¥ ]=(Xf )Y+ f[X,Y] (Leibniz Sartr)
iv. [X,[V,z]] [ [Z. x]] [ X,Y ] 0 (Jacobi Ozdesligi)

V. [ Y [==(rH)X + f[ XY ]



vi. [ X,gY | = f(Xg)Y —g(¥f)X + fg[ X,Y |

Tamm 13.2. (Lie Tiirevi): X e 35(M)olsun. Asagidaki kosullart saglayan L,
tensor diferansiyelleme islemine X vektor alani1 yoniindeki tensor diferansiyellemesi denir.

L L, f=Xf,vVFfeI3(M)

2. LY =[R,V].VX.¥ e 3 (M),

LY nin lokal koordinatlarla ifadesi

seklindedir. Lie diferansiyellemesi vasitasiyla bulunan degerere Lie tiirevi denir.

t € IL(M) keyfitipli tensor alani igin Lie tiirevi,

L it = X kaktijl.:.i,_ n z(ajx X k)til..“ir _Z(akx iy )tilu.k:...i,
=1 21

X hie s e Js K s JyeJs

bi¢imindedir (Salimov ve Magden 2008).



MATERYAL VE YONTEM

Tanjant Demet

T, (|\7| ) , 0 €M noktasindaki teget vektor uzayi olmak iizere ,

()= U, () ®

gem
ile verilen T(I\7I) kiimesine tanjant demet denir. Burada M , C* tipinden diferensiyellenebilir
bir manifolttur.

q eT(I\7I) igin M manifoldu tizerindeki T(I\7I) dogal demet yapisini tanimlayan
fr:T(l\7I)—>I\7I déniisimii > q seklindedir. Buradan 7(g)=gq dur. ﬁ‘l(q)zT(M) kiimesine
M baz uzayinin q noktasindaki fibresi denir.

M manifoldunun (V;Xi) koordinat sistemiyle verilmis oldugunu kabul edelim. Oyle ki
(x').V yerel komsulugunda taniml: yerel koordinat sistemidir. Burada #(V)<T(M) acik
kiimesi ile V xR" homeomorfturlar. e T,(M) , (qeV) noktasi (q,)Z) siral1 ikilisi ile ifade
edilir ve X e R" vektoriiniin bilesenleri T, (I\7I) teget vektdr uzaymnda {0,} (Gi :5) dogal
bazina gore ¢ nin (yi):(xf) i =n+1..,2n Kkartezyen koordinatlari ile verilir. V
komsulugunda q=7(g) nin koordinatlari (Xi) i=1,..,n ile verilirse g noktasi uygun
(Xi : XT) > ez (V) ile verilmis olur. Buradan #™(V)c T(I\7I ) agik kiimesinde (xi : XT) yerel
koordinatlar sistemini elde edilir. Oyle Ki (x‘,xT) ye (Xi) den indirgenmis 7 (V) de
koordinatlar denir.

(V’, Xi'), M bazimin q=7(g) noktasin igeren eden diger bir koordinat komsulugu

olsun. Buradan 7 (V) koordinat komsulugu G noktasmni ihtiva eder ve 7 (V') ya gére g nin

indirgenmis koordinatlari (Xi', yi') ile verilecektir. Burada

{x" =x"(x), )

y' =2y,



olarak tanimlanir. X' (X), g noktasindaki X', x%,..., X" degiskenlerinin C” smifindan olan
diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. X' =y',x" =y" ile gosterirsek (2) esitliginin,

x'=x"(x), q=L..2n 3)
seklindedir. (2) denkleminin Jacobian matrisi

aXQ' aXTII 0
(a?j :[ 625 yi ax‘} (4)

ox'oxJ ox'

seklinde verilir. (2) esitliginin tersi ise
X' =x"(x"),
{ - () 5)

veya
Xq:Xq(X'), g=1..,2n (6)
olarak yazilir. (5) ifadesinin Jacobian matrisi,
ox° 2 0
— |= & @)
OX Xyl
ox'ox! o'

q q N
seklindedir. De{%}o , (Det(%j}O) oldugundan (4) ve (7) esitlikleri T(M) tanjant
X

demetin daima yonlendirilebilir oldugunu ifade eder.

M bazindaki C* sinifindan (p,q ) tipli tensér alanlarinin kiimesini Tf (|\7| ) ve M deki

tensor alanlarmin kiimesini ise T(I\7I )=> T (I\7I ) ile isaretleyecegiz. Bununla birlikte T(I\7I )
p.q=0

tanjant demetindeki tensor alanlarmin kiimelerini ise T (T(I\7I )) ile ifade edecegiz.

Onerilen bu yiiksek lisans tezinde temel alinan Yari-Tanjant Demet, Tanjant Demetten

farkli olup bir pull-back demeti tanimlaktadir. Simdi Yari-Tanjant geometrisini inceleyelim.



Yan -Tanjant Demet

M, ve B, swrasiyla boyutlart n ve m olan C” smifindan diferensiyellenebilir
manifoldlar ve (M,, 7, B,), z,: M, — B, izdisiim doniisiimi(submersiyonu) ile tanimlanan
diferensiyellenebilir bir demet olsun. Bu durumda 7 @) komsulugunda lokal koordinatlar
) =0*x%),i,j=1..,mab,..=1..n—m ; a,B,..=n—-m+1,..,n seklinde tanimlanir. Burada x*
ve x* sirastyla, B, manifoldunun koordinatlari ve ~:m_ —B_  keyfi demetinin fibre
koordinatlaridir. Bununla birlikte , (x'") = (x*', x=") M, manifoldu iizerinde diger bir lokal

koordinatlar olmak tizere ) komsulugunda (xl',..., XX xm') indirgenmis koordinatlar

X =x*(x*,x%), ab,..=1..,n—-m
8

X" =x“(¥"), ap,..=n-m+l..n,

seklinde tanimlanir. (8) doniisimiine M, de koordinatlarin doniisiim kanunu denir. Bu

doniisiimii temsil eden Jakobiyan matrisi ,

ox o oxt
[ ox' ox' ox’
A. =| — | =
(a)-( 2] > 2
0
ox”

ile tantmlidir (Salimov ve Kadioglu 2000).

Tp(Bm), Bm baz manifoldunun p=(x*x*)eM,, p =ﬂl(b) bi¢ciminde tanimlanan bir p
noktasindaki tanjant uzayi olsun. T (B,) tanjant uzaymdaki {6“}:{6i} dogal gatisina gore X
Xa
vektor alaninm bilesenleri , X* = an(X) olmak tizere, M, manifoldu iizerinde t(B ) yar1-
tanjant demeti (X' :Xa,X“,X&), (X& =y a=a+m, | =1..,n+m) lokal koordinatlar1 ile tanimlanir.

B, manifoldunun dogal demet yapisina ve z:(x*,x“,x*)—>(x*) bi¢iminde tanimh
7 :1(B,,) — B,, izdiisiimiine sahip t(B,) yari-tanjant demetinde, eger ~, : (x*,x*, x*) — (x*,x%)
, 7, :t1(B,) — M, seklinde doniisiim tanimlanacak olursa o zaman, M, manifoldu da bir demet

yapisina sahip olur. Burada izdiigiim dontistimleri arasinda - — 7. 0~, bagmtisi vardir.

Bununla birlikte, z:T(B,)— B, demet doniisiimii ve x,:M_ B, dogal projeksiyon

dontistimii ise ~, :t(B,) — M, doniistimi ile karakterize edilen pullback demeti

€(B,) = (X" x*),x") €M, xT, (B,)] 4 (x*,x*) =z (x*,x* )}
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seklinde tanimlanir (Pontryagin 1947; Ostianu 1974; Poor 1981; Vishnevskii vd. 1985;
Lawson ve Michelsohn 1989; Husemoller 1994; Vishnevskii 2002) .

Ayrica, M, manifoldunda lokal koordinatlarin (8) deki déniisiim kuralina gore t(B,)
yari- tanjant demetinde (x*,x*,x*) indirgenmis fibre koordinatlarinin déniisiim kanunu

a

x* =x*(x",x?), a,b,..=1..,n—m,

' :x“'(xﬁ), a,fB,...=n—m+1,...n,

5'—axalyﬂ a,B,..=n+1..,n+m ©)
=7V @Bu=n+l.,

a

X

bi¢iminde tanimlanir. (9) doniisiimii temsil eden Jakobiyen matrisi,

ox* oF
ox" ox”
: ox«
A=(A)=| 0 5 (10)
Lo o
ox’oxt  ox”
ile ifade edilir (Salimov ve Kadioglu 2000).
Boylece | =(a,a, &), I =(b, B3, 5), 1,J =1,...,n+m. (10) de belirtilen blok matrisin asal
kosegeninde yer alan her bir matris i¢in,
Det(axb j;to ve Det[axa }so
X ox”
oldugundan Det(A)#0 olur. Buradan (10) déniisiimiiniin tersi
X =x*(x",x”),
X% = x* (X'” )
P ox” B
X =——y”,
oY
bi¢iminde olup bu doniisiimii temsil eden matris ise,
A A0
(A )=| 0 A. 0 (11)

0 ALY Al

11



o o X o°x*
S OA =AY = e A% = — seklinde
o P oxf Pe oxP ox’ ;

seklinde yazilir. Burada A’ =

tanimlanir.

Yari-tanjant demetin boyutu dimt(B,)=n+m dir. Eger N = m ise t(B,) yari-tanjant

demeti T (B, ) tanjant demetine esit olur (Salimov ve Kadioglu 2000).

Yari-Tanjant Demette Liftler
Fonksiyonlarin Dikey Lifti
f e 32(B,,), B, manifoldunda tanimlanan bir fonksiyon olsun, f fonksiyonunun
t(B,,) yari-tanjant demetindeki ™ f dikey lifti z:t(B,) —> B, Ve *f = f -z, olmak {izere
M =Vfor=fomom=Ttor (XX X)) = f(x) (12)
seklinde tanimlanir. Béylece her bir fibre boyunca ~:t(B ) — B, izdiisiimii sabittir denir

(Ay 2013).

Vektor Alanlarinin Dikey Lifti
X e 34(B,), B, manifoldunda lokal olarak X = X“& , seklinde yazilabilen bir vektor
alanini olsun. (10) esitligi dikkate alinirsa t(B,) yar1 -tanjant demette vektor alanlarinin

déniisim kanunu " X'=A("X) seklinde yazilir. Buradan X € 3,(B,) vektor alammn yari-

tanjant demette " X dikey lifti lokal koordinatlarla,

wx =0 |, (13)

seklinde tanimlanir (Vishnevskii vd. 1985).

Kovektor Alanlarimin Dikey Lifti.

Simdi lokal koordinatlarla gosterimi @ =®,dX” olan » e 3°(B, ), kovektdr alaninin

t(B,) yari- tanjant demetinde dikey lifti
Wa):(()’wa’O) , (14)

seklindedir. Burada (10), esitliginden “w=A"w' dir. @ ’nin t(B,) yar1 -tanjant demetine dikey

lifti denir ve YW ew ile ifade edilir (Vishnevskii vd. 1985).

12



Afinor Alanlarmin Dikey Lifti
wE! = ALAY (W) sartini saglayan keyfibir F e 3H(M, ) afinor alaninin t(B,) yari-

tanjant demette (x*,x~, xa) indirgenmis koordinatlarina gore dikey lifti " F ,

O O O
“F:l0 O O (15)
0 Fy O

seklinde bilesenlere sahip (1,1) tipli bir tensor alanidir (Vishnevskii vd. 1985).

Yar1 tanjant demette t(B,) alinan keyfi tipli P, Q ve R tensor alanlari igin, bu tensor

alanlarmin toplami ve tensor ¢arpiminin yari-tanjant demette dikey lifti,
"(P®Q)="P®"Q,"(P+R)="P+"R (16)
seklinde tanimlanir. Bu sekilde yari-tanjant demette tanimlanan tam lift S(Bm) tensor

cebirinden S(t(Bm)) tensOr cebirine tanimlanan cebirsel bir izomorfizmdir.

Fonksiyonlarin Tam Lifti

M, de tanimli f = f(x*,x*) fonksiyonun t(B ) yari tanjant demetine ° f tam lifti
“f=i(df)=x"0,f = "0,/ (a7
seklinde tanimlanir (Salimov ve Kadioglu 2000).
Vektor Alanlarinin Tam Lifti
XeJ (M), X=X‘(x)0, izdisimi ile X=X (x*,x*)0,+X“(x*)8, seklinde

tanimlanan izdiisiimlii bir vektor alam olsun. X € 35(M,) nin (X*,X*,X*) koordinatlarina gore

t(B,) yar1 -tanjant demete tam lifti,

CCX Xa (18)
ygagxa

seklindedir (Salimov ve Kadioglu 2000).
Kovektor Alanlarimin Tam Lifti

we 3 (B,), B, manifoldu iizerinde kovektdr alani olsun. t(B,) yari-tanjant demetinde

indirgenmis koordinatlara gére @ 'nin tam lifti

13



°°a)=(0, yo.m a)a) (29)

e "al

seklindeki bilesenlere sahiptir (Vishnevskii vd. 1985).

Afinor Alanlarimmin Tam Lifti
Fe3(M,), F= Fy (X“ )50, ®dx” izdiisiimii ile tanimlanan keyfi izdiisiimlii afinor alan1
olsun. Bu F afinor alaninin (Xa, Xa) koordinatlarina gore bilesenleri
F:{Fﬁ(xa,x“) FZ(xa,x“)J
0 Fis(x)
bi¢imindedir (Vishnevskii 2002).
(10) esitligi dikkate alindiginda F g8 AA(CF IJ) sartin1 saglayan F e 3;(M.) keyfi afinor

alaninin t(B,) yari-tanjant demette tam lifti *F , (Xa,X“,X;) koordinatlarina gore,

Fo Fp 0
“F:l 0 Fr 0 |, (20)
0 yo,F Fy

seklinde tanimlanan (1-1) tipli afinor alanidir (Vishnevskii vd. 1985).

P,Q ve R, t(B,)de keyfi tipli tensor alanlari olsun. Bu tensér alanlarinin toplami ve

tensoOr ¢arpiminin yari-tanjant demette tam liftleri,
“(P+R)="P+“R,"(P®Q)="P®"Q+"P®*Q, (21)

seklinde tanimlanir. Bu sekilde yari-tanjant demette tanimlanan tam lift S( Bm) tensor

cebirinden 3(t(B,,)) tensor cebirine tanimlanan cebirsel bir izomorfizmdir.

y — operatorii
Keyfi Fe3, (T(Mn)) afinoru igin (10) matrisinden (yF)'=A(yF) esitligi saglanir.
Burada yF indirgenmis koordinat sisteminde ,

0
yF=(yF)*=|0 (22)
y°F?

bi¢ciminde bir vektor alan1 belirtir.
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Teorem 1. X ve Y, sirasiyla, X € 34(B,) ve Y € J;(B,,) izdiisimleri ile tammli M

tizerindeki izdiisimlii vektor alanlan, f e Sg(Bm), Fe3(B,) ve V, B, lizerinde izdiistimlii

lineer konneksiyon olmak iizere olmak {izere,

i, ©v, =0, i *v, “f="(V,f),iii. “V.,"f="(V,f), .V, "Y¥=0

L%

v. ©V MY ="(V,Y)

“f="(V, f),vie VL EY = T (V,Y), Vil [ XY ] =0vii eV,

CDX ccx

esitlikleri saglanir (Salimov ve Kadioglu 2000; Yildirim, 2021a, 2021b, 2021c; Polat ve
Yildirnrm 2021).

Teorem 2. X ve Y, sirastyla, X € 34(B,) ve Y € J;(B,,) izdiisiimleri ile tanimli M,

iizerindeki izdiisiimlii vektor alanlari ve f e 33(B,) olmak iizere,

L., "Y =0 L, "f=0
L., "f="(L1) L, Y = "(L,Y)
L “f = "(Lc ) L., ©f = (L, f)
L., ™Y ="(L,Y) L., =Y = ®(L,Y)

esitlikleri saglanir (Salimov ve Kadioglu 2000; Yildirim, 2021a, 2021b, 2021c; Polat ve
Yildirnrm 2021).

Teorem3. X,Y ve F, M, manifoldu iizerinde izdiisiimleri sirasiyla B, de X,Y ve

F seklinde olan izdiisimli vektor alanlar1 ve afinor alani olsunlar. Eger feSS(Bm),

03| (B,) ve | =idy ise (Vishnevskii vd. 1985 ; Vishnevskii 2002).

(i)“e™X =0, (i) “X"f="(xf), (i) “o*X)="(0(x)), (W) "EUX ="(FX),
(W)X =T (X)L () ()= X, ()T X=X, (viii) 1=,
(ix)[wx,“y]zw[x,y], (X) % "X)="(o(X)), K)"F"X =0, (xii) F*X="(FX)
(xiii) “ X < f = “(Xf), OX0V) = X ) = = (X)), ()7 (Fx)="F X, (xvi) " (X)) ="YX,
Oavii) 17X =0, (xviii) [=x, =y = "[x.v ], xix)" (fo)="f"o, (xx)"X"f=0,
(xxi)[ "X, ™Y =0 esitlikleri elde edilir.

15



Ispat (i). fesg(l\/ln) , €T (M,), XeF(M,) olmak iizere,

Ww(wx)zwa)lwxl

:vva)avvxa +VVa)a WXD!_'_VVa)aWXOZ:O

0 0 0 0

(ii). f ESS(MH) ve X ES%)(Mn) olmak tizere,

ccx""f _cc XIaIWf _¢cc Xaaan+cc Xaaawf-i-cc Xaaan :Xaaan _w (Xf) elde edilir.

0 0
(iii).
Wa)lccxlzwa)accxa +wa)accxa +Wa)&ccxa :a)axa:a)(x) :W(G)(X)) elde edillir.
0 0
o o o)x 0
(iv). "FeX=l0 0 0] X« =l o = Y(FX) elde edilir.

0 Fy 0) ya,x*| |Fex-
(v). fe35(M,) ve XeZ5(M,) olmak iizere,

MXEE =YX =X X0, 4 XD f
0

0

=X“0-(y’9,f)=X"0,f =" (Xf)
S,

K

elde edilir.

vi. fe3(M,)ve XeJ(M,) olmak iizere,
cC(fX):CC(fX)l al :cc(fx)aaa +cc(fx)aaa +°°(fx)5ag
:(fx)aaa'f'(fX)aaa+y0'aa.(fx)aa

o

[24

= X0, + X0, +(y°8, )X “0. +y”f(0,X“)o
=(y70, f)X“0_ + f(X*0, + X“0, +y70,X“0-)
= fYX +% X" f elde edilir.

vii. 1€B, ve XeJ;(M,) olmak iizere,

16



o o o)X’ 0
wlex =0 0 0] X© =0 = X
0 & 0) y“a x= SEX“

5 0 0
viii. | €M, olmak iizere, “1=| 0 &5 0 |=1 dur.
0 0 &

iX.

[CCX,WY:'b _cc )(IaI WYb_WYlaICCXb :_WYaaaXb_WYa aaxb w Yaaaxb =0
0

0 0 0

CCX,WY:|ﬁ _cc )(IaI WYﬁ_WYlalccxﬂ :—WYaaaX'B—WYaaaXﬁ_WYaaaxﬁ =0
0

0 0 0

(=X Y] =2 X0,y P vy 19, =X 7 =% X*9,Y 45 X0, Y +% X“0.Y”

0 0

—
%

—MY20,(y78,X ) =Y 8, (70, X ) =" Y o (y7 8, X ) =x“a,¥" —va,x" =[X Y]
0 0

esitlikleri elde edilir. Boylece,

0
("X Y]=[*x"Y]=] 0 [="[X,Y] elde edilir.
X.vY

¢ W cc __wy !l _cc Wy a cc Wy a . Wya _ W
X, Co"X="0"X' =" 0," X+ 0, "X+ 0" X =, X =0(X) =" 0(X)
0 0

xi. XeJ(M,), Fe3(M,) olmak iizere,

0 0 0)0 0
"E¥X =0 0 0]l0 |=/0]=0
0o Fs 0){x<) (0

xii. Xe3(M,) , FeJ(M,) olmak iizere,
Fs  Fs 0|0 0
“E"X=l0 Fr 0|0 |=[0 |="(FX)
0 yo,Fr Frllxe) |Fexe

xiii. fe35(M,)ve Xe3(M,) olmak iizere,
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CC)Z(;cf :CC XlaICCf =CC XaaaCCf +CC xa@aCCf +CC X;aECCf
0
=X“0,(y°0, 1)+ y'0.X“0.(y°9,f) =y7X“, (8, 1)

H—/
5

=y’ (X“0,(0,f)+(6,X*)o,f)=Y"0,(X“0,f) =

elde edilir.

a cc

XiV.ccCl)(CC X):cc a)lccxl =cca)aCcX +° @,

0

=Y (0,0,) X +Y°@,(0,X“) = Y70, (0, X*) == (a(X)

xv. Xe3J;(M,) ve FeJi(M,) olmak iizere,

a

Fn Fp 0| X
(FX)=| 0 R 0 [ x* =
0 yo.F Filyaxe

elde edilir.

xvi. fe3j(M,)ve X,YeT(M,) olmak iizere,

M) = (1) 0, = (X)) o, + (X ) 0, +™ (X )" .

0 0

elde edilir.

xvii. 1=1;5=067€B, olmak iizere,

0 0 O 0 0
YF=("F')=|0 0 0| “=("1;)=|0 0
0 F7 0 0 14
5
0 0 O 0 0 o0)o
“1=("j)=|0 0 0| "I"X=[0 0 00
0 &2 0 0 & 0) x~

18

+y°0, X0, f

yoo, (xf) =" (Xf)

X4 05X =(y70,0,) X"+, (Y70, X")

) oldugu gosterilmis olur.

cc cc

()" =fx*="f"X

o

o O O



[CCX,CCY]b
xviii. Keyfi X,Y e3;(M,) izdiisiimlii vektor alanlari icin |[*X,*Y]’ |, t(B,) yari-tanjant
[ccx’ch]ﬁ

demette taniml [* X,CCY]J nin bilesenleri olmak {izere (Xb,Xﬁ ,XB) indirgenmis koordinatlarina
gore
[X YT =(X)'0, (Y) ~(Y)'9, (" X)
esitligi yazilabilir. Burada (18 ) kullanilarak,
J =D i¢in
[XYE =(X)',(7) (V) 5, (X"

— (cc X)a aa (ch)b + (cc X )aaa (ch)b + (cc X)E 5; (ch)b

0 0

_(CCY)a aa (CC X )b il (CCY)a aa (cc X)b _ (CCY); aa (cc X)b

=(*X)"0,("Y)" - (*Y)0,(* X)°
=X“0,Y -Y0, X
=[x Y]

olur.

J = 3 igin, (11)’den

X 5V =(%X)'8, (V)" = (¥) 6, XY’

— (cc X)a aa(ch)/f + (cc X)"‘@a (ch)ﬂ + (cc X)E 3; (ch)ﬁ
%6_J AN _0_/

=(*X)“0,(*Y) = (*Y)8,(*X)! =X“0,Y" =9, X" =[X,Y}’
elde edilir.
Son olarak J =4 icin, (18)’den
[ XYY =(X)' 2, (*Y) = (*Y)' 8, (* X)”
=(X) 0, (Y)Y + (U X)70, (Y)Y + (“X)7 0, (*Y)

0
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_(ch)a aa (cc X)E . (ch)a aa (cc X)ﬁ _ (ch)&aE (cc X)E

0

= Xaaa(ygﬁsYﬂ) + ygagxa a;yo- aUYﬂ _Yaaa(ygasxﬂ) - ygasYa a;yg aaxﬂ

5e 5
=y X“0,0,Y" +y*(6,X°)(0,Y") —y°Y“8,0,X” —y*(8,Y7)(8,X”)
=y°8,[X,Y)

elde edilir. “[X,Y] nin ¢8,_) deki (x*,x” x”) lokal koordinatlarina gore bilesenleri,

[X.YT
“IX,Y]= [X,Y]ﬂ
yo,IX,Y)

seklinde olup [*X,“Y]="[X,Y] esitligi saglanmis olur.
XiX. feig(Mn) , X ef%(Mn) ve weSf(Mn) olmak iizere,

“(fo)=" (fo), & ="(fo),d¢+* (fo), & +*(fo). & =(fo) =fo, =" "o
T v

edilir.
xx. fe3y(M,) ve X,YeF;(M,) olmak iizere,

WW W X|a|wf =WXa83Wf+WX“8an LW Xgaawf =0

0 0 0

elde edilir.
0 0 B

XXI. wx =| 0 ["Y=| 0 |Vel :(a,a,a) olmak tizere,
Xﬂ Yﬁ

I:WX,WY]b:W Xlal WYb_WYlaIle’J :0,
0 0

I:WX,WY]ﬂ _w )(IaI WYﬂ_WYlal Wxﬁ :01
0 0

(XY ] = X0, P Y19, X = X9, 4 X7 B, Y Y XY

0 0 0

—WYRE X =Y 9 X YK =0

0 0 0
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0
elde edilir. Buradan [ " X,"Y |=| 0| oldugu goriiliir.
0
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ARASTIRMA VE BULGULAR

B, , m— boyutlu diferensiyellenebilir manifold (m=2k+1 k>0) olsun. ne3 (M,) ve

m !

I-id, olmak iizere peJ(M,) ve Ee€T;(M,) M, iizerinde izdiigiimleri  sirasiyla

go:qu(x“)aa@dxﬂ ve /f:fa(xa)aa, §=§a(x“,x“)aa+§“(x“)8a seklinde olan ve

o =-14n®&,  p(g)=0, 7°p=0, 4(&)=1 (23)

sartin1 saglayan afinor alani ve vektor alani olsun. Buradan ((p,(:,}]) siral1 iicliisiine B, baz

manifoldunda almost kontakt yap1 denir. (23) esitliliginin kullanilmasiyla,

cc 2 cc

( 50) =—1+"n® £+ “n®"E, (24)

TpUE=0, "o "p=0,"n-"p=0,

“no =0, "y(*)=0, Wn( §)=l - “n("¢)=1, °°77(
esitlikleri elde edilir. (24) esitliklerinin kullanilmasiyla t(B,) yar1 tanjant demette
2 cc cc

I7X =-"X ve J°"X=-"X sartlarmi saglayan ve

I1="p-"E®@" "+ £@ 7 (25)

seklinde tanimlanan (1,1) tipli tensor alani tanimlanir. (1,1) tipli bu J tensor alanmna t(B,)

yar1 tanjant demette almost kontakt yapi denir. Keyfi bir X eJ;(M,) icin (25) esitligi
kullanilarak,

cc

IMX="(eX)+ " (n(X)) "¢,

IFX = (oX) =" (n(X)) e+ (n(X) "¢

esitlikleri elde edilir (Yildirim vd. 2023).
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Benzer sekilde B, , m— boyutlu diferensiyellenebilir manifold (m=2k+1, k>0) olsun.
ne3 (M,) ve | =id, olmak iizere pe3(M,) ve £€T5(M,) M iizerinde izdiisiimleri sirasiyla

(quﬂg(xa)aa ®dx” ve §:§Q(Xa)8a , §:§a(x“,x"‘)63+§“(x“)6a seklinde olan ve

0 =1-19&, 9(£)=0, yep-0, n(¢)=1 (26)

sartin1 saglayan afinor alani ve vektdr alani olsun. Buradan ((p,(f,?]) siral1 iicliisiine B, baz

manifoldunda almost parakontakt yap1 denir. (26) esitliginin kullanilmasiyla

(CC¢)2=I—W77®C°§—°C77®W§, (27)

cc cc cc

p"e=0, ¢ £=0,"7 =0,

“ne"p=0, "1("¢)=0, “n("¢)=1, =n(“¢)=0

(27) esitlikleri elde edilir. (27) esitliklerinin kullanilmasiyla, t(B, ) yari-tanjant demet iizerinde
2 2
ITX =X ve 3UX="X sartlarin1 saglayan ve
J="p-"¢@"n-"¢0 % (28)
seklinde tanimlanan (1,1) tipli tensor alan1 tanimlanir. (1,1) tipli bu J tensor alanmna t(B,)

yari-tanjant demette almost parakontakt yapi denir. Keyfi bir X €J;(M,)kullanlarak igin

(28) esitliginden,

ITX=" (o) =" (X)) "2, 37X = ()= (n()) =" (n(X)
esitlikleri elde edilir (Yildirim vd. 2023).

Teorem 4. JeJ;(t(B,)) yar- tanjant demette (25) esitligi ile tanimlanan almost

kontakt yap1 L, , X vektor alanina gore Lie tiirev operatorii ve 7(Y) =0 igin,

(i) (Loyd)™Y =0, (i) (Loed)7Y="((Lep)¥)+ " ((Lem)Y) "¢,

cc

(i) (Le, )Y =" ((Leo)Y)+ " ((Lan)Y) &,

cc cc

(i) (L, 3) 7Y =" ((Leo)¥ )= ((Len)Y) "2+ ((Lem)Y) ¢,
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esitlikleri elde edilir. Burada X,Y,&e3;(M,), M, de izdiisiimlii vektor alanlart , p e 31 (M,)

M, de izdiisiimlii afinor alan1 ve 7 1- formdur.
Ispat. = CC(p— YER "+ T E® % ve 77(Y)z0 icin,

(i) (LWXJ)WY:LWX( P—ER "+ §®°°77)WY—( o—"E® "+ §®°°n)LWXWY
0

=L., “(oY)-L., (WnW(Y))W§+ L., " (n(Y)) =0
0 0 0

cc

. cc cc w w cc cc cc cc w w cc cc
(i) (Luyd) Y=LWX( P—"E@"n+£® ;7) Y—( - "E@ "+ ER® n)LWX %

_ LWX CC¢CCY _ LWX w (U(Y )) W§ n LWX ch cc (U(Y )) _ CC¢LWX CCY i
- - - 7
(L, )Y+ Ly, Y] 0 (000) by “ &+ E{ Ly “(0(1)
Y((Lxe)Y) CCWWW

+7n " (L) - T(n(LeY)) ¢
0 " (Len())-" ((Len)Y)

cc

:('-WX °°¢) Y + °°(p(LWX °°Y)— Tl Y =" (L (Y)) T+ ((Lam)Y) e

= (L) + "0 (LY)+ “ ()L, “E+ 7E (L, < (n(1)
’ *(Ln(v)

cc

(L) (L (V) e (L)Y ) T = (o + " (Len)Y) e,

(l") (LCCXJ)WY :Lccx( (0_W§®W77+CC§® ccn)WY_( ¢_W§®WU+CC§® ccn)LCCX WY

:LCCX CC¢WY_LCCX[W’7W(Y)JW§+ Lccx CC§W(77(Y)) —CC¢LCCX WY
W(LX¢Y) v

7
(Lx o) 1+ (gLxY)

0 (7](Y))(LECX °°§)+°°§(|_CCX W(z;(Y))) " (pLyY)

™

+7" (LY)YE- Y(n(LY)) &
[N
Y (Lxn(Y))="((Lxm)Y)

=" (L)Y )+ (oY )+ " (nN)Le, “€)+ ] L ()
(L&) " (Lxn (1)

_W((/’LXY)_W (LxU(Y)) e+ W((an)Y)CC§
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w

o) (100 ) (L) s

0

cc

- W((LX¢)Y)+W((LX’7)Y) -

cc

. cc cc w w cc cc cc cc w w cC cc
@) (L., 9) Y=me( P-"E@ "+ E® 77) Y—( P—"E@ "+ T E® n)LmX %

=L o Y=L " (n(Y)+ L €T (n(Y))  -Tel. Y
“(Leev) ‘ °°(,7(Y))cc(|_ccX C°§)+CC§°°LCCX E (1)) “(oLxY)

“((Lxo) )+ CfoLxY)

+W77CC(LXY)W§— CC(’?(LXY)) Ccé:
(1Y) @ (Lxn(Y))-“((Lxn)Y)

= (L)) + (L) + = () (L, )+ "L, ()
’ TG

cc

= (oL Y) " (7(LY) e == (Lan(Y) “&+ T ((Lam)Y) &

:CC((LX(p)Y)+ “(n(LeY)) e+ ((La)Y) e
(Ln()-"((xn)Y)

= ((Lep)¥) = e (L ()= ((Lam)¥) "+ = ((Lem)Y ) ¢

= ((Le@)Y)="((Lym)Y )&+ " ((Len)Y) “¢& elde edilir.
Yukaridaki teoremin ispatindan asagidaki Sonug 1 elde edilir.

Sonug 1. Teorem (4) de eger Y =¢ ve 7(&)=1oldugu kabul edilirse (23) esitligi
kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.

cC

(i) (Lagd)™e="(Le&). (i) (L) &="((Lip)€)+ " (L&) "¢,

cc cc

(iii) (L. 9)"E="((Lw)d)+ (Le)+"((Lem)&) ¢,

) (Lo, 3) "= ((e@)€) =" (L&) =" ((Lam) &) "€+ ((Lam) &) “¢.

Burada &e 3, (M,) dir.
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Teorem 5. Je3;(t(B,)) yari-tanjant demette (28) esitligi ile tanimlanan almost

parakontakt yap1 L, , X vektor alanina gore Lie tiirev operatérii ve 7(Y) =0 igin,
() (L, J)"y =0, (i) (L. )Y ="((Ly@)Y)- " ((Lin)Y) "¢,

(ifi) (L. 3)"Y =" ((Le@)Y )= " ((Lam)Y) "¢,
@) (Lo, )Y = ((Leo)Y)="((Lam)Y) s =" ((Lem)Y) "¢
esitlikleri elde edilir. Burada X,Y,& € 35 (M, ), M, de izdiisiimlii vektor alanlart, g € 3; (M)

M, de izdiisiimlii afinor alan1 ve 77 1- formdur.

Ispat . J = Cc(p— YER - T E® Cp yari-tanjant demette (28) esitligi ile tanimlanan
almost parakontakt yap1 olmak iizere 5(v)=o i¢in,
(i )(LWXJ)WY - LWX (ch_ w§® W77— CC§® CC?])WY —(cho— w§® W77— CC§® (:t:n)l_w>< wy

0

=L, (o¥)-L (ﬂ (Y)} )JZO

|
0

cc

(ii) (LWXJ)“YzLWX( _WE® Wy — .»;@“77) Y- ( g @ g@“n) Y

_ LWX cc@ch —L f [77 ccé:(:C(ﬂ(Y)) —CC¢W(LXY)
(L ° w) Y+ w( " ()L °°§+°°¢( )
TXWT e W(va)

' (L) e+ T (n(LY) T
0 " (L))" ((Lxn)Y)

="((Lo)+ 0" (L, )—“(n(Y)) o=, ()

—_

" (Lxn(Y))

cc

=T (L) (Lan(Y)) =" (L)Y ) &
="(Ly@)Y) =" (Len)Y) "€,

(l“) (LCCXJ)WY LCC ( ¢_W§®W77_CC§®CC77)WY_( ¢_W§®WU_CC§®CC77)LCCXWY
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) (L., 3) Y:me( ([,_wcf@wn_ccf@ccn) Y_( ¢_w§®wn_cc§®ccn)|_m y

cc

_ Lccx §DWY _ Lccx (WUW(Y)) Wé:_ Lch W(?](Y)) ccg_ CC¢Lch wy

" (LY) e+ (n(LY)) 7 é

—Lccx°°¢WY—LCCXW§[W77W(Y)]— N (11 0) I
| S — — | S ——
" (LeoY) ’ M) Le, T el M) oY)

Y((Lxo)Y )+ (oLxY)

+7 " (LY) e+ T (n(LY) Fe
0 " (Lxn())-"((Ln)Y )

=" ((Lep)Y)+ (oY) =" (nN)( L., €)= T&| L., " (n)
®(Le8) " (Lxn(v))

cc

=" (oY )+ (Lyn(Y)) "E="((Len)Y) ¢

“((Leo)Y)- (U(Y)JCC(LXS)—W((an)Y)mé

= W((LX¢)Y)_W((Lxﬂ)Y)CC§’

cc

X

+WUCC(LXY)W§+ CC(U(LXY)) ch
" (1) “(Lxn(¥))="((Lxn)¥ )

cc

= (L)) + (o) =) (Lo, “E)- "=, (n)

0 o (LX 7](‘())

cc

= (P )+ (L)) e+ (Lan(Y)) “& =" ((Lam)Y) "¢

cc

= ((qu))Y)Jr W(U(LXY)) Wg_cc((LXn)Y)ccg
Y (Lxn(¥))="((Lxm)¥)

cc

= ((Le@)Y)+"&" (Lan(V))= " ((Lem)Y ) " =" ((Len)Y) "¢

(L)) =" ((Lem)¥) e == ((Lm)Y) &,
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Burada 7L,Y =Ln(Y)-(L7)Y ve oY e3;(M,)dir. Teorem (5) nin ispati dikkate

alinirsa Sonug (2) asagidaki gibi elde edilir.

Sonug 2. Eger Teorem (5) de Y =¢ ve n(&)=1 oldugu kabul edilirse (26) esitligi

kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.
(i) (Luyd)"e=="(c&), (i) (L., J)"&="((Lep)&)- " ((Lem)&) "¢,

(i) (L., 3)"e="((Le@)€)~ (L&) =" (L&) ¢,

cc

@) (L., 3)7E= (L)) =" (Led) =" (L)) s =" ((Lam)) ¢

Burada & e 3;(M, ) dir.

Tamm 1. X ve J sirasiyla M, manifoldu tlizerinde tanimli bir vektor alani ve almost
kompleks yap1 olsun. Eger L, J =0 ise X ’e infinitesimal automorphsim denir. Burada L, , X
vektdr alanina gore Lie tiirev operatdriidiir ve keyfi bir Y € 3;(M,)) i¢in,

(L )(Y) =L (AY) =LY =[X,IY]- F[X,Y]
seklinde tanimlanir (Vanzura 1976).
Sonu¢ 3. X ve Y, M, manifoldu iizerinde izdiisiimleri sirasiyla B_de X ve Y olan

izdiigimlii vektor alanlar1 ve 7, M de 5(v)=o sarti saglayan 1- form olsun. Eger Teorem

4te L,p=0 VeL,p=0 iSe "X Ve =X , t(B,) yari tanjant demetinde, (25) esitligi ile tanimlanan

J almost kontakt yapisina gore infinitesimal otomorfizimdir. Burada ¢ € Jj(M, )dir.

Sonuc 4. X ve Y, M, manifoldu {izerinde izdiisiimleri sirasiyla B _de X ve Y olan
izdiiglimlii vektor alanlar1 ve 7, M, de ;(v)=o sartin1 saglayan 1- form olsun. Eger Teorem 4
te L,p=0 Ve Ly=0ise "X ve “X, t(B,) yari tanjant demetinde, (28) esitligi ile tanimlanan

J almost produkt yapisina gore infinitesimal otomorfizimdir. Burada ¢ € 3;(M, )dir.

Burada Tanim 1 de,

(i) Eger J almost produkt yap:1 ise 0 zaman X vektdr alanma, M, de almost

decomposable vektor alani denir.

(if) Eger J almost kompleks yap1 ise o zaman X vektor alanmna, M de almost

holomorphic vektor alani denir.
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(iii) Eger J almost kontakt yap1 ise o zaman X vektor alanma, M de almost kontakt
holomorphic vektor alani denir.

(iv) Eger J almost para-kontakt yap: ise 0 zaman X vektor alanina, M de almost
parakontakt holomorphic vektor alani denir.

(v) EgerJ almost para-kompleks yap1 ise 0 zaman X vektor alanina, M de almost

para-holomorfik vektor alan1 denir (Salimov 2023).

Tanim 1 ve Teorem 4 kullanilarak asagidaki Teorem 6 elde edilmistir:

Teorem 6. X ve Y, M, manifoldu iizerinde izdiisiimleri sirasiyla B_de X ve Y olan
izdiigimlii vektor alanlar1 ve 7, M de ,(v)=o sartin1 saglayan 1- form olsun. Eger Teorem
4te L.p=0 Ve L,p=0ise "X ve “X , t(B,) yarl tanjant demetinde, (25) esitligi ile tanimlanan
J almost kontakt yapisina gore almost kontakt holomorfik vektor alanlaridir. Burada
goeSi(Mn)dir.

Bununla birlikte Tanim 1 ve Teorem 5 kullanilarak asagidaki Teorem 7 elde edilir.

Teorem 7. X ve Y, M, manifoldu iizerinde izdiisiimleri sirasiyla B_de X ve Y olan
izdiigimlii vektor alanlart ve 7, M, de j,(v)=o0 sartii saglayan 1- form olsun. Eger Teorem 5
te L,p=0 Ve L,p=0ise "X ve “X, t(B,) yar tanjant demetinde, (28) esitligi ile tanimlanan
J almost kontact yapisina gére almost parakontakt decomposable vektor alanlaridir. Burada

¢)€51(Mn)dir.
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SONUC

. Yiksek lisans tezi olarak sunulan bu ¢alismada ilk olarak t(B,) yari-tanjant demetinde

almost kontakt yap1 ve almost product yap1 tanimlandi.

Almost kontakt yap1 ve almost product yapmnin t(B,) yari- tanjant demette izdiisiimli

bir X vektor alaninin "X dikey ve ®X tam liftlerine gore Lie tiirevlenebilme sartlari
incelendi.

X ve Y, M, manifoldu iizerinde izdiisiimleri sirasiyla B_de X ve Y olan izdiigimli
vektor alanlart ve 7, M de ;(y)=o sartimi saglayan 1- form olsun. Eger Teorem 4 te
L.p=0 Ve Ly=0 ise "X ve X , t(B,) yar tanjant demetinde, (25) esitligi ile
tanimlanan J almost kontact yapisina gore gore almost kontakt holomorfik vektor
alanlan1 oldugu ispat edildi.

X ve Y, M, manifoldu tizerinde izdiisimleri sirasiyla B_de X ve Y olan izdiigimli
vektor alanlar1 ve 77, M de ,(v)=o0 sartini saglayan 1- form olsun. Eger Teorem 5 te
L.p=0 Ve Lay=0 ise "X ve “X, t(B,) yar tanjant demetinde, (28) esitligi ile
tanimlanan J almost kontact yapisina goére almost parakontakt decomposable vektor
alan1 oldugu ispat edildi.

X ve Y, M, manifoldu iizerinde izdiigiimleri sirasiyla B, de X ve Y olan izdiigimlii
vektor alanlart ve 7, M de ;(v)-o sartim saglayan 1- form olsun. Eger Teorem 4 te
L,o=0 Ve L,p=0 ise "X ve “X, t(B,) yarl tanjant demetinde, (25) esitligi ile
tanimlanan J almost kontakt yapisina gore infinitesimal otomorfizim oldugu gosterildi.
X ve Y, M, manifoldu iizerinde izdiigiimleri sirasiyla B, de X ve Y olan izdiigimlii
vektor alanlart ve 7, M de ;(v)=o0 sartim saglayan 1- form olsun. Eger Teorem 4 te
L.p=0 Ve Lp=0 ise "X ve “X, t(B,) yar tanjant demetinde, (28) esitligi ile

tanimlanan J almost produkt yapisina gore infinitesimal otomorfizim oldugu sonucu

elde edildi.
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