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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
GENELLESMIiS CHEBYSHEV POLINOMLARI
Betiil SAKIROGLU

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali
Cebir ve Sayilar Teorisi Bilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Inci GULTEKIN

Bu c¢alismada ilk olarak Genellesmis Chebyshev Polinomlart matris yardimiyla
olusturulmustur. Daha sonra, bu polinomlarin tiirevi i¢in yeni indirgeme bagintisi
tanimlanmis Ve tiirev polinomlart i¢in tanimlanan kombinasyonel form yardimiyla
tablolar olusturulmustur. Son olarak tiirev polinomlariin tablolar yardimiyla kolayca

yazildigini gosteren ornekler verilmistir.

2016, 66 sayfa

Anahtar Kelimeler: Chebyshev Polinomu, Matrisler, Fibonacci Sayilari, Fibonnaci

Polinomu, Lucas Polinomu, Pochhammer Semboli.



ABSTRACT

Master Thesis
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Inci GULTEKIN

In this thesis, firstly the generalized Chebyshev Polynomials V,,,(x) and Q,,,(x)
have been obtained via matrices. Later, new recurrence relation has been defined for the
derivatives of these polynomials and created tables with the help of combinatorial forms
described for derivative polymials of this polynomial. Finally, examples showing how

to write derivative polynomials easily have been given.
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1. GIRIS

Matematikte ilk kez Chebyshev Polinomlari, sayilar teorisi ve onun admi tagiyan
polinomlarin dizisi iizerinde c¢alismis iinli Rus matematik¢i Pafnuty Lvovich

Chebyshev (1821-1894) tarafindan tanimlanmuistir.

Ortagonal polinomlarin bir dizisi olan Chebyshev Polinomlari, De Moivre formiiliine
baglantilidir. Bu polinomlar Fibonacci ve Lucas gibi indirgeme bagntilar1 yardimiyla
kolayca tanimlanabilir. Bu ylizden bir¢ok matematik¢i bu polinomlar1 incelemis ve

bircok 6zellik elde etmistir.

Chebyshev Polinomlar1 matematigin bir¢ok alaninda 6zellikle polinomlarin yaklasimlar
alaninda biiyiik 6nem tasimakta olup, bu alanda bir¢ok makale ve kitap yazilmstir
(Rivlin 1990; Mason 2003).

Chebyshev Polinomlari, fourier serileri, niimerik analizde, graf teorisinde, ve diger
birgok alanda ¢esitli uygulamalara sahiptir. Birinci tiirden ve ikinci tiirden n inci
Chebyshev Polinomlari sirastyla T, (x) ve U, (x) ile gosterilir ve siniis ve kosiniis gibi
bircok ag¢1 formiiliinden dogrudan elde edilebilir. Birinci tiirden ve ikinci tiirden
Chebyshev Polinomlarinin, indirgeme o6zellikleri Horadam (2002) tarafindan
tanimlanan Vieta —Fibonacci ve Vieta-Lucas polinomlarina yakindan baglantili oldugu
iyi bilinir. Bu ylizden Vitula ve Slota modifiye Chebyshev Polinomlar1 olarak Vieta

polinomlarini yeniden tanimlamistir.

Yakin gecmiste; Gospava B. Djordjevic de (2009) genellesmis Chebyshev polinomlari
tizerine ¢alismalar yapmistir. Chebyshev polinomlarinin; Morgan-Voyce, Horadam ve
Jacobsthal polinomlar1 gibi iyi bilinen polinomlarla iligkilerini incelemistir (Djordjevic

2009).



Bu tez ¢alismasinin ikinci boliimiinde; tez boyunca kullanilan biitiin kavramlarin temel

tanim Ve Ozellikleri verilmistir.

Tezin {iglincli boliimiinde genellestirilmis Chebyshev Polinomlarinin temel tanim ve
ozellikleri, bu polinomlara 6zel durum dahil edilen polinom siniflari, genellestirilmis
Chebyshev Polinomlarinin Jacobsthal, Morgan- Voyce ve Horadam polinomlariyla
iligkileri ve ayrica genellestirilmis Chebyshev Polinomlarinin karmasik konvoliisyonlari

hakkinda bilgi verilmistir.

Tez c¢alismasinin dordiinci boliimiinde; tanimlanan genellestirilmis Chebyshev
Polinomlar1 matrisler yardimi ile verilmis, bu polinomun tiirev polinomumu igin

indirgeme bagintis1 tanimlanmis Ve tiirev polinom tablosu elde edilmistir.

Tezin son boliimiinde ise yapilan tiim ¢aligmalara yonelik sonuglara yer verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Geren Fonksiyonu

Geren fonksiyonu sabit katsayili lineer homojen indirgeme bagmtilarini ¢6zmek igin
kuvvetli bir aragtir. 1718 yilinda Fransiz matematik¢i Abraham De Moivre Fibonacci

indirgeme bagmtisini ¢6zmek i¢in geren fonksiyonunu buldu.

Tamm 2.1.1: a,, a4, a,, ... reel sayilarin bir dizisi olsun. Bu durumda

g(x) = a9 +a;x + a2x2 + - anxn + ..

fonksiyonuna {a,,} dizisinin geren fonksiyonu denir (Koshy 1976).

i > nig¢in, a; = 0 olmak iizere, ay, a4, as,, ..., a, sonlu dizisii¢in geren fonksiyonu,

gx) = ag + a;x + ax? + -+ apx™

olur. Ornegin;

g(x) = 1+2x+3x2+...+(n+1)xn+.”

pozitif tam sayilar i¢in geren bir fonksiyondur.

nn+1)
2

n

f(x)=1+3x+6x*+-+

1,3,6,10,... i¢gen sayilarin dizisi igin geren foksiyondur (Koshy 1976).



1+x+x2+x34+x*+x°

(x° )

Polinomu —— = olarak yazilabilir. f(x) = 11) fonksiyonuna polinomdaki 1,1,1,1,1,1

katsayilarinin dizisinin geren fonksiyonu denir.
2.1.1. Geren fonksiyonlarinin esitligi

Tanim 2.1.1.1:

fx) = Zanx" ve gx)= ibnx"
0 n=0

iki geren fonksiyon olsun. Her n > 0 i¢in a,, = b,, ise f(x) ve g(x) geren fonksiyonlar

birbirine esittir.
Ornegin;

f(x) =1+ 3x+ 6x%+ 10x3 + ---
ve

=14+23, 342 454
gx > X 2x 2x

icin f(x) = g(x) dir.

Genellikle kullanilacak geren fonksiyonu

©o
1
=1+ax+a2x2+--~+anx"+--~=Zanx"
1-—ax



seklindedir (Koshy 1976).

Buna gore a = 2 i¢in 1,2,4,8,16,... dizisinin geren fonksiyonu;

=1+ 2x + 4x% + 8x3 + 16x* + -

1-—2x
olur.

2.1.2. Geren fonksiyonlarda toplama ve ¢arpma

flx) = i a, x" ve gx) = ibn x"
n=0 n=0

iki geren fonksiyon olmak iizere;

o

FG)+g@) = ) (antby) x"

n=0
ve

fx).g(x) = i <§: aibn_i) X"
n=0

i=0
seklindedir. Ayrica,

(0]

1
m = Z(TL-F l)a" x"

n=0

olur.



Ornek 2.1.2.1: a, =5a,_; — 6a,_,,a, = 4, a; = 7 sabit katsayili lineer homojen

indirgeme bagmtisini ¢ozmek i¢in geren fonksiyonunu kullanalim.

g(x) = ag +a;x + ax? + -+ apx™ 4 -
(=) 5xg(x) = 5apx +5a,;x% + 5a,x3 + -+ 5a,_x™ + -

6x2g(x) = 6 agx? + 6a,;x3 + 6a,x* + -+ + 6a,_,x™ + -+
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,
g(x) —5x g(x) + 6x2g(x) = ay + (a; — 5a¢)x + (a, — 5a; + 6 ag)x? + -

ot (a,—5a,_1 + 6a,_)x™ + -
olur.

a,—5a,_1 +6a,_, =0 oldugundan ve ay = 4,a,; = 7 yerine yazilirsa,

g(x)(1 —5x + 6x2) =4 —13x
elde edilir.

4 —13x A B
(1—2x)(1—3x)_(1—2x)+(1—3x)

g(x) =

esitliginde A =5 ve B=1 oldugundan,

5 1
d—20  d=30

= 522”x”+z3nx"
n=0 n=0

- Z(s.zn +3m) 7
n=0

g(x) =



elde edilir.
Tanim 2.1.2.1: Baslangi¢ degerleri; F; = 1 ve F, = 1 olmak iizere;
Foiz =Fpa + Ky
seklinde tanimlanan sayilara Fibonacci sayilar1 denir(Koshy 1976).
Ornek 2.1.2.2: 1,1,2,3,5,8,13,21,... Fibonacci dizisinin geren fonksiyonu;

f(x) =1+ x+2x?+3x3 +5x* + 8x° + 13x° ...
x f(x) =x+x%+ 2x3 + 3x* + 5x5 + 8x° ...

x2f(x) = x% + x3 + 2x* + 3x5 + 5x° ...
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

flx) —xflx) —x*f(x) =1
fOA—-—x—x*)=1

1
f(X)=1

olur. O halde; polinomun son hali,

m=1+x+2x2+3x3+5x4+8x5+13x6...

seklindedir.



2.2. Dizilerin Konvoliisyonu
Tanmm 2.2.1: aq,a,,...,ay, ... V& by, by, ..., by, ..
iki dizi olmak iizere bu iki dizinin konvoliisyonunun terimleri

€1 =a1by
C = a1b2+a2b1

C3 = a1b3 +a2b2+a3b1

¢, = a1b,+ayb,_1+azb,_, + - +a,b;
n
Cn = Z Axbn_k41

k=1

olarak hesaplanan cy, ¢y, ..., ¢y, ... dizisidir (Verner and Hoggat 1970).
2.2.1. Genellesen Fibonacci Sayilarimin Konvoliisyonu

1,1,2,3,5,8,13,21,... fibonacci sayilari i¢in geren fonksiyonu,

T—r—a- Fy + Fox + Fyx? + Fux3 + Fox* + -

olup,

1
A r e = O T RO+ O ot By 2

esitligi ise Fibonacci sayilarinin k. konvoliisyonunun geren fonksiyonu olur (Verner and

Hoggat 1970).



Simdi de Fibonacci say1 dizisinin kendisiyle konvoliisyonunu bulalim. Bu sayilara

birinci Fibonacci konvoliisyon dizisi denir.

Birinci Fibonacci Konvoliisyon Dizisi;

F,Y = FF =1
F,Y = FF, + F,F, =1+1=2
F;V = F,F, 4+ F,F, + F3F, =2+1+2=5
F,®Y = F,F, + F,F; + F3F, + F,F, =3+2+2+3=10
=20
=38
=71

(1,2,5,10,20,38,71,...) seklinde bulunur.

Simdi ise Fibonacci dizisi ile birinci Fibonacci konvoliisyon dizisinin konvoliisyonunu

bulalim.

Ikinci Fibonacci Konvoliisyon Dizisi;

Fl(z) =F Fl(l) =1
FZ(Z) = FZ Fl(l) + Fl Fz(l) =1 + 2= 3
F®=rFE®+F Y+ F RO =24+2+4+5=9

F@P=FFY+FEEVY+FFEY+FF®=3+4+45+10=22
=41
=111

(1,3,9,22,41,111,...) seklinde bulunur.
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Fibonacci dizisi,

1—x—x2 Fi + Fox + F3x?2 + Fyx3 + Fex* + -+ Fppx™ + -+

Birinci Fibonacci Konvoliisyon dizisi,

1

m = Fl(l) + Fz(l)x + F3(1)X2 + -+ Fn+1(1) x" + .-

Ikinci Fibonacci Konvoliisyon dizisi,

1
m = Fl(z) + Fz(z)x + F3(2)X2 + -+ Fn+1(2) x" + .-

seklindedir.
2.3. Vieta Polinomlan
2.3.1. Vieta tablolar1 ve polinomlari

n > 1 icin agsagidaki gibi tanimlanan

B(n,j)=(n_§_1), (0 Sjs[nT_l) @2.1)

ve

b(n,j) = nnT] (n;j) (o)< [g]) 2.2)
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kombinasyonel formlar1 géz 6niine alalim. Buna gore B(n,j) ve b(n,j) nin ilk birkag

terimi Cizelge 2.1 ve Cizelge 2.2’de gosterilmistir.

Cizelge 2.1. B(n,j) vieta tablosu

R e e T T e T T = S

o ~N oo o1 B~ W N P
(@]
-

Cizelge 2.2. b(n,j) vieta tablosu

1

1 2

1 3

1 4 2

1 5 5

1 6 9 2
1 7 14 7

1 10 35 50 25 2
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Cizelge 2.1 Vieta- Fibonacci tablosu ve Cizelge 2.2 Vieta- Lucas tablosu olarak

adlandirlir.

Cizelge 2.1 ve (2.1)’ den V,(x) Vieta— Fibonacci polinomlari

[n_—l
2
V,(x) = Z (" ’]z - 1) X2 () = 0 (2.3)
k=0
seklinde tanimlanir (Horadam 1973). (2.3)’ den

Vix) =1, Vb)) =x, Vz(x) =x2—-1, Vu(x) =x3—2x, Vs(x) =x*—3x%2+1
Ve(x) = x> —4x3+3x, V,(x) =x®—5x*+6x2-1

elde edilir.

Cizelge 2.2. ve (2.2) esitliginden v, (x) Vieta— Lucas polinomlart,

2]
va(¥) = ;(—nkn’%k(”;") X, () =2 @4

seklinde tanimlanir (Horadam 1973). (2.4)’den

vi(x) =x, v(x) =x%2—-2, v3(x) =x3—-3x, v,(x) =x*—4x2+2

vs(x) = x> —5x3 +5x, wve(x) =x%—6x*+9x%2 -2

elde edilir.
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2.4. Pochhammer Sembolleri

Tamm 2.4.1: n negatif olmayan tam say1 olmak {izere,

Op=x(x+Dx+2)..(x+n—-1) (2.5)

()o=1, (V)p=n!

seklinde tanimlanan ifade pochhammer sembolii olarak adlandirilir (Anonim 2016).

Simdi bununla ilgili birkag 6zellik verelim.

Ozellikler

O _ (x+n-—1
1) B ( ? ) (2.6)
2) x™ = (=1)"(—x), (2.7)

3) x ve x +n negatif olmayan sayilarin1 Gama fonksiyonunu kullanarak n ‘nin reel

degerleri i¢in genisletilebilir.

_T(x+n) 28
seklindedir. Burada Gama fonksiyonu,
I'(x) =(x—1)! (2.9)

seklinde tanimlidir.
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5) (2.10)
@+b)™ = (M) (@™ b)D
>0)

Ozel olarak;

n
(1—x)" = z (5) (=" 2.11)
k=0
seklinde ifade edilir.
_ =Dk (@n
5) (@Wn-r = reR—— (2.12)
(GEO L GO
6) Earyiaer (2.13)
_ — mk () (1= m-1-n
7) (=) e = M™ (m)k(m )k (= )k (2.14)
—Nn\ _ -—n-m+1).-(n+2)..—(n+k-1)
8) ( k ) - k!
—_ (_1\k (N +k—-1
= (-0*( . ) (2.15)

(Anonim 2016).
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2.5. Gauss Fonksiyonlari

ab z a(a+1b(b+1)z> a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2) 23
c 1!+ c(c+1) 2! c(c+1)(c+2) §+...

serisi Gauss serisi ya da hipergeometrik seri olarak adlandirilir. Genellikle,

oF1 [a, b; c; z] seklinde gosterilir. z degisken, a, b ve ¢ de fonksiyonun parametreleri
olarak adlandirilir (Slater 1966).

Eger a ve b den herhangi biri —n negatif bir tam say1 ise; seri sadece sinirli sayida

terime sahiptir.

Ornegin; a = —2 ise;

(=2)b z | (=2)(=1)b(b+1) i+ 0=1 _ 2bz b(b+1)z?
c 1! c(c+1) 2! c c(c+1)

oFi[a, b;c;z] =1+

olur.
Bundan sonraki biitiin terimlerin sifir oldugu goriiliir.
Gauss fonksiyonu;

oFila,b; c; z] =

O (@) (D)™
(©)p !

seklinde tanimlanir. Burada a, b, ¢ ve z reel ya da kompleks olabilir.
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oFi[a,b;c;z] = oF; [a,b;z]

c;
ya da

oFila, b; c; z] = Fla, b; c; z]

seklinde de gosterilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Genellestirilmis Chebyshev Polinomlari

Tammm 3.1.1. Genellestirilmis Chebyshev polinomlart  Q,,,(x) ve V,,(x) ile
gosterilir. (x reel bir degiskendir) ve
Qom®) =xQp1;m(X) = Qe (x); n=m, nnm €N (3.1)
Qpm@x) =x", n=123.., m-1

Qm(x) =x™ =2

Vom(x) = xVi_ 1 (%) = Vi (%) n=>m, nm €N (3.2)

Vom(@) =x™, n=123..,m-1

Vpm(x) =x™ —1

seklinde tanimlanir. Burada N negatif olmayan tam sayilar kiimesini gosterir

(Djordjevic 2009).

Qpm(x) ve V, ,(x) polinomlarnin geren fonksiyonlari,

P = (1= A=t + 7= () "

(3.3)

GM(t) =10 —xt+tM™) 1= Z Vim(x) t"
n=1

seklindedir. (3.3)’ iin saglamasini yapalim.
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GMt)=A—xt+t™) 1= Z Vom(x) t"
n=1

i¢in,

Vn,m(x) th = Vl,m(x) t+ VZ,m(x) t* + V3,m(x) t3 4 -

n=1

toplaminda m =1 segilirse,

2 V(@) t7 =V () t+ Vo (x) t2 + Vg1 (x) 3 + -

n=1
olur. (3.2) formiilleri kullanirsa,

Vi(x)=x'-1=x-1

Vo1 () = x Vy1(x) — V(%)
=x.(x—-1)—-(x-1)
=x2—-2x+1
= (x — 1)

V3'1(x) =X V2,1(x) - V2,1(x)
=x(x—-1)2%2—-(x—-1)2
=x3—-3x2+3x—-1

=(x—-1)3

olup,

1
1—ax

apt+a;x+ax*+azx®+- =
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esitliginden,
Gl =(x—-Dt+x—-1D?t>?+(x—-1)3 t3+ -
= 1 = ! =(1-xt+t)™?
1-(x—-1)t 1—-xt+t
elde edilir.

(3.3)’ iin agik formiilleri,

Qi (%) = [2](—1)" % (" ~ ("l’i - 1)k) n-mk
(3.4)
v, (x) = %(_1)16 (n —(m - 1)k) -
o & k

seklindedir.

Ornek 3.1.1: Q,3(x) genellestirilmis chebyshev polinomu (3.1)’ den

Q43 x)=x Q35 (x) — Q3 (x)
=x(x3-2)—x

=x*—3x

ve (3.4)’ den
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olur.
Ornek 3.1. 2 : V, ,(x) genellestirilmis chebyshev polinomu (3.2)’ den
Vi (x) = x V3 ,(x) — Vo ,(x) ; 4>2, nmE€N
V3,2(x) = x V5 5(x) = Vy5(x)
=x(x*-1)—x
=x3 - 2x
Voo (%) =x (63 = 2x) — (x* — 1)
=x*-3x%+1
ve (3.4)’ den

[4/2]
0,00 = ) (-1F (FF) xr2

k=0

=1. (g) x*+ (-1 (i) x? + 1. (;) x°

=x*—3x2+1
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olur.

Asagidaki tablolarda m = 2,3,4 degerleri igin birkag V;, ,,, (x) genellestirilmis chebyshev

polinomu verilir.

Cizelge 3.1. V,, ,(x) polinom degerleri

m=2 V. 2(x) polinom degerleri
V, () x? -1

V34 (x) x3 —2x

Va2 (%) x*—=3x2+1
Vs2(x) x5 — 4x3 + 3x

Ve 2 () x6 —5x*+6x%2—1
Vs 5(x) x7 —6x5 + 10x3 — 4x

Cizelge 3.2. V,, 5(x) polinom degerleri

m=3 V,, 3(x) polinom degerleri
Vs 3(x) x3-1

Va3(x) x* —2x

Vs,3(x) x° — 3x?

Ve.3(x) x® —4x3 +1
V73(x) x” —5x* + 3x
Vg,3(x) x8 — 6x° + 6x2

Vo 3(x) x%—7x%+10x3 -1
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Cizelge 3.3. V), 4(x) polinom degerleri

m=4 V. 4(x) polinom degerleri
Vaa(x) x*—1

Vs.4(x) x® —2x

Ve 4(x) x® — 3x2

V7 4(x) x7 —4x3

Vg4(x) x8 —5x*+1
Vo,4(x) x? — 6x5 + 3x
V10,4 (x) x10 — 7x% + 6x2
Vi14(x) x1 —8x7 + 10x3

Tamm 3.1.1: A = (a;;) matrisi

1, i vej degerleri komsu
al-j = {

0, diger durumlar (3.5)

oldugunda E birim matris ve x skaler bir degisken olmak tizere P(x) Karakteristik

polinomu,
P(x) = det(4A + xE) (3.6)
seklinde tanimlanir.
Burada P(x) igin alternatif bagka bir tanim da n matrisin mertebesi oldugunda,
P(x) = (—1)" det(A — xE)

seklindedir (Hosoya 1973).
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Vom@) =x", n=123.,m-1 ve V,(x)=x"—-1,n=m, nnm €N
oldugunda m=2 i¢in,
Vam () = xV_1m (%) = Ve (x) = P(x) = det(4 + xE)
olur.
Buna gore 1}, ,,, (x) Genellestirilmis Chebyshev Polinomunda n = 2 i¢in,
Voo(x) =x%—1
olup (3.5)’ den
P I
matrisi kullanilarak (3.6)’ dan

det [((1) (1))z><2 +x ((1) (1))2><2] = det (316 91C)z><z =x%-1

elde edilir.
Vom () Genellestirilmis Chebyshev Polinomunda n = 3 igin,

Vio(x) = x3 — 2x
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matrisi kullanilarak,

0 1 0 1 0 0 x 1 0
det <1 0 1 +x(0 1 0 =det({1 x 1 =x3—2x
0 1 0/3x3 0 0 1/3x3 0 1 x/3x3

elde edilir.
3.2. Genellestirilmis ], ,,(x) Jakobsthal ve j, ,,(x) Jakobsthal Lucas Polinomlari

Tammm 3.2.1: Genellestirilmis  J,, ,,(x) Jakobsthal ve j,,,(x) Jakobsthal Lucas

Polinomlar1 sirasiyla;
baslangi¢ degerleri,

]O,m(x) =0 ) ]n,m(x) =1 n= 1,2, e, M — 1

ve
Jom@) =2, jomx)=1 n=12,..,m-1
oldugunda
Jom ) = Jucam(X) + 2% [ (X) n=m, n,m €N (3.7)
ve
JamX) = jnc1m(X) + 2% jpomm(x), n=m, n,m €N (3.8

seklinde tanimlanir (Djordjevic 2009).
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(3.7) ve (3.8) nin agik formiilleri,

[n/m]
_ —(m-1k
Insam () = kzo ek
(3.9)
[n/m]n (m — 2)k ( 1)k
. _ - - n—m-—

seklindedir.

3.3. Chebyshev ve Jacobsthal Polinomlari

Bu bolimde Q,,,,(x) ve V,,,(x) Chebyshev Polinomlar1 ile J,,,(x) Ve jum(x)
Jacobsthal Polinomlar arasindaki bagmtilar verilecek (Djordjevic 2000; Djordjevic and
Srivastava 2005; Djordjevic 2007).

Teorem 3.3.1: Her n>m, n,m €N igin,

Vim (%) = x™ Jnqm(—(2x™)7H) (3.10)

Qm (%) = %™ Jm (=(2x™)71) (3.11)

olur (Djordjevic 2009).

Ispat: (3.10) icin
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[n/m]
M Jpam(~@ey Ty = Y (M7 DR Cagamyy
k=0
[n/m]
— Z (_1)1{ (Tl - (n;;_ 1)k) x™ Zk 2—k x—mk
k=0
[n/m]
— Z (_1)k (n_ (”Ii_ 1)k) xn—mk
k=0
= Vn,m(x)
olur. (3.11) i¢in,
[n/m] ( 2k
. o n—(m-— — — 1Dk _
X Jrm (—(2x™) 1) — T Z m (Tl (77;( ) ) (—=2(2x™) 1)k
k=0
[n/m] ( 2k
— _ g - Um— n—(m—l)k n—-mk
Z“) n—(m—l)k( k ) x
k=0
= Qn,m(x)
olur.
Teorem 3.3.2: Her n>m, n,m € Nigin
QZn+1,2m(x) = x 2+l Jan+1,2m (—(szm)_l) (3.12)
Qonom(X) = X2 jop o (—(2x*™)71) (3.13)
Vonam(x) = x2n ]2n+1,2m(—(2x2m)_1) (3.14)
V2n+1,2m(x) = x2n+l ]2n+2,2m(_(2x2m)_1) (3.15)

(Djordjevic 2009).
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Ispat: (3.13) igin;

x2n J2n2m (—2x*™)™)

[n/m]
2n—(2m—2)k 2n—2m- 1Dk
_ o —2(2 2mN—1\k
), = am—r (k) creem™
[n/m]
_ Z (—1)% 2n— (2m —2)k (Zn —(2m - 1)k) x2n-2mk
2n—(2m - 1Dk k
k=0
= -QZn,Zm(x)
olur ve (3.15) igin;
e ]2n+2,2m(_(2x2m)_1)
[n/m]
o D T G el NP Te O
k
k=0
[n/m]
_ (—1)k (Zn +1-— l({Zm - 1)k) x2n+1 y—2mk
k=0
[n/m]
_ PN 2n+1—-02m— Dk\ _sn+1-2mk
= > 0 ( b )=
k=0
= V2n+1,2m(x)

olur.
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3.4. P, u(x) Polinomlar: ve Chebyshev Polinomlar:

Tamm 3.4.1: P, ,,(x) polinomu;
Bom(x) = x Pp_q (%) + 2Py (¥) = Pyomm(x), n=2m, nm €N (3.16)
seklindedir (Djordjevic 2009). (3.4.1) de m=1 igin;
P(x) = (x + 2)Py—1 (%) — P (%), nz2
olupher P € {b,B,c,C} igin;
b, =1, by=x+1, (Morgan — Voyce polinomlari)
By, =1, Bi=x+2, (Morgan — Voyce polinomlarr)

=1, ¢t =x+3, (Horadam polinomlart)

Co=2, Ci=x+2, (Horadam polinomlari)

olur.
Bu béliimde, m = 3 igin B, ,,(x) polinomunu (3.16)’ dan,

Pps(x) =xPy_13(x) + 2Py _33(x) —Pp_e3(x), n=6, nmEN (3.17)

olup,

Pn3(x) € {by3,Bpn3,Cn3 Cn3} icin, baslangic degerleri sirasiyla,



29

b0,3 (x) =1, b1,3 (x) =x, bz,s (x) = x?,

bys (x) = x3 + 1, bys (x) = x* + 4x, bs 5 (x) = x° + 5x2
Bo,s(x) =1, B1,3(X) =X, 32,3(X) = x?,
Bys(x) = x3+ 2, By3(x) = x* + 4x, Bss(x) = x° + 6x
00,3(35) =1, C1,3(x) =X, C2,3(x) = x?,
c33(x) =x3 +3, ca3(x) = x* + 5x, cs3(x) = x° + 7x?
C0'3(x) =2, C1'3(x) =X, C2,3(x) = x?,
Ca3(x) = x3+2, Coz(x) =x*+4x, Cs53(x) = x>+ 6x2

seklindedir.

Teorem 3.4.1: Her n>m, n,m € N igin

(D" x Cp3(—x2) = Qpnyre(x), n =0 (3.18)
(=D Cpa(—x2) = Qpne(x),  n>0; (3.19)
(=D bya(—x2) = Vone(x),  n20; (3.20)
(—1)" x By y(=x2) = Vopyre(x), n=0; (3.21)

Cnt33(X) — Cr3(x) = Cryz3(x), n=0; (3.22)



30

bpy33(x) + by3(x) = Cpyzz(x), n=0; (3.23)

Criz3(X) = Cpa(x) = xXCpyp3(x), n20; (3.24)

Bp3(x) + Bp_33(x) = cp3(x), nz3; (3.25)

Bp3(x) = Bp_g3(x) = Cp3(x), n=6; (3.26)
(Djordjevic 2009).

Ispat : (3.20) igin,

(—1™ by 3(—x2) = (=1 (=x2by 3(—x2) + 2by_p3(—x3) — by_s 3(—x2))
= 22 ((=1)"by3(=x2)) = 2(=1)""2 by 5(~x2) = (= 1" 5by_55(~x?)
= %% Von,e(x) = 2 Van_46(x) = Van_10,6(x)
= %(Vane16(0) + Von-56(0) ) = 2 Van46(0) + Van—s6(x) — % Vop_s56(x)

=2 Voni1,6(%) = Vop_g6(x) = Vopiz6(x)
olur.
3.5. Chebyshev Polinomlarimin Karisik Konvoliisyonlari
Bu bolimde V;, ,,,(x) polinomlarmin r. konvoliisyonlar1 olan V;/,,,(x) polinomlar1 ve
Q. m (x) polinomlarinin s. konvoliisyonlari olan 3 ,,, (x) polinomlarini incelenip sonra

da r ve s negatif olmayan tam sayilar olmak tizere Chebyshev Polinomlarinin karisik

konvoliisyonlari olan Vy 'y, (x) polinomu verilecek.
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Burada m,n,r,s € N ve r+s > 1 olarak kabul edilmistir. };,,, (x) polinomu,

nVm(x) = x (r + WVp_q () = (0 + mr) Vi m (%) (3.27)

sekline tanimlanmis olup geren fonksiyonu,
G = (1= xt + ™)+ = 3 yr () e
n=1

ile ifade edilir.
GI(t) = (1 —xt +t™)~*D

esitliginde (2.11) kullanilirsa,

G'(@t) =1 —xt+ tm)—(r+1) = (1 —t(x — tm—l))

[ee)

z (T+1) ( t(x tm- 1))

n=0

Z (T + 1) t)n(x _ tm—l)n

elde edilir. (2.15) kullanilarak

(3.28)

—(r+1)

(3.29)

(—(r + 1)) =+ 1D).-(+2)..—(r+n)
n B n!

r+1.r+2)...(r+n)

= -D"

n!

(r +n)!
rin!

= D"
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olur.
(2.8) ve (2.9) formiilii de kullanarak;

G ™

elde edilir ve diger taraftan (2.11)’de kullanilirsa,

n

(x S tm—l)n — z (Z) xn—k(_tm—l)k

k=0
elde edilmis olur.

(3.29)’da yerine yazilirsa,

> (r+ 1), o
_ Z (r . ) Z (Z) X"k (—gm-1ykgn (3.30)
n=1 k=0
e r+1)
_ _ n—(m-DK n_mk,n
_; kZo( D o X (3.31)

olur.

Simdi (3.31)’de asagidaki esitlikleri kullanalim. Bunun i¢in (2.12) formiiliini

(r + Dp_@m-1)k  i6in agarsak;

(DR +1),  (DTRE 4+ 1),

A=r=1=em-x (T =MW am-1)k

(r+ 1)n—(m—l)k =
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elde edilir. Diger taraftan (2.13) formiilini (n —mk)! ifadesini a¢gmak i¢in
kullanilirsa,
—1)™k n!
(n—mk)! = e nl
(_n)mk

elde edilir. Bu ifadeler,

(_1)k(r + 1)n—(m—1)k (x—m)k
(n — mk)! - k!

esitliginde yerine yazilirsa;

DR ED™DE 1), ()
B (=7 = ) m-1y- (—1)™k.n!

bulunur. (2.15) formiiliinii de bu adimda kullanirsak,

(r+ 1, m™ (_Wn)k (1 ;l”)k (5 ‘nll — ”)k —
n! (m = D (:r::{l)k (1 ;t_ln)k (m _ri = ; - n)k e
m k
Ceany G0, ()
"G GRS,

ifadesi bulunur. (3.29) — (3.31) formiilerden asagidaki formiil,

[—n 1—-n m—1—n x~ ™M mm
x"(r+ 1y [ m m ' m ; (m — 1)(m-1)|
vr =—> F_ _ 3.32
m (%) n! mim=ll . p 1—-r—n m—2—-r—n ( )
m-—1"~ m-1 """ m-—1
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elde edilir. Burada m =2 ver =0 igin;

-n 1-n 4
2’ 2 'x2

Va(x) = x™,F;

olur. Boylece;  V,2,(x) = V,(x)  oldugu goriiliir.

Q3 m(x)  polinomunun s. Konvoliisyonu

EM(6) = (1 — t™)(1 — xt + £™)~6+D = Z Q5. (0) t

n=1

seklinde tanimlanir.

nQy () =x (M +5)Q5_1 n(x) —2m(s + 1A m (%)
=x(s+1D)2m —n)Q5_1_mmx) + (n — 2m)Q3 5, 1, (%)

olur. Ayrica (3.35)’ den

[n/m] 1
s+
@ = D (1) Vi@

: J
j=0

yazilir. vy, (x) karigik konvoliisyonu

o)

(1 _ tm)s+1

n=1

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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seklinde tanimlanir. (3.38) formiiliinden,.

(1 _ tm)s+1 1
(1—xt+tm)st17 (1 —xt +tm)r+l

- (i 0 () t"> (i Vim0 " )

n=1

B i (Zn: Q5o () VE, m(x)> o

n=1 \k=1

s™(e) =

yazilir. (3.38)‘den
s r+1,s r+1,s-1

nUym (%) = x(r + s+ 2)v,; 717, (x) = m(s + D2 (0) —m(r + s+ 2)v

ve

0] [o0]
D v = (=T R )

yazilir. Diger taraftan (3.39) da r = s igin,

[n/m]
+1
v = Y 0F(CTY) vE@
k=1

ve s=0 (yada r=0) igin,
V,m(x) inr. konvoliisyon vy, (x) = Vi (x)
Qpm(x) ins. konvoliisyon vy, (x) = Q3 (x)

olur.

1,
o ()

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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Boylece m = 2 igin (3.41) ve (3.42) den

V,(x) inr. konvoliisyonu vy (x) = 7 (x)

Q,(x) ins. konvoliisyonu v,?:; (x) = Q5 (x)

seklinde ifade edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Genellestirilmis Chebyshev Polinomlar:

Tanmm 4.1.1: V,,,(x) Vieta- Fibonnacci ve Q,,,(x) Vieta-Lucas diye de
adlandilirilan Genellestirilmis Chebyshev Polinomlar1 , x reel bir degisken olmak {izere

sirasiyla,

Vom@) =x™ n=123.., m-1

Vm(x) =x™ -1

ve

Qpmx) =x" n=123..,m-1

Qm(x) =x™ =2

baslangig sartlar altinda,

Vom(®) = xVp_qym(x) = Viipm(x);  n=m, nm €N

ile ve

QomX) =xQp1;m(X) = Qe (x); n=m, nm €N

ile tanimlanir. Burada, N negatif olmayan tam sayilar kiimesini gosterir.
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m = 1,2,3 ... icin ilk birka¢ terimini,

Vi, (x) = %

Via(x) = x/

Voo(x) = ://'/'
V3,(x) = -2

Vyo(x) = x7— 6x°> + 10x3 — 4x
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Ve,3(x) x/4/4
V73(x) = x”— 5x* + 3x

Goriildugu gibi V,,,,(x) Vieta-Fibonacci polinomunda m i¢in yazilan polinomlarin

olur.

yukari ¢apraz bilesenlerinin toplamindan olusan polinomlardan (m + 1) i¢in yazilan
Vim+1(x) polinomu elde edilir. Diger taraftan, Q,,,,(x) Vieta-Lucas polinomu

icinde ayn1 sey gegerlidir.

4.2. Genellestirilmis Chebyshev Polinomlarinin Tablolar:

Tanm 4.2.1: V,,(x)ve Q,,(x) Genellestirilmis Chebyshev Polinomlarinin

kombinasyonel formlar1 sirasiyla;

B(n,j)=<n_j_((m,_2)j+1)), <0<j<["_1]>

] 7 Llm

ve

s (I (osi2 1)
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seklinde tanimlanir. Burada n > 1 olmalidir. B(n,j) siralamanmn ilk birka¢ terimi

Cizelge 4.1’de ve b(n,j) siralamanin ilk birkag terimi Cizelge 4.2’de gosterilmistir.

Cizelge 4.1. B(n,j) Vieta-Fibonacci polinom tablosu

m=1 i¢in,

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4
1 5 10 10
1 6 15 20
1 7 21 35

1

5 1
15 6
36 21

Cizelge 4.2. b(n, j) Vieta-Lucas polinom tablosu

m=1 igin,

e i
~ o 0o M W N
ul

2

7 2
16 9
30 25

Cizelge 4.1°deki Vieta- Fibonacci polinom tablosu ve Cizelge 4.2°deki Vieta- Lucas

polinom tablosu olarak adlandirilir.
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Bu tablolar m‘nin degerlerine gore degisecektir. Bunu soyle genelleyebiliriz:

Vo m(x) Vieta- Fibonnaci Polinomunun tablosu;

1. situnda— 1,1,1,1,1 ...
2. siitunda —» (m + 1). satirdan itibaren — 1,2,3,4, ...

3. situnda — (2m + 1). satirdan itibaren — 1, 3,6,10, 15, ...

k. siitunda — ((k - 1m+ 1). satirdan itibaren tablonun elemanlar1 yazilarak

elde edilir.

Chebyshev Polinom tablolar;; bu polinomlarin bilesenlerinin bas katsayilarindan
olugsmaktadir. Yani; Chebyshev Polinom tablolar1 biliniyorsa, polinomlarin tanimlarini

kullanmadan da Chebyshev Polinomlarini elde edebiliriz.

4.3. Genellestirilmis Chebyshev Polinomlarinin Matris Gosterimi

Vieta-Fibonacci ve Vieta-Lucas seklinde de adlandirlanV), ,(x) ve Q,,(x)

Genellestirilmis Chebyshev Polinomlarini matrisler yardimiyla da elde edebiliriz.

Teorem 4.3.1: V;,(x) Genellestirilmis Chebyshev polinomu (Vieta-Fibonnaci

Polinomu);

i) n<m igin;

[A],,xn, Sifir matrisi, [E],«, birim matris olmak lizere;

Vom(x) = det[A + xE]
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seklindedir.

i) n>m igin,

a, =1 , n=m
a12 =n—m, n+m
ak’k_l =0 ) k =>4
K = (ai]’)(n—m+2)x(n—m+2) =4 Qg =1 ) k < 4
A1, =1
. 0 ,diger durum
ve
Ay, = X2
L= (aij)(n—m+2)x(n—m+2) = apn =1, n# 2
0 ,diger durumlar
matrisleri ile, yani agik olarak,
0 n—m 0 0 0 0
/1 0 1 0 0 0\
| O 1 0 1 0 0 |
K= | 0 0 0 0 1 0 |
0 0 0 0 0 :
\E : Do 1/
0 0 0 0 0 0 O

(n-m+2)x(n-m+2)

ve
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Coococo M
.ooco 3o
CoomRmOo o
“ToR o0 O
"Rrooo o

 ooco o

0 O 0 0 0 0 1

(n-m+2)x(n-m+2)

seklinde olmak {izere,

x n—m 0 0 0 0
1 x™t 1 0 0 0
0 1 x 1 0 0
K+xL=|0 0 0 x 1 0
0 0 0 0 x :
: : P 1
0 0 0 0 0 0 X/ (-me2)x(n-m+2)

matrisi ile, (n =m ise K ve K+xL matrislerinde a,, =1 dir.)

2(—1)" ("~ k(;” - 1)) xvkm o —k(m—1) > k

M={ £
0 , n—k(m—-1)<k
oldugunda,
Vom(x) = det[K +xL] + M
seklindedir.

Teorem 4.3.2: Q. (x) Genellestirilmis Chebyshev Polinomu  (Vieta-Lucas

Polinomu),

) n<m igin;
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[A],xn Sifir matrisi, [E],x, birim matris olmak iizere,

Qnm(x) = det[A + xE]

seklinde olur.

i) n>m igin,

( a;, =1 , n=m
a,=n—m+1, n#m
Ar k-1 = 0 ) k=>4
P = (aij)(n—m+2)x(n—m+2) =9 A1 =1 k<4
A1k = 1
\ 0 ,diger durum
ve
Ay, = xM2
R = (aij)(n—m+2)x(n—m+2) = ann = 1, n# 2
0 , diger durumlar
matrisleri ile yani agik olarak,
0 n—m+1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
P=]0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 :
: : P w1
0 0 0 000 O (n-m+2)x(n-m+2)

ve
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1 0 0 0 o0 0
/O x™M~2 0 0 0 0\
| O 0 1 0 0 0 |
R =| 0 0 01 0 0 |
0 0 0 0 1 :
\E : A 0/
0 0 0 0 0 01 (n-m+2)x(n-m+2)
seklinde olmak {izere,
x n—m+1 0 0 0 0
/1 xm1 1 0 0 0\
| 0 1 x 1 0 0 |
P+xR=1]0 0 0 x 1 0
0 0 0 0 x

X7 (n-m+2)x(n-m+2)

(@)
(@)

matrisi ile, (n=m ise P ve P+xR matrislerinde a;, = 1 dir.)

— -1)>
E( 1)k( . )x , n—k(m—-1) >k
0 , n—k(m—-1)<k
oldugunda,

Qpm(x) =det[P +xR]+S
seklindedir.

Ispat 4.3.1:V,,,(x) Genellestirilmis Chebyshev Polinomunun (Vieta-Fibonnaci
Polinomu) matris ile karsiigimmn; Vj, ,, (x) = det[K + xL] + M esitligiyle elde edildigini

gosterelim.
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Burada;n =m, n<m ve n>m igin ii¢ sartin sagladigin1 gormeliyiz.

) nxm Vve n=12,..,m—1 yani n<m oldugunda V, ,(x) =x"
oldugunu gosterelim. Tanimdan; n < m igin, [A],x, sfir matrisi, [E],x, birim matris
olmak iizere,

Vom(x) = det[A + xE]

seklinde elde edildiginden det[A + xE] = x™ olduguna gore, V;,,,(x) = x™ oldugu
aciktir.

i) n=m igin, Vi, m(x) = x™ — 1 oldugunu gosterelim. Oncelikle, M ‘yi bulmaya

calisalim. M‘deki n — k(m — 1) sart1 igin , n = m oldugundan,;

n—kn—1)=n(1-k)+k

elde edilir. M formiiliinde k’ nin en kiigiik degeri 2 i¢in dahil distiniildiigiinde,

nl-2)+2=-n+2

elde edilir ki, n > 1 oldugundan bu ifadenin 2’den kiigiik olacagi agiktir. O halde,
B = 0 oldugu goriliir. Diger taraftan,

det[K + xL] = x [x™ ! (x.x..x) x*— (x.x..x) [—(x.x..%)

~———
(n—-m-2)tane (n-m-1)tane (n—-m)tane
=0 xM L xM M2 x2 — xm Ml x — 0

Vm(x) =x™ —1
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oldugu goriiliir.

Sonolarak, n # m ve n > m ig¢in,

Vn,m(x) =X Vn—l,m(x) - V;L—m,m(x)

oldugunu gosterelim.

Vom(x) = det[K + xL] + M esitliginden V}, ,, (x) ‘i bulalim.

det[K + xL] = x [x™ ! (x.x..x) x> — (x.x..x) [-(n—m) (x.x ..x)
S~—————— SN—————— N——————
(n—-m-2)tane (n—-m-1)tane (n-m)tane

= x.xM7L xVTM72 x2 — xMl e  (p—m)x™™

=x"—-(n—-m+1x"™
elde edilir. Diger taraftan,

M= (n - 2(;” - 1)) xn—2m _ (n - 3(;” - 1)) x3m oy (Tl - 4(;” - 1)) xAm_

seklinde olup,

Vo (@) = 2" = (n—m + D 4 (7 Z;n ' 2) e — (M7 3;11 ' 3) X3

n (n — 4£an + 4) fnAm

olur.
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Ayni sekilde, V,,_;,,(x) = det[K +xL] + M esitliginden V,,_; ,,,(x)’ i bulalim.

det[K + xL] = x [x™ ! (x.x..x) x*— (x.x..x) [-(n—-m—-1) (x.x..x)
N~—— —_— ~———— ~——————
(n-m-=3)tane (n-m-2)tane (n—-m-1)tane

=x.xM L x"M3 x2 —x"M2 x — (n—m— 1)x"™m1

n n-m-1

=x"1—(n-m)x

elde edilir. Diger taraftan;

M = (Tl -1- ;(m - 1)) x-1-2m _ (n -1- g(m - 1)) x—1-3m

n (n -1- j(m = 1)) fn-l-am_

seklinde olup,

Vn—l,m(x) =x""1— (n— m)x"‘m‘l + (Tl —2m+ 1) xn—2m-1

2

_ (n - 357)n + 2) n-3m-1 (n — 4;71 + 3) ,n—dm-1 _

seklinde bulunur.

Veyine, V,_pnm(x) =det[K +xL] + M esitliginden V,_, ,,, (x) ‘i bulalim.

det[K + xL] = x |x™ 1 (x.x..x) x*— (x.x..x) |—(n—-2m) (x.x...x)
~———— ~———— ~——————
(n—-2m-2)tane (n—-2m-1)tane (n—2m)tane

= x. xM 1 x"72Mm=2 2 _ xn=2m-1 x _ (n — 2m)x"2™m
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=x"™—(n—-2m+ 1)x"2m
elde edilir. Diger taraftan;

M = (n -m _22(m - 1)) xn—m-2m _ (n —m _33(m - 1)) x—m=-3m

+ (Tl -m _f(m - 1)) xn—m—4m__ .

seklinde olup,

Vn—m,m(x) =xn ™M — (Tl —2m+ 1)x"‘2m + (Tl —3m+ 2) x—3m

2

_ (n — 437)n + 3) nAm (n — 521 + 4) x5

seklinde bulunur.
O halde simdi, x Vj,_1 1, (%) — Vo (x) = V1 (x)  oldugunu gorelim.

ve Vn—l,m(x) - Vn—m,m(x)

=y [xn—l —(n- m)xn—m—l + (Tl —2m+ 1) x—2m-1

2
_ (n - B;n + 2) (n-3m=1 (n - 4:1 + 3) n—4m=1 _ ]
- [x"‘m —(n—2m+ Dx™2m + (n - 3;n + 2) xM3m
_ (n - 4;71 + 3)xn_4m n (n — 5;11 + 4)x"‘5m _ ]
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=x"—(n—m)x™ ™+ (n - 2;” + 1) x-2m _ (Tl - 3;” + 2) x-3m

(n_4m+3)x" M _ x4 (n— 2m + 1)x" 2™
(n—3m+2)xn 3m+(n 4;n+3) n—am
(n— 5m+4)x” sm_
— X" — (n—m+ 1)x™" m+[(n 2m+1) (n—2;n+1)]xn_2m
_ [(n - 3£n + 2) n (n - 3?1)n + 2)] n=3m
n [(n—4;n+3)+(n—42n+3)]xn_4m_
=x"—-(n—-m+Dx"™+ (n p 2;1 + 2) xTIm — (n y 3;” + 3) x"3m
. (n = 4:1 + 4) —4m _
= Vn,m(x)
oldugu goriiliir.

O, m(x) Genellestirilmis Chebyshev polinomunun (vieta-lucas polinomu) matris ile

karsiligininin ispatida benzer sekide elde edilir.

Ornek 4.3.1:  V,,(x) = x* —3x? 4+ 1 polinomunu matris yoluyla bulalim.

Matris (n—m+2)x(n—-m+2)) = (4-2+2)x(4—-2+2)) = (4x4)

tipinde olup
0 4-2 0 O 1 0 0 0
(1 0 10 _ [0 x*2%2 0 0
K= 0 1 0 1 ’ L= 0 0 1 0
0 0 0 0/ 4xa 0 0 0 17 4xa

ve



o1

M= (12 (A2 D) g0

ifadelerinden

Vi, (x) = det

[N )
O FRrON
oS O O
oS RO O
S OO K
[N )
o RO O
=A==

0 0
_ 1 0
= det X 1
0 «x

O O R
O RrxX N

4x4
= {x[x(x?) —x] —2(x*)} +1
=x*—-3x2+1

olur.

Ornek 4.3.2: Qg,(x) = x — 6x* + 9x? — 2 polinomunu matris yardimiyla bulalim.

Matris (n—-m+2)x(n-m+2)) = ((6-2+2)x(6-2+2)) = (6X6)

tipinde olup,

0 6-2+1 1 0 0 0 1 0 00 0O

1 0 1 0 0 0 0 x22 0 0 0 O
p_| 0 1 01 0 0 rR=| 0 0 1.0 00

0 0 0 0 1 0 ’ 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 07 4y 0 0 0 0 0 17¢xe
ve

6-22-2) 6-2(02-1)
S = (=1)2 6—2.2
-1 6—2(2—1)( 2 ) x
6-3(2-2) 6-32-1)
_13— 6—3.2
+(=1) 6—3(2—1)( 3 ) x

=T (e B xr=or- 2
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ifadelerinden

[/0 5100 0 10 0 0 0 0 1
|/101000\ (OlOOOOWI
o lto 101 0 0] 001000 2
Qs,z(x)—det| 0000 1 0 tXx 0 001 0 O |+9x 2
[000001 \000010/J
0000006><6 0000016)(6
x 5 1 0 0 0
(1x1000
01 x 1 0 O 2
““l'ooox 10 T ox
\0000x1/
0 0 0 0 0 x7 gxe

= x{x[x(x(x?))] = [x(xD]} — 5{x[x(x?)]} + 9x2 — 2

=x® —6x* +9x% -2
elde edilir.
4.4. Genellestirilmis Chebyshev Polinomunun Tiirev Polinomu

Vam(x) ve Q. (x) Genellestirilmis Chebyshev Polinomlarinin V), (x) ve Qp ,,,(x)

tiirev polinomlarini olusturalim.

Tamm 4.4.1: V), (x) Vieta- Fibonnacci tiirev polinomu; x bir reel degisken ve

n = 2m olmak tizere;
A

(el

ve (buradaki A; dej =1 iken A;=j (A4; =1) sart1altinda,)

. n—2m+1
nep ="
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2 -+ Dm -G+ Dm+1D..(n -G+ Dm+j)
J n-2m+1)(Mn-2m)(n—2m—1).... J

(j+1) tane

j>1

olmak tizere,

Vyn(x) =nx™1  ve
Vom(x) =nx"1 -2 (n B Tg + 1) xVml D (n < 2m)

baslangi¢ sartlari altinda,

n—(G+1)m—12>0 olmak iizere;

Vn’,m(x) = eri—l,m(x) - ZV;{—m,m(x) +x" 1 4 Z(_l)j H(n'j) xn-UHm-1
=1

seklinde tanimlanir.

H(n,j) i¢in; m =1 secildiginde,

1
3 2
6 8 3

10 20 15 4
15 40 45 25 5

seklinde olup, H(n,j) tablosu elde edilir.
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Diger taraftan, V}; ,,,(x) Genellesmis Chebyshev tiirev polinomunun agik formiili;

=
Vi (%) = Z (—1D)*(n — (m — Dk) (" k- ((T’I’i— 2)k + 1)) n-mk-1
k=0

seklindedir.

m = 1,2,3 i¢in ilk birka¢ terimini bulalim.

Vii(x) = e
Voi(x) = 24
V3"1(x) =

V4',1(x) =

V5',1(x) =
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Vi) =17
VZI‘Z (x) = Z.X'/

V3"2(x) = 3 2 - 2

V4’,2 (x) =4

/
Ve ,(x) = 5/
Ve, (x) = 6% — 2007 + 12

Vi ,(x) = 7% — 30

Vg2 (x) =8
Vg (x) = 9x *—60x%2+5
Vio2(x) = 10 +168x° — 1403 + 30x

Vi12(x) = 112%° — 90x8 + 252x° — 280x* + 105x* — 6

Vis(x) = i
Vys(x) = 2/
Vi3(x) = 3%°
Vis(x) = 44&;/'
Vis(x) =54 — 6

V6’,3 (x)=6

Vi3(x) = 7x° —204° + 3

Vg3(x) = 8% —30x* + 12x
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Vo,3(x) = 9x® — 42x> + 30

Viis(x) =1 + 105x* + 20x

Vip3(x) = 122% — 90x8 + 168x” — 60x>

Vim(x) polinomunun yukari ¢apraz elemanlartyla yazilan polinom Vi ,;44(x)

polinomunu verir.

Tamim 4.4.2: Q;,,(x) Vvieta- lucas polinomunun tiirev polinomu; x bir reel degisken

ve n = 2m olmak tizere;
. n—2m+1 . n—1
h(n,J)—( i+1 )a,-, <1s]s[—m )

ve (buradaki a; dej=1 iken a;=j (a; =1) sartialtinda);

[m+(—-2)(m—1)—1] tane

n-2m—-—j)(n—-2m—j—1)..
—-m—-—(m-Dj)(n—-m—-(m-1)j+1)..
[m+(G—2)(m—1)] tane

aj=((n—m)j—(m—2)j2—1)(n , j>1

olmak tizere,

Qnp(x) =nx™1  ve

Qo (@) = nx™1 — [2 (n B Zl + 1) + (n —lm)] x"m"1 (n < 2m)
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baslangig sartlari altinda,

n—(G+1)m—1=>0 olmak iizere;

Qi (1) = %01 () = 20 () + 21 = %™ 4 ) (=1)) h(n, Hxn- UM
j=1

seklinde tanimlanir.

h(n,j) igin; m =1 segildiginde,

1
3 3
6 11 5

10 26 23 7
15 50 65 39 9

seklinde olup, h(n,j) tablosu elde edilir.

Diger taraftan, Q;, ,,(x) Genellesmis Chebyshev tiirev polinomunun agik formiili,

%]
, _ E: _ (n — (m — 2)k)(n — mk) n—k—((m-—2)k\ n-mr-
e =15 R G L

seklindedir.
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m = 1,2,3 i¢in ilk birkag¢ terimini bulalim.
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113(x) = 11p*° — 80x7 + 135x* + 32x

Qnm(x)  polinomunun yukari capraz elemanlariyla yazilan polinom €y 44 (x)

polinomunu verir.

Ornek 4. 4. 11V, 5(x) tiirev polinomunu bulalim.

n < 2moldugundan V33(x), V;3(x), Vs3(x) balangic sartlarindan,
V33(x) = 3x?

4-3+1

Vis(x) = 4x3 - 2( :

)x4_3_1 =4x3 -2
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4-3+1

Vis(x) =5x* -2 ( X

)x5‘3‘1 = 5x* — 6x

elde edilir. Diger taraftan, n > 2m igin V};,,,(x) tanimindan,

Vo3 (x) = xVg3(x) — 2V35(x) + x5

= x(5x* — 6x) — 2(3x%) + x°> = 6x° — 12x?

! ! ! 7 - 6 + 1 —6—
V33 = Vs (0) = 2Vi5 00 +x° + (=DM (1 70T ) Ao

= x(6x° —12x?) — 2(4x3 —2) + x% — 1x° = 7x° —20x3 + 3

/ / / 8—6+1 6
Vaa(0) = xV73(x) = 2V +27 + (DT (° 7 0T ) agxtot

= x(7x® — 20x3 + 3) — 2(5x* — 6x) + x” —3x = 8x7 — 30x* + 12x

! ! ! 9_6+1 —6—
Vaa(x) = x Vg3 (0) = 2V43(0) +x° + (' (7 7 ) 42070

= x(8x7 — 30x* + 12x) — 2(6x° — 12x?) + x& — 6x2

= 9x8 — 42x5 + 30x2

Vioa(x) = x Vi5(x) = 2V75(x) + x° + (—1)*

— (=1)? (10 —36 + 1) A, x10-9-1

10-6+1 10-6-1
5 )Alx

T(10-6+1)(10-6)(10—-6—-1) 543275

( _(10-9)(10-9+1)(10-9+2) = 123 1>

1
= x(9x8 — 42x° + 30x2%) — 2(7x® — 20x3 + 3) + x° — 10x3 + 10§x°

= 10x° — 56x° + 60x3 — 4

elde edilir.
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Ornek: 4.4.2. V{,3(x) tirev polinomunu agik formiiliinii kullanarak bulalim.

3
Vips(x) = Z(—l)k(10 - (3 -=1Dk) (10 —k— ((i —2)k + 1)) 5 10-3k—1
k=0

=(—1)°(10—(3—1)0)(10 0~ ((3 2)0+1)) 10-2.0-1

+(_1)1(10 _ (3 _ 1)1) (10 (3 2)1 + 1)) 10-3.1-1

+(=1)2(10 — (3 — 1)2) (10 ((3 -2)2+ 1)) 10-3.2-1

+(=1)3(10 = (3 — 1)3) (10 —3- ((g —2)3+ 1)) x10-33-1
= 10x° — 8.7x°% + 6.10x3 — 4.1x°

= 10x° — 56x° + 60x3 — 4

olur.
Ornek: 4.4.3. Q) ,(x) tiirev polinomunu bulalim.
n < 2m oldugundan , Q;,(x), Q3,(x), balangi¢ sartlarindan,

’2,2 (x) =2x

Qf,(x) = 3x2 — [2 (3 - ; + 1) + (3 ; 2)] x37271 = 3x2 -3

elde edilir. Diger taraftan; n > 2m igin Oy, ,,(x) tanimindan,

Qy2(x) = xQ3,(x) —2Q5,(x) + x3 —x

=x(3x%2—-3)—2(2x) + x3 —x = 4x3 — 8x

0500 = x 0,00 = 20,00 +x* = x? + (-1 (> T2 H ) g, x50
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=x(4x3—8x) —2(3x?—-3)+x*—x?2—1=5x*—-15x2+5

/ / / 6—4+1 —4—
Q2 (0) = x Qgp () =204, () +2° =22+ (D1 (O 70T ) a0

= x(5x* — 15x2 4+ 5) — 2(4x3 — 8x) + x®> — x> — 3x = 6x° — 24x3 + 18x
Q55 (x) = x Qg5 (x) = 2 Qg ,(x) + x° — x* + (=1)* (7 —4+ 1) g, x4

2
+(=1)? (7 B ;} + 1) a, x77671

GBoGZ-DDG-G-Dz+1 34 1

<a2=(5.2—(2—2)22_1) (5-2-2) 1 3)

3
= x(6x> — 24x3 + 18x) — 2(5x* — 15x% + 5) + x® — x* — 6x2 + 4.Zx
= 7x% — 35x* + 42x% — 7

elde edilir.

Ornek: 4.4.4. 03 ,(x) ftirev polinomunu agik formiiliinii kullanarak bulalim.

3
) Nk T =Q=2)K)(7 = 2k) 17—k — (2= 2k _7-2k-1
%)= ) (- R k )a7

i o e (R S b
! (7 —((2 (Zz)i)gg 2.1) (7 11— ((2 _ 2)1)x7_2_1_1
- gy (e
=<—1>3”‘é§1??&;;”)(7 S it
=-S5 50

= 7x% —35x* 4+ 42x%2 -7
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4.5. Genellestirilmis Chebyshev Polinomlarinin Tiirev Polinomlarinin Tablolar:

Tanim 4.5.1: V,, ,,(x) ve  Q,, ,(x) Genellestirilmis Chebyshev Polinomlarinin V;;,,, (x)

ve O, (x) Tirev Polinomlarinin kombinasyonel formlari sirastyla,

B(n) = (= Gn - ("7 ATED), (r=s=[7])

ve

b, ) = (n —(Sqm_—(jl)j_)(lf;]; mj) (n —j —§m - 2)j> ' ( <)< [n - 1] )

olur (n > 1).

B'(n, j)siralamasinin ilk birkag terimi Cizelge 4.3’de ve b’(n, j) siralamasinin ilk birkag

terimi Cizelge 4.4’de gosterilmistir.

Cizelge 4.3. B'(n,j) Vieta-Fibonacci Tiirev Polinom tablosu

m=1 i¢in,

2
6 3
12 12 4

20 30 20 5
30 60 60 30 6
42 105 140 105 42 7

~N o o B~ W N B
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Cizelge 4.4. b’ (n, j) Vieta-Lucas Tiirev Polinom tablosu

m=1 1¢in,

3
8 5
15 18 7

24 42 32 9
35 80 90 50 11
48 135 200 165 72 13

~N o o B W N

Cizelge 4.3’deki V,, ,,(x) Vieta-Fibonacci Tiirev Polinom tablosu ve Cizelge 4.4’deki

Qnm(x) Vieta- Lucas Tiirev Polinom tablosu olarak adlandirilir.

Bu tablolar m’nin degerlerine gore degisecektir. Genel olarak;

k. situnda — ((k —1m+ 1). satirdan itibaren tablonun elemanlar1 yazilarak elde

edilir.

Chebyshev Tiirev Polinom tablolari; bu polinomlarin bilesenlerinin bas katsayilarindan
olusmaktadir. Yani; Chebyshev Tiirev Polinom tablolar1 biliniyorsa, polinomlarin

tanimlarin1 kullanmadan da Chebyshev Tiirev Polinomlarini elde edebiliriz.
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5. SONUC

Bu calismada, V;,,(x) ve Q,,(x) Genellesmis Chebyshev Polinomlar1 matris
yardimiyla elde edildi ve ispatlandi. Ayrica bu polinomlarin tiirevleri i¢in yeni bir
indirgeme bagintist1 ve acgik formiili tanimlandi ve bu polinomlarin tiirevlerinin
kombinasyonel form yardimiyla tablolari olusturuldu. Tiirev polinomlariin tablolar

yardimiyla kolayca yazilabildigini gosteren ornekler verildi.
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